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Preisgekrönt  in  Frankfurt  a.  M.  1881. 

PROSPEKT. 

Dieses  Werk,  welchem  kein  ähnliches  zur  Seite  steht,  erscheiot  monatlich  in  3—4 
Ileften  zu  dem  billigen  Preise  von  25  ^  pro  Heft  und  bringt  eine  Sst'itmlang  der  wichtig- 
sten und  praktischsten  Aufgaben  ans  dem  Gesamtgebiete  der  Mathematik,  Phjsik, 
Mechanik y  math.  Geographie,  Astronomie,  des  Masohioen-,  Strassen«,  Eisenbahn-, 
Brileken-  nnd  Hochbaues,  des  konstruktiven  Zeichnens  etc.  etc.  und  zwar  in  ToUstftndig 
gelöster  Form,  mit  yielen  Figuren,  Erklärangen  nebst  Angabe  und  Entvrickelnng  der 
benutzten  Sätze,  Formeln,  Regeln  in  Fragen  mit  Antworten  etc.,  so  dass  die  Lösung 
jedermann  verständlich  sein  kann,  bezw.  wird,  wenn  eine  grössere  Anzahl  der  Hefte  er- 
schienen ist,  da  dieselben  sich  In  ihrer  Gesamtheit  ergänzen  und  alsdann  auch  alle 
Teile  der  reinen  und  angewandten  Mathematik  —  nach  besonderen  selbständigen  Kapiteln 
angeordnet  —  vorliegen. 

Fast  jedem  Hefte  ist  ein  Anhang  von  nngelösten  Aufgaben  beigegeben ,  welche  der 
eigenen  Lösung  (in  analoger  Form  wie  die  bezüglichen  gelösten  Aufgaben)  des  Studierenden 
überlassen  bleiben,  und  zugleich  von  den  Herren  Lehrern  für  den  Schulunterricht  benutzt 
werden  können.  Die  Lösungen  hierzu  werden  später  in  besonderen  Heften  für  die  Hand  des 
Lehrers  erscheinen.  Am  Schlüsse  eines  jeden  Kapitels  gelangen:  Titelblatt,  Inhaltsverzeich- 
nis, Berichtigungen  und  erläuternde  Erklärungen  über  das  betreffende  Kapitel  zur  Ausgabe. 

Das  Werk  behandelt  zunächst  den  Hauptbestandteil  des  mathematisch-naturwissen- 
schaftlichen Unterrichtsplancs  folgender  Schulen:  Realschulen  L  nnd  IL  Ordn»,  gleich- 
berechtigten iLöheren  Biirgerscholen,  Prlvatschulen,  Gymnasien,  Realgymnasien,  Pro- 
gymnasien,  Schnllehrer- Seminaron,  Polytechniken,  Techniken,  Bange werkschulcn, 
Gcvrerbeschnlen,  Handelsschulen,  techn.  Torbereitnngsschulen  aller  Arten,  gewerbliche 
Fortbildungsschulen,  Akademien,  Universitiiten,  Laud-  und  Forstwissenschaf tsschulen, 
Militarsclinlen,  Yorbereitnngs- Anstalten  aller  Arten  als  z.  B.  für  das  Einjftiirig- Frei- 
willige- und  Offlziers-Exnmcn  etc. 

Die  Schiller,  Studierenden  nnd  Kandidaten  der  mathematischen,  technischen  und 
naturwissenschaftlichen  Fächer  werden  durch  diese.  Schritt  für  Schritt  gelöste,  Aufgaben- 
sammlung immerwährend  an  ihre  in  der  Schule  erworbenen  oder  nur  gehörten  Theorien  etc. 
erinnert  und  wird  ihnen  hiermit  der  Weg  zum  nnfehlbaren  Auffinden  der  Lösungen  der- 
jenigen Aufgaben  gezeigt,  welche  sie  bei  ihren  Prarnngon  zu  lösen  haben,  zugleich  abor 
auch  die  überaus  grosse  Fruchtbarkeit  der  mathematischen  Wissenschaften  vorgeführt. 

Dem  Lehrer  soll  mit  dieser  Aufgabensammlung  eine  kräftige  Stütze  für  den  Schul- 
unterricht geboten  werden,  indem  zur  Erlernung  des  praktischen  Teils  der  mathematischen 
Disciplinen  —  zum  Auflösen  von  Aufgaben  —  in  den  meisten  Schalen  oft  keine  Zeit  er- 
übrigt werden  kann,  hiermit  aber  dem  Schüler  bei  seinen  häuslichen  Arbeiten  eine  voll- 
ständige Anleitung  in  die  Hände  gegeben  wird,  entsprecliende  Aufgaben  zu  losen,  die  j^e- 
hahten  Regeln,  Formeln,  Sätze  etc.  anzuwenden  und  praktisch  zu  verwerten.  Lust,  Liebe 
und  Verständnis  für  den  Schulnnterricht  wird  dadurch  erhalten  und  belebt  werden. 

Den  Ingenieuren,  Architekten,  Technikern  und  Fachgenossen  aller  Art,  Militärs 
etc.  etc.  soll  diese  Sammlung  zur  Auffrischung  der  erworbenen  und  vielleicht  vergessenen 
mathematischen  KenntnisBC  dienen  und  zugleich  durch  ihre  praktischen  in  allen  Berufs- 
zweigcn  vorkommenden  Anwendungen  einem  toten  Kapital  lebendige  Kraft  verleihen  und 
somit  den  Autrieb  zu  weiteren  praktischen  Verwertungen  und  weiteren  Forschungen  geben. 

Alle  Buchhandlungen  nehmen  Bestellungen  entgegen.     VViclitige   und  praktische  Auf- 
gaben worden  mit  Dank  von  der  Kedaktion  entgegengenommen  und  mit  Angabe  der  Namen 
verbreitet.  —  Wünsche,  Fragen  etc.,  welche  die  Redaktion  botreffen,  nimmt  der  Verfasser, 
Dr.  Kleyer,  Frankfurt  a.  M.,  Fischorfoldstrasse  10,  entgegen,  und  wird   deren  Erledigim 
thunlichst  berücksichtigt. 

Stuttgart.  Die  VerlagshaiMlliinjP^ 
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Vorwort 


ijeim  Durchblättern  des  vor  mir  liegenden  Lehrbuchs  der  ebenen  Trigono- 
metrie erinnere  ich  mich,  während  ich  dieses  Vorwort  schreibe,  an  das  mir  von 
ein^n  Züricher  Abonnenten  meiner  Encyklopädie  kürzlich  zugesendete  Citat: 

„Und  eh'  man  nur  den  halben  Weg^  erreicht, 
„MUSS  wohl  ein  armer  Teufel  sterben.  — " 

aus  Göthes  Faust. 

In  diesem  Ausspruch  Wageners  in  Göthes  Faust  liegt  leider  eine  furcht- 
bare Wahrheit,  eine  Wahrheit,  die  fast  Jeder  schon  erkannt,  der  in  Wissen- 
schaften einzudringen  sucht;  —  auch  bei  einer  oberflächlichen  Durchsicht  des 
in  diesem  Lehrbuch  enthaltenen  Materials  kommt  man  dazu,  die  Wahrheit 
jener  Worte  bekennen  zu  müssen. 

Die  ebene  Trigonometrie  ist  nur  ein  besonderer  Zweig  der  Mathe- 
matik und  zwar  nur  ein  Zweig  der  Geometrie;  sie  beschäftigt  sich 
mit  der  Aufstellung  der  Beziehungen  zwischen  irgend  welchen 
Strecken  und  Winkeln,  welche  Bestimmungsstücke  von  Dreiecken  oder 
anderen  geometrischen  Gebilden  sind,  oder  welche  in  irgend  welchem  geo- 
metrischen Zusammenhang  stehen.  Solche  Beziehungen  gibt  es  unzählige, 
wie  aus  vorliegendem  Buch  ersichtlich  ist. 

Das  Studium  der  Trigonometrie  hat,  wie  das  Studium  einer  jeden  Wissen- 
schaft, stets  einen  doppelten  Zweck;  der  eine  dieser  Zwecke  besteht  darin,, 
mittels  des  Studiums  einer  Wissenschaft  dieselbe  zu  erkennen  und  zwar 
soweit,  als  sie  bereits  von  Anderen  herangebildet  ist,  um  dann  an  dem 
weiteren  Aufbau  und  der  Vervollkommnung  jener  Wissenschaft  Teil 
nehmen  zu  können;  der  andere  jener  Zwecke,  für  die  Meisten  der 
eigentliche  Zweck  des  Studiums  einer  Wissenschaft,  besteht  darin,  die 
1-ehren  dieser  Wissenschaft  für  andere  Wissenschaften  und  das 
praktische  Leben  verwerten  zu  können.     Wie  mannigfach  solche 


VIII  Vorwort. 

Verwertungen  der  trigonometrischen  Lehren  sein  können,  ist  eben- 
falls aus  diesem  Lehrbuch  ersichtlich. 

Ein  Lehrbuch  der  ebenen  Trigonometrie  kann  somit  nur  einen  Teil 
der  unzähligen  trigonometrischen  Lehren  enthalten,  es  kann  die  mannigfachen 
Verwertungen  trigonometrischer  Lehren  nur  in  geringem  Mass  an  einigen 
Beispielen  zeigen. 

Will  oder  soll  ein  Studierender  mittels  des  Studiums  eines  Lehrbuchs  der 
Trigonometrie  auch  nur  den  halben  Weg  zu  einem  damit  beabsichtigten 
Zweck  erreichen,  und  soll  ihm  Zeit,  Lust  und  Kraft  übrig  bleiben,  auch  in 
anderen  Wissenschaften  nur  den  halben  Weg  erreichen  zu  können,  so  muss 
ein  solches  Lehrbuch  die  Bedingung  erfttUen,  dass  in  demselben  jener  gedachte 
Teil  der  Trigonometrie  aucli  so  vorgeftihrt  ist,  damit  der  Studierende  in  der 
möglichst  kürzesten  Zeit,  mit  dem  geringsten  Aufwand  seiner  Kräfte 
den  Hauptinhalt  und  das  Wesen  der  Wissenschaft,  so  weit  sie  bereits 
von  Anderen  herangebildet  wurde,  erkennen  kann;  ein  solches  Lehrbuch  muss 
aber  auch  die  Bedingung  erfüllen,  dass  es  dem  Studierenden  den  Zweck  und 
den  Wert  der  Lehren  jener  Wissenschaft  zeigt,  und  somit  nicht  allein  die  Lust 
zum  Studiimi  einer  Wissenschaft  wach  erhält,  sondern  auch  den  Studierenden 
zur  Erkenntnis  dessen  führt,  was  bereits  viele  Andere  vor  ihm,  Jahrhunderte 
vor  ihm,  erdachten  oder  erkannten. 

Die  ebene  Trigonometrie  ist  eine  Wissenschaft,  welche  ihrem  Wesen  nach 
darin  besteht,  Beziehungen  zwischen  solchen  Strecken  und  Winkeln  aufzu- 
suchen, welche  in  irgend  welchem  geometrischen  Zusammenhang  stehen; 
da  nun  solche  Beziehungen  abhängig  sind  von  der  Art  des  Zusammen- 
hangs der  gedachten  Strecken  und  Winkel,  so  ist  die  Trigonometrie  an  und 
für  sich  eine  Wissenschaft,  welche  sich  mit  der  L  ö  s  u  n  g  von  solchen  Problemen 
beschäftigt,  in  welchen  ein  bestimmter  Zusammenhang  der  betreffenden  Strecken 
und  Winkel  vorausgesetzt  oder  gegeben  ist;  dementsprechend  enthält  das 
vorliegende  Lehrbuch,  abgesehen  von  Definitionen,  nur  Probleme,  welchen 
teilweise  in  Form  von  Fragen,  teilweise  in  Form  von  Aufgaben  Ausdruck 
verliehen  ist. 

Die  in  vorliegendem  Buch  enthaltenen  Probleme  sind  teilweise  gelöst, 
teilweise  mit  Andeutungen  zu  den  Lösungen  versehen;  der  Grund,  warum 
dies  geschah,  ergibt  sich  aus  dem  vorstehend  Gesagten  —  der  Studierende  soll 
durch  das  Studium  dieses  Lehrbuchs  in  der  möglichst  kürzesten  Zeit  und 
mit  dem  geringsten  Aufwand  seiner  eigenen  Kraft,  den  Inhalt, 
das  Wesen,  den  Zweck  und  den  Wert  der  Trigonometrie  erkennen;  es  soll 
ihm  durch  die  gegebenen  Lösungen  und  Andeutungen  Zeit,  Mühe  und 
somit  die  Kraft  erspart  werden,  welche  er  aufwenden  müsste,  um  solche 
Beziehungen  wieder  aufzusuchen,  die  vor  ihm  bereits  viele  Andere  in 
derselben  Weise  gefunden  und  festgestellt  haben,  welche  Zeit,  Mühe  und 
Kraft  er  aber  verwenden  kann,   um  auch  in   andere  Wissenschaften,    deren 
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Studium  zu  seinen  besonderen  Zwecken  erforderlich  ist,  in  derselben  Weise, 
wenn  auch  da  nur  bis  zum  halben  Weg,  einzudringen.  — 

Da  die  frische,  gesunde  geistige  Entwickelung  eines  Menschen 
gefördert  wird  durch  das  Studium  der  Erfahrungen  Anderer,  sobald  dieses 
Studium  derart  gemacht  werden  kann,  dass  es  nicht  in  einem,  meist  bei 
jüngeren  Studierenden  oft  erfolglosen  Abmühen  des  Geistes  selbst,  sondern 
in  einer  Befriedigung  des  wissenschaftlichen  Dranges  besteht,  so  wird  durch 
die  Angabe  der  Arten  und  Weisen,  wie  man  die  vorhin  erwähnten 
Beziehungen  finden  kann,  welche  durch  die  Erfahrungen  Anderer  bereits 
festgestellt  wurden,  der  geistigen  Entwickelung  Vorschub 
geleistet 

Das  in  den  Auflösungen  und  Andeutungen  Gesagte  soll  der  Studierende, 
ohne  sich  abzumühen  und  ohne  hierdurch  geistig  zu  erschlaffen, 
nur  verstehen  lernen,  er  soll  sich  hierdurch  die  Erfahrungen  Anderer  zu  eigen 
machen;  wodurch  er,  ausgerüstet  mit  den  Erfahrungen  Anderer,  geistig 
erzogen  durch  dieselben,  die  nötige  geistige  Frische  und  Kraft  sich  bewahi^en 
kann,  um  die  verstandenen  Lehren  nicht  allein  verwerten,  sondern  auch 
weiter  entwickeln  zu  können;  —  dies  letztere  ist  eine  Forderung,  welche 
um  so  gebieterischer  an  die  kommenden  Geschlechter  herantritt,  als  sämtliche 
Wissenschaften,  trotz  mancherlei  gewaltiger  Fortschritte,  noch  ihrer  Ver- 
vollkommnung harren. 

Der  lebhafte  Beifall,  welchen  die  früheren  nach  meinem  System 
bearbeiteten  elf  Lehrbücher  in  den  weitesten  Kreisen  des  In-  und  Auslandes 
gefunden  haben,  berechtigt  mich  zu  der  Hoffnung,  dass  auch  dieses,  mein 
zwölftes  Lehrbuch  —  d.  l  der  dreizehnte  Band  meiner  Encyklopädie  der 
mathematisch-,  technischen  und  der  exakten  Natur- Wissenschaften  —  eine  eben- 
solche Aufnahme  finden  wird;  diese  Hoffnung  glaube  ich  um  so  eher 
erfüllt  zu  sehen,  als  von  Seiten  der  Verlagshandlung  Julius  Maier, 
von  Seiten  der  Vereins-Buchdruckerei  und  von  Seiten  der  xylographi- 
schen  Anstalt  Heinrich  Weber,  sämtlich  in  Stuttgart,  keine  Mühe  und 
keine  Opfer  gescheut  wurden,  um  diesem  Buch  eine  solche  Ausstattung 
zu  geben,  dass  ich  sagen  darf,  das  Buch  steht  in  dieser  Beziehung 
unerreicht  da. 

Bei  der  Auswahl  der  in  diesem  Buch  enthaltenen  Aufgaben  benutzte  ich, 
abgesehen  von  den  von  mir  selbst  verfertigten  Aufgaben,  die  besten  und  neuesten 
der  bestehenden  trigonometrischen  Aufgabensammlungen. 

Relationen  zwischen  den  goniometrischen  Funktionen  sind  in  diesem 
Buch,  entgegen  allen  übrigen  bestehenden  Lehrbüchern  der  Trigonometrie,  nicht 
entwickelt,  in  Erklärungen  aber  an  geeigneten  Stellen  vorgeführt,  da  die- 
selben in  meinem  Lehrbuch  der  Goniometrie  in  ausführlicher  Weise 
abgehandelt  sind,  und  da  das  vorliegende  Buch  ein  Lehrbuch  der  Trigono- 
metrie, nichtaber  ein  Lehrbuch  der  Goniometrie  und  der  Trigonometrie 
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sein  soll;  —  mein  Lehrbuch  der  Goniometrie  und  die  Teile  der  Encyklopädie, 
welche  ebenfalls  über  Geometrie  handeln,  sind  Ergänzungen  zu  diesem  Lehrbuch 
der  Trigonometrie. 

Was  das  Studium  dieses  Lehrbuchs  anbetrifft,  so  sind  an  geeigneten  Stellen 
in  Anmerkungen  die  nötigen  Hinweise  gegeben. 

Zum  Zweck  des  Nachschlagens  der  in  anderen  Wissenschaften  und  in 
der  Technik  so  vielfach  gebräuchlichen  trigonometrischen  Formeln 
ist  diesem  Buch  ein  ausführliches  Formelnverzeichnis  beigegeben,  was  be- 
sonders Fachleuten  sehr  erwünscht  sein  wird. 

Wie  bei  jeder  Entstehung  keine  höchste  Vollkommenheit  des  Ent- 
stehenden vorausgesetzt  werden  kann,  so  ist  es  auch  mit  diesem  Lehrbuch, 
deshalb  bitte  ich  bei  Beurteilung  desselben  die  entsprechende  Nachsicht  zu 
üben;  ich  bitte  Verbesserungsfähiges,  Berichtigungen  etc,  mir  geflllligst  mitzu- 
teilen, damit  solches  in  einer  neuen  Auflage  berücksichtigt,  und  so  mit  der 
Zeit  das  Bestmögliche  erreicht  werden  kann. 

Frankfart  a.  M.,  den  12.  September  1887. 


A.  Kleyer. 
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und  einer  Höhe;  die  Summe  yon  drei  Höhen  abschnitten  yorkommen. 

Aufgaben  561  bis  576,  Erkl.  359  bis  361,  Figuren  190  bis  194 355—367 

z)  Aufg-aben,  In  welchen  Bezugr  auf  den  Flttcheninhalt  grenommen  ist. 

Aufgaben  577  bis  601,  Erkl.  362,  Figuren  195  bis  196 367  —  881 

z  J  Aufgraben,  in  welchen  Beziehungren  zwischen  den  Masszahlen  der  Seiten, 
auch  der  Höhen,  Schwerlinien,  Winkelhalbierenden  Transyersalen  und 
Seitenabschnitten  gregeben  sind. 

Aufgaben  602  bis  647.  Erkl.  363,  Figuren  197  bis  198 381 — 402 

z^)  Aufgraben,  in  welchen  Beziehnngren  zwischen  zwei  Dreiecken  yorkommen. 

Aufgaben  648  bis  657  a,  Erkl.  364  bis  368,  Figuren  199  bis  203,  Anmerkung  15    .     .     .     402  —  411 

10)  Aufgaben  über  das  Viereck  (auch  tetragonometrische  Aufgaben). 

Anmerkungen  16  bis  17       412 

a)  Aufgraben  über  das  rechtwinklig-gleichseitige  Parallelogramm 
oder  das  Quadrat. 

Anmerkung  18,  Aufgaben  a38  bis  660,  Erkl.  :369  bis  378,  Figuren  204  bis  206,  Anmerkung  19     412—416 
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b)  Aulj^aben  ttber  das  rechtwinkllg-iingrleichseiti^e  Parallelo- 
gramm  oder  das  Rechteck«  ^«i^® 

Anmerkung  20,  Aufgaben  661  bis  666,  Erkl.  379  bia  382,  Figuren  207  bis  210,  Anmerkung  21     416—420 

c)  Aufgraben  ttber  das  schiefwinklig- grleichseitigreParallelogTamm 

Anmerkung  22,  Aufgaben  667  bis  674,  Erkl.  383  bis  388,  Figuren  211  bis  215,  Anmerkung  23     420—426 

d)  Aufgaben  ttber  das  schiefwinklig-ungleichseitige  Parallelo- 
gramm oder  das  Rhomboid  oder  Rautling» 

Anmerkung  24,  Aufgaben  675  bis  6^,  Erkl.  388  bis  397,  Figuren  216  bis  234,  Anmerkung  25     426—444 

e)  Auligaben  ttber  das  gerade  oder  das  gleichschenklige  Trapez, 
oder  das  Antiparallelogramm. 

Anmerkung  26,  Aufgaben  700  bis  720,  Erkl.  396  bis  405,  Figuren  235  bis  244,  Anmerkung  27     444—  458 

f)  Aufgaben  ttber  das  doppelt-gleichschenklige  Tiereck  oder  das 
Deltoid. 

Anmerkung  28,  Aufgaben  721  bis  727,  Erkl.  406  bis  412,  Figuren  245  bis  249,  Anmerkung  29    459—465 

g)  Aufgaben  ttber  das  KreisTiereck. 

Anmerkung  30 466 

h)  Aufgaben  ttber  das  allgemeine  Trapez. 

Anmerkung  31,  Aufgaben  728  bis  754,  Erkl.  413  bis  424,  Figuren  250  bis  2r3,  Anmerkung  32     466—488 

i)  Aufgaben  ttber  das  SehnenTiereck  und  das  Tangentenviereck, 

Anmerkung  33 489 

k)  Aufgaben  ttber  das  allgemeine  Tiereck  oder  das  Trapezoid. 

Anmerkungen  34  bis  41,  Aufgaben  755  bis  786,  Erkl.  425  bis  440,  Figuren  274  bis  2»8, 
Anmerkung  42 489—523 

11)  Aufgaben  über  Vielecke  oder  Polygone. 

Anmerkungen  43  und  44 523-524 

a)  Aullgraben  ttber  die  regelmässigen  Tielecke  oder  die  regulären 
Polygone« 

Anmerkung  45 524 

b)  Aufgaben  Aber  die  unregelmässigen  Tielecke  oder  Polygone« 

Anmerkungen  46  und  47,  Aufgaben  787  bis  796,  Erkl.  441,  Figuren  299  bis  304,  Anmerkung  48     524—529 

12)  Aufgaben  über  den  Kreis. 

Anmerkungen  49  und  50 530 

a)  Aufgaben^  in  welchen  die  Berechnung  auf  den  Kreis  sich  beziehenden 
geometrischen  OrSssen  gefordert  wird« 

Auf^ben  797  bis  809,  Erkl.  442  bis  469,  Figuren  305  bis  318 530—542 

b)  Aufgaben,  in  welchen  Beziehungen  zwischen ,  auf  den  beis  sich  be- 
ziehenden geometrischen  Grössen  gegeben  sind  oder  die  Feststellung 
solcher  Beziehungen  gefordert  wird« 

Aufgaben  810  bis  823,  Erkl.  470  bis  484,  Figuren  319  bis  325 542—556 

c)  Aufgaben  9  in  welchen  die  Berechnung  von  Teilen  eines  Ijreises  gefor- 
dert wird. 

Aufgaben  824  bis  833,  Erkl.  485  bis  494,  Figuren  326  bis  334 556—566 

d)  Aufgaben,  in  welchen  Beziehungen  zwischen  einem  Kreis  oder  Teilen 
desselben  und  auf  den  Kreis  sich  beziehender  geometrischer  Grössen 
gegeben  sind  oder  die  Feststellung  solcher  Beziehungen  gefordert  wird. 

Aufgaben  834  bis  841,  Erkl.  495  bis  496,  Figuren  :«5  bis  339,  Anmerkung  51       .     .     •     567- -573 

13)  Aufgaben  über  das  Dreieck  in  Verbindung   mit  den  dem- 
selben um-,  ein-  und  anbeschriebenen  Kreisen. 

Anmerkungen  52  bis  54 > > 573 

a)  Aufgaben  ttber  das  Dreieck  in  Terbindung  mit  dem  demselben  umbe- 
schriebenen Kreis. 

Aufgaben  842  bis  903,  Erkl.  497  bis  529,  Figuren  340  bis  35i? 574—618 
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b)  Aufgaben  Aber  das  Dreieck  in  Terbindung  mit  dem  demselben  einbe- 
schriebenen Kreis«  Seite 
Aufgaben  904  bis  948,  Erkl.  530  bis  552,  Figuren  354  bis  361 •     •     618— 65Ö 

e)  Aufgaben  über  das  Dreiecli  in  Verbindung  mit  den  demselben  an  be- 
schriebenen Kreisen. 

Anmerkung  55,  Aufgaben  950  bis  977,  Erkl.  553  bis  573,  Figuren  362  bis  368       ...     650—68.5 

14)  Aufgaben  über  Vierecke  und  Vielecke  in  Verbindung  mit 
den  denselben  um-  und  einbeschriebenen  Kreisen. 

Anmerkung  56 6B6 

a)  Aufgaben  Aber  die  regulären  n-Ecke  oder  Pol  jgone. 

Anmerkungen  57  bis  59,  Aufgaben  978  bis  1012,  Erkl.  574  bis  594,  Figuren  369  bis  376      686—710 

b)  Aufgaben  über  das  Sebnenyiereck. 

Aufgaben  1013  bis  1029,  Erkl.  595  biii,604,  Figuren  377  bis  384 710—722 

c)  Aufgaben  Aber  das  Tangentenriereck. 

Aufgaben  1080  bis  1083,  Erkl.  605  bis  606,  Figuren  385  bis  388 722—726 

d)  Aufgaben  über  das  KreisTiereck. 

Aufgaben  1084  bis  1037,  Erkl.  607,  Figur  389 726—729 

16)  Aufgaben   über   den  Kreis  in  Verbindung   mit   einem   oder 
zwei  anderen  Kreisen. 

Aufgaben  1068  bis  1049,  ErkL  608  bis  618,  Figuren  390  bis  398,  Anmerkung  60    •     •     •     729 — 739 

Trigonometrische    Aufgraben    aus    der    angewandten 
Mathematik. 

Anmerkungen  61  bis  63 739 

1)  Aufgaben  aus  der  praktischen  Geometrie  (dem  Feldmessen). 

a)  Aufgaben  ttber  die  Berechnnngr  der  horizontalen  Entfernung  zweier 
Punkte  ans  horizontal  gemessenen  Bestinunungsstttcken« 

Aufgaben  1050  bis  1062,  Erkl.  619  bis  633^  Figuren  399  bis  414        740 — 752 

b)  Auflgraben  Aber  die  Berechnung  der  Entfernung  zweier  Punkte  aus  ge- 
messenen Bestimmungsstttcken,  welche  mit  jenen  Punkten  in  einer  und 
derselben  Ebene  liegen« 

Aufgaben  1063  bis  1065,  Erkl.  684,  Figuren  415  bis  417 752 — 754 

c)  Aufgaben  flber  die  Bestimmung  der  Lage  eines  Punktes  oder  der 
Richtung  einer  Linie  in  bezug  auf  andere  gegebene  und  in  der- 
selben horizontalen  Ebene  liegenden  Punkte  oder  Linien« 

Aufgaben  1066  bis  1080,  Erkl.  685  bis  639,  Figuren  418  bis  425 754 — 764 

d)  Aufgaben  über  die  Berechnung  der  horizontalen  Entfernung  zweier 
Punkte  aus  gemessenen  Höhen-  oder  Tiefenwinkeln,  und  der 
gemessenen  scheinbaren  Entfernung  zweier  Punkte. 

Aufgaben  lOBl  bis  1067,  Erkl.  640  bis  646,  Figuren  426  bis  434 764 — 769 

e)  Aufgaben  ttber  die  Berechnung  der  direkten  Entfernung  zweier  Punkte 
aus  bekannten  Höhen  und  Höhenwinkeln« 

Aufgaben  1088  bis  1089,  Figuren  4^  bis  436 769—770 

f)  Aufgaben  ttber  die  Berechnung  Ton  Höhen  aus  horizontal  ge- 
messenen Strecken,  aus  Höhen-,  Tiefen-  und  Gesichtswinkeln« 

Aufgaben  1090  bis  1098,  Erkl.  647  bis  651,  Figuren  437  bis  446 770 — 777 

g)  Aufgaben  ttber  die  Berechnung  yon  Höhen  aus  gemessenen  Strecken 
und  Höhenwinkeln» 

Aufgaben  1099  bis  1106,  Erkl.  652  bis  657,  Figuren  447  bis  453 778 — 783 

h)  Aufgaben  ttber  die  Berechnung  TonWinkeln  aus  gemessenen  Strecken ; 
auch  Aufgaben  ttber  das  sog.  Centrieren  ron  Winkeln« 

Aufgaben  1106  bis  1112,  Erkl.  658  bis  670,  Figuren  454  bis  462 783 — 790 
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f)  Aufgaben  Aber  die  Beredmiing  der  Entferniingr  Ton  Oegenstän- 

den  Ton  bekannter  Dimension  aus  beobachteten  Sehwinkeln.  Seite 

Ani^ben  1113  bis  1115,  Erkl.  671  bis  675,  Figuren  463  bis  466 790— 7Ö4 

k)  Antraben  Über  die  Beredurnngr  der  Entfernung ^  in  welcher  einem  ge- 
sunden unbewaffneten  Auge  ein  runder  Oegenstand  ron 
bekannter  Dimension  rerschwindet;  sowie  Aufgaben  über  die  Berech- 
nung der  Dimension  eines  runden  Gegenstandes ,  damit  er  einem  ge- 
sunden Auge  in  bestimmter  Entfernung  zu  rerschwinden  scheint. 

Aufgaben  1116  bis  1122,  Erkl.  676  bis  681,  Figaren  467  bis  470 794—797 

1)  Aufjgraben  flber  die  Bestimmung  der  kleinsten  Entfernung^  in  welcher 
einem  gesunden  unbewaflheten  Auge  ein  in  Bewegung  befindlicher 
Gegenstand  still  zu  stehen  scheint  $  sowie  Aufgaben  über  die  Bestim- 
mung des  Wegs  9  welchen  ein  in  Bewegung  befindlicher  Gegenstand  in 
einer  gewissen  Zeit  zurücklegen  muss,  damit  die  Bewegrung  einem  ge- 
sunden Auge  in  gegebener  Entfernung  gerade  noch  sichtbar  ist. 

Aufgaben  1123  bis  1124,  ErkL  682,  Figuren  471  bis  472     ... 797—799 

m)  Aufgaben  über  die  Teilung  tou  Grundstücken,  über  Grenzregulierungen 
und  Flächeninhaltsbestimmungen. 

Aufgaben  1125  bis  1139,  Eikl.  683  bis  696,  Figuren  473  bis  488,  Anmerkung  64   •     .     .     799—815 

2)  Aufgaben   aus   der    mathematischen    Geographie    und   der 
sphärischen  Astronomie. 

a)  Aufgaben,  in  welchen  Bezug  auf  die  Erhebung  Ton  Punkten  der 
Erdoberfl&che  über  den  Heeresspiegel  (und  auf  die  irdische 
Strahlenbrechung)  genommen  ist. 

Aufgaben  1140  bis  1153,  Erkl.  607  bis  713,  Fignron  489  bis  487 816—829 

b)  Au^ben,  in  welchen  Bezug  auf  die  geographische  Breite  be- 
stimmter Orte  der  Erdoberfläche  genommen  ist. 

Aufgaben  1154  bis  1163,  Erkl.  714  bis  743a,  Figuren  498  bis  50C^ 829—841 

c)  Aufgaben,  in  welchen  Bezug   auf  die  gegenseitige  Entfernung 
Ton  Himmelskörpern  genommen  ist« 

Aufgaben  1164  bis  1180,  Erkl.  743  bis  756,  Figuren  504  bis  516 841—858 

d)  Aufgaben,  in  welchen  Bezug  auf  die  Sonnenhöhe  genommen  Ist« 

Aufgaben  1181  bis  1190,  Erkl.  757  bis  760,  Figuren  517  bis  524 859--867 

3)  Vermischte  Aufgaben  aus  verschiedenen  Zweigen  der  Physik 
und  der  Technilc. 

Anl^ben  1191  bis  1227,  Erkl.  767  bis  797,  Figuren  525  bis  563»  Anmerkungen  64  und  65    867—908 


Formelnverzeichnis. 
A)  Grundformeln  über  das  Dreieck. 

1)  Grnndformeln  znr  Berechnung  des  rechtwinkligen  Dreiecks  aug  gegebenen 
Seiten  und  Winkeln. 

a)  Gegeben  die  beiden  Katheten.  Seite 

Formeln  1  bis  4 911 

b)  Gegeben  eine  Kathete  und  die  Hypotenuse. 

Formehi  5  bis  19  a 911 

c)  Gegeben  eine  Katbete  und  der  derselben  gegenttberliegende  Winkel. 

Formeln  18  bis  28 912 

d)  Gegeben  die  Hypotenuse  und  ein  Winkel. 

Formeln  29  bis  36 912—913 

Klayer,  Ebene  Trl^nometarie.  II 
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2)  Ornndformeln  ssnr  Berechnmigr  des  grlelchschenkligen  Dreiecks 
aas  gregebenen  Seiten  nnd  Winkeln  und  ans  der  gegebenen  Höhe« 

a)  Gegeben  ein  Schenkel  nnd  die  Basis.  Seite 

Fonneln  37  bis  40a 913 

b)  Gegeben  die  Basis  und  die  Höbe. 

Fonneln  41  bis  44 913 

c)  Gegeben  ein  Schenkel  nnd  die  Höhe. 

Fonneln  46  bis  48a 914 

d)  Gegeben  der  Scheitelwinkel  nnd  die  Basis. 

Fonneln  49  bis  52 914 

e)  Gegeben  ein  Basiswinkel  nnd  die  Basis. 

Fonneln  53  bis  66 914 

f)  Gegeben  der  Scheitelwinkel  nnd  ein  Schenkel. 

Fonneln  67  bis  60       914 

g)  Gegeben  ein  Basiswinkel  und  ein  Schenkel. 

Formeln  61  bis  64 915 

h)  Gegeben  der  Scheitelwinkel  und  die  Höhe. 

Fonneln  66  bis  68 915 

i)  Gegeben  ein  Basiswinkel  nnd  die  Höhe. 

Fonneln  69  bis  72 •    •    • Öl»"» 

8)  Grundformeln  zur  Berechnung  des  rechtwinklig  -  gleich- 
schenkligen Dreiecks  ans  gegebenen  Seiten  nnd  der  gegebenen  Höhe« 

a)  Gegeben  die  Hypotenuse. 

Fonneln  78  bis  76 915 

b)  Gegeben  eine  Kathete. 

Fonneln  76  bis  78 916 

c)  Gegeben  die  Höhe. 

Fonneln  79  bis  81 916 

4)  Grnndformeln  znr  Berechnung  des  gleichseitigen  Dreiecks  aus 
gegebener  Seite  und  Höhe, 

a)  Gegeben  eine  Seite. 

Formeln  82  und  83 916 

b)  Gegeben  eine  Höhe. 

Formeln  84  und  86 916 

5)  Hflifsformeln,  welche  znr  Berechnung  des  schiefwinkligen 
Dreiecks  erforderlich  sind  (Sinnssatz ,  Kosinnssatz,  Projektionssatz^ 
Mollweideschen  Sätze,  Tangentensatz). 

Fonneln  86  bis  91b 917—918 

6)  Grnndformeln  znr  Berechnung  des  schiefwinkligen  Dreiecks  aus 
gegebenen  Seiten  und  Winkeln« 

a)  G^eben  eine  Seite  und  ein  Winkel. 

Formehl  92  bis  130b 918—920 

b)  Gegeben  zwei  Seiten  und  den  von  beiden  eingeschlossenen  Winkel. 

Fonneln  131  bis  172 921—923 

c)  Gegeben  drei  Seiten. 

Fonneln  173  bis  194 924 — 925 
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d)  Gegeben  swei  Seiten  und  der  der  grösseren  dieser  Seiten  gegenüber- 

liegende Winkel.  Seite 

Formeln  195  bis  218  a 925—928 

e)  Gegeben  zwei  Seiten  nnd  der  der  kleineren  dieser  Seiten  gegenüber- 

liegende Winkel     .    .    .    .    ; 928 

B)  Besondere  Formeln  über  das  Dreieck. 

1)  Besondere  Formeln  Über  das  rechtwinklige  Dreieck. 

a)  Formeln,  dnrch  welche  Beziehungen  zwischen  den  Radien  der  einem 

rechtwinkligen  Dreieck  um-,  ein-  und  anbeschriebenen 
Kreise  nnd  den  Seiten  nnd  Winkeln  des  Dreiecks  ausgedrückt 
werden. 
Formeln  219  bis  225 929 

b)  Formeln,  durch  welche  Beziehungen  zwischen  der  zur  Hypotenuse  ge- 

hörigen Hohe,  den  durch  diese  Hohe  gebildeten  Abschnitten 
der  Hypotenuse,  den    Seiten  und  Winkeln  des  rechtwinkligen 
Dreiecks  ausgedrückt  werden. 
Formeln  226  bis  237 929—930 

2)  Besondere  Formeln  über  das  gleichschenklige  Dreieck. 

a)  Formeln,  durch  welche  Beziehungen  zwischen  den  Badien  der  einem 
gleichschenkligen  Dreieck  um-,  ein-  und  anbe- 
schriebenen Kreise,  den  Seiten  nnd  Winkeln  des  Drei- 
ecks ausgedrückt  werden. 

Formeln  238  bis  244 .*  930 

S)  Besondere  Formeln  über  das  gleichseitige  Dreieck» 

a)  Formeln,  durch  welche  Beziehungen  zwischen  den  Badien  der  einmn 
gleichseitigen  Dreieck  um-,  ein-  und  anbeschriebenen 
Kreise,  den  Seiten  des  Dreiecks  ausgedrückt  werden. 
Formeln  245  bis  247 930 

4)  Besondere  Formeln  über  das  schiefwinklige  Dreieck« 

a)  Formeln,  durch  welche  Beziehungen  zwischen  dem  Badins  des  einem 

Dreieck  umbeschriebenen  Kreises,  den  Seiten  und  Winkeln, 
sowie  dem  Flächeninhalt  ausgedrückt  werden. 
Formeln  248  bis  262  b 931—932 

b)  Formeln,  dnich  welche  Beziehungen  zwischen  dem  Badius  des  einem 

Dreieck  nmbeschriebenen  Kreises,  den  Seiten  und  Winkeln,    , 
sowie  den  Höhen  ausgedrückt  werden. 
Formeln  263  bis  269  b 932—933 

c)  Formeln,  durch  welche  Beziehungen  zwischen  dem  Badius  des  einem 

Dreieck  umbeschriebenen  Kreises,  den  Winkeln,  sowie  den 
durch  die  Höhen  gebildeten  Seitenabschnitten  ausgedrückt 
werden. 
Formeln  270  bis  271b 934 

d)  Formeln,  durch  welche  Beziehungen  zwischen  dem  Badius  des  einem 

Dreieck  umbeschriebeneu  Kreises,  den  Seiten  und  Winkeln, 
sowie  denHöhenabschnitten  desDreiecks  ausgedrückt  werden. 
Formeln  272  bis  279  b 934—935 

e)  Formeln,  durch  welche  Beziehungen  zwischen  dem  Badius  des  einem 

Dreieck   umbeschriebenen   Kreises,    den   Mittel-  oder 
Schwerlinien  und  den  Winkeln  des  Dreiecks  ausgedrückt  werden. 
Formeln  280  bis  280b 935 
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f)  Formeln,  durch  weldie  Besiehnngen  zwischen  dem  Badins  des  einem 

Dreieck  nmbeschriebenen  Kreises,  den  Winkeln  nnd  den 
Winkelhalbierenden  Transversalen  aasgedrückt  werden.  Seite 

Formeln  281  bis  281b 935 

g)  Formeln,  durch  welche  Beziehungen  zwischen  dem  Radius  des  einem 

Dreieck  umbeschriebenen  Kreises,  den  Winkeln  und  den 
durch  die  Winkelhalbierenden  Transversalen  gebildeten 
Seitenabschnitten  ausgedrückt  werden. 

Formeln  282  bis  282e 93« 

h)  Formeln,  durch  welche  Beziehungen  zwischen  dem  Badius  des  einem 
Dreieck  umbeschriebenen  Kreises,  den  Winkeln  und  den 
Abschnitten  der  Winkelhalbierenden  Transversalen  aus- 
gedrückt werden. 

Formeln  283  bis  284b 936 

i)  Formeln,  durch  welche  Beziehungen  zwischen  dem  Radius  des  einem 
Dreieck  umbeschriebenen  Kreises,  den  Seiten  und  den  in 
den  Mitten  der  Seiten  errichteten  Perpendikel  ausgedrückt  werden. 

Formebi  285  bis  285b 937 

k)  Formeln,  durch  welche  Beziehungen  zwischen  dem  Radius  des  einem 
Dreieck  einbeschriebenen  Kreises,  den  Seiten  und  Winkeln, 
sowie  dem  Inhalt  des  Dreiecks  ausgedrückt  werden. 

Formeln  286  bis  292 937 

1)  Formeln,  durch  welche  Beziehungen  zwischen  dem  Radius  des  einem 
Dreieck  einbeschriebenen  Kreises,  den  Winkebi  und  den 
Höhen  des  Dreiecks  ausgedrückt  werden. 

"      Formeln  293  bis  295 988 

m)  Formeln,  durch  welche  Beziehungen  zwischen  den  Radien  der  einem 
Dreieck  anbeschriebenen  Kreise,  den  Seiten  und  Winkeln, 
sowie  dem  Inhalt  des  Dreiecks  ausgedrückt  werden. 

Formeln  296  bis  d02b 938 — 939 

n)  Formeln,  durch  welche  Beziehungen  zwischen  den  Radien  der  einem 
Dreieck  anbeschriebenen  Kreise  und  den  Höhen  des  Drei- 
ecks ausgedrückt  werden. 

Formeln  308  bis  304  b 939 — 940 

o)  Formeln,  durch  welche  Beziehungen  zwischen  den  Radien  der  einem 
Dreieck  um-,  ein-  und  aubeschriebenen  Kreise,  sowie  den 
Seiten,  Winkeln,  dem  Inhalt  und  den  Höhenabscbnitten  des  Drei- 
ecks ausgedrückt  werden. 

Formeln  305b  bis  340b 940 — 942 

p)  Formeln,  durch  welche  Beziehungen  z¥nsdien  den  Entfernungen  der 
Mittelpunkte  der  einem  Dreieck  um-,  ein-  und  anbe- 
schriebenen Kreise,  den  Radien  dieser  Kreise  und  den  Winkeln 
des  Dreiecks  ausgedrückt  werden. 

Formeln  341  bis  345 943 

q)  Formeln,  durch  welche  Beziehungen  zwischen  der  Summe  oder  Diffe- 
renz der  drei  Seiten  eines  Dreiecks,  den  Seiten  und  Winkeln 
des  Dreiecks  ausgedrückt  werden. 

Formeln  346  bis  348 948- — 944 

r)  Formeln,  durch  welche  Beziehungen  zwischen  den  Höhen,  den  Seiten 
und  Winkeln  eines  Dreiecks  ausgedrückt  werden. 
Fonneln  349  bis  358  b 944—945 
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s)  Formeln,  durch  welche  Beziehungen  zwischen  dem  Inhalt,  den  Höhen 

nnd  den  Winkeln  eines  Dreiecks  ansgedrilckt  werden.  Seite 

Formeln  369  bis  361 945 

t)  Formeln,  durch  welche  Beziehungen  zwischen  den  durch  Höhen  ge- 
bildeten Seitenabschnitten,  den  Seiten  und  Winkeln  des 
Dreiecks  ausgedrückt  werden. 

Formeln  362  bis  366 946 

u)  Formeln,  durch  welche  Beziehungen  zwischen  den  Höhenabschnitten, 
den  Seiten  und  Seitenabschnitten  ausgedruckt  werden. 
Formehl  366  bis  370 946 

y)  Formeln,  durch  welche  Beziehungen  zwischen  zwei  ganz  beliebigen 
Winkeltransversalen,  den  Seiten  und  den  Seitenabschnitten 
ausgedrückt  werden. 
Formeln  371  bis  371b 946 

w)  Formeln,  durch  welche  Beziehungen  zwischen  den  Mittel -oder  Seh  wer - 
linien  eines  Dreiecks,  den  Seiten  und  Winkeln,  sowie  dem  Inhalt 
des  .Dreiecks  ausgedrückt  werden. 
Formeln  372  bis  377 946—947 

z)  Formeln,  durch  welche  Beziehungen  zwischen  den  Winkelhalbieren- 
den Transversalen  eines  Dreiecks,  den  Seiten  und  Winkeln  des 
Dreiecks  ausgedrückt  werden. 

Formehl  378  bis  383 947 

y)  Formeln,  durch  welche  Beziehungen  zwischen  den  Winkelhalbieren- 
den Transyersalen,  den  Seiten,  den  durch  jene  Transversalen 
gebildeten  Seitenabschnitten  und  den  Winkeln  eines  Dreiecks 
ausgedrückt  werden. 

Formeln  384  bis  391 948 

z)  Formeln,  durch  welche  Beziehungen  zwischen  den  in  den  Mitten  der 
drei  Seiten  eines  Dreiecks  errichteten  Perpendikel,  den 
Seiten  und  Winkeln  des  Dreiecks  ausgedrückt  werden. 
Formeln  392  bis  392b 948 

C)  Formeln  über  das  zu  einem  Dreieck  gehörige  Höhendreiecic. 

a)  Formeln,  durch  welche  Beziehungen  zwischen  den  Bestimmungsstückeu 
eines  Dreiecks  und  den  Bestimmungsstücken  des  ihm  zugehörigen 
Höhendreiecks  ausgedrückt  werden. 
Formeln  393  bis  399 949 

D)  Formeln  über  das  Viereck. 

1}  Formeln  über  das  rechtwinklig-gleichseitige  Parallelogrammy 
das  <)aadrat. 

Formel  400 950 

3}  Formeln  über  das  rechtwinklig-ungleichseitige  Parallelogramm, 
das  Rechteck. 

Formebi  401  bis  403 950 

S)  Formeln  über  das  schiefwinklig-gleichseitige  Parallelogramm, 
das  Rhombus  oder  die  Baute. 

Formeln  404  bis  408 950 

4)  Formeln  über  das  schiefwinklig-ungleichseitige  Parallelogramm, 
das  Rhomboid  oder  Bautling. 

Formeln  409  bis  412 950 
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5)  Formeln  über  das  (gerade  oder  das  ipleichschenkligre  Trapez^ 

das  Antiparallelogramm.  Seit« 

Formeln  413  his  422 951 

0)  Formeln  ttber  das  doppelt-glelchscheukllgre  Tiereck,  das  Deltoid, 

Formel  423 951 

7)  Formeln  ttber  das  KreisTiereck« 

Formeln  424  bis  428 961—952 

8)  Formeln  ttber  das  allgr^meiHe  Trapez» 

Formeln  429  bis  441 962 

9)  Formeln  ttber  das  Sehnenriereck« 

Formeln  442  bis  454 953—954 

10)  Formeln  ttber  das  Tangentenrlereck. 

Formeln  455  bis  458 954 

11)  Formeln  ttber  das  allgremelne  Tiereck,  das  Trapezoid. 

Formeln  469  bis  481 955—956 

E)  Formeln  über  die  regelmässigen  Vierecke  oder  die  regulären 
Polygone. 

Fonnehi  482  bis  493 956—957 

F)  Formeln  über  den  Kreis. 

Formeln  494  bis  508 957—958 

Berichtigungen 959-960 


Die 


ebene  Trigonometrie 


lind 


deren  Anwendung. 


Preisgekrönt  in  Frankfurt  a.  M.  1881. 


Der  ausführliche  Prospekt  und  das  ausführliche  In- 
haltsverzeichnis der  „vollständig  gelösten  Aufgabensammlung 
voQ  Dr.  Ad.  Kleyer"  kann  von  jeder  Buchliandlung,  sowie  von 
der  Verlagshandlung  gratis  und    portofrei   bezogen  werden- 

Bemerkt  sei  hier  nur: 

1).  Jedes  Heft  ist  aufgeschnitten  und  gut  brochiert,  um  den  sofortigen  und  dauern- 
den Gebrauch  zu  gestatten. 

2).  Jedes  Kapitel  enthält  sein  besonderes  Titelblatt,  Inhaltsverzeichnis,  Berichtigungen 
und  Erklärungen  am  Schlüsse  desselben. 

3).  Auf  jedes  einzelne  Kapitel  kann  abonniert  werden. 

4).  Monatlich  erscheinen  3 — 4  Hefte  zu  dem  Abonnementspreise  von  25Pfg.  pro  Heft. 

5).  Die  Beihenfolge  der  Hefte  im  nachstehenden,  kurz  angedeuteten  Inhaltsverzeich- 
nis ist,  wie  au8  dem  Prospekt  ersichtlich,  ohne  jede  Bedeutung  für 
die  Interessenten. 

6).  Das  Werk  enthält  AUes,  was  sich  überhaupt  auf  mathematische  Wissenschaften 
bezieht,  alle  Lehrsätze,  Formeln  und  Regeln  etc.  mit  Beweisen,  alle  praktischen 
Aufgaben  in  vollständig  gelöster  Form  mit  Anhängen  ungelöster  analoger  Auf- 
gaben und  vielen  vortrefflichen  Figuren. 

7).  Das  Werk  ist  ein  praktisches  Lehrbuch  für  Schüler  aller  Schulen,  das 
beste  Handbuch  für  Lehrer  und  Examinatoren,  das  vorzüglichste  Lehrbuch 
«um  Selbststudium,  das  vortrefflichste  Nachschlagebuch  für  Fachleute  und 
Techniker  jedier  Art. 

8).  Alle  Buchhandlungen  nehmen  Bestellungen  entgegen. 


Das  vollständige 

Inhaltsverzeichnis 

der  bis  jetzt  erschienenen  Hefte 

kann  durch  jede  Buchhandlung  bezogen  werden. 


Halbjährlich  erscheinen  Nachträge  Über  die  inzwischen  neu  erschienenen  Hefte. 


Druck  von  Gftrl  Hammer  in  Stuttgart. 
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BereehBUBgs- Aufgaben.  I.  Teil. 

Das  rechtwinkl.  Dreieck.  Seite  1-16. 
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Vollständig  gelöste' 


Aufgaben-  Sammlung 

—  nebst  Anhängen  ungelöster  Aufgaben,  für  den  Schul-  &  Selbstunterricht  ~ 

mit  f 

Angabe  und  EntficUimg  der  benutzten  Sätze,  Formeln,  Regeln,  in  Fragen  und  Antworten 

erläutert  durch 

viele  Holzsclmitte  &  litlxograpL  Tafeln, 

aus  allen  Zweigen 

der  Beehenknnsty  der  niederen  (Algebra,  Planimetrie,  Stereometrie,  ebenen  u.  sphärischen 
Trigonometrie,  synthetischen  Geometrie  etc.)  u.  höheren  Mathematik  (höhere  Analysis, 
Differential-  u.  Integral-Rechnung,  analytische  Geometrie  der  Ebene  u.  des  Raumes  etc.);  — 
aus  Allen  Zweigen  der  Physik:,  Mechanik,  Graphostatik,  Chemie,  Geod&sie,  Nantik, 
naüieniat.  Cleographie,  Astronomie;  des  Maschinen-,  Strassen-,  Eisenbahn-,  Wasser-, 
Brfeken-  u.  Hoehfian'si  der  Konstrnktionslehren  als:  darstell«  Geometrie,  Polar-  u. 

Farallel-PerspelctiTe,  Schattenkonstmktionen  etc.  etc. 

für 

Sdiüler,  Studierende,  Kandidaten,  Lehrer,  Techniker  jeder  Ai-t,  Militärs  etc. 

zum  einzig  richtigen  und  erfolgreiclien 

Studium,  zur  Forthülfe  bei  Schalarbeiten  und  zur  rationellen  Verwertung 

der  exakten  Wissenschaften, 
herausgegeben  von 

Ilr#  Adolph  lUeyer^ 

Iag«iii«iir  und  Lehrer ,  Tereldeter  königl.  preuM.  Feldmesser ,  vereideter  grossh.  hessischer 

Geometer  L  Klasse 

in  Frankfurt  a.  K« 
unter  Mitwirkung  der  bewährtesten  Kräfte. 


Kbene  Trig^onometrie. 

Berechnungs- Aufgaben.    I.  Teil.    Das  rechtwinklige 

Dreieck,    Seite  1—16. 

Inlüalt: 
ErULotemde  Prägen  mit  Antworten  fibcr:  die  Trigonometrie  im  allgemeinen;  —  dio  ebene  Trigonometrie;  — 
die  Wiskellanktionen.  —  Die  Berechnung  des  rechtwiDklif^en  Dreiecks,  allgemeine  Aufgaben  über  die  4  mög- 
lichen Fftlle.  —  Praktische  Aufgaben.  —  Anhang  ungelöster  Aufgaben. 
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Verlag  von  Julius  Maier. 


ü 

ca  ' ■  ~- 

a  «MB  Diese  Aufgai>ensaminlung  erscheint  fortlaufend,  monatlich  3—4  Hefte.  ■«■ 

g  Die  efanalMfi  Hauiitkapitel  sind  mit  eigener  Paginiemng  versehen ,  so  dass  ledes  derselben  einen  Band  bilden  wird. 

Ii  In  tili  liiii  lirtrifllrillitftiBiriiPfctlrfllriil'tif 'iifT^li^ 

GcMtilieli  gesehfttst  gegen  Kachdroek  oder  Naohahmiing  dieses  Systems. 
UebersetsoBgen  in  fremde  Sprachen  yorbehaiten. 


t^reisgekrönt  in  Frankfurt  a,  M.  1881. 

PROSPEKT. 

Dieses  Werk,  welchem  kein  ähnliches  zur  Seite  steht,  erscheint  monatlich  in  8—4 
Heften  zu  dem  billiiron  Preise  von  25  /^  pro  Heft  und  bringt  eine  Sammlung  der  wichtig- 
sten und  praktischsten  Anfgaben  ans  dem  Gesamtgebiete  der  Mathematik,  Physik, 
Mechanik,  math«  Geograpliie,  Astronomie ,  des  Mascliinen*,  Strassen- ,  Eisenbalm-, 
Brücken-  nnd  Hochbanes,  des  konstrakÜTen  Zeichnens  etc.  etc.  und  zwar  in  TOllstftndig 
gelöster  Form,  mit  yielen  Figuren,  Erklärnngen  nebst  Angabe  und  Entwickelang  der 
benutzten  Sätze,  Formeln,  Regeln  in  Fragen  mit  Antworten  etc.,  so  dass  die  Lösong 
Jedermann  yerständlich  sein  kann,  bezw.  wird,  wenn  eine  grössere  Anzahl  der  Hefte  er- 
schienen ist,  da  dieselben  sich  in  ihrer  Gesamtheit  ergänzen  und  alsdann  auch  alle 
Teile  der  reinen  und  angewandten  Mathematik  —  nach  besonderen  selbständigen  Kapi- 
teln angeordnet  —  Torliegen. 

Fast  jedem  Hefte  ist  ein  Anhang  Yon  ungelösten  Aufgaben  beigegeben,  welche  der 
eigenen  LOaung  (in  analoger  Form,  wie  die  bezüglichen  gelösten  Aufgaben)  des  Studierenden 
überlassen  bleiben,  und  zugleich  you  den  Herren  Lehrern  für  den  Schulunterricht  benutzt 
werden  können.  —  Die  Lösungen  hierzu  werden  später  in  besonderen  Heften  für  die  Hand  des 
Lehrers  erscheinen.  Am  Schlüsse  eines  jeden  Kapitels  gelangen:  Titelblatt,  Inhaltsrerzeich" 
Bis,  Berichtigungen  und  erläntemde  Erklärungen  über  das  betreifende  Kapitel  zur  Ausgabe. 

Das  Werk  behandelt  zunächst  den  Hauptbestandteil  des  mathematisch-naturwissen- 
schaftlichen Unterrichtsplanes  folgender  Schulen:  Realschulen  I.  nnd  II.  Ord.,  gleich- 
berechtigten höheren  BBrgerschnlen,  PriTatschnlen,  Gymnasien,  Realgymnasien,  Pro- 
gynnasien.  Schul lehrer -Seminaren,  Polytechniken,  Techniken,  Baugewerkscbnlen, 
Gewerbeschulen,  Handelsschnlen,  techn.  Yorbereitnngsschnlen  aller  Arten,  gewerbliche 
Fortbildungsschulen,  Akademien,  UniTcrsitäten ,  Land-  und  Forstwissenschaftssehulen, 
MUitärschnlen,  Torbereitnngs-Anstalten  aller  Arten  als  z.  B.  für  das  Einjährig-Frei- 
willige- und  Offlziers-Examen,  etc. 

Die  Schiller,  Studierenden  und  Kandidaten  der  mathematischen,  technischen  und 
naturwissenschaftlichen  Fächer,  werden  durch  diese.  Schritt  für  Schritt  grelöste,  Aufgaben- 
sammlung immerwährend  an  ihre  in  der  Schule  erworbenen  oder  nur  gehörten  Theorien  etc. 
erinnert  und  wird  ihnen  hiermit  der  Weg  zum  unfehlbaren  Auffindeif  der  Lösungen  der- 
jenigen Aufgaben  gezeigt,  welche  sie  bei  ihren  Prüfungen  zu  lösen  haben,  zugleich  aber  auch 
die  fiberans  grosse  Fruchtbarkeit  der  mathematischen  Wissenschaften  yorgeführt. 

Dem  Lehrer  soll  mit  dieser  Aufgabensammlung  eine  kräftige  Stütze  für  den  Schul- 
unterricht geboten  werden,  indem  zur  Erlernung  des  praktischen  Teiles  der  mathematischen 
Disciplinen  —  znm  Auflösen  yon  Aufgaben  —  in  den  meisten  Schulen  oft  keine  Zeit  er- 
übrigt werden  kann,  hiermit  aber  dem  Schüler  bei  seinen  häuslichen  Arbeiten  eine  yoll- 
ständige  Anleitung  in  die  Hände  gegeben  wird,  entsprechende  Aufgaben  zu  lösen,  die  ge- 
habten Regeln,  Formeln,  Sätze  etc.  anzuwenden  und  praktisch  zu  yerwerten.  Lust,  Liebe 
und  Yerständnis  für  den  Schul-Unterricht  wird  dadurch  erhalten  und  belebt  werden. 

Den  Ingenienren,  Architekten,  Technikern  und  Fachgenossen  aller  Art,  Militärs 
etc.  etc.  soll  diese  Sammlung  zur  Auffrischung  der  erworbenen  und  yielleicht  yergessenen 
mathematischen  Kenntnisse  dienen  und  zugleich  durch  ihre  praktischen  in  allen  Bernfs- 
zweigen  yorkommenden  Anwendungen  einem  toten  Kapitale  lebendige  Kraft  yerleihen  und 
somit  den  Antrieb  zu  weiteren  praktischen  Yerwertnngen  und  weiteren  Forschungen  geben. 

Alle  Buchhandlungen  nehmen  Bestellungen  entgegen«  Wichtige  und  praktische  Auf- 
gaben werden  mit  Dank  von  der  Redaktion  entgegengenommen  und  mit  Angabe  der  Namen 
verbreitet.  —  Wünsche,  Fragen  etc.,  welche  die  Redaktion  betreffen,  nimmt  der  Verfasser, 
Dr.  Kleyer,  Frankfurt  a.  M.  Fischerfeldstrasse  16,  entgegen  und  wird  deren  Erledigung 
thunlichst  berücksichtigt. 

Stuttgart,  August  1883.  Dlo  Yerlagshandluiig. 


Eibene  Trigpononietrie. 

Berechnungs  -  Aufgabei\.    l.  Teil. 

Das  rechtwinklige  Dreieck. 

Inhalt:     I.  Erläuternde  Fragen  mit  Antworten,  über:  Die  Trigonometrie 
im  allgemeinen,  —  die  ebene  Trigonometrie,  —  die  Winkel- 
funktionen. 
II.  Die  Berechnung  des  rechtwinkligen  Dreiecks,  —  allgemeine 

Aufgaben  über  die  4  möglichen  F&Ue. 
m.  Praktische  Aufgaben. 
lY.  Anhang  ungelöster  Aufgaben. 

I. 

Erläuternde  Fragen  mit  Antworten^  über:  die  Trigonometrie 
im  allgemeinen^  —  die  ebene  Trigonometrie,  —  die 

Winkelfiinktionen. 

Frage  1.  Mit  was  beschäftigt  sich  die 
Trigonometrie  und  was  lehrt  dieselbe?  Antwort.    Die  Trigonometrie  beschäf- 

tigt sich  mit  der  Dreiecksmessung, 
bezw.  mit  der  Dreifecksberechnung 
und  lehrt  aus  3  gegebenen  Stücken 
eines  Dreiecks  die  übrigen  Stücke 
desselben  zu  bestimmen. 


Frage  2.  Welche  Erweiterung  er- 
leidet die  Trigonometrie  und  welchen 
besonderen  Namen  führt  alsdann  die- 
selbe ?  Antwort.   Die  Trigonometrie  erleidet 

eine  Erweiterung,  wenn  sie  zur  Be- 
rechnung von  Polygonen  —  durch  Zer-- 
legung  der  letzteren  in  Dreiecken  —  an- 
gewandt wird ;  und  heisst  in  diesem  Falle 
Polygonometrie  (Vielecksberechnung). 


Frage  3.    In  welche  2  Hauptteile  zer- 
fallt die  Trigonometrie?  Antwort.    Die  Trigonometrie  zer- 
fällt, in: 

1)  die  ebene  Trigonometrie,  wenn  sie 

Erkl.  1.    Ein  sphärisches,  sphÄroidi-  sich  mit  der  Berechnung  von  ebenen 

Ä.lt*''-^''^!?^^?''''}'!.'''  '^  ?'•  «"  Dreiecken  beschäftigt,  und 

überfläche  einer  Kugel,  welcher  von  drei  Bo-  ^.v    .     ,.        .  „  .     p  '     "„     ...     , 

gen  begrenzt  wird,  die  drei  grössten  Kreisen  ^)  1°  ^le  Sphärische,  sphärOldlSChe  oder 

(Erkl.  2)  der  Kugel  angehören.  kSrperliche  Trigonometrie,  wenn  sie  sich 

ErkL  «.    Unter  grössten  Kreisen  einer  mit  der  Berechnung  von  sphärischen, 

Kugel  versteht  man  solche  Kreise,  deren  Ehe-  spharoidischen    oder   Kugeldrei- 

nen  durch   den  Mittelpunkt  der  Kugel  gehen,  ecken  (Erkl.  1)  beschäftigt. 

ElMB«  Trigonometrie.    Borccbnttogs-Aufgftben.  i 


Ebene  Trigonometrie,  Berechnungsaufgaben.   1.  Teil. 


Frage  4,  In  welche  2  Hauptteile  zer- 
fällt die  ebene  Trigonometrie? 


Antvrort.  Die  ebene  Trigonometrie 
zerfällt,  in: 

1)  die  Goniometrie,  welche  sich  nur 
mit  der  Aufstellung  der  Beziehun- 
gen zwischen  den  sogenannten  gonio- 
metrischen  Funktionen  beschäftigt;  — 
die  Goniometrie  ist  mithin  der  Inbegriff 
aller  Sätze  und  Formeln,  die  nur  Be- 
ziehungen zwischen  Winkeln  aus- 
drücken; —  und 

2)  in  die  eigentliche  Trigonometrie,  wel- 
che sich  speziell  mit  der  Berechnung 
der  Dreiecke  beschäftigt. 


Frage  5.  Worin  besteht  der  Grund- 
gedanke der  ebenen  Trigonometrie? 


Antwort.  Der  Grundgedanke  der  ebe- 
nen Trigonometrie  besteht  darin, 
dass  die  Grösse  der  Winkel  in 
einem  Dreiecke  abhängig  ist  von 
dem  Verhältnisse  der  Dreiecks- 
seiten—  nicht  von  der  Länge  der  Seiten. 


Frage  6.  Warum  ist  die  GrSsse  der 
Winkel  eines  Dreiecks  von  dem  Verhält- 
nisse der  Dreiecksseiten  abhängig? 


Antwort.  Die  GrVsse  der  Winkel  eines 
Dreiecks  ist  deshalb  von  dem  Verhält- 
nisse der  Dreiecksseiten  abhängig,  weil 
alle  Dreiecke,  in  welchen  das  Ver- 
hältniss  der  drei  Seiten  dasselbe 
ist,  ähnlich  und  in  ähnlichen  Dreiecken 
die  homologen  Winkel  einander  gleich 
sind. 


r 


Frage  7.  Auf  welche  Weise  wird  die 
Grösse  eines  Winkels  von  dem  Ver- 
hältnisse zweier  Strecken  abhängig 
gemacht  ? 

Figur  1. 


Antwort.  Die  GrOsse  eines  Win- 
kels kann  man  auf  folgende  Weise  von 
dem  Verhältnisse  zweier  Strecken  ab- 
hängig machen: 

Fällt  man  von  beliebigen  Punkten  des 
einen  Winkelschenkels,  Fig.  1,  die  Per- 
pendikel ftc,  \c^^  62^2,  etc.  auf  den  an- 
dern Winkelschenkel  des  Winkels  a,  so 
entstehen  die  rechtwinkligen  und 
ähnlichen  Dreiecke: 

aftf,  aiiCj,  ab^c^^  etc. 

in  denselben  sind  die  sämmtlichen  ho- 
mologen Winkel  gleich  und  finden  fol- 
gende Proportionen  statt: 


Funktion,  —  Winkelfunktionen,  —  Bezeichnung  des  rechtw.  Dreiecks. 


ab 
bc 

a  b, 
b,c,  " 

ab,, 
b„c„ 

ab 

ab, 

ab,. 

ac 

ac,  ~ 

ac„ 

ac 

ac,  _ 

ac„ 

oder: 


oder: 


bc 


b,c. 


b„  c„ 


Ist  somit  ei- 


nes dieser  Verhältnisse  gegeben,  so  kann 
der  Winkel  a  (und  ff)  durch  Konstruk- 
tion des  rechtwinkligen  Dreiecks  gefun- 
den werden  und  umgekehrt. 


Anmerkung  1.  Zur  Feststellung 
der  Grösse  eines  Winkels,  mittelst 
des  Verhältnisses  zweier  Strecken 
wird  daher    das    rechtwinklige   Dreieck 

benutzt. 


Frage  8.  Wie  werden  in  der  Tri- 
gonometrie die  Bestimmungsstücke 
eines  rechtwinkligen  Dreiecks  be- 
zeichnet? 

Figur  2. 


Antwort.  In  der  Trigonometrie  be- 
zeichnet man  die  Bestimmungsstücke 
eines  rechtwinkligen  Dreiecks,  wie 
folgt: 

Die  drei  Seiten  des  rechtwinkligen 
Dreiecks  bezeichnet  man  mit  den  klei- 
nen Buchstaben:  a,  b  und  r,  und  zwar 
erhält  die  Hypotenuse  stets  den  Buch- 
staben c\  —  ferner  erhalten  die  Ecken 
und  Winkel  des  Dreiecks  zur  Bezeich- 
nung die  Buchstaben:  A^  B  und  L\ 
bezw.  «,  ß  und  y,  —  entsprechend  der 
diesen  Ecken,  bezw.  Winkeln  gegenüber- 
liegenden Seiten  (siehe  Figur  2). 


Frage  9.  Welche  denicbare  Verhält 
nisse  zweier  Seiten  im  rechtwink 
li gen  Dreiecke  gibt  es  und  welche  be- 
sondere Namen  führen  dieselben  in  Be- 
zug auf  die  Winkel  des  Dreiecks: 


Antwort.  In  dem  rechtwinkligen 
Dreiecke,  Figur  3,  gibt  es  sechs  denk- 
bare Verhältnisse  zwischen  2  Seiten; 
—  dieselben  führen  in  Bezug  auf  die 
Winkel  des  Dreiecks,  folgende  Namen: 

1)  Das  Verhältnis  einer  Kathete  zur 
Hypotenuse  nennt  man  den  Sinus  des 
dieser  Kathete  gegenüberliegenden  spitzen 
Winkels,  in  Zeichen: 


Formel  I. 


a 

sin  n  — :   - 

c 


ebenso:   sin  ß  = 


ene  Trigonometrie,  Berechnangmofgabeo.   1.  Teil. 


2)  Das  Verhältnis  einer  Kathete  zur 
Hypotenuse  nennt  man  den  Kosinus  des 
dieser  Kathete  anliegenden  spitzen  AVin- 
kel3,  in  Zeichen: 

Formel  II,  cos  a  =  ~;  ebenso :  cos  8  =:  ~ 

3)  Das  Verhältnis  der  Hypotenuse 
zu  einer  Kathete  nennt  man  die  Kose- 
kante  des  dieser  Kathete   gegenUberlie- 

^  genden  spitzen  Winkels,  in  Zeichen: 


Formel  m. 


4)  Das  Verhältnis  der  Hypotenuse  zu 
einer  Kathete  nennt  man  die  Seitante 
des  dieser  Kathete  anliegenden  spitzen 
Winkels,  in  Zeichen: 


Formel  IV.  sec  a  =  -r:  ebenso: 

0 


5)  Das  Verhältnis  einer  Kathete  zur 
anderen  nennt  man  die  Tangente  (trigo- 
nometrische Tangente)  des  der  ersteren 
Kathete  gegenllberliegenden  spitzen  Win- 
kels, in  Zeichen: 

tg  ec  ■=  -  -;  ebenso :  tg  ß  =  - 

6)  Das  Verhältnis  einer  Kathete  zur 
anderen  nennt  man  die  Kotangente  des 
der  ersteren  Kathete  anliegenden 
spitzen  Winkels,  in  Zeichen: 

.  ctg  a  = —;  ebenso:  ctg(t  =  -r 


versteht  man  unter 

len,  was  unter  den 

'  trigonometrischen- 

?  Antwort    Unter  Funktion  im  allge- 

meinen versteht  man  jede  veränder- 
liche Grösse,  welche  von  einer  andern 
veränderlichen  Grösse  auf  irgend 
eine  Weise  abhängig  ist.  So  ist  die 
Grösse  der  Winkel  im  rechtwink- 
ligen Dreiecke  abhängig  von  dem  Ver- 
hältnisse zweier  Seiten  und  umge- 
kehrt. Die  Winkel  sind  mithin  Funk- 
tionen der  Verhältnisse  zweier  Sei- 
ten; man  nennt  daher  die  in  obiger 
Antwort  angeführten  Verhältnisse  trigo- 
nometrische- oder  goniometrische  -  oder 
Winkelfunktionen. 


1 


Funktion  —  Winkelfunktionen  —  Berechnung  des  rechtw.  Dreiecks. 

Anmerkimg  2.  Von  den  in  der  Ant- 
wort der  Frage  9  angeführten  sechs 
Winkelfunktionen  sind  die  4  unter  For- 
mel L,  II.,  V.  und  VI.,  nämlich:  SinuSy 
Kosinus,  Tangente  und  Kotangente  ^  als 
von  besonderer  Wichtigkeit,  dem  Gedächt- 
nisse einzuprägen,  während  die  beiden 
anderen,  unter  Formel  IIL  und  IV.,  näm- 
lich £i9^^Ä;an^6  imd  Sekante^  von  gerin- 
gerer Bedeutung  sind  und  vernach- 
lässigt werden  können.  ' 


Anmerkimg  3.  Bei  näherer  Betrach- 
tung der  Formeln  I.  bis  VI.  ergibt  sich, 

dass: 

sin  a  =  —  z=  cos  ß 

c  ^ 

cos  a  =  —  =:  Sin  8 
c 

tg  a  =  j  =  ctg  ß 

Ct^  a  =  —  =  tg  ß 

ist,  d.  h.  —  da:  «  +  jS  =  QO^  ist  — 

Sit«  1.    Jede  triironometriselie  Fmik-      Anmerkung  4.  Nebenstehender  Satz  1 

tioB  eines  Winkels  ist  gleieh  der  Koftmk-  findet   eine  praktische  Verwertung 

tioB  seines  Komplementirtnkels,  nnd  imi-  i^    ^^^    logarithmisch    trigonome- 

gekehrt  --  (Siehe  Anmerkung  4)  -  trischen  Tafeln,  indem  in  denselben 

in  Zeichen:     ^  ^^j.  jj^  Logarithmen  der  trig.  Funktio- 

stn  a  —  cos  (90  —  a)  jjg^  jljjg  2u  450  angegeben  sind,  weil  für 

cos  a  =  stn  (90  --  a)  ^je  übrigen  Winkel  bis  zu  90°  die  Ko- 

tg   a  ^  ctg  (90       «)  funktionen  der  Komplementwinkel  ge- 

ctg  a  =  tg    (90  —  a)  g^^^t  werden  können,  z.  B.: 

Dann  ergibt  sich,  aus:  sin  60^  =  cos  30° 

h  a  log  ctg  57'  =  log  tg  SS' 

ctg «  =  -      ™d:      tga  =  j  u.  s.  f. 

Satz  2.    Die  Tangente  eines  Winkels       Anmerkung  5.  Nebenstehender  Satz  2 

Kt  gleich  dem  reclproken  (nrngekehrten)  findet  Anwendung,  wenn  im  Nenner  eines 

Werte  der  Kotangrente  desselben  Winkels«  t»^,^i,^«  j-     4^  ?1a^^  ^4a\  «;«^«  "«7;«i,«io 

mid  luogekehrt  -  (siehe  Anmerkung  5)  -  ^"^^l^^^  ^^  \  (oder  ctg)  eines  Wmkels 

•    7  .  ,  vorkommt;   mdem  man  alsdann  m  den 

^eicnen:  2ähler  dieses  Bruches  die  dg  (oder  tg) 

Formel^VII.        ig  a  ^=  — —  desselben  Winkels  setzen  kann,  wodurch 

^^9 «  die  vorherige  Division  in  Multiplikation 

,     VIIL      ctga=-^  übergeführt  wird. 

Femer  ergibt  sich,  aus: 

cos  tt  =     :    sec  a  ^=  .     und 
c  b 


■f. 

4' 


v 


Dreiecks  —  allgemeine 
glichen  Fälle. 


rort.  Bei  der  Berechnung  des 
nkligen  Dreiecks,  Figur  4,  köii- 
gende  4  Hauptfälle  vorkommen: 
»nn  gegeben  sein:  a  und  b  (zwei 

Katheten): 
T  ,  n       ö  und  c,  oder 

b  und  c  (eine 
Kathete  u.  die 
Hypotenuse) ; 

„  n  n         "  'l'l'i  «1   t'*'^'' 

/>  und  u  (eine 
Kathete  u  ein 
spitz.  Winkt'li: 
«  f  und  «,  oder 
c  und  fi  (die 
Hypotenuse  n. 
1  spitzer  Win- 
kel). 


Berechnung  des  rechtw.  Dreiecks  — ^  allg.  Aufgaben  ttber  die  4  mögl.  Fälle. 

Figur  5. 


Amnerkuiig  7.  Zur  raschen  Berech- 
nung ist  den  Studierenden  zu  empfehlen, 
sich  nach  und  nach  nebenstehende  Fol- 
gerungen einzuprägen: 


Aus:  sina  =  —.  folgt: 

c 


a 


^c 


a 


und: 


c  =  - 


Ans:  cos  a 

b 

und: 


c  = 


c  .  sin  a  . 

.  d. 

h. 

a 

m                      •                   •                • 

.  d. 

h. 

g,  folgt: 

C  .  cos  IX    .      . 

.  d. 

h. 

h 

•                 •                 • 

.  d. 

h. 

COSa 


a 


Aus:    tg  a  =  ^^  folgt 

a  - 
Aus:  ctg  a  - 


b  .  tg  a  . 

^,  folgt 
a 


d.  h. 


'b  =  a  ,  ctg  a  ,     .     .  d.  h. 


Folgerungen. 

1)  Eine  Kathete  ist  gleich  der  Hypo- 
tenuse mal  dem  Sintis  des  dieser  Ka- 
thete gegenüberliegenden  spitzen 
Winkels. 

2)  Die  Hypotenuse  ist  gleich  einer 
Kathete  dividiert  durch  den  Sintis  des 
dieser  Kathete  gegenüberliegenden 
spitzen  Winkels. 

3)  Eine  Kathete  ist  gleich  der  Hypo- 
tenuse mal  dem  Kosinus  des  dieser  Ka- 
thete anliegenden  spitzen  Winkels. 

4)  Die  Hypotenuse  ist  gleich  einer 
Kathete,  dividiert  durch  den  Kosinvs 
des  dieser  Kathete  anliegenden  spit- 
zen. Winkels. 

5)  Eine  Kathete  ist  gleich  der  ande- 
ren Kathete,  mal  der  Tangente  des  der 
ersteren  gegenüberliegenden  Winkels. 

6)  Eine  Kathete  ist  gleich  der  ande- 
ren Kathete,  mal  der  Kotangente  des  der 
letzteren  gegenüberliegenden  Winkels. 


Anmerkung  8.  Im  nachfolgenden  sind 
die  4  möglichen  Fälle  über  das  recht- 
™klige  Dreieck  in  Form  von  allge- 
meinen Aufgaben  behandelt. 


r'  Fall. 


Aufgabe  ].  Die  beiden  Katheten  a 
und  6  eines  rechtwinkligen  Dreiecks  sind 
gegeben;  wie  gross  sind  die  übrigen 
Stücke  desselben? 


Formel:     tga  rr-. 


a 


ctg  a  ^^  - 


h 
b_ 
a 


Gegeben:  a  und  h. 
Gesucht:   «,  /J,  c  und  F  (Flächen- 
inhalt). 
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Ebene  Trigonometrie,  Berechnungsaufgaben.   1.  Teil. 


Figur  6. 


ErkL  3.  Bei  allen  Berechnungen  ist  es 
Grundsatz,  sich  so  oft  wie  möglich,  „Kon- 
trolle^ für  die  Richtigkeit  dieser  Berechnun- 
gen zu  verschaffen;  dazu  ist  erforderlich,  dass 
die  einzelnen  Stücke  unabhängig  von  einander 
berechnet  werden. 

ErkL  4«  Der  pythagor&ische  Lehrsatz  heisst: 
„Das  Quadrat  über  der  Hypotenuse  eines  recht- 
winkligen Dreiecks  ist  gleich  der  Summe  der 
Quadrate  über  den  beiden  Katheten.'' 

ErkL  5«  Die  Formel  zur  Berechnung  des 
Flächeninhalts  eines  Dreiecks,  ist:  Grundlinie 
(eine  beliebige  Seite)  mal  der  zugehörigen  Höhe, 
geteilt  durch  2. 

Wird  im  rechtwinkligen  Dreiecke  die  eine 
Kathete  als  Grundlinie  angenommen,  so  ist  die 
andere  Kathete  die  zugehörige  Höhe. 


Formel  IX. 


Auflösung. 

Um  die  gesuchten  Stücke  berechnen 
zu  können,  müssen  sie  mit  den  gegebe- 
nen Stücken  in  irgend  welche  Beziehung 
gebracht  werden. 

Zur  Berechnung  des  Winkels  a^  mit 

Hülfe  der  beiden  Katheten  a  und  &,  kann 

man  obige  goniometrische  Relationen: 

a       .  b 

tga  =  j-    oder:     ctga  =  — 

benutzen. 

*  Aus  jeder  dieser  Gleichungen   lässt 

sich  Winkel  a  direkt  berechnen. 

Den  Winkel  ß  kann  man  auf  2  Arten 
bestimmen;  entweder  durch  Abzug,  weil 

a  ■-\'  ß  =  R^  mithin 

ß  =  B  —  a  ist  und  Winkel  a 
bereits  gefunden  wurde;  oder  durch  di- 
rekte Berechnung,  indem,  mit  Benutzung 
obiger  goniometrischer  Relationen: 

tg  ß  =  —  oder:    ctg  ß  =  -j-   gesetzt 

werden  kann.  Hieraus  kann  man  ß^  un- 
abhängig von  a,  berechnen  (Erkl.  3). 
Im  letzteren  Falle  besteht  eine  Kon- 
trolle für  die  Richtigkeit  der  Rechnung 
darin,  dass  die  gefundenen  Werte  für 
a  und  ß  zusammen  90®  betragen  müssen. 

Die  Hypotenuse  c  kann  man  auf  ein- 
fachem geometrischem  Wege,  mittelst 
des  pythagoräischen  Lehrsatzes  (Erkl.  4) 
berechnen,  hiemach  ist: 

Endlich  ist  der  Flächeninhalt  des  Drei- 
ecks nach  Erkl.  5: 

a.b 


F  = 


2*«'  Fall. 


Aufgabe  2.  Von  einem  rechtwinkligen 
Dreiecke  ist  die  Hypotenuse  und  eine 
der  Katheten  bekannt;  wie  gross  sind 
die  sämmtlichen  übrigen  Stücke  des 
Dreiecks? 


Formel :    sin  «  = 


cosa  = 


a 
c 
b 
c 


Gegeben:  a  und  c  (oder  c  und  h). 
Gesucht:  a,  ßj  h  und  F  (Flächen- 
inhalt). 


Das  rechtw.  Dreieck  —  allg.  Aufgaben  Ober  die  4  mögl.  Fälle. 


Figur  7. 


Anflosnng. 

Die  gesuchten  Stücke  des  Dreiecks 
müssen  in  irgend  welche  Beziehung  zu 
den  gegebenen  Stücken  gebracht  wer- 
den; dies  kann  bezüglich  der  gesuchten 
Winkel  mittelst  goniometrischen,  bezüg- 
lich der  gesuchten  Kathete  und  des  ge- 
suchten Flächeninhalts  mittelst  geometri- 
schen Gleichungen  geschehen. 

Für  die  Berechnung  des  Winkels  a 
hat  man  die  Relation: 


stn  a  = 


a 


ErkL  6.  Die  Grösse  des  Winkels  a  ist 
nur  dann  eine  bestimmte,  d.h.  kann  nur  dann 
virklich  berechnet  werden,  wenn  für  a  und  b 
Zahlen  gegeben  sind. 

Erkl«  7.  Die  spitzen  Winkel  im  rechtwink- 
ligen Dreiecke  ergänzen  sich  zu  90®. 


ErU.  8«  Aus  dem  pythagoräischen  Lehr- 
satze ergibt  sich  der  Satz: 

^Das  Quadrat  über  einer  Kathete  ist  gleich 
dem  Quadrate  über  der  Hypotenuse  minus  dem 
Quadrate  über  der  anderen  Kathete. 


Erkl«  9«  Das  negative  Vorzeichen  der  Wur- 
zel wurde,  als  der  Kathete  nicht  entsprechend, 
weggelassen. 

ErU.  10*  Die  Differenz  zweier  Quadrate 
kann  in  ein  Produkt  verwandelt  werden,  dessen 
einer  Faktor  die  Summe  und  dessen  anderer 
Faktor  die  Differenz  der  Basen  jener  Qua- 
drate ist 


aus  welcher  Gleichung  die  Grösse  des 
Winkels  a  berechnet  werden  kann(Erkl.6). 

Den  Winkel  ß  kann  man  wiederum  auf 
2  Arten  bestimmen: 

a)  durch  Abzug  des  bereits  gefunde- 
nen Winkels  «  von  90®  (Erkl.  7),  oder 

b)  durch  Aufstellung  der  goniometri- 
schen Gleichung: 

a 
cos  ß  =  — 
c 

Letztere  Art  der  Berechnung  ist  vor- 
zuziehen, da  hierdurch  für  die  Richtig- 
keit der  Berechnung  der  Winkel  a  und 
ß  die  Kontrolle  besteht,  dass 

a  +  j3  =  90° 

sein  muss. 

Femer  kann  man  die  Kathete  b  auf 
einfachem  geometrischem  Wege  mittelst 
eines  Zusatzes  (Erkl.  8)  des  pythagoräi- 
schen Lehrsatzes  finden;  nach  demselben 
ist:  6'  =  c*  —  a' 

hieraus  findet  man  für  b: 

l  =  yc"^:^^  (Erkl.  9) 
oder: 

b  =  Y{c~^a)~(c^^)  (Erkl.  10) 

Dieser  letzte  Ausdruck  für  die  Kathete 
b  ist  besonders  beim  Ausrechnen  von 
Zahlenbeispielen  zu  empfehlen. 

Um  endlich  eine  Inhaltsformel  für  das 
rechtwinklige  Dreieck  herzustellen,  wel- 
che nur  die  gegebenen  Stücke  enthält, 
beachte  man,  dass  nach  dem  1.  Falle 

^  -    2 

ist.    Setzt  man  in  diese  Gleichung  den 


trie,  BerechDDnguufgftben.    1.  Teil 


soeben  für  b  gefundenen  Wert  ein,  so 
ist  die  gesuchte  Inbaltsformel: 


-lY^ 


(«  +  <.)  (t-a) 


3'"  Fall. 


^winkli- 
a  und 


Gegeben:  a  und  ß. 

Gesucht:  a,  b,  c  und  F  (Inhalt) 

AnflösDDg. 

Mit  Kenntnis  obenstehender  gonio- 
metrischer  Relationen  können  Beziehun- 
gen zwischen  den  gegebenen  und  den 
gesuchten  Stücken  des  Dreiecks  aufge- 
stellt werden. 

Den  Winkel  a  findet  man  einfach 
durch  Abzug  des  gegebenen  Winkels  ft 
von  90". 

Für  die  gesuchte  Kathete  6  hat  man 
die  Relation: 

<,.  =  -J 

folglich ;   h^a.tgß  {Folger.  5.  Seite  7). 

Zur  Bestimmung  der  Hypotenuse  c 
kann  man  die  Relation: 

cos  8  =  —  benutzen, 

indem  hieraus  folgt: 

Eine  Kontrolle  für  die  Richtigkeit  der 
Berechnung  von  h  und  c  besteht  darin, 
dass 

a' —  c"- — b-  sein  muss. 

Um  schhesslich  noch  eine  Flächenin- 
haltsformel aus  den  gegebenen  Stücken 
für  das  rechtwinklige  Dreieck  abzuleiten, 
muss  man  beachten,  dass 

F  =  "-/'■  (Erkl.  5)  ist. 


Das  rechtwinklige  Dreieck  —  allg.  Aufgaben  ttber  die  4  mögl.  Fälle. 
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Nun  ist  die  Kathete  b  in  der  Aufgabe 
nicht  gegeben;  für  dieselbe  kann  aber, 
wie  vorhin  angegeben,  der  Wert  a.tgß 
substituiert  werden,  wonach: 

a. a.tgß 


F  = 


oder: 


Formel  XL 


F  =  ^.tgß 


gefunden  wird. 


4^"  Fall. 


Aufgabe  4.  Von  einem  rechtwinkligen 
Dreiecke  ist  die  Hypotenuse  c  und  der 
spitze  Winkel  a  gegeben;  die  säramt- 
lichen  übrigen  Stücke  des  Dreiecks  sind 
zu  suchen. 


Formel:   sin  «  = 


cos  a  = 


a 
c 
b_ 

c 


Figur  9. 


xÄ 


Gegeben:  c  und  a. 
Gesucht:  ß,  a,  h  und  F  (Flächen- 
inhalt). 

Anflösung. 

Zwischen  den  gegebenen  und  den  ge- 
suchten Stücken  des  rechtwinkligen  Drei- 
ecks ÄBC^  Figur  9,  kann  man  mit  Hülfe 
obiger  trigonometrischer  Relationen  Be- 
ziehungen herstellen  aus  welchen  die  ge- 
suchten Stücke  gefunden  werden  können. 

Der  gesuchte  Winkel  ß  kann  einfach 
durch  Abzug  gefunden  werden,  da 

|5  rtr  90°— «  ist. 

Zur  Auffindung  der  Kathete  a  besteht 

die  Relation: 

a 
sin  «  =  — 

c 

hieraus  findet  man: 

a  =  c  .  sin  a  (Folgerung  1.  Seite  7). 

Ferner  kann  man  die  Kathete  b  auf 
zwei  Arten  bestimmen,  entweder  geo- 
metrisch mit  Hülfe  der  bereits  berech- 
neten Kathete  a,  aus: 

oder  trigonometrisch  aus  der  Gleichung: 

cos  a  =^  —  oder  aus: 
c 

b  :^  c  ,  cos  a  (Folgerung  3). 
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Schliesslich  ist  die  Formel  für  den 
Inhalt  des  rechtwinkligen  Dreiecks,  nach 
Erkl.  5: 

i  doppelten  In  dieser  Formel  sind  aber  die  bel- 
lt aus  dem  den  Katheten  o  und  b  nicht  gegeben; 
ichen  Win-  jiegeHjen  müssen  zunächst  in  die  ge- 
gebenen Stücke  ausgedrückt  werden. 
'■  Für  a  und  &  wurde  bereits  gefunden : 
Gebiet  der  .  ,  , 
ten   welche  ö  =  c.«na;    und:    0  =  C.COSa 

•    Diese  Werte  für  a  und  b  substituiert, 
gibt: 

_       C.sitta.C.COSa        C^  sin  a  cos  u 
F= =~-2-- 

oder  nach   der  in  Erkl.  11  stehenden 
goniometrischen  Hülfefonnel,  ist: 

,  •„•„  -i-r      c'si«2(r        c'    .    „ 

irmel  XU F=-   —  —  =  —stn2a 

wenn  vorher  Zähler  und  Nenner  mit  2 
multipliziert  wurde. 


ni. 
aktische  Aufgaben. 


n  36,83" 
ü  25,72" 
in  diesem 
n  mit  der  (> 


in  diesem  o 


Gegeben:  a  =  36,S3»>- 
b  =  25,72"- 
Gesucht:    Winkeln  =  j. 

AnflösDog. 

Die  Sonnenstrahlen  können  wegen  der 
grossen  Entfernung  der  Sonne  von  der 
.  Erde  als    „unter   sich    parallele    Linien'* 

1/^  betrachtet  werden;    —   ist    daher    der 

■*■  Winkel  gefunden,  welchen  einer  dieser 
Bcbeinba-  Strahlen  in  dem  Augenblicke  (Erkl.  12 1 
ich  dieselbe  mit    der  Erdoberfläche  bildet,    in  wel- 

'*S'"'^'*''?hf  chem    die    Schatteniänge    des    Turmes 
1  demselben      ,  •  ■•     ,  .  .?  ■  ^   ■,  ■ 

gleich  der  gegebenen  ist,  so  ist  hiermit 
1  Bewegung  vorstehende  Aufgabe  "gelöst. 
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1» 


der  Sonne  [in  Wirklichkeit  macht  die  Erde 
diese  Bewegung]  ist,  dass  die  Sonnenstrahlen 
in  jedem  Augenblicke  unter  einem  andern 
Winkel  die  Erdoberfläche  treffen ,  dass  sich 
mithin  auch  die  Schattenl&ngen  hoher  (aller) 
Gegenstände  in  jedem  Augenblicke  ändern; 
nnd  zwar,  von  morgens  bis  mittags  ab-,  von 
mittags  bis  abends  zunehmend. 


Erkl*  13«  Wird  durch  eine  Linie,  welche 
senkrecht  zu  einer  Ebene  steht  (z.  B.  durch 
die  Höhe  des  Turmes,  welche  senkrecht  zur 
Oberfläche  der  Erde  ist)  eine  zweite  Ebene 
gelegt,  80  steht  diese  Ebene  senkrecht  auf  der 
ersten  Ebene. 


Erkl*  14*     Zur  Bestimmung   des   Winkels 

a  =  x  hätte  man  auch  die  Gleichung: 

,  h 

ctg  a  =  — 

benutzen  können;  da  jedoch  in  der  logarith- 
mischen Berechnung  des  Zahlenbeispiels  die 
.partes  proportionales**  bei  den  sogenannten 
.Kofunktionen**  (Kosinus  und  Kotangente)  sub- 
trahiert werden  müssen  (siehe  die  Hefte,  welche 
über  Logarithmen  und  Goniometrie  handeln), 
dies  oft  umständlich  ist,  so  wird  gewöhnlich 
die  Tangente,  bezw.  der  Sinus  zur  Berechnung 
verwendet. 

Erkl.  15»  Die  Gleichungen  in  welchen  un- 
bekannte Winkel  vorkommen^  werden  „gonio- 
metrische  Gleichungen"  genannt 


Ferner  ist  der  in  Betracht  kommende 
Teil  der  Erdoberfläche,  im  Verhältnis^ 
zu  der  ganzen  sphärischen  Oberfläche 
der  Erde,  so  klein,  dass  derselbe  als- 
eine  ebene  Fläche  angenommen  werdea 
kann. 

Unter  diesen  Voraussetzungen  muss^ 
eine  Ebene,  welche  man  durch  die  Höhe 
(Achse)  des  Turmes  und  durch  die  Längs- 
richtung dessen  Schattens  gelegt  denkt,, 
das  rechtwinklige  Dreieck  ABG^  Fig.  10, 
enthalten  (Erkl.  18),  dessen  eine  Kathete 
BC  die  Höhe  a  =  36,83'"-  des  Turmes, 
dessen  andere  Kathete  AG  die  Länge 
h  =  25,72"-  des  Schattens  und  dessen 
Hypotenuse  AB  ein  durch  den  höchsten 
Punkt  des  Turmes  gehender  Sonnen- 
strahl ist. 

Zur  Bestimmung  des  Winkels  «  =  a;, 
welchen  der  Sonnenstrahl  SA  mit  der 
Erdoberfläche  AC  bildet,  hat  man  in 
dem  rechtwinkligen  Dreiecke  ABC  die 
Belation  : 

tgx  =  ~  (Erkl.  U). 

Substituiert  man  in  diese  goniometri- 
sehe  Gleichung  (Erkl.  15)  für  a  und  h 
die  gegebenen  Zahlenwerte,  so  ist: 

36,83 

'^^  =  -25772 

Aus  dieser  Gleichung  muss  man  nua 
den  unbekanuten  Winkel  x  auf  logarith- 
mischem  Wege,  wie  folgt,  berechnen: 

log  tgx  =  log  36,83  —  log  25,72 

Nun  ist :  log  36,83  =  1,5662017 

—  log  25,72  =  —  1,4102710 

mithin: 


folglich: 


Zoir«flra;=  0,1559307 

8940 

a;  =  55°4'10" 
-f8" 
—  0,2" 


367 
359,2 

7,8" 
a;=  55''4'18,2"  8,9 

In  dem  Augenblicke  in  welchem 
die  Schattenlänge  des  Turmes  gleich  der 
gegebenen  ist,  bilden  also  die  Sonnen- 
strahlen mit  der  Erdoberfläche  einen 
Winkel  von  55*4' 18,2". 


netrie.  Berech DUDgaaafgabeD.    1.  Teil. 


hat  8,5  7„ 
SS  ist   ihi: 


Gegeben:  6;a—  100:8,5. 
Gesucht:    Winkel  a  —  x. 

AnflSsQBg. 

Unter  dem  Neigungswinkel  der  Chaus- 

^^  See  (Strasse)  versteht  man  den  Neigungs- 

viokel,  welchen  die  Ebene  der  Chaussee 

mit  der  Horizontalebene  (Erklärung  1(!) 

ist  diejenige  büdet. 

ichtung   der       ^j^.^  ^^^^^^   ^^  ^^.^^^   ^^^  Chaussee 
t  mit  Beiner  eine    zur    Horizontalebene    senkrechte 
;  daher  der  Ebene  —  eine  sogenannte  Vertikalebene 
en,  zur  Her-  —   gelegt  gedacht ,    SO   schliessea  die 
Durchschnittslinien  AS  und  AC,  Figur 
11,  welche  diese  Vertikalebene  mit  der 
Ebene  der  Chaussee  und  der  Horizontal- 
ebene  bildet,  den  Neigungswinkel  a  bei- 
■inkel  zweier  der  Ebenen  (Erkl.  17),  mithin  auch  den 
En,  welchen  gesuchten  Neigungswinkel  (u  =  x)   der 
jlhiie  bei'der  *^haussee  ein. 

M  80    dsias      Die  Grösse  dieses,  vorstehend  defi- 
eiue  Ebene,  nierten,  Neigungswinkels   der  Chaussee 
le  zu  liegen  igt    abhängig  von    der    Steigung    der- 
selben. 

Die  Steigung  der  Chaussee  soll  8,5  "„, 
(Prozent)  betragen;  d.  h.  ist  die  liort- 
Strecke  auf  zontale  Projektion  (Erkl.  18}  AC{—-I') 
e  der  Fobs-  eines  Stückes  AB  der  Cbausseeachse 
in  den  End-  _  joü  irgend  welchen  Längeneinheiten. 
bene  gefäLlt  ^^    ^^^^    ^^^  ^^^^^  ^  ^^^^^^  ^^.j^g^    y^, 

kt  des  Per-  8,5   derselben    Längeneinheiten    höher, 
[zusammen,  als  der  Punkt  Ä  der  Achse  liegen,  e> 
soll  also  BC  =  a  =T  8,5  von  den  arge- 
noramenen  Längeneinheiten  sein. 

In  dem  rechtwinkligen  Dreiecke  .^M' 
besteht  nach  Vorstehendem  zur  Auffin- 
dung des  Winkels  a  =  j;,  die  Relation: 

Die  Grösse  a  in  dieser  goniometri- 
schen  Gleichung  bedeutet  die  Erhebung 
des  Punktes  B  über  die  Horizontale  AC 
eines  Win-  und  ist  =:  8,5;  die  Grosse  b  bedeutet 
beiden  Ka-  djg  Projektion  des  Stückes  AB  der 
fg,t  Mpto  Strassenachse  und  ist  =  100  (welche 
ä.  Längeneinheiten  a  =  8,5  und  h  =  lOit 
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beigelegt  werden,  ist  für  die  Ausrech- 
nung gleichgültig.  Erkl.  19.) 

Substituiert  man  diese  Zahlenwerte 
in  vorstehende  Gleichung,  so  wird: 

8,5 

^^^^löö 

oder: 

tg  X  =  0,085 

Dies  logarithmisch  berechnet,  gibt 
zunächst : 

log  tg  X  =  log  0,085 

Erkl.  20.  Der  Logarithmus  eines  Decimal-  Nun  ist : 
bruchs  mit  0  Ganzen,  hat  zur  Kennziffer  so-       _     ^  ^^^       rxrxckrMiot\       n   /t?  1 1  «rix 
>iele  negative  Einheiten,   als   direkt  vor  und       % 0,085  =  0,9294189  — 2  (lLrkL20), 
hinter  dem  Komma  Nullen  stehen.  ... 

mithm : 

Erkl.  21.    Die  Logarithmen  der  trig.  Funk-   ,      .  Anoo>4iQO       o   iia  /ir^n  oi\ 

tionen  der  Winkel  sind  in  den  Logarithmen-  %  ^5^  :c  =  0,9294189  — 2  +  10  (Erkl.  21) 

tafeln  um  10  Einheiten  zu   gross  angegeben;  ^^pj.. 

es  mussten  also  an  dieser  Stelle  der  Auflösung,  ^^^^ ' 

um  den  Logarithmus   der  trig.  Funktion   des  Zo^/^^ra:  =  8,9294189  i   y^.^r  oaui 

Winkels  x  finden  zu  können,  auf  der  rechten  a?  =  4°51'30"         4073;  ^4»»4 

Seite  der   Gleichung    10    Einheiten   zuaddiert  ii/»~ 

werden.  H^ 

Erkl.  22.  Bei  kleinem  Wachstum  vonZah-  aus  der  Proportion  (Erkl.  22): 
len,  bezw.  von  Winkel,  kann  angenommen  wer- 
den, dass  die  Logarithmen  dieser  Zahlen,  bezw.  jq//  .  y**  __  2494  :  116 
die  Logarithmen   der   trig.  Funktionen   dieser  ' 

Winkel,  proportional  denselben  wachsen,  was  n^^^x  ^„„  r«^  ^,       a  i/»// 

in  der  Proportion  (siehe  diese  Stelle  der  Auf-  ^^^^^  ^^^  ^^^  V  =  ^'^^ 
lösung)  ausgesprochen  ist.                                   .  ,  .  ,  .,  .      .  , 

hiernach  ergibt  sich: 

a=4°51'30" 

+  0,46-(^y) 

oder:  ir:^:4"51' 30,46" 

Sonach  ist  die  Neigung  einer  jeden 
Chaussee,  welche  8,5  ^o  Steigung  hat 
==4«  51' 30,46" 


Anmerkung  9.  Die  Steigung  einer 
Chaussee  darf  für  den  bequemen  Ver- 
kehr, höchstens  5  7o  betragen.  Vor- 
stehendes Beispiel  ist  mithin  ein  Aus- 
nahmefall. 


;rie,  BerechnniigeanfgabeD.    1.  Teil. 


IT. 

ingelSster  Aufgaben. 


Figur  12. 


Ferner: 
ten  a  =  SOS"'  und  b  =  479"-  eines  Rechtecks 
>  dieselben  mit  einer  Diagonale  bilden, 
en  einer  Raute  sind  0,623"-  und  0,0897°'-;  wie 
lUteV 

I  Winkel  berechnen,  weichen  2  Tangenten  eines 
l  zwar  wenu  gegeben  ist:  die  Entfernung |c  ihres 
e  mit  c  =  40"'  und  der  Radius  r  des   Kreises 


Parallelogramme  kennt  man  den  Flächeninhalt 
Seite  o  =  200"-  und  ein  Winkel  =  iO^SO*  15,5"; 
les  fgrs? 

Höhe  eines  auf  einer  Ebene  stehenden  Turmes 
ung  von  700"-  unter  einem  Winkel  von  X3"35" 


in  Frankfurt  a.  M.  1881. 


Der  ausführliche  Prospekt  nnd  das  ausführliche  Inhalts- 
yerzeichnis  der  „Yollständig  gelösten  Anfgabensammlimg  Yon 
Dr.  Ad.  Kleyer**  kann  Ton  jeder  Bnchhandlnng,  sowie  Yon  der 
Yerlagskandlnng  gratis  und  portofrei  bezogen  werden. 

Bemerkt  sei  hier  nur: 

1).  Jedes  Heft  ist  anfgescbnitten  and  gut  brochiert  nm  den  sofortigen  und  dauern- 
den Oebranch  zu  gestatten. 

2).  Jedes  Kapitel  enthält  sein  besonderes  Titelblatt,  Inhaltsi^erzeichnis,  Berichtigungen 
und  Erklärungen  am  Schlüsse  desselben. 

3).  Anf  jedes  einzelne  Kapitel  kann  abonniert  werden. 

4).  Monatlich  erscheinen  3 — 4  Hefte  zu  dem  Abonnementspreise  von  25  Pfg.  pro  Heft. 

6).  Die  Beihenfolge  der  Hefte  im  nachstehenden,  kurz  angedeuteten  Inhaltsver- 
zeichnis ist,  wie  ans  dem  Prospekt  ersiohtlioh,  ohne  jede  Bedeutung 
fflr  die  Interessenten. 

6).  Das  Werk  enthält  Alles,  was  sich  fiberbaupt  auf  mathematische  Wissenschaften 
bezieht,  alle  Lehrsätze,  Formeln  und  Regeln  etc.  mit  Beweisen,  alle  praktischen 
Aufgaben  in  vollständig  gelöster  Form  mit  Anhängen  ungelöster  analoger  Auf- 
gaben und  vielen  vortrefflichen  Figuren. 

7).  Das  Werk  ist  ein  praktisches  Lehrbuch  für  Sohüler  aUer  Schulen,  das 
beste  Handbuch  für  Lehrer  und  Examinatoren,  das  yorsuglichste  Lehrbuch 
sum  Selbststudium,  das  yortrefflichste  Nachschlagebuch  fOr  Fachleute  und 
Techniker  jeder  Art. 

8).  Alle  Buchhandlungen  nehmen  Bestellungen  entgegen« 


Kurz  angedeutetes 

Inhaltsverzeichnis  der  ersten  80  Hefte. 


Heft  1.  SSinsessinsrechnung. 

9  2.  Konstruktion  planimetrischer 
Auf^ben,  gelöst  durch  geo- 
metrische Analysis. 

n  S.  Das  Prisma. 

n  4.  Ebene  Trigonometrie« 

n  5.  Das  specifische  Gewicht. 

,  6.  Difforentialrechnung. 

a  7.  Proportionen. 

»  8.  Konstruktion  planimetrischer 
Aufjgaben,  gelöst  durch  alge- 
braische Analysis. 

,     9.  Die  Beihen  (arithmetische). 

V  10.  Das  Apollonische  Berührungs- 
Problem. 

,  11.  Die  Beihen  (geometrische),  Forts. 
Ton  Heft  9. 


Heft  12.  Die  Pyramide.  (Forts,  v.  Heft  3.) 
„    IS.  Der  Pyramidenstumpf.    (Forts. 

von  Heft  12.) 
,    14.  Das  Apollonische  Berührungs- 
problem. (Forts,  von  Heft  10.) 
„    15.  Ebene  Trigonometrie.    (Forts, 
von  Heft  4.) 

,    16.  Zinseszinsrechnung.  (Forts,  von 
Heft  1.) 

„  17.  Die  Beihen.  (Forts,  von  Heft  11.) 
„  18.  DerCylinder.  (Forts,  v.  Heft  13.) 
„  19.  Der  Kegel.  (Forts,  von  Heft  18.) 
„  20.  Der  Kegelstumpf.  (Forts,  von 
Heft  19.) 
21.  (  Die  Kugel  und  ihre  Teile. 
(Forts,  von  Heft  20.) 


»  2*. 

•  2&- 

9  26. 

»  27. 

.  28. 

n  29. 

»  80. 

n  81. 

n  82. 

.  88. 

•  84. 
n  85. 

n  86. 

.  87. 

»  88. 

»  8». 

»  40. 

n  41. 

»  42. 

«  48. 

.  44. 

n  45. 

I.  46. 

n  47. 

n  48. 

«  49. 

»  50. 


51. 


«   52. 
I.   58. 


Zinsessinsrechiiung.  (Forts,  von 
Heft  16.) 

Das  Apollonische  Berührungs- 
Problem.  (Forts,  von  Heft  14.) 

Die  regulären  Polyeder.  (Forts, 
von  Heft  22.) 

Die  Beihen.  (Forts,  von  Heft  17.) 

Ebene  Trigonometrie.  (Forts, 
von  Heft  15.) 

Die  regulären  Polyeder.  (Forts, 
von  Heft  25.) 

Das  ApoUonische  Berührungs- 
Problem.   (Forts,  von  Heft  24.) 

Differential-Beclmung.  (Forts, 
von  Heft  6.) 

Statik;  oder  die  Lehre  vom 
Gleiohgewioht  fester  Körper. 

Die  regulären  Polyeder.  (Forts, 
von  Heft  28.) 

Das  ApoUonische  Berfihrungs- 
Problem.    (Forts,  von  Heft  29.) 

Goniometrie. 

Zinsessinsreohnung.  (Forts,  von 

Heft  23.) 

Die  regulären  Polyeder.  (Forts. 

von  Heft  32.) 

Diftorential-Bechnung.   (Forts. 

von  Heft  30.) 

Staük.    (Forts,  von  Heft  31.) 

(Das  ApoUonische  Berührungs- 
Problem.  (Forts.  V.  Heft  33.) 
Potensen  und  Wurseln. 
Logarithmen. 
Goniometrie.  (Forts,  von  Heft  34). 

Gleichungen  vom  L  Grade  mit 
einer  Unbekannten. 

Potensen  und  Wurseln.  (Forts, 
von  Heft  41.) 

Logarithmen.  (Forts,  von  Heft  42.) 
Die  regulären  Polyeder.  (Forts, 
von  Heft  36.) 

Differential-Bechnung.  (Forts . 
von  Heft  37.) 

Statik.    (Forts,  von  Heft  38.) 
Zinseszinsrechnung.  (Forts,  von 
Heft  35.) 

Potensen  und  Wurzeln.  (Forts, 
von  Heft  45.) 

Logarithmen.  (Forts,  v.  Heft  46.) 
Das  ApoUonische  Berührungs- 
Problem.    (Forts,  von  Heft  40.) 


Heft  54.  Gleichungen  vom  1.  Grade  mit 
einer  Unbekannten.  (Forts,  von 
Heft  44.) 

»  55.  Goniometrie.  (Forts,  v.  Heft  43.) 

»  56.  Potenzen  und  Wurzeln.  (Forts, 
von  Heft  51.) 

„    57.  Logarithmen.  (Forts,  v.  Heft  52.) 

„  58.  Die  regulären  Polyeder.  (Forts, 
von  Heft  47.) 

n  59.  DifEldrential-Bechnung.  (Forts, 
von  Heft  48.) 

»  60.  Goniometrie.  (Forts,  v.  Heft  55.) 

„  61.  Die  Potenzen.  —  Faktorenzerle- 
gang  etc.  —  (Forts,  von  Heft  56.) 

„  62.  Die  Potenzen.  —  Faktorenzerle- 
gung etc.  —  (Forts,  von  Heft  61.) 

„  63.  Die  Potenzen.  Redaktionen  mit- 
telst Heben.   (Forts,  von  Heft  62.) 

„  64.  Die  Potenzen.  Redaktionen  mit- 
telst Vereinigang  von  Brachen. — 
(Forts,  von  Heft  63.) 

,  65.  Die  Potenzen.  Das  Potenzieren 
mit  der  Zahl  Null  and  mit  negativen 
Exponenten.  (Forts,  von  Heft  64.) 

„   66.  Die  Potenzen.  (Forts,  v.  Heft  65.) 

„  67.  Die  Potenzen.  Anhänge  a.SchIa8s 
der  Potenzen. 

„   68.  Die  Logarithmen. 
Heft  57.) 

„   69.  Die  Logarithmen. 
Heft  68.) 

„  70.  Die  Logarithmen. 
Heft  69.) 

,    71.  Die  Logarithmen. 
Heft  70.) 

„   72.  Die  Logarithmen. 

Heft  71.) 
„  7S.  Die  Logarithmen. 

Heft  72). 

jf  74.  Die  Logarithmentafeln. 

„   75.  Die  Logarithmen.      (Forts,  von 

Heft  73.) 
„  76.  Die  Logarithmen.     (Forts,   ron 

Heft  75.) 
jt   77.  Die  Logarithmen,     (Forts.    Ton 

Heft  76.) 

„  78.  Die  Logarithmentaflsln.  (Forts. 

von  Heft  74.) 
„  79.  Die  Logarithmentafeln«  (Forts. 

von  Heft  78.) 
n   80.  Die  Logarithmen.     (Forts,  und 

Schluss  von  Heft  77.) 
a.  s.  f.  o.  8.  L 


(Forts,  von 

(Forts,  von 

(Forts.  TOD 

(Ports,  von 

(Forts,  von 

(Forts,  von 


Druck  von  Carl  Hftmmer  in  Stnttgsrt. 


StPi'ilÜÖy 


i 


I 


j: 

a 


1  CL      TT    iU.  !      **^*^      e     Ebene  Trigonometrie.  2.  Teil. 

MJ^        H  AT  I  9    ^^  Heftes     1  seit«  u— ss. 

'  95  Pf.  B  Das  gleichschenkl.  Dreieck. 


7 

Tollständig  gelöste 

Aufgaben  -  Sammlung 

-  nebst  Anhängen  ungelöster  Aufgaben,  für  den  Schul-  &  Selbstunterricht  — 

mit 

ifliabe  ind  Entwickloag  der  beintzten  Sitie,  Formeln,  Regeln  In  Fragen  ind  intf  orten 

erUatert  durch 

viele  Holzschnitte  &.  lithograph.  Tafeln, 

aus  allen  Zweigen 

der  Beehenkmigty  der  niederen  (Algebra,  Planimetrie,  Stereometrie,  ebenen  o.  iphflriaclien 
Trigonometrie,  synthetischen  Geometrie  etc.)  u.  höheren  Mathematik  (höhere  Analysis, 
Differential-  u.  Integral-Rechnung,  analytische  Geometrie  der  Ebene  n.  des  Raumes  etc.);  — 
aas  aOen  Zweigen  der  Phrsik,  Heehanik,  Oraphostatlk,  Chemie.  GeodSsie,  Naotik, 
maXkemtßL  Geegrapliie,  Asvonomie;  des  Maschinen-,  Strafeen-,  l^senl^ahn-}  Wasser-, 
Brtteken-  u.  H4>ehbaa'8;  der  Konstrokttonslehren  als:  darstell«  Geometrie,  Polar-  u. 

Parallel-PerspectiTe,  Schattenkonstmktionen  etc.  etc. 

für 

Schüler,  Studierende,  Kandidaten,  Lehrer,  Techniker  jeder  Art,  Militärs  etc. 
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g  aMB  Diese  AnfgabeManimlung  erscheint  fortlaufend,  monatlich  3—4  Hefte.  ■*■ 

E  Die  einzsfnon  Hauptkapitoi  sind  mit  eigener  Paginierung  versehen,  so  dass  Jedes  derseiben  einen  Band  bilden  wird. 

rrrifiTnpTffniiirtii  iijiiiiti  i\  im  miiii  iijj  fr'TrTnnriirrT'TrTrTrnin'mTrrrrTt'tr'in 

r     *  Das  vorläufige  Inhaltsverzeichnis  der  Hefte  101—160  befindet  sich  auf 


Preisgekrönt  in  Frankfurt  a.  M.  1881. 

PROSPEKT. 

Dieses  Werk,  welchem  kein  ftknliches  zur  Seite  steht,  erscheint  monatlich  in  3 — 4 
Heften  zu  dem  billlgon  Preise  Yon  25  ^  pro  Heft  und  bringt  eine  Sammlung  der  wichtig- 
£ten  und  praktischsten  Anf gaben  aus  dem  Gesamtgebiete  der  Mathematik,  Physik, 
Meehauik,  math.  Geographie,  Astronomie,  des  Hasehinen-,  Strassen-,  Eisenbalm-, 
Brücken-  und  Hochbaues,  des  konstruktiTon  Zeichnens  etc.  etc.  und  zwar  in  Tollstftndig 
gelöster  Form,  mit  Tiden  Figuren,  Erklftrungen  nebst  Angabe  und  Entwickelnng  der 
benntiten  Sfttze,  Formeln,  Regeln  in  Fragen  mit  Antworten  etc.,  so  dass  die  Lösung 
jedermann  verständlich  sein  kann,  bezw.  wird,  wenn  eine  grössere  Anzahl  der  Hefte  er- 
schienen ist,  da  dieselben  sich  in  ihrer  Gesamtheit  erg^bucn  und  alsdann  auch  alle 
Teile  der  reinen  und  angewandten  Mathematik  —  nach  besonderen  selbständigen  Kapi- 
teln angeordnet  —  vorliegen. 

Fast  jedem  Hefte  ist  ein  Anhang  von  ungelösten  Aufgaben  beigegeben,  welche  der 
eigenen  Lösung  (in  analoger  Form,  wie  die  bezflglichen  gelösten  Aufgaben)  des  Studierenden 
überlassen  bleiben,  und  zugleich  von  den  Herren  Lehrern  f&r  den  Schulunterricht  benutzt 
werden  können.  —  Die  Lösungen  hierzu  werden  spftter  in  besonderen  Heften  für  die  Hand  des 
Lehrers  erscheinen.  Am  Schlüsse  eines  jeden  Kapitels  gelangen:  Titelblatt,  Inhaltsverseich« 
nis,  Berichtigungen  und  erlftntcrnde  Erklftrungen  über  das  betreffende  Kapitel  zur  Ausgabe. 

Das  Werk  behandelt  zunächst  den  Hauptbestandteil  des  mathematisch-naturwissen- 
schaftlichen ünterrichtsplanes  folgender  Schulen:  Bealschnlen  L  nnd  II*  (hrd.,  gleich- 
berechtigten höheren  Bürgerschulen,  PriTatschulen,  Gymnasien,  Realgymnasien,  Pro- 
gjmnasien,  Schnllehrer- Seminaren,  Polytechniken,  Techniken,  Baugewerkschulen, 
Gewerbeschnlen,  Haudelsschnlen,  techn.  Torbereitnngsschulen  aUer  Arten,  gewerbliche 
Fortbildnngsschnlen,  Akademien,  TJuiversi taten,  Land-  und  Forstwissensohaftsachulen, 
Mllitftrschulen,  Torbereitnngs- Anstalten  aller  Arten  als  z.  B.  für  das  Eli\|&hrig-Frel- 
willige-  nnd  Offlaiers-Examen,  etc. 

Die  Schüler,  Studierenden  und  Kandidaten  der  mathematischen,  technischen  und 
naturwissenschaftlichen  Fächer,  werden  durch  diese,  Schritt  für  Schritt  gelöste,  Aufgaben- 
sammlung immerwährend  an  ihre  in  der  Schule  erworbenen  oder  nur  gehörten  Theorien  etc 
erinnert  und  wird  ihnen  hiermit  der  Weg  zum  unfehlbaren  Auffinden  der  Lösungen  der- 
jenigen Aufgaben  gezeigt,  welche  sie  bei  ihren  Prüfungen  zu  lösen  haben,  zugleich  aber  auch 
die  überaus  grosse  Fruchtbarkeit  der  mathematischen  Wissenschaften  vorgeführt. 

Dem  Lehrer  soll  mit  dieser  Aufgabensammlung  eine  kräftige  Stütie  für  den  Schul- 
unterricht geboten  werden,  indem  zur  Erlernung  des  praktischen  Teiles  der  mathematischen 
Disziplinen  —  zum  Auflösen  von  Aufgaben  —  in  den  meisten  Schulen  oft  keine  Zeit  er- 
übrigt werden  kann,  hiermit  aber  dem  Schüler  bei  seinen  häuslichen  Arbeiten  eine  voll- 
ständige Anleitung  in  die  Hände  gegeben  wird,  entsprechende  Aufgaben  zu  lösen,  die  ge- 
habten Regeln,  Formeln,  Sätze  etc.  anzuwenden  und  praktisch  zu  verwerten.  Lnst,  Liehe 
und  Yerständnls  für  den  Schul-Unterricht  wird  dadurch  erhalten  und  belebt  werden. 

Den  Ingenieuren,  Architekten,  Technikern  und  Fachgenossen  aller  Art,  Militär» 
etc.  etc.  soll  diese  Sammlung  zur  Auffrischung  der  erworbenen  und  vielleicht  vergessenen 
mathematischen  Kenntnisse  dienen  und  zugleich  durch  ihre  praktischen  in  allen  Bernfs- 
aweigen  vorkommenden  Anwendungen  einem  toten  Kapitale  lebendige  Kraft  verleihen  unc 
somit  den  Antrieb  zu  weiteren  praktischen  Terwcrtnngen  und  wetteren  Forschungen  geben. 

Alle  Buchhandlungen  nehmen  Bestellungen  entgegen.  Wichtige  und  praktische  Auf- 
gaben werden  mit  Dank  von  der  Bedaktion  entgegengenommen  und  mit  Angabo  der  Namen 
verbreitet.  —  Wünsche,  Fragen  etc,  welche  die  Redaktion  betreffen,  nimmt  der  Yerfasser, 
Dr.  Kleyer,  Frankfurt  a.  M.  Fischerfeldstrasse  16,  entgegen  und  wird  deren  Erledigung 
thunlichst  berücksichtigt 

Stattgart,  August  1888.  Die  Yerlasshandlung. 


2.  Teil. 

Das  gleichschenklige  Dreieck. 

Inhalt: 

I.  Erl&uternde  Fragen  mit  Antworten  über  die  Berechnung  des 

gleichschenkligen  Dreiecks. 
II.  Aufgaben  über  die  fünf  möglichen  Fälle. 
III.  Praktische  Aufgaben, 
lY.  Anhang  ungelöster  Aufgaben. 


I. 

Erlänternde  Fragen  mit  Antworten  über  die  Bereclinung 

des  gleichsclienkligen  Dreiecks. 

Frage  1.  Auf  welche  Weise  wird  in 
derebenen  Trigonometrie  ein  gleich- 
schenidiges  Dreieck  berechnet? 


Figur  15. 
A 


Antwort.  Die  Berechnung  eines 
gleichschenkligen  Dreiecks  wird  auf  die 
Berechnung  des  rechtwinkligen  Drei- 
ecks (siebe  1.  Teil)  zurückgeführt;  in- 
dem man,  Figur  15,  die  zur  Grundlinie 
BC  {=d)  gehörige  Höhe  ÄD  {=  h) 
fällt ,  wodurch  —  nach  einem  planime- 
trischen  Satze  —  das  gleichschenklige 
Dreieck  ABC  in  die  zwei  l(ongruenten 
rechtwinkligen  Dreiecke  ABB  und  AGB 
zerlegt  wird. 


Frage  2.    Welche  Relationen    finden 
im  gleichschenkligen  Dreiecke  zwi- 
schen dessen  Bestimmungsstücken      Antwort.  Zwischen  den Bestimmungs- 
(Winkel  a  an  der  Spitze,  Basiswinkel  ß,  stücken:  a,  /J,  a,  s  und  h  eines  gleich- 
Basis  a,  Schenkel  $  und  Höhe  h)  statt?  schenkligen  Dreiecks,    Figur  15,  finden 

nach  der  Antwort  der  Frage  9,  1 .  Teil, 
folgende  Relationen  statt: 


1). 


•     a         a  a  ,  ^. 


2).  .  .  .  cos  4-  =  h  :  s  =  —  {=  sin  ß) 


3).  .  .  .   tg  ^=: 


f  •**  =  Ä<=''^^) 


4) etgl-=h:l=^(=tgß) 
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inuogBanfg&ben.  —  2.  Teil. 

erner  hat  man: 

6)  .  .  .  Y  +  |3  =  90' 
md 

6)  ...«•  =  *■  +  (I)' 


Antwort  Zur  Berechnung  des  In- 
laltes  eines  gleichschenkligen  Drei-  ' 
>cks  aus  den  Bestimmungsstücken  a,  ß, 
I,  s  und  h,  dienen,  je  nachdem  zwei  | 
lieser  Bestimmungsstücke  als  bekannt 
vorausgesetzt  werden  dürfen,  folgende 
Formeln :  ' 

a.h 

,       ,    F  =   • (Hebt  Toimtl  H,  e*tt«  8) 

Nach  dem  pythagoreischen  Lehrsatze, 
8t :  A  =  y  s'  —  (~)  ;  diesen  Wert 
iQr  h  in  vorstehende  Formel  substituiert, 

Ferner  ist  nach  dem  pythagoi^ischen 
Lehrsatze:  ^  =Ys''  —  Ä*;  diesen  Wert 
rür  ^  in  Formel  XIII  substituiert,  gibt: 

Will  man  den  Inhalt  in  die  Basis  a 
und  den  Winkel  a  an  der  Spitze  aus- 
drücken, so  beachte  man,  dass: 

Ä:|  =  rij?2 
oder: 

Ä  =  Y  ctg  "2    ist. 

Diesen  Wert  für  k  in  Formel  XIII  sub- 
ätituiert,  gibt: 


(oder;    F  =  ^  tg  ß,   nach  Satz  I,  Seite  5) 

Will  man  ferner  deu  Inhalt  ia  die 
Höhe  h  und  den  Winkel  a  ausdrücken, 
so  beachte  man,  dass: 


-^-  -1 
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oder  : 

A        I. 

2  =*- 
1  =  ^ 

■tg^ 

j.      « 

•  *9  2 

ist. 

« 

Diesen  Wert  für^  in 

For 

stituiert 

,  gibt : 

oder: 

F  =  h. 

% 

Formel  XVEL 

•     •    • 

F  =  h*. 

(oder:    F  =  h^.ctg  ß  nach  Satz  I,  Seite  5) 

Will  man  schliesslich  den  Inhalt  in 
den  Schenkel  s  und  den  Winkel  a  aus- 
drücken, so  beachte  man,  dass 

1).    .    .   .  -^IS  =  ^Wy 

oder: 

ErU.  1.    In  dem  1.  Teüe,  Erkl.  11,  ist  be-  a  =  2.s.sin^ 

reits  eine   goniometrische  Hülfsfonnel    ange-  ^^^  ^ 

fUirt,  welche  heisst:  ^v  ,  « 

.   rt  rt  .  2).  .  .  .  A  :  5  =  C05  o 

oder* 

Setit  man  hierin,  für:  *        Ä  =  s.cos4     ist. 

2(t  =  /3,     80  ist  2 

/5  Diese  Werte  für  a  und  ä   in    For- 

~  2  mel  Xin  substituiert,  gibt: 

ond  dioe  Formel  geht  über,  in:  2  •  s  •  «n  -"-  •  s .  cos  4 


sinß  =^  2sin^  •  cos ^ 

(siehe  die  Teile,  welche  über  Goniometrie   oder: 

handeln).  s' .  2  •  5m  y  COS  y 


J'  = 


oder  nach  Erkl.  1: 
Formel  XVm.  .    .    .    jp=:-'*^^'' 


2 

Da   in  dem  gleichschenkligen  Drei- 
ecke, Figur  16,  a  +  2|J  =  180«  (=2R) 
.      und  nach  einem  goniometrischen  Satze 
Erkl.  2.  Der  Sinus  «««8  Wmke  s^^  ist  gleich  (jjrkl.    2)    der  Sinus    eines  Winkels  («) 
demSmns  des  Supplementwinkels:  180 — «(siehe      %  -  x.  :x        o'         j      o       y  x-ti 

dieTeile,  welche  über  Goniometrie  handeln),  gleich  dem  Smus  des  Supplementwinkels 

(2j5)  ist,    so  geht   auch  Formel  XVm 
über,  in: 

^       S'sin2ß 


Anmerkung  1.  Die  Formeln,  welche 
in  den  Antworten  der  vorstehenden  Fra- 
gen 2  und  3  angegeben  sind,  genügen 
zur  Berechnung  des  gleichschenkli- 
gen Dreiecks,  brauchen  jedoch  dem  Ge- 


-^rwr^wv^^:^'*- 


■I  •'■  t 
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Gegeben:   a  =  648,72m 
8  =  376,8  m 
Gesucht:    a,  ß  und  F, 

Auflösung. 

Fällt  man  die  zur  Basis  gehörige 
Höhe  J.2),  so  hat  man  in  jedem  der 
kongruenten  rechtwinkligen  Dreiecken 
ÄBD  und  ÄCD,  die  Relation: 

(siehe  Antwbrt,  Frage  2) 


.    a 


Erkl  3.  Da  negative  Logarithmen  stets  zu 
vermeiden  sind,  so  addiert  man  dem  kleineren 
positiTcn  Summanden  eine  Einheit  zu  und 
nimmt  dieselbe  wieder  weg,  wodurch  man  nach 
der  Addition  einen  positiven  Logarithmus, 
nur  mit  negatirer  Kennziffer  erhält  (siehe: 
Kiefers  Lehrbuch  der  Logarithmen.) 


Erkl.  4.    Analog  der  Erkl.  21,  Seite  15. 


a 


oder:    sin—  = 


.     a 


2s 

648,72 
2 .  376,8 

324,86 


376,8 
Dies  logaritbmisch  berechnet,  gibt: 

log  sin -^  —  ?ö^  324,36  — %  376,8 

Nun  ist:     ^^jj     ^_i) 

%  824,86  =  2,5110273  (ErkLS) 
—  %  376,8  =-2,5761109 

0,9349164  —  1 
+ 10       (Erkl.  4) 


log  sin  ^  =  9,9349164 

9104 


60 


mithin:  -!-  =  59 »24' 30" 

+  6« 


a 


=  59  «24' 35" 


oder :       a  =  1180  49a0'' 

Da  femer: 
-J  +  j3  =  90^    so  ist: 

^  =  90o_|-=:  90«— 59^24' 35" 

oder:       ß  =  30^35' 25'^  (siehe  Anm.3) 

Zur  Berechnung  des  Flächeninhaltes 
kann  man  die  Formel  XIV.  (siehe  Ant- 
wort, Frage  3): 

F  =  y V^^'—  (yY  benutzen. 

Mit  Rücksicht  der  gegebenen  Zahlen- 
werte erhält  man: 


'f  "J 
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Dieselbe  oach  s  aufgelöst,  gibt: 
a 

Erklärung  6.  ^  ~^    2.sin^ 

2(;^«nl7»85'10'' =  9,4802065— 10  (Erkl.  7)        t....   -or  i    •  i.i.    ^  ^u     ^.>   ry  ui 

^  8«  r=      +  582  M^*  Rücksicht  der  gegebenen  Zahlen 

?o^«n  17»85M8-  =  9,4802597—10  hat  man: 

=  0,4802597-1  5  = ' 


rt      .    35»  10' 36* 

2'Szn- 


oder:       s  = 


2 
31,4 


ErkL  7.     Die   Logarithmen   der   trigono-  5?«  170  35'18" 

metrischen  Fanktionen  sind  in  den  Tabellen  Nun  ISt: 

um  10  Einheiten  ca  gross  angegeben,   diese        log  s  =^  log  S1^4  —  log  sin  17  ^  55'  18*' 
10  Einheiten  müssen  daher  beim  Aufschlagen  ^n/jAOAÄ 

der  betr.  Logarithmen  weggenommen,  bezw.  ab-  log  31,4  =  1,4969296 

gezogen  werden.  —log sin  17^ 35'  18"=  0,4802597-1  (^^' 

Zo^s  =  1,0166699+1 

oder:   %5  =  2,0166699 
Erklärnnir  8.  6578 


%cti?17o85'10-  =  0,4990066     (Erkl  9)  lAomo  loL 

8^  =  (g;)  — 584,8  (Erkl.lOq.U)   mithin:    s  =  103,913 m  125,4 

/(»?cf^l7085'l8-  =0,4989481  Den  Winkel  ß  kann  man  durch  Ab- 

zug des  Winkels  y  von  90"  finden;  man 
erhält : 

Erkl.  9.    Bei   den  Logarithmen   der  trig.        ß  =  90'>  —  17"  35^  18"  =  72°  24^  42" 
Funktionen,   welche   die  Kennziffer  0  haben,        _       _ 

sind  die  in  Erkl.  7  angegebenen  10  Einheiten       Zur  Berechnung  des  Flächeninhaltes, 

bereite  abgezogen  (siehe:  die  Logarithmen).       benutzt  man  die  Formel  XVI: 

±  —  -fCtg-^  =  y^J  *ctg^  ^^g.3) 

Mit  Berücksichtigung   der  gegebenen 

Erkl.  10.    Da  mit  wachsendem  Winkel  die  Zahlen,  erhält  man: 
Eotangente  nnd  der  Kosinus,  mitbin  auch  die  /62  8\^ 

Logarithmen  derselben  abnehmen,  so  müssen  F  =  (-o-)  C^fl'17®35M8" 

bei  diesen  zwei  trigonometrischen  Funktionen,  ^j^-..  \  2  / 

ät  partes  proportionales  stets  abgezogen  wer-  ""^'■*  Q^  ai  i'toqk/io// 

den  (siehe:  die  Logarithmen,  bezw.  die  Gonio-  F  =  31,4     ctg  17   35'  18" 

°*®*^^^-  Dies  logarithmiert,  gibt: 

%F=2.%31,4  +  Zo5fC^^17«35'18" 

Erkl.  11.    Nach  der  Erkl.  22,  Seite  15,  be-  ^un  ist:      %31,4  =  1,4969296 
iteht  die  Ftoportion:  «^ 


10':  8*  =  731:« 


2,9938592 


oder :  +  log  ctg  1 7«  35'  18"  =  0,4989481   (Srki.  s) 

10«  =  8 . 7,31  i^  ^  ^  3,4928073 

Hieraus  erh&lt  man:  8023 


_  8.731  50 

X  =      IQ       =  8 .  73,1  =  584,8  4 1^7 

mithin:    F  =  31 10,336 gm     ~^,3" 


rf*y    ,v   .  . 
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Nun  ist:    Zo^f  78,93=    1,8972421 

.2 


3,7944842 
+  %^^36°48'15"=    9,8740010-10 

+219,5 

logF=  13,6685072-10 
oder:     logF=    3,6685072 

5071 


mithin:  F=  4661,302 qm 


i 


Aufgabe  4.  Von  einem  gleichschenk- 
ligen Dreieck  sei  der  Schenkel  s  =  347  m 
und  der  Winkel  a  an  der  Spitze  =  64® 
24'  gegeben ;  wie  gross  sind  die  übrigen 
Stücke  des  Dreiecks? 


-a — 


Formeln: 

1).   stn-^ 

2).   F  = 


8' 


a 
"2« 

sina 


Gegeben:   8  =  347m 

a  =  64»  24'; 
Gesucht:   a,  ß  und  F, 


CK 


=  32» 12' 


Auflosnng. 

Die  Basis  a  kann  man  mit  Hülfe  der 
Relation : 

sin  -Q  =  -Q—  (Siehe  Antwort,  Frage  2) 

0  u8 

berechnen;   dieselbe  nach  a  aufgelöst, 
gibt:  ^ 

a  =  2 . 5 .  sin  -^ 

Mit  Bücksicht  der  gegebenen  Zahlen,  ist: 

^    Q.»      .     64^24' 
a  =  2  •  347 .  sin  — s — 

oder : 

a  =  694sm32^12'. 

Dies  logarithmiert,  gibt: 

log  a  =  log  694  +  %  sin  82«  12' 

Nun  ist:        log  694  =   2,8413595 
+  log  sin  82°  12'  =    9,7266264-10 


oder: 


12,5679859-10 
loga=   2,5679859 

9787 


72 

70,2 


mithin :    a  =  369,816  m 

Femer  ist: 

ß=  90«—  ~  =  90«—  32«  12'  =  57^48' 

Den  Flächeninhalt  F  kann  man  mit 
Hülfe  der  Formel  XVUI: 


^aufgaben.  —  2.  Teil. 

F  =  -|-  Si»  «  (siehe  Antw.  Frage  3) 
lehnen.  Die  gegebenen  Zablenverte 
lese  Formel  substituiert,  gibt: 

un  ist: 

''=2.%347+(o?stn64*24'— %2 
%347  =2,5403295 


+  UgsmWU'  = 

5,0806690 
=  9,9551259-10 

15,0S57849-10 

oder: 
-%2=- 

5,0357849 
-  0,3010300 

l«gF  = 

4,7347549 
7S18 

lin:  ii'=  54294,4 

qm            32 

ormeln:    1).   cos 

^=-2-.- 

2).    F 

2 

Gegeben;  e  = 
Gesucht:  a,  a 

18,7940. 
30»  18' 45" 
und  K 

Auflösung. 

ir  BerechnUDg  der  Basis  a,  hat  man 
Relation: 

C(^^  =z  -g---  (siehe  Antw.,  Frage  2) 
ilbe  nacb  a  aufgelöst,  gibt: 

a  =  Is.ms^ 
it  Rflcksicht  der  gegebenen  Zablen- 
e,  hat  man: 

a  =  2.18,794.cos30M8'45" 
ies  kann  man,   wie  folgt,   logarith- 
b  berechnen: 

%2  +  leg  18,794  +  log  cos  30"18'45" 
%2  =  0,3010300 
+  %  18,794  =  1,2740192 
oji  cos  30"  18' 45"  =  0,9861544-1 

(BrtLW) 

2,5112036-1 
oder:    loga  =  1,5112036 
_2013_ 

in:  a  =  32,4492m  26,3 
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a 


Ferner  ist  der  Winkel  |  =90°—  jJ  = 
90°  —  30n8'45"  =  59°4ri5" 
mithin :        a  =  119°22^30^^ 

Um  den  Flächeninhalt  F  zu  berech- 
nen, benutze  man  die  von  der  Formel 
XVni.  abgeleitete  Formel: 

F  ==  -^^^-  (siehe  Antw.  Frage  3> 

Setzt  man  bierin  die  gegebenen  Zah- 
lenwerte: s  =  18,794  und  2  /J  =  2 .  (30» 
18' 45")  =  60 'S?' 30"  ein,  so  wird: 

F  =  ^^'"j^*'  -sin 60* 87' 30". 

Dies  logaritbmiert,  gibt: 
log  F  =  2  .logl8,794-i-log  sin  60''37'30"  —  log  2 
Nun  ist:    %  18,794  =  1,2740192 


—  logsiti 

i60 

•37' 30" 

2,5480384 
=  9,9402315-10 

12,4882699-10 

oder: 
log  2  — 

2,4882699 
0,3010800 

logF 

=  2,1872399 
2386 

13 
0 

mithin: 

F^ 

=  153,90 

13 

05  qm         14,1 

1 

in. 

Praktische  Aafgaben. 

Aufgabe  6.  Eine  Formel  zur  Berech- 

Dimg  des  Inhalts  eines  regulären  n-Eck$       Gegeben:  B,  Radius  des  umgeschriebenen 

aufzustellen,  wenn  der  Radius  jB  des  um-      ^  ,     ,  .    5'®Si«\^  •  i,  u  a^.        i« 

«««   1     .    u  T7     •  i.        •  i.o       Gesucht:   F,  Fl&cheninhalt  des  regnl&ren 

geschriebenen  Kreises  gegeben  ist?  n-Ecks. 

Erkl.  14.    Siehe  Planimetrie,  dieregulä-  aj.- 

ren  Polygone.  Auflosang. 

ErkL  15.  Ein  reguläres  Polygon  ist  ein  sol-  J^^es  reguläre  »-Eck  (Polygon),  Figur 
ches,  in  welchem  alle  Seiten  und  alle  Winkel  23,  kann  man  in  soviele  kongruente 
eintoder  gleich  sind.  —  Die  Seiten  sind  Sehnen  gleichschenklige  Dreiecke  —  sogenannte 

!!f.™^i!"''^''T-^''^p'%'^^l*i^^  BestimmungsdrelecKe  —  zerlegen,  als  die 

chen  Sehnen  gleiche  Centnewmkel  gehören,   «^,,       j"o-i.       /i?i      \j  t?i« 

80  ist  jeder  defWinkel«  am  Centrum,  Fig.  28    Zahl  w  der  Seiten  (Ecken)   des  «-Ecks 

860«  '  .  '^     '  beträgt  (Erkl.  14). 

=  -^  (s.  Planimetrie,  die  regulär.  Polygone).      j)er  Flächeninhalt  F  eines   regulären 


Das  gleichtcbenltlige  Dreieck.  —  Praktteche  Aufgaben  —  regulbe  Polfgone. 


Aufgabe  8.  Eine  Formel  zur  Be- 
recbDung  des  Inhaltes  eines  reguIHren 
n-Ecks  anfzastellen,  wenn  eine  Seite  5 
desselben  gegeben  ist. 


Figur  25. 


Gegebe 
Gesucht:    j* 

i.Df]ÖBnng. 

Analog  der  Auflösung  der  Aufgabe  6, 
ist  der  Inhalt  F  eines  regulären  n-Ecks 
=  »mal  dem  Inhalte  eines  der  Besttm- 
mungsdreiecke. 

Der  Inhalt  eines  der  Bestimmungs- 
dreiecke  —  bezw.  der  gleichschenk- 
ligen Dreiecke,  Figur  25,  —  in  die 
Basis  s  und  den  Winkel  «  an  der  Spitze 
ausgedrückt,  ist  nach  der  Formel  XVI : 


-clg-^  (siehe  Seite  18) 


360«. 


~  -T~  f^^-ö — ;  mithin  ist  die  allgemeine 
Formel  zur  Berechnung  des  Flächenin- 
halts F  eines  regulären  n-Ecks,  wenn 
die  Seite  s  desselben  gegeben  ist: 
_       B.s'        seo» 


-  ctg 


180" 


iQfgabe  9.  Wie  gross  ist  der  16- 
eckige  Cirque  natiotK^  in  den  Champs 
•iysm  zu  Paris,  wenn  eine  Seite  6,12  m 


Figur  26. 


Gesucht:  F=  ? 

ADflSsnng. 

Der  Gniodriss,  Bodenfläche,  des  16- 
eckigen  Cirque  national  in  den  Champs 
elys6es  zu  Paris,  bildet  ein  regulSres 
16-Eck,  Fig.  26,  dessen  Seite  s  ge- 
messen werden  kann.  Zur  Berechnung 
der  Bodenfläche  F  desselben  dient  da- 
her obige  Formel: 

F  ^  — 'j—  ctg (siehe  Aufgabe  8) 

Setzt  man  in  diese  Formel  fflr  «  und  s 
die  gegebenen  Zahlenwerte  ein,  so  wird: 
„         18.6,12'       ,     180« 

.F=4.6,I2'c<(/ll''15' 
Dies  wird,  wie  folgt,  logaritbmisch 
berechnet: 
logF=  log4  +  2 .  ^036,12  +  loffctg  W 15' 
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Aus  vorstehender  Formel  1: 
K  =  r'«    (Brkl.  16) 

findet  man:     r'  =  - 

Diesen  Wert  für  r*  in  vorstelieDde  For- 
mel 2  substituiert,  gibt : 


In  dieser  Forme)  bedeutet  n  die  irrationale  Zahl: 

3,14159265 

d.]  der  Umfang  eines  Kreises,  dessen  Durch- 
meuer  =  1  ist  (siehe  Planimetrie :  Berechntuigs- 
aafgaben  über  den  Kreis). 


Mit  Berücksichtigung  der  gegebenen 
Zahlenverte,  erhält  man: 

„  72.1800,     180° 


oder: 


8,14...    "^    72 

Dies  wird  wie  folgt  logarithm.  berechnet: 
logF=log72-\-loglBWi-\-logtg2''SQ-^logS,U--- 
Nun  ist:  log72  =■-  1,8573825 

+  %1800  =  3,2552725 
-j-logtg2''S(}'  ^  8,6400981-10 


ErU.  17.  Der  Logarithmus  der  irrationalen 
Zibl  >  (=  3,14 . . .)  ist  meistens  in  den  Loga- 
ritliDeotafelu  besonders  genan  angegeben, 
mit:  logn  =  0,497149d. 


13,7526981-10 
oder:     =      3,7526981 
-;cffS,14...  =  — 0,497 1499(BrM.iT) 
logF=      3,2555482 


mithin:    F  =  1801.143qm 


Anfgsbe  12.   Eine  Formel  fOr  den  In- 
halt eines  Kreissegment«  (Kreisabschnitts)  Gegeben;  r,  Radius  des  Kreises, 
aufzustellen,  wenn  der  Radius  r  des  Krei-  „         . .    "•  ,^"  Ceotnewinkel. 

.    .   '  ....       n     ^  •      ■  I    I  Gesucht:  F,  Inhalt  des  Segments. 

8es  und  der  zugehonge  Centnewinkel  a  '  " 

gegeben  sind.  Anflösang. 

Figur  28.  ^er  Inhalt  des  Kreissegments  (Kreis- 

abschnitts)  ABC,  Figur  28,  wird  gefun- 
den, wenn  man  von  dem  Inhalte  des 
Kreissektors  (Kreisausschnitts)  MÄCB 
den  Inhalt  des  gleichschenkligen  Drei- 
ecks MAB  abzieht;  man  hat  somit  die 
Gleichung: 

Sgt  =  Sektor  — l\MAB  ...  1) 
Nun   ist  der  Inhalt  des  Kreissektors 

MACB  nach  Erkl.  18  =  w-»-'»; 
IrU.  18.    Der  Inhalt  eines  KreisMMon  »er-  ,    ,     ,     t.         .      .  L ,, 

iiilt  sich  mm  Inhalte  [r*n)  des  zugehörigen  dann  ist  der  Inhalt  des  Dreiecks  ^£ili 
Kreises  wie  der  Ceotriewinkel  (a°)  des  SekMrs  weil   dasselbe  ein  gleichschenkliges 

M  360»;  in  Zeichen:  jgj^   ^^ch  Formcl   XVUI: 

Sektor:  r'w  =  t(<':860''  ^  ,    . 

lüersns  erhilt  man: 


(s.  Planinetrie,  Beredmnngsaafg.  aber  d.  Kreis). 


—  (siehe  Seite  19) 


=  -JT  st»  «■ 


rie,  BerechnuDgaaufgaben.  —  2.  Teil. 

Für  den  gesuchten  lohalt  des  Segments 
erhält  man  somit,  nach  Gleichung  1: 


.     .     .       In  vorstehender  Formel  XXII.  bedeu- 
tet der  erste  Ausdruck  in  der  Klammer. 

tnt  gM-  n*^iol'ch:^-i  den  arcus«  (are«),  d.  i. 
Kreises,  der  zuiD  Centrie winke)  a  gehfirige  Bogen 
iewiokel  qj„^  Kreises,    dessen  Radius  gleich    der 
Einheit  ist  (Erkl.  Id). 
j.       Hat  man  daher  eine  Tabelle,  welche 
D  Bogen  die  Bogen  sämmtlicher  Winkel  —  der 
te  arcua  Badius   des   zugehörigen  Kreises  =  1 
angenommen  —  enthält,   so  kann  man 
den  Wert  für  -|^,  bezeichnet  durch: 
arc  a",   aus   dieser  Tabelle   entnehmen, 
wodurch  die  Ausrechnung  bedeutend  ver- 
einfacht wird.     Die  Formel  XXIL  geht 
nach  dieser  Anmerkung  über,  in: 

XXn«-    .'.     .    Sfft=-^(arca — Stria) 


ier  In-  ,      ^  . 

er  Ba-       Formel:  Sgt  =  -^(-?g|,-«n«) 
l,5oz  m 
>1  a  =  Qegeben:  r  =    4.EÖ2m 

a  =  «"20'  10" 
Gesucht:    Inhalt  des  Segments. 

Auflösung. 

Da  der  Radius  r  des  Kreises  und  der 
Centriewinkel  a  gegeben  ist,  so  dient 
zur  Berechnung  des  Segments  obige 
Formel: 

^  =  T\1Ö8«  ~*^"/   AQfg.l2). 
Mit  Rücksicht  der  gegebenen  Zahlen- 
werte  hat  man: 

_^  4,562*   /44<»20'10".S,14 nonn.in..\ 

Jt  =  -^2-  ( -3600^ --«n 44' 20' 10") 

Die  Summanden  in  der  Klammer  müs- 
sen zunächst  einzeln  berechnet  werden. 
In    dem  ersten  Summanden  drücken 
die  Winkel  44"  20' 10"  und  360*  nur  ein 
Verhältnis  aus  (siebe  Erkl.  18),  müssen 
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(Forts,  von  Heft  117.) 

Inh.:  Sohlnaa  der  Bentenraohnimg.  —  Tltelblati, 
Torwort,  Inhalte-  and  FormelnTerseiohnla  eto.  Aber 
die  Zükieulne-  und  Bentenrechnnngen. 

Heft  124.  Kttrperberechnungen.  2.  Buch. 
(Forts,  von  Heft  122.) 

Inh.:  Bohlefe  KAiper.  Bereohnong  dea  aohief en 
Pritmaa,  achlefen  Oyllndera  und  Kegela ,  aowle  der 
aöhlefen  Pjramlde. 

Heft  125.  (  Gleichungen  des  1.  Grades  mit 
,,    126.  (         einer  Unbekannten. 
(FortÄ.  von  Heft.  54.) 

Inh.:  Ueber  daa  AnflOien  beaond.  Glelohnngen, 
Wttrael-  und  Bzponentlalglelohangen  eto. 

Heft  127. 
128. 
129. 
ISO. 


1» 
»1 


Kttrperberechnungen.  2.  Buch. 
(Fort«,  von  Heft  124.) 
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Inh.:  Bbene  Trlgonoautele  angewandt  anf  itereo- 
metriache  Bereohnnngen 

Heft  131.  i  Gleichungen  des  1.  Grades  mit 
„    132. 1        einer  Unbel(annten. 
(Forts.  V.  Heft  126.) 

Heft  ISS.  Kttrperberechnungen.  2.  Buch. 
(Forts,  von  Heft  130.) 

Inh.:  Aufgaben  aua  der  mathem.  Geographie. 

Heft  134.  Gleichungen  des  1.  Grades  mit 
einer  Unbelcannten.  (Forts,  v.  Heft  182.) 

Inh.:  Veber  daa  AuflOaen  d.  Gleichungen  mittelst 
der  Begnl»  falsi,  Begul«  lanoium. 

Heft  135.  ] 

136.  (  KSrperberechnungen.  2.  Buch. 
187.  {      ^orts.  von  Heft  133.) 
138.' 

Inh.:   Stereometr.  Aufgaben  Aber  einzelne  Teile 
dar  Physik,  als:  Trighätsmoment  der  Körper.  — 

n.  s.  w., 


11 


1» 
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ElastlsitU  und  Festigkeit  der  KOrper.  —  Gleiohff«- 
wicht  u.  Druck  tropfbarer  Flflsslgkeiten  in  Gefftisea 
(hydrosUtisohe  Presse).  —  Gleichgewicht  swischeB 
tropfbar  flttsalgen  u.  festen  KOrpem  (archimediscbef 
Prüulp,  aohwlnunende  Körper).  —  Speslf.  Gewicht 
fester  und  flftssiger  KOrper.  —  Bewegung  des  Wsi« 
sers  (Autfluas  aus  Bfihren).  —  Gleichgewiobt  und 
Druck  der  Luft  (Marlotte*sobes  Geeets,  Barometer, 
Luft-  und  Wasserpumpe,  LuftbaUon).  —  ^ewegnog 
und  Widerstand  der  Luft  —  Ausdehnung  der  KOr- 
per durch  Wärme,  Wirmekapasltftt  (Oalorie,  ipeiif. 
W&rme).  —  Dichtigkeit,  Volumen  und  IbpanalTkT&ft 
der  Wasserdbrnpfe;  Geradlinige  FortpOiuiaung  de* 
Llchta  (Beleuchtung).  —  Berechnung  und  Zerlegung 
dea  Llohts  durch  Prismen  etc. 

Heft  139. 1  Gleichungen  des  1.  Grades  mit 
„    140.  /        einer  Unbelcannten. 
(Forts,  von  Heft  184.) 

Inh.:  Allgemeine  Wortaufgaben. 

Heft  141. 1  Kttrperberechnungen.  2.  Buch. 
142. '      (Forts,  von  Heft  188.) 
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Inh. :  Gnldlnl'aeha  K5rp«rregeL  Beraohnung  tob 
BotatlonskOrpem,  als:  der  Kugelteile,  der  Bii^kte* 
per,  des  Parabololds,  Hellolds,  Paraboloidanataapfei, 
Keiloldenstompfes,  des  Fasses  etc. 

Heft  143. 1  Gleichungen  des  1.  Grades  mit 
„    144.  /         einer  Unbekannten. 
(Forts.  V.  Heft  140.) 

Inh.:  Aufgaben  Aber  gleichförmige  Bew^uag. 

Heft  145.  (  Kttrperberechnungen.  2.  Buch. 
„    146.  (      (Forts,  von  Heft  142.) 

Inh.:  Stereometr.  Berechnungen  gelOst  dnroh  spbb. 
Trigonometrie  und  solche  stereometr.  Bereohnungo, 
welche  auf  kublsohe  Gleichungen  fuhren. 

Heft  147. 1  Gleichungen  des  1.  Grades  mit 

148.  >  einer  Unbekannten.    Schluss. 

149.  \       (Forts.  V.  Heft  144.) 


11 
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Inh.:  MischungMufigaben  eto.  —  Sohfaua  des  Ka- 
pitels, nebst  Titelblatt,  Vorwort,  InhaltaTeneichn.  fte. 

Heft  150. 1  Kttrperberechnungen.  2.Buch. 
„    151. }  Schluss.  (Forts,  v.  Heft  146.) 

Inh.:  Die  Poinsot'schen  (stemfOrmigen)  Kfliper. — 
Schluss  des  8.  Buchs  der  KOn>*rberecbnungeii,  nebtt 
Titelblatt,  Vorwort,  Ihhalta«  und  VormalnTeraeiebnii 
der  KOrpermaase  ete. 

Heft  152.   Magnetismus  und  ElektriziÜiL 

Inh. :  Anwendmig  des  Magnetiamus  und  dar  BI«k- 
trlsitAt  in  der  neueren  Teobnik  etc. 

Heft  153.  i  Planimetrie:  Konstruktionsauf- 

154.  \  gaben,  gelöst  durcli  geometr. 

155.  i  Analysis.  (Forts,  von  Heft  2.) 
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iTAft  ir;A  i  Planimetrie:  Konstruktionsauf - 
«7  ) gaben,  gelöst  durch  algcbr. 
^^ ' '  J  Analysis.  (Forts,  von  Heft  8.) 


1» 


Heft  158.    Trigonometrie.    (Forts,  von 
Heft  27.) 

Inh.:  Das  schiefwinklige  Droleok  mit  Tlalan  prak- 
tischen Aufgaben. 

Heft  159.  (  Differentialrechnung.   (Fort;:. 
„    160.  (  von  Heft  59.) 

Inh. :  Entwicklung  des  Differentialquotientea  u-j 
plisieter  Fonktionon. 

U.  8.  W. 


Druck  Ton  Carl  Hammer  in  Stuttgart 
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Das  gleichschenUige  Dreieck. 
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Aufgaben-  Sammlung 

—  nebst  Anhängen  ungelöster  Aufgaben,  für  den  Schul-  &  Selbstgebrauch  - 

mit 

Angabe  und  EBtwlcUong  der  benntzten  Sätze,  Formeln,  Regeln,  In  Fragen  nnd  Antworten 

erläutert  durch 

Täele  Holzschnitte  &  lithograpL  Tafeln, 

aus   allen  Zweigen 

der  Rechenlniiisty  der  niederen  (Algebra,  Planimetrie,  Stereometrie,  ebenen  u.  spbäriscben 
Trigonometrie,  synthetischen  Geometrie  etc.)  u.  höheren  Mathematik  (höhere  Analysis, 
Differential-  u.  Integral-Bechnung,  analytische  Geometrie  der  Ebene  u.  des  Raumes  etc.) ;  — 
aus  allen  Zweien  der  Physik ,  Mechanik ,  Oraphostatik,  Chemie »  Geodäsie ,  Nautik, 
oiatheinat.  Geographie,  Astronomie;  des  Maschinen-,  Strassen-,  Eisenbahn-,  Wasser-, 
Brficken-  u.  Hochban's;  der  Konstroktionslehren  als:  darstell.  Geometrie,  Polar-  u. 

Parallel-PerspektiTe,  Schattenkonstrnktionen  etc.  etc. 

für 

Schüler,  Studierende,  Kandidaten,  Lehrer,  Techniker  jeder  Art,  Militärs  etc. 

zum  einzig  richtigen  und  erfolgreichen 

Stiidiuni ,  znr  Forthülfe  bei  Schalarbeiten  und  zur  rationellen  Verwertung 

der  exakten  Wissenschaften, 

herausgegeben  von 

Dr.  Adolph  Kleyer^ 

iDgenienr  und  Lehrer,  Tereideter  kfinigl.  preuit.  Feldmesser,  Tereidetor  ffrossh.  hesaischor 

Oeometer  I.  Klasie 

in  Frankfurt  a.  M. 
unter  Mitwirkung  der  bewährtesten  Kräfte. 


Ebene  Trigonometrie.    2.  Teil.    Seite  33—48. 

Das  gleichschenklige  Dreieck. 
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Ixil:i&lt: 

Praktische  Aufgaben  aber  die  Berechnung  des  Kreissegments,  Kreissektors,  Kreisbogens, 
scheinbare  Grösse  runder  Gegenstände,  goograpb.  Breite  etc.    Anbang  ungel(')ster  Aufgaben.     || 


■MM  DiM«  Aol^alieiinimmlung  erscheint  fortlaufend,  monatlich  3--4  Hefte.  »» 
Qi»  eiiutlntii  Haoptfcapltal  sind  mit  eioanor  Paginierung  versehen ,  to  dass  Jedes  derselben  einen  Band  bilden  wird.  15 
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GcsetiUch  geschfitit  gegen  Nachdruck  oder  Nachahmung  dieses  Systems^ 
üeberselinngcn  in  fremde  Sprachen  Torbehalten. 


Preisgekrönt  in  Frankfurt  a.  M.  1881« 


PROSPEKT. 

Dieses  Werk,  welchem  kein  ähnliches  zur  Seite  steht,  erscheint  monatlich 
in  3 — 4  Heften  zu  dem  billigen  Preise  von  25  ^  pro  Heft  und  bringt  eine  Samm- 
lung der  wichtigsten  und  t)raktischsten  Anfgaben  ans  dem  Oesammtgebiete 
der  Mathematik,  Physik,  Mechanik,  math.  Geographie,  Astronomie,  des 
Maschinen-,  Strassen-,  Eisenbahn-,  Brücken-  nnd  Ho^hbanes,  des  konstmk- 
tiyen  Zeichnens  etc.  etc.  und  zwar  in  ToUständig  gelöster  Form,  mit  yielen 
Figuren,  Erklärungen  nebst  Angabe  und  Entwicklung  der  benutzten  Sätze, 
Formeln,  Regeln  in  Fragen  mit  Antworten  etc.,  so  dass  die  Lösung  Jeder- 
mann verständlich  sein  kann,  bezw.  wird,  wenn  eine  grossere  Anzahl  der  Hefte 
erschienen  ist,  da  dieselben  sich  in  ihrer  Gesammtheit  ergänzen  und  alsdann 
auch  alle  Teile  der  reinen  und  angewandten  Mathematik  —  nach  besonderen 
selbstständigen  Kapiteln  angeordnet  —  vorliegen. 

Fast  jedem  Hefte  ist  e!n  Anhang  von  ungelösten  Aufgaben  beigegeben, 
welche  der  eigenen  Lösung  (in  analoger  Form,  wie  die  bezüglichen  gelösten  Auf- 
gaben) des  Studierenden  überlassen  bleiben,  und  zugleich  von  den  Herren  Lehrern 
für  den  Schulunterricht  benutzt  werden  können.  —  Die  Lösungen  hierzu  werden 
später  in  besonderen  Heften  für  die  Hand  des  Lehrers  erscheinen.  Am  Schlüsse 
eines  jeden  Kapitels  gelangen:  Titelblatt,  Inhaltsverzeichnis,  Berichtigungen 
und  erläuternde  Erklärungen  über  das  betreifende  Kapitel  zur  Ausgabe. 

Das  Werk  behandelt  zunächst  den  Hauptbestandtheil  des  mathematisch- 
naturwissenschaftlichen  Unterrichtsplanes  folgender  Schulen:  Bealsehulen  I« 
und  II.  Ord.,  gleichberechtigten  höheren  Bürgerschulen,  Privatschnlen, 
Gymnasien,  Realgymnasien,  Progymnasien,  Schullehrer-Seminaren,  Poly- 
techniken, Techniken,  Baugewerkschnlen,  Gewerbeschulen,  Handelsschulen, 
tech.  Yorbereitungsschnlen  aller  Arten,  gewerbl.  Fortbildungsschulen, 
Akademien,  Universitäten,  Land-  und  Forstwissenschaftsschnlen,  Militär- 
schulen, Yorbereitungs- Anstalten  aller  Arten  als  z.  B.  für  das  Einjährig- 
Freiwillige  und  Offlziers- Examen,  etc. 

Die  Schüler,  Studierenden  und  Kandidaten  der  mathematischen,  techni- 
schen und  naturwissenschaftlichen  Fächer,  werden  durch  diese,  Sehritt  für 
Schritt  gelöste,  Aufgabensammlung  immerwährend  an  ihre  in  der  Schule 
erworbenen  oder  nur  gehörten  Theorien  etc.  erinnert  und  wird  ihnen  hiermit  der 
Weg  zum  unfehlbaren  Auffinden  der  Lösungen  derjenigen  Aufgaben  gezeigt, 
welche  sie  bei  ihren  Prüfungen  zu  lösen  haben,  zugleich  aber  auch  die  über- 
aus grosse  Fruchtbarkeit  der  mathematischen  Wissenschaften  vorgeführt. 

Dem  Lehrer  soll  mit  dieser  Aufgabensammlung  eine  kräftige  Stütze  für 
den  Schul-Unterricht  geboten  werden,  indem  zur  Erlernung  des  praktischen 
Teiles  der  mathematischen  Disciplinen  -~  zum  Auflösen  von  Anfgaben  —  in 
den  meisten  Schulen  oft  keine  Zeit  erübrigt  werden  kann,  hiermit  aber  dem 
Schüler  bei  seinen  häuslichen  Arbeiten  eine  vollständige  Anleitung  in  die  Hände 
gegeben  wird,  entsprechende  Aufgaben  zu  lösen,  die  gehabten  Regeln,  For- 
meln, Sätze  etc.  anzuwenden  und  praktisch  zu  verwerten.  Lust,  Liebe  und 
Yerständniss  für  den  Schul-Unterricht  wird  dadurch  erhalten  und  belebt  werden. 

Den  Ingenieuren,  Architekten,  Technikern  und  Fachgenossen  aller 
Art,  Militärs  etc.  etc.  soll  diese  Sammlung  zur  Auffrischung  der  erworbenen 
und  vielleicht  vergessenen  mathematischen  Kenntnisse  dienen  und  zugleich  durch 
ihre  praktischen  in  allen  Berufszweigen  vorkommenden  Anwendungen  einem 


Das  gleichschenklige  Dreieck.  —  Praktische  Aufgaben  — •  Kreissegment. 


33 


HOlfgrecbniing. 

1).   44«  20'  10"  =  44 .  60'  +  20'  +  (^)' 

=    2640'  +  20'  +  i-' 

/15961  ' 

"^  l     6    / 
Ebenso  sind: 

180«  =  180  .  60'  =  10800' 


deshalb  in  ein  gleiches  Mass,  z.  B.  beide 
in  Minuten,  ausgedrückt  werden. 

Nach  Hülfsrechnung  1)  geht  der  erste 

^  j       «TT         440  20' 10" .  3,14  . . . . 

Summand:  -^^^^  = ^^,-      - 

..,        .    ^  15961 .  3,14  . . . .  _  15961 . 3,14  .... 

Über, m :       ^ .losoö  '     ~~         648Ö0  ' 
Dies  weiter  logarithmisch  berechnet,  gibt  : 

% — 64800~^  "^  ^^^  15961  +  % 3,14. . . 

—  log  64800 

Nun  ist: 

%  15961  =  4,2030601 

log  3,14...  =  0,4971499  (Erki.i7) 

(+1)4,7002100"(— 1)  (Brkl.8, 

—  log  64800  =  —  4,8115750         ^^^''^'^ 
log  — A^Q^#^'  =  0,8886350-1 

^        64800  6343 

mithin :  7 


Figur  29. 


2). 


tt^n 


15961.3,14... 


=  0,773811    (Bt^LÄO) 


•    1800  64800 

Der  zweite  Summand:  sm 44° 20' 10" 
kann  man  entweder  aus  einer  Tafel 
entnehmen,  welche  die  trigonometrischen 
Funktionen  sämmtlicher  Winkel  enthält, 
oder,  wenn  eine  solche  Tafel  nicht  vor- 
handen ist,  kann  man  den  log  des  sin  a 
aus  der  logarithm.  trigonometrischen  Tafel 
entnehmen  und  den  Nummerus  hierzu 
aufschlagen.    Hiernach  erhält  man: 

logsinU'20'  10"  =  9,8443940-10 

=  0,8443940-1 
_3902__ 

38~" 
mithin  ist:  37,2 

3)  .  .  .  sin  W  20'  10"  =  0,698866  (Erki.20) 

ErW,  20.    Man  findet  den  Nummerus  zu       Setzt ^man  nun  die  in  den  Gleich.  2)  u. 
emem  Logarithmus,  welcher  eine  negative  Kenn-   qn  Kprprhnptpn  Wprfp  in  ftlPiph    n  Pin 
Ziffer  hat,   indem  man  den  Nummerus  ohne   ^)  Derecnneien    werte  m  Ijieicn.  i)  ein, 

Rücksicht  der  negativen  Kennziffer  sucht,   SO  erhalt  man : 

d«m  aber  soTiele  NuUen  vor  den  aufgesuch-         ^  .       4,5622  ,  ^   .       n  iif\QQaa\ 

ten  Nummerus  setzt  als  die  negative  Kennziffer         ogt=  — ^—  [v,  (  /ööil  —  U,oyööO0; 

Einheiten  hat   und  die  erste  Null  durch   ein   ^jp«. 

Komma  abtrennt.  ""^^  *  .  ^,^«2 

Sgt  =  ^^  .  0,074945 

Diese  Gleichung  logarithmiert,  gibt: 
logSgt  =  2.log4:,h&2-^logO,01^Mb-log2 

Nun  ist:   ?o^ 4,562  =  0,6591553 

.2 


l.?483106 
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1,3183106 
-f  log  0,074945  =_0,8747427-2<B'»^/. 

2,1930533-2 

oder:    ♦  (+1)0,1930533(-1)(S'^^;' 
—  Zoff2  =  -  0,3010300 

log  Sgt  ="0,8920233-1 

0222^ 

mithin:  11,2 

Sgt  ==  0,779872  qm  (Erw.  20) 


Aufgabe  14.  Wie  gross  ist  der  In- 
halt eines  Kreisabschnitts  (Segments), 
dessen  Centriewinkel  «  =  29°  38'  15" 
und  dessen  Bogen  =  8,793624m  ist? 

Figur  30. 


ErkL  21*  Denkt  man  sich  in  Figur  30  den 
zu  dem  Sektor  MACB  gehörigen  Bogen  AGB 
in  lauter  unendlich  kleine  Teilchen:  (f ,  cT,, 
^„ ,  (f,„  . . . .  zerlegt  und  die  Endpunkte  dieser 
Teilchen  mit  dem  Mittelpunkte  M  verbunden, 
so  wird  hierdurch  der  Sektor  in  lauter  kleine 
Dreieckchen  zerlegt,  deren  Grundlinien  die 
unendlich  kleinen  Teilchen :  cf,  cf,,  cf,,,  d,„,.,. 
sind,  welche  als  gerade  Strecken  betrachtet 
werden  können,  und  deren  Höhen  alle  gleich 
dem  Radius  r  des  Kreises  sind. 

Der  Inhalt  des  Sektors  besteht  somit  aus 
der  Summe  der  Inhalte  aller  der  kleinen  Drei- 
eckchen, und  es  besteht  die  Gleichung: 


Gegeben:    «  =  29» 38' 15" 

6oör^CB  =  8,793624  m 
Gesucht:    JP,  Inhalt  des  Segmente. 

Auflösung. 

Der  gesuchte  Inhalt  des  Kreissegments 
ABC,  Figur  80,  ist  gleich  dem  Inhalte 
des  Kreissektors  (-Ausschnittes)  MACB 
weniger  dem  Inhalte  des  gleichschenk- 
ligen Dreiecks  MAB.  Es  besteht  so- 
mit die  Gleichung: 

1).  .  .  Sgt. -^  Sekt.  MACB  — /S  MAB 

Nun  ist  der  Inhalt  des  Sektors  MACB 

nach  Erkl.  21  =  ^i-^-^^^-^?-;   dann  ist 

der  Inhalt  des  Dreiecks  MAB.,  weil  das- 
selbe ein  gleichschenkliges  ist,  nach 
Formel  18: 

(siehe  Seite  V^'- 


6^ .  sin  a 


stna 


oder: 

Sektor  =  -^-  {d-{-ö,-}-  ö„  +  ^///  + ) 

Da  die  Summe  aller  der  kleinen  Teilchen: 

cT,  (f,,  (f,,  . . . .  gleich  dem  Bogen  AGB  ist,  so 

hat  man:  ,       ^^^ 

ff  7^            r .  00g  AGB     j    , 
Sektor  = o  -  -     d.  h. : 

Der  Inhalt  eines  Sektors  ist  gleich  dem 
Inhalte  eines  Dreiecks,  dessen  Ornndlinie 
gleich  dem  in  gerader  Linie  ausgestreckten 
des  zum  Sektor  gehörigen  Bogens  nnd  des- 
sen Höhe  gleich  dem  Radius  des  Kreises  ist« 


F  = 

/SMAB  = 
Hiernach  ist: 

2). . .  Sgt.  =  o  {bog AGB — r.sina) 

Zur  weiteren  Berechnung  des  Seg- 
ments aus  den  gegebenen  Stücken:  hffj 
und  a,  muss  die  noch  unbekannte  Grösse 
r  zunächst  gefunden  werden. 

Nach  der  Erkl.  19,  Seite  32,  besteht 
die  Proportion: 

2rn :  bog  AGB  =  360": «°  oder: 

71  IQ' 

2riT :  8,793624  =  360 .  60' :    " 

mithin:  c^'"  *=' 

2rff . ^^^^  =  8,793624 . 21600  oder: 
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Erkl.  22.    3600  ^  ^qqo  ^  go'  =  21600' 

«  =  29«  38' 15"  oder: 

15' 


«  =  29.60'+38'  + 


60 


a  = 


a  = 


a  = 


1740' +  38' +  4 

4 

1778^ 

7113' 


H&lfsreehnniigen. 

1).    log  7t  =  0,4971499  (Brki.  17,  s.  si) 
log  7113  =  3,8520528 


[log  n  -f-Zo<77113)  =  4,3492027 

2).  logll.sin  29<^8'15"=  logl  l-^-log  sin  29«38'15" 

Nun  iflt:        log  11  =  1,2304489 
-tIm »in  29038'15"  =  9,6941573—10   (BrkL7, 

+  185 

10,9246247—10 


S.  28) 


oder:    =  0,9246247 

6204 


mithin: 
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17 .  sin  29<>  38'  15"  =  8,40669   45^9 
3).    0,386934.8,5 


1934670 
8095472 


3,2889390 


8,793624 .  21600 . 4  , 

^  = 2T¥77lT3 ""^• 

Qx  _   8,793624 .  43200 

^)'"^—       „,nis 

Diese  Gleichung  logarithmiert,  gibt: 

log  r  =  log  8,793624  +  log  43200  — 
(%;r  +  %7113) 

Nun  ist:  %8,793624  =  0,9441667 

+  9,8 
1,9 

0,9441679 
+  log  43200  =  4,6354837 

5  5796516 
—  (%  ;r  +  7113)  =  —  4^3492027  <^;}^^- 

%r=  1,2304489 
mithin:  r=  17m 

Setzt  man  diesen  Wert  für  r  in  Glei- 
chung 2)  ein,  so  erhält  man  mit  Rück- 
sicht der  übrigen  gegebenen  Stücke: 

Sgt.  =y(8,793624  — 17.si^z29«38'15") 

oder  nach  Hülfsrechnung  2): 

Sgt  =  ^l .  (8,793624  —  8,40669) 

Sgt.  =  8,5 . 0,386934 

mithin  nach  Hülfsrechnung  3): 

Sgt.  =  3,288939  gm. 


Aufgabe  15.  In  einem  Kreise,  dessen 
Radius  =  65  m  ist,  wird  eine  Sehne  von 
77,70644m  gezogen;  wie  gross  ist  der 
kleinere  der  von  dieser  Sehne  gebil- 
deten Kreisabschnitte? 


Figur  31. 


Formel:   Sgt,  =::  ^^' (^^^  —  sin a\ 

Gegeben:  r  =  65m 

AB  =  8  =  77,70644  m 
Gesucht:    JP,  Inhalt  des  kleineren 

Segments  (ABC). 

Auflösung. 

Die  gegebene  Sehne  AB  =  5,  Fig.  31, 
teilt  den  Kreis  in  zwei  Teile,  jeder  der- 
selben wird  ein  Kreissegment  genannt. 

Zur  Berechnung  des  gesuchten  klei- 
neren Segments  ABC  hat  man  nach  vor- 
stehender Formel: 

die  Gleichung: 

1) . . .  Sgt.  =  -g-  Visöö" 


(B.  Formel  22, 
Seite  32) 


—  sinci\ 


:vi 


• .  > 


Trigonometrie,  Berech naogsaufg&bea.  —  2.  Teil. 

In  dieser  Gleichung  ist  der  Winkel  u 
noch  unbekannt  und  muss  zunächst  be- 
stimmt werden. 

In  dei)i  gleichschenkligen  Dreieck 
MAB  steht  die   Halbierungslinie  MD 
"''**"•  des  Winkels  a  senkrecht  auf  der  Linie 

«25'  AB  {=  s  =  77,70644  m)  und  halbiert 

.60' -1-25'  dieselbe;  man  hat  somit  in  dem  recbt- 

80' +  25'  winkligen  Dreieck  MAB,  die  Relation. 

05'  * 

ceo-  =  10800'  .   „  _  äd  _j 

^"  2  ~  AM  ~    t 
'Q5.3,14....  .     „         77,70644 

10800  ^"*  "2  ="2765" 

■3;U....  —  IO!7 10800    .^  .     „         77,70644 

2)...sm--=       '3   - 
S439459 

4971499  (BrfcL  17,  a. ai)      Diese  Gleichung  logarithmiert,  gibt: 

JJS  ^«ÖS»'  f  =  %  77,70644  -  log  130 

1076720  N""  '^*- 

6608  log  77,70644  =  1,8904546 

•212-  +22 

203,4 ^■■'         ,^  ,,  , 

■  (+1)1,8904570(-1)  ^Ä   I 

—  lof,  130  =  —  2,1139434 

494—10  (Erti.7,3.»)  0,7765136—1 

494—1  +10 (Erki.ei,  s.  isj 

i|| —  %j*(n  2=10,7765136-1    oder: 

£:^,  logsm^^=   9,7765136 

mithin:         "  =^  36"42'30"  oder: 

1918-1  (BcU.(0,  9.  IS)  ^ 

188  8) a  =  73°25'  j 

""  Setzt  man  diesen  Wert  für  a  in  Glei- 

chung I)  ein  und  drückt  in  dem  Bruche: 
Ygp  sowohl  a  als  auch  180"  in  ein  glei- 
,      ,,  ches  Mass,  z.  B.  in  Minuten  aus,   und  1 

ir  ne"gSen  Kenn"  berechnet  diesen  Bruch,  so  erhWt  man 
mmeruB  ohne  Köck-  nach  den  Hülfsrechnungen  1)  und  2): 
Kennziffer  der  Tafel       „  65' ,,  „„. 

fiindenen  NummemB       Stft.  =  -^  (1,2813(>  —  sjh /3'*2o') 
iibt,  alB  die  negative 

'*S'be'taS,„t"      &,(.=  ''f  (1,28136-0,958406)0........ 

rithmea).  q^qj  ■ 

Sgt.  =  ^^'  ■  0,322954  =  65\  0,161477       , 

Diese  Gleichung  logarithmiert,  gibt;       | 

log  Sgt.  =  2. log  6.5  +  log  0,161477 


T'VT-. 


'-  •".  »^  ■*         •  •_   » 
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Nun  ist:        log  65  =  1,8129134 

,_2 

3,6258268" 
-i-hg  0,161477  =  0,2081106-1  ^y^"- 

log  Sgt.  =  3,8339374-1 

oder:  log  Sgt.  =  2,8339374 

9372 

mithin:  ^ 

Sgt  =  682,2404  gm  ^,5 


Aufgabe  16.  In  einem  Kreise  hat 
eine  Sehne  von  6  m  einen  4  m  langen 
Abstand  vom  Mittelpunkte,  wie  gross 
ist  der  zu  dieser  Sehne  gehörige  Kreis- 
Sektor? 


Figur  32. 


San  ist: 


mitbin : 


Hfllfsreehnnng. 


1).    lo9tg-^=^logS^log4 

(+1)  (-1) 

log%  =  0,4771213   (Brki.  8,  8. 21) 

—  Zfl^  4  =  —  0.6020600 

0,8750613—1 

+  10 (ErkL  21,  S.  16) 

Iwftg^  =  9,8750613 

^  0541 

72 


2 


r-  =  36«  52'  12" 


87,8 


Gegeben:  ÄB=8=Qm 

MD  =  4m 
Gesucht:    JP,  Inhalt  des  Sektors  MACB. 

Auflösung. 

Zur  Berechnung  des  Inhaltes  eines 
Kreissektors  (Kreisausschnittes)  sind  aus 
der  Planimetrie  2  Formeln  bekannt: 

i;  .  .  .    oeiuor  —   g^^,,  .  r  n        g^j^^  gjj 

Q\  fipkfnr  —  L'^^A^?.  («ehe  Erkl.  21, 

Benutzt  man  zur  Auflösung  der  ge- 
stellten Aufgabe,  die  erste  dieser  For- 
meln, nämlich: 

1)  .  .  .  SeU^^r  = -^^^^ .  r^  n 

so  ist  sofort  ersichtlich,  dass  zunächst 
der  zu  dem  Sektor  gehörige  Centrie- 
winkel  a  und  der  Radius  r  des  zuge- 
hörigen Kreises  gesucht  werden  müssen. 

Für  den  Winkel  «  hat  man  in  dem 
rechtwinkligen  Dreieck  MDA^  die  Re- 
lation: 

ig  2  =  -^jy  oder  mit  Rücksicht 
der  gegebenen  Zahlen: 


6 
2 


3 

4 


^^-2-   4 

Nach  Hülfsr.  1)  erhält  man  somit: 


a)  . 


^  =  36^52' 12"  oder: 
«  =  73  «44' 24" 


Femer  hat  man  zur  Berechnung  des 
Radius  r,  in  dem  rechtwinkligen  Dreieck 
MAD^  nach  dem  pythagoreischen  Lehr- 
satze, die  Relation: 
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MÄ^=ÄD''-\-MD'  oder: 


=(ir+4- 


r'=3'  +  4'=9  +  16  =  25 
mitbin : 

r  =^  ±V25  oder: 
b)  .  .  ,   r  —  5m 

Setzt  man   die   fOr  a  and  r  gefuD- 
denen  Werte  in   die  Gleichung   l)    ein 
und  drückt  zugleich  a  als  auch  364 " 
in  ein  und  dasselbe  Mass,  z.  B.  in  Mi- 
fsreohuDiiK.  nuten  aus,  so  erhält  man  nach  Hülfs- 

rechnung  2): 

'**"^'^"  _  Qw     _  22122. 5\n  _  22122.5.» 

.60'  +  44'  +  jJ  *"*''* -"5:2"160Ö"~^^  21600 

2'  oder: 
i0'  +  44'  +  -  110610. B 

^2:  ^)---^^*''^  =  --21600-  i 

Diese  Gleichung  logarithmiert,  gibt: 
~  logSeIct.  =  logU061i>-^logn—log2l&m 

Nun  ist: 
'  ■  ^'''  =  2^*^*^°'  (0^  1 10610  =  5,0437954 

+  %7i  (3,14...)  =  0,4971499  '"l^//- 

5,5409443 
—  log  21600  =  —  4,3344538 
1,2064905 
4751 


mithin :  ~i  8,5 

c)  .  .  .  fi'efc<(>r  =  16.08757 gm  ^^'^ 

Benutzt  man  zur  Auflösung  der  Auf-  i 
gäbe  die  zweite  der  angegebenen  For- 
meln, nämhch: 
2)  .  ,  .  SeUor  =  "^'"l^CB  ,.«.^^a.,. 

so  hat  man,  da  r  =  5  m  bereits  gefun- 
den wurde,  noch  den  Bogen  AGB  zu 
berechnen,  und  zwar  muss  dieser  Bogen 
nach  der  Entwicklung  dieser  Formel  in    1 
in  der  Erkl.  21,  Seite  34,  in  Ungen-   j 
einheilen    (hier  in  Meter)    ausgedrückt 
werden. 
Dies  geschieht  wie  folgt: 
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Nach  der  Erkl.  19,  Seite  32,  besteht 
die  Proportion: 

bogÄCB:2rn  =  a'':S60 

(siehe  auch  Aufgabe  18) 

oder  für  a  den  bereits  gefundenen  Wert 
eingesetzt : 

bogÄCB:2rn=  73'44'24":360' 
oder  nach  der  Hülfsrechnung  2); 

22122 

bog  AGB  :2rn=  ~~-- :  21600 

mithin  ist: 

2r. ff. 22122       2. 5. «.22122 


bog  AGB  — 


21600.5  21600.5 


bog  AGB  =■    '    '  -x —  Meter ;  diesen  Wert 
^  21600  ' 

für  bog  AGB  in  vorstehende  Gleichung  2) 
substituiert,  gibt; 

r.  2. ff, 22122     ^ 

5. ff. 22122 
SeUor=     -2jg(j^ 

„,         „,,  110610.« 

B) ...  ScÄ^or  =-    21600- 

Man  hat  somit  für  den  Sektor  den- 
selben Ausdruck,  wie  unter  der  Glei- 
chung A). 


Aufgabe  17.    Von  drei  Kreisen  mit 
Jen  Halbmessern  1,  2,  8  Meter  berüh- 
ren sich  je  zwei  von  aussen.   Wie  gross  Auflosuiig. 
ist  die  zwischen  ihnen  liegende  Fläche?       Zur   Berechnung    des    Flächeustticks 

ABC^  Figur  33,  welches  zwischen  den 
drei  sich  von  aussen  berührenden  Krei- 

Erkl.  24.     Ein  planimctrischer  Lehrsatz,  »«^  1^««*'  ^'^l\  f«'«« "^«  Betrachtung. 
heisst:  Nach  der  Erkl.  24  hegen  die  Punkte 

^Berflhren  sich  zwei  Kreise  (von  aussen  A^  B  und  G  auf  den  Seiten  des  Drei- 
oder yon  innen),  so  liegt  der  Berfthrungs-  e^ks  ahc,  welches  durch  die  Mittel- 
punkt  der   beiden  Kreise   auf  der  Verbin-  ,  .      ^        j     •    «-^v    „««    ^„„«^ u^ 

dungslinie  der  Mittelpunkte  (der  Centralen)  Punkte  der  drei  Sich   von   aussen  be- 

dieser  beiden  Kreise.'^  rührenden  Kreisen  bestimmt  ist. 

Man   hat  somit  für  die  Berechnung 
des  Flächenstücks  ABC,  die  Gleichung : 

1).  .  .  F .  ABC  =  ^abc—  {Sektor  aBC  +  SeJdor bAC  +  Sektor  cBA) 

Nun  ist  das  Dreieck  abc   ein   bei  a 
rechtwinkliges,  weil  die  Dreiecksseiten : 


y  »  ■■    — 


»•> 


0  a: 


«I 


lufgaben.  —  2.  Teil. 

bc=bA-\-cÄ  =  2-^S  =  5m 
mithin  zwischen  diesen  Dreiecks- 
die  Relation: 

Jc'  =  ac'  +  oi'  oder: 

6' =  4' +  3'  (d.i.  25=25) 
it;  denn  nach  der  Umkehning  des 
Eforeischen  Lehrsatzes  ist  ein  Drei- 
in rechtwinkliges,  wenn  die 
ame  der  Quadrate  über  zwei  sei- 

Seiten  gleich  dem  Quadrate  über 

dritten  Seite  ist. 
'  Inhalt  des  Dreiecks  ahc  ist  so- 

wenn  man  die  eine  Katbete  nr 

rundlinie,    die    andere  Kathete 

3  Höhe  betrachtet: 

.    .         ac.ab       4.3      , 
Aabc=        ---=:——-  oder: 

^abc  =  6qm 


in  ist  der  Sektor  aBC,   weil  der 

ijrige  Centriewinkel  BaC  =  9"" 

)  ist,  ein  Quadrant,  mithin  gleitli 

[""  Teile  des  ganzen  Kreises  um 

o: 

Selior  aBC  =  ^-r.^-n  (Erkl.  25) 

da  r,  =  Im  ist: 

Sektor  aBC  =  ^  ■  1'-  n  und 

Sektor  aBC  =  -j  qm 

ner  hat  man  fllr  den  Sektor  hAC 
der  Erkl.  18,  S.  31,  die  Relation: 


Berechnung  des  noch  unbekaim- 
inkels  ^  kann  man  in  dem  reclit- 
gen  Dreieck  abc,  die  Relation: 

sm  ß  =  ^,  beziehungsweise 
sin  ß  =  -.-     benutzen. 

:li  nebenstehenden  Hülfsrechnungen 
i  2)  erhült  man,  mit  Rücksicht, 
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dass  n,  =  2  m  ist,  für  den  Sektor  bAC^ 
die  GleichuDg: 

mUfsrechniiiigen.  .         07^     r  ^^       15939.2^7r 

c).  .  .  SeUorlAG  =  - r -oTaäTT" 
3).    log8my  =  logZ  —  logb  ^  '  ^^^^^ 

Kamst:     ^^^^  =  ^"'' 0,4771213  "(Erki.  8,  s.  21)       Schliesslich  hat  man  für  den  Sektor 
—  Jogb  =  ^0,6989700  _  cÄB  nach  der  Erkl.  18,  Seite  31,  die 

0,7781513—1  Relation  : 

+10  (Brkl.31,8.16)  yO 

log  sin  y  =^"9:7781513—  ^^^''  '^^  =  36Öo  '  ^'"  *  ^ 


1467 


g  Zur  Berechnung  des  noch  unbekann- 

n^j^jjjjj.                                5(5  ten  Winkels  y  kann  man  in  dem  recht- 

y  =  36« 52^  12"  (siehe "iÄiTie)  winkligen  Dreieck  ahc  die  Relation: 

^n  y  =  ^ ,  beziehungsweise 

4).    y  =  36«  52'  12"  3^ 

=  36  .  60'  +  52'  +  1?'  ^'^  y  =  -5  -    ^^^^*^«^- 

1  Nach  nebensteheaden  Hülüsrechnungen 

=  2160  +  52+  j.  3j  ^„ji  4-j    g^ijän   jj^Q^    jji|.    Rücksicht, 

_  221 2  A  "^^ss  r,„  =  8  m  ist,  für  den  Sektor  cAB, 

5  die  Gleichung: 

_  11061  11061. 3^« 

-^  d). .  . Se^«orc^B  = -^^g^-Q- 

ebenso  ist:  : — 

360«  =  360  .  60'  =  21600'  g^^^t  man  endlich  in  Gleichung  1)  die 

Werte  aus  den  Gleichungen  a,  b,  c  und 
d)  ein,  so  erhält  man: 

TP    AT>n  a       r^    I     15939. 22. TT    ,     11061.  S^ttt 

-F.^£C=6-L^  +  --^    21600 ^     5.21600— J 

Erkl«  26.    Die  beiden  spitzen  Winkel  ß  und  oder: 

r  des  rechtwinkligen  Dreiecks  a5c  sind  un ab-  '                                   16;qqq  a  i_iiAfii 

hingig  von  einander  berechnet  worden.    Zur    x^     a  -rc fi /l    ■    159ö9.4  +  11061.9v 

KontroUe  fttr  die  Richtigkeit  der  Berechnungen  ^    ^^-^^—^      ^\^^         5. 21600        / 

TCO  ;^  und  y,  dient  die  Gleichung:  ^    ,  ,,       ^          /l  ^  63756  +  99549. 

nun  ist:  /J  =  53»   7'  48" 

y  =  360  52' 12"  x.    >i  T>i^       a          /l    1      163305    v 

/»+V=90'>    -     --  ^•^^^=6-^4+  5.21600  ) 

TP    AT>n^f^  /l  _J_  32661 X 

Httlftrechnung,  ^-^^^^  *>-^\4 +21600*) 

'^'  %'^  =  ^o,.  +  %38061-/op21600  j,.  ^^(7=  G-^'-^Oo'-) 
Nun  ist:         logn  =     0,4971499    (|rki.  17, 

log 38061  =     4,5804802    s«*«  ">  F.ABC=Q-n  ^ 

5,0776301  ^^^^^ 

-log 21600  =  -4,3344538  mithin  nach  Hülfsrechnung  5): 

0,7431763  ^        .   ^^           n             .    ro-r-r 

1725  JP.-4J9(7=  6— 5,53575 


oder: 


mithin:  '38 

n  38061  39,5 

Tl6ÖÖ~  "^-^^^^^  F.  AB 0=0^64:25 gm 
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Aufgabe  18.  Aus  dem  Radius  r  =  1 7m 
und  der  Länge  einer  Sehne  «=16m 
eines  Kreises  den  zu  dieser  Sehne  ge- 
hörigen Bogen 

a).  in  Graden  und 
b).  in  Längeneinheiten 
zu  berechnen. 


Figur  34. 


Hfilfgrechnong. 


1).    log  sin -^  =  log  S  —  log  17 

Nun  ist:  (+i)  (-1) 

log  8  =     0,9030900   (ErU.  s,  s.  2i) 
—  log  11  =  —1,2304489 

0,6726411—1 

-(-10  (Brkl.21,S.16) 


Gegeben:  r  =  17m 

8=^  16m 
Gesucht:  a).  bog  AGB  in  Graden, 

b).    „      ;,      in  L&ngeneinbeiten. 

Auflösung. 

1).  Verbindet  man  in  Figur  84  die 
Endpunkte  Ä  und  B  der  gegebenen 
Sehne  s  mit  dem  Mittelpunkte  M,  so 
schliessen  diese  Verbindungslinien  den 
zu  der  gegebenen  Sehne,  bezw.  zu  dem 
gesuchten  Bogen  AGB  gehörigen  Cen- 
triewinkel  a  ein. 

Dieser  Winkel  a  ist  das  Mass  des  in 
Grade  ausgedrückten  Bogens. 

Zur  Berechnung  des  Winkels  a  dient 
in  dem  rechtwinkligen  Dreieck  MAB, 
die  Relation: 

a         s  5       1 


'"•"  2  "■  2 

—  2r  '  "" 

«<l  VT  . 

.     a           16 
^^2  -  2.17 

oder: 

a          8 
«t«  2  -   17 

mithin : 


log  sin  ^    =     9,6726411 
2  6373 

38  " 
89,5 


y  =  280  4^21^^ 


Nach  nebenstehender  Hülfsrechnung  1) 
erhält  man: 

^=28 «4' 21"  oder: 

2  • 

a  =  56°8'42" 

Da  dieser  Winkel  das  Mass  des  Bo- 
gens AGB  ist,  so  ist  der  Bogen  AGB 
in  Grade  ausgedrückt 

=  56°  8^  42" 

2).  Soll  femer  der  Bogen  AGB  in  die- 
selben Längeneinheiten  wie  der  Radius, 
nämlich  in  Meter,  ausgedrückt  werden, 
so  kann  dies  mit  Hülfe  der  Proportion : 

2rff:%^CJB  =  360^•a^ 

(liehe  Brkl.  19,  Seite  82) 

geschehen,  wenn  man  für  r  die  gegebene 
Länge  =  17m  und  für  a  den  bereits 
berechneten  Centriewinkel :  56®  8'  42'' 
einführt,   dabei    aber  die   Glieder  des 


Verhältnisses : 


360» 


«' 


in  ein  und  dasselbe 


Mass,  z.  B.  in  Minuten,  ausdrückt. 
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Httlfsreebnung« 

2).    a  =  56»  8'  42" 


Nach  Hülfsrechnung  2)  erhält  man: 

2.17  .nibog  ÄCB  =  21600:^^ 

oder : 

^      ,^^       2. 17.  TT.  33687 
bog  AGB  = 


oder  : 


42* 


ebenso  ist: 


=  56.60'  +  8'  +  ^, 

=  3360'  +  8'  +  ^' 

=  8868^^- 

_  33687^ 
~      10 


bog  AGB  = 


21600 . 10 
34.71.33687 


360°  =  360  .  60'  =  21600' 


216000 

Diese  Gleichung  logarithmiert,  gibt: 

%%^CJB=%84+%;r+%33687— 

Zogf  216000 

Nun  ist:  ^0^84  =  1,5314789 

+  logn  (3,14...)  =  0,4971499  (»^"j". 
+  %  33687  =  4,5274623 

^  6,5560911 
—  %  216000  =  —  5,33U538 

log  bog  AGB  =  1,2216373  ~ 

6229 

mithin:  144 

bog  AGB  =  16,6585  ^^Q 


Der  in  Längeneinheiten    ausgedrückte 
Bogen,  ist  somit 

=  16,6585  Meter. 


Aufgabe  19.  Wie  dick  muss  ein 
Leuchtturm  sein,  um  in  einer  Ent- 
fernung von  e  =  5  Seemeilen  noch  ge- 
sehen zu  werden,  wenn  der  Sehwinkel 
er,  das  ist  der  scheinbare  Durchmesser 
des  Turmes,  82"  betragen  darf? 


Erkl,  27»  Unter  Entfernung  eines  Punktes 
von  einem  runden  Gegenstand  (wie  der  Turm 
in  seinem  Querschnitt)  versteht  man  fast  aus- 
schüessUch  die  Verbindangslinie  des  Puiüc- 
tes  mit  dem  Mittelpunkte  des  gedachten 
runden  Gegenstandes. 


ErkL  28.  Unter  8eb-  oder  Gesichtswinkel  — 
aach  scheinbaren  Grttsse  —  rersteht  man  den 
Winkel,  welchen  die  Sehstrahlen  miteinander 
bilden,  die  man  sich  vom  Ange  nach  den 
äossersten  Konturen  des  betreffenden  Gegen- 
standes gezogen  denken  kann. 


Gegeben:  e  =  5  Seemeilen 

a  =  32" 
Gesucht:    der  Durchmesser  AC  =i  d. 

Aiiflosnng. 

Wegen  der  grossen  Entfernung  (e  = 
5  Seemeilen)  des  Beobachters  By  Fi- 
gur 85,  vom  Mittelpunkte  M  (Erkl.  27) 
des  Turmes  im  Verhältnisse  zu  dessen 
Durchmesser  AG^  bezw.  dessen  Radius 
MAy  welcher  nur  einige  Meter  betragen 
kann,  darf  man  ohne  einen  nennens- 
werten Fehler  zu  begehen  (siehe  nach- 
stehende Anmerkung  4)  annehmen,  dass 
die  Sehstrahlen  BA  und  BG  vom  Auge 
des  Beobachters,  tangential  nach  dem 
Turme  gezogen,  Tangenten  an  den  End- 
punkten des  Durchmessers  AG  sind. 

Da  femer  die  Tangenten,  welche  man 
von  einem  Punkte  an  einen  Kreis  zie- 
hen kann,  gleich  lang  sind,  so  ist  in  der 
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ir  35.  Figur  35  das  Dreieck  ABC  ein  gleich- 

:dachteti  TurmeB.  SChenkllges. 

In  diesem  gleichschenkligen  Dreieck 
^"^  BAC  ist  die  Höhe  BM  =  e  =  5  See- 

d^.  meilen,  die  Easis  AC  =  dem  gesuchten 

7  DurchmesBer  d  des  Turmes  und  der  Seh- 

winkel «  (Erkl.  28)  an  der  Spitz«  B  = 
I  32".     Zwischen  diesen  Stücken  bestehl 

die  Relation: 

mithin  ist: 


{«Buchte  DurchmeBBer  d 


oder  mit  Rücksicht  der  gegebenen  Zah- 
lenwerte und  der  Erkl.  29; 

d  r=  2.9275.fßlf>" 

2) (/=  18550.^^16" 

Diese  Gleichung  logarithmiert,  gibt: 
lo<ld  =  JoglSb5()-\-logtglG" 
Nun  ist: 

log  18550  =   4,2683439 
+  log  fg  16"  =    5,8896&49-10    (Srn  m 
logd  =  10,1580388^10 


,655  Kilometer  oder 
8S5  Meter,  mithin  sind 

.  1855  =  9275  Meter. 


lo<!d=   0,1580388 
0306 


mithin : 
d  = 


1,43893. 


90,6 


leineren  logarilhmiwh-       Der  gesuchte  Durchmesser,  bezw.  die 
Bind  die  Logarithmen  Dicke  AC  des  Turmes,  ist  somit 
wie    hier   z.  B.    16",  ' 

egeben.  In  den  meiaten  =  1,439  m- 

telligen)    LORarithmen-  ^^— ^_ 

londere  Tabellen  cnt- 

arithmen  der  trigonom. 

Winkel  Ton  Seluind«  lu 
solche  Tabelle  wurde 

Ton;  log  1(1  Iß"  benutzt 


itreng  genommen,  ge- 
bezw.  Sehstrahlen 
man  sich  von  dem 
B,  Figur  36,   an 

reises  um  M  (bezw. 

es  Turmes)  gezogen 

lie  Endpunkte  eines 


Das  gleichschenklige  Dreieck.  —  Praktische  Aufgaben  —  Sehwipkel. 


45 


Durchmessers,  weil  sonst  diese  Seh- 
strahlen  parallel  sein  müssten,  sondern 
es  entstehen  die  beiden,  bei  A  und  C 
rechtwinkligen  (kongruenten)  Dreiecke: 
BMA  und  B3IC.  Die  nebenstehende 
Figur  36  ist  somit  die  richtigere.  Des- 
senungeachtet ergeben  die  beiden  Auf- 
fassungen sozusagen  dasselbe  Resultat. 

Denn  in  dem  rechtwinkligen  Dreiecke 
BMA,  ist: 

"       d  d      . 

e=  ^-  oder: 


Figur  36. 


sm  -^  = 


2c 


ai 


e  .  sm 


a 


.  .  d  =  2 

oder  nach  Erkl.  29 : 

d  =  2. 9275 .  sin  16 


ti 


mithin: 
b) .  .  . 


rf  =  18550.  Äiw  16" 


Weil  aber  der  Sinus  und  die  Tangente 
von  sehr  kleinen  Winkeln,  wie  hier 
=  16",  auf  viele  Decimalstellen  überein- 
stimmen (siehe  Anmerkung  5),  so  kann, 
<»hne  die  erforderliche  Genauigkeit  der 
auszuführenden  Berechnung  zu  beein- 
trächtigen, sowohl  diese  Gleichung  b): 

d  =  18550  .«in  16''  ^y^  weitere  ähnliche  Aufgaben  sollen 

als  auch  die  in  vorhergehender  Auflö-  stets  nach  der  in  Figur  36  angegebenen 
sung  entwickelte  Gleichung  2):  richtigeren  Auffassung  gelöst  werden. 

d  =  18550^^16" 
benutzt  werden. 


Anmerkung  5«  Liegt  keine  Tabelle 
vor,  welche  die  trigonometrischen,  bezw. 
die  logarithm.-trigonometrischen  Funk- 
tionen von  Sekunde  zu  Sekunde  enthält, 
so  kann  man,  wie  folgt  verfahren: 

Ist  a  ein  sehr  kleiner  Winkel  (Se- 
kunde), so  stimmen  —  Biehe  Goniometrie: 
BerechnuDg  der  trigonometrischen  Funktionen 

—  in  einer  gewissen  Anzahl  von  Decimal- 
stellen: sin  a^tg  a  und  arcus  a  (d.  i.  der 
zum  Centriewinkel  n  gehörige  Bogen  in  Lftn- 
geoeinheiten  des  betr.  Radius  ausgedrückt,  wo- 
bei dieser  Radius  selbst  gleich  der  Längen- 
einheit angenommen  wird)  überein. 

Nun  kann  man  sich  den  arc  V  aus 
der  Proportion: 

2r;r:6oöf«  =  360«:  «° 

(siebe  Rrkl.  19,  Seilte  32) 
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beziehungsweise,   da  r  =  1   sein  soll, 
aus  der  Proportion: 

2  TT :  arc  1"  =  360 .  60 .  60" :  1"  Berechnung  des  Ausdrucks : 

berechnen,  und  man  erhält:  (gieh«  die  aieichimg  2 

Ol  o    Q  1 .1  ^  —  löOOU  ,tg  LO       in  voriger  Anflögnng) 

-  ^^  an  ,  l  ^.0,14.... 

arcl   —  36Ö76Ö. 60  ""  860 . 60 . 60  «der: 

oder:  d  =  18550 .  sin  16"  ^"^^^^.^^^7 ' 

arcl"  =  -^^  =  0,000004Si81S....  ^^^^^  nebenstehender  Anmerkung  5: 

^ISe^Üöia'"*"*^*''-  ^^''^^'^^^f^  d  =  18550.16.^1"  =  18550.16.sml' 
0,00000484813....   in   einen    gewohnh-  ^ 

chen  Bruch,  dessen  Zähler  =  1  ist,  so  oder:       d  =  18550 .  16 .  arc  1" 

erhält  man: 

_       1  Für  arc  1"  den  Wert  aus  Gleichung  1 

1)  .  .  .  arcl"—  2Ö6264J8"  in  Anmerkung  5  eingeführt,  gibt: 
Analog  würde  man,  z.  B.  für  arc  16",  d  =  18550  •  16  •  „„„„V.  q 

1    16  206264,8 

erhalten :          =  -206264,8"  Diese  Gleichung  logarithmiert,  gibt: 

Somit  kann  man  z.  B.  schreiben.  %d  =  %18550+%16  — %206264.e 

arc  16"  =  16 .  arc  1"  j^mi  igj. 

und  hiemach:  "%  18550  =  4,2683439 

»in  16"  =  16 .  sin  1"  =  16 .  arc  1"  +  ^<^  16  _^1^041200^ 

,  5,4724639 

®°^°^''  •  —  log  206264,8  =  —  5,3144251  («t^ 
tglß"  =  U.tgl"=16.arcl"  ?ogd=      0,1580388- 

Wobei  man  sich  den  arc  1"  als  eine  mithin: 
konstante  Grösse,  nämlich  =  —.«  d=  1,439m,  tibereinstimmend  mit 

^^^.  206264,8    ^^^  Lösung  in  voriger  Aufgabe, 

2)  .  .  .    log  206264,8  =  5,3144251 
merken  kann. 


Aufgabe  20.  In  welcher  geographi- 
schen Breite  beträgt  ein  Grad  des  Pa- 
rallelkreises 100  Kilometer,  wenn  der 
Halbmesser  der  Erde  =  6377,4  Kilo- 
meter angenommen  wird?  Auflösung. 


Stellt  in  Figur  37  die  Kugel  um  M 
die  Erdkugel  dar  und  ist  der  grösste 
Kreis  ÄQ  der  Aequator,  der  hierzu  pa- 
rallele Kreis  CD  derjenige  Parallelkreis 
von  welchem  l''  =  100  Kilometer  be- 
trägt, so  ist  nach  Erkl.  31  der  Winkel 
(p,  weil  er  die  Grösse  des  Bogens  OF. 
in  Graden  ausgedrückt,  bezw.  die  geo- 
graphische Breite  des  Parallelkreises  CD 
angibt,  gesucht. 
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Nach  der  Figur  37,  ist: 
1) q!  =  90''  — ^ 

Den  Winkel  ß  kann   man  aus    dem 
rechtwinkligen  Dreieck  MmO,   nach 
der  Relation: 
Figur  37.  2)  .  .  .    sinß  =  -^  berechnen,  da  man 

den  Radius  tf  ^^^  Farallelkreises  CD, 
von  welchem  1°  =  100  Kilometer  sein 
soll,  aus  der  Proportion: 

2Qji:bogl''=  SOOM" 

(■l»h«  Brkl.  18,  a.  3t) 

beziehungsweise  aus: 
^  2en:  100  =  360:  1 

berechnen  kann. 
Hiemach  erhält  man: 

2^«  =  860.100  oder: 
36000 


e  =- 


■  Diesen  Wert  für 


P  in  Gleichung  2)  substituiert,  gibt: 

•   .       36000     ,      -„    .      „ 
sinß=  .  oder  für  den  Ra- 

2n  .r 

dius  r  der  Erde  =  6377,4km  gesetzt: 
ErU.  81.    Unter    der    gBographitchsn    Breite  36000 

fines  Ortes  {bezw.  des  Parallel kreises  CD)  vet-   4)  .   ,  .  sinß  = äoni~Ä~ 

steht  man  den  Abstand  jenes  Ortes  {bezw.  eines  2.«  .  Dö//,4 

Punktes  dieiea  Parallelkreises)  vom  Aequator,        ^    („„.or-  *_U  «  —  QO"  iüt    Ana  hpisRt 
DndswargemesBen  darch  den  zwischen  diesem        Da  femer.  f+ß  —  f^    ist,  aas  nei  SSI 
Orte  (bezw.  zwischen  einem  Punkte  des  Pa-  «  und  ß  Complemeniwlnke!  Sind,  SO  kann 
nJlelkreises)  und  dem  Aequator  gelegenen  Bo-   man  nach  dem  Satze  1,  Seite  5  : 
gen  des  durch  jenen  Ort  (besw.  Punkt)  geleg- 
ten Htridiani.  sinß  =  cosif  setzen, 

Je  nach  der  nördlichen  oder  südlichen  Lage  ,    ,      .        «r-  i    i  j-     i  . 

tom  Aequator  unterscheidet  man  nflrdllche  oder  Und    man   erhält    den   Winkel    (p    direkt 
lUlIctie  Breite.    Die  geographische  Breite  wird   auB  der  Gleichung: 
durch  den  griech.  Buchstaben  i;p  (Phi)  bezeichnet  ^6000 

"  "  5>  •  •  ■  "»*»=  2. „.6377,4 

Diese  Gleichung  logarithmiert,  gibt: 
logcosq>=  %36000  — (%2  +  Zo^«  + 

/o.9  6377,4) 
Nun  ist:  (+i|  i-n 

,6S,J:SISS'"'"  ■'■■■■"   "'"'''    %«*'.*)==M028236_ 

0,9534789-1 

-|-1Q  (ErÜ.21.S.  1S| 

loffcosw  =    9,9534789  " 


utltchB  OaagispliO). 


HUferechnung. 
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mithin: 

<f  =  26"; 


Die  geographische  Breite  des  gedach- 
ten Pavalleikreises  ist  somit: 


und  zwar  kann  dies  nVrdliche  und  süd- 
liche Breite  sein  (siehe  Erkl.  3i). 


Anhang  ungelöster  Anfgatten. 

An^be  1.  Die  Grundlinie  eineB  gleichschenkligen  Dreiecks  misat  8,2m,  ein  Schenkel 
12,T5m;  wie  gross  sind  dessen  Winkel  und  der  Inhalt  des  Dreiecks? 

Anf^e  2.  Der  Schenkel  eines  gleichschenkligen  Dreiecks  misst  7,4Sm,  der  Wiolitl 
an  der  Spitze  32''4'  12,5";  wie  gross  ist  der  Inhalt  des  Dreiecks? 

Aaf)j;abe  S.  Die  Orundlinie  eines  gleichschenkligen  Dreiecks  misst  120,53di,  ein  ibr 
anliegender  Winkel  32°  12' 8,7";  wie  gross  ist  ein  Schenke]  und  der  Inhalt  des  Dreiecks? 

infnbe  1.  Die  Grundlinie  eines  gleichschenkligen  Dreiecks  misst  80,45m,  die  zuge- 
hörige Hohe  95,635m;  nie  gross  sind  die  Schenkel  und  die  Winkel  desselben? 

Aufgrabe  5.  Wie  gross  ist  der  Inhalt  eines  regulftren  8-Ecks,  wenn  der  Radius  da 
umschriebenen  Kreises  =  20,45m  misst? 

Aargabe  6.  Wie  gross  ist  der  Inhalt  eines  regulftren  12-EckB,  wenn  die  Seite  des- 
selben =  7,53m  lang  ist? 

Anfirabe  7.  Wie  gross  ist  der  Inhalt  eines  regulären  ll-£cks,  wenn  der  Radius  ia 
eingeschriebenen  Kreises  .=^  D,237m  misst? 

Angabe  S-  Wie  gross  ist  der  Inhalt  eines  Kreissegments,  wenn  der  Radius  des  zoge- 
hörigen  Kreises  20,73cm  und  der  zugehörige  Centriewinkel  32''20'  misst? 

Aufgabe  9.  In  einem  Kreise  ist  eine  Sehne  21m,,  der  zugehörige  Centriewinkel  24" 
16' 39";  wie  gross  ist  der  Radius  des  Kreisest 

Aargabe  10.  Der  zu  einer  Sehne  gehörige  Centriewinkel  ist  47°  28'  46,6",  der  Abstand 
dieser  Sehne  vom  Mittelpunkte  ist  5m;  wie  gross  ist  diese  Sehne,  der  Radius  des  Kreises, 
das  zugehörige  Kreissegment  und  der  zugehörige  Kreissektor? 

Angabe  11*  Der  Sehwinfcel  (die  scheinbare  Grösse)  eines  Körpers  sei  =3  5'.  Wie  riel- 
mal  übertrifft  seine  Enifercung  seine  wahre  Grösse? 

Ai^abe  12.  Wie  gross  ist  jeder  Grad  eines  Farallelkreises  der  Erde,  welcher  etat 
geographische  Breite  rp  =  51»41'  hat?    Der  Umfang  des  Aequators  sei  =  5400  geogr,  Meilen. 

Aufgabe  llt.  Ton  einem  gleichschenkligen  i|  Trapez  (Antiparallelogramm)  ist  der  Flä- 
cheninhalt F  =  3,4Sqm,  dio  beiden  parallelen  Seiten  seien  bezw.  a  =  5  und  b  =  3m.  Wie 
gross  sind  die  Winkel  des  |1  Trapezes? 

Anfffabe  14.  Wie  gross  muss  der  Durchmesser  eiues  Luftballons  sein,  wenn  er  in 
einer  Entfernung  von  lOOOOm  von  einem  unbewaffneten  scharfen  Äuge  noch  gesehen  werden 
soll?   (Sehwinkel  40"). 

Aufgabe  \b.  Den  Inhalt  eines  KreisstQckes  zu  berechnen ,  welches  zwischen  einem 
Durchmesser  von  5m  und  einer  hierzu  parallelen  Sehne  von  3m  Länge,  liegt. 


toten  Kapitale  lebendige  Kraft  verleihen  und  somit  den  Antrieb  zu  weiteren 
praktischen  Yenrerthnngen  und  weiteren  Forschungen  geben. 

Dieses  Werk,  welches  durch  sein  fortlaufendes  Erscheinen  stets  auf  der 
Uoiie  der  Zelt  steht,  kann  Jedermann  empfohlen  werden  —  jedes  Heft  hat 
einen  reellen  Wert  und  bildet  sozusagen  ein  abgeschlossenes  Ganze.  —  Es 
wird  mit  den  Jahren  ein  mathematisch-naturwissenschaftliches  liexlkon, 
in  welchem  die  mannigfaltigsten,  praktischsten  Verwertungen  —  die  Früchte 
der  mathemkthischen  Dlselpllnen  —  von  Stufe  zu  Stufe  aufzufinden  sind. 

Der  Verfasser  hat  somit  eine  gute,  brauchbare  und  praktische  mathe- 
mathische  -  technische  -  naturwissenschaftliche  -  25  -Pfennig; -Bibliothek 
geschaffen. 

Alle  Buchhandlungen  nehmen  Bestellungen  entgegen.  Wichtige  und 
praktische  Aufgaben  werden  mit  Dank  von  der  Redaktion  entgegengenommen 
und  mit  Angabe  der  Namen  verbreitet.  —  Wünsche,  Fragen  etc.,  welche  die 
Redaktion  betreffen,  nimmt  der  Verfasser,  Dr.  Kleyer,  Frankfurt  a.  M.,  -Fischer- 
feldstrasse  16,  entgegen  und  wird  deren  Erledigung  thunlichst  berücksichtigt. 


Stuttgart,  Oktober  1881. 


Die  Verlagshandlung. 


Inhalts  -Verzeichnis. 


A«  Sohlute  dar  nftobttehend  ▼erseiolmeteii  Hefte,  »iiBgeBOiiunen  Heft  10  und  14,  Ist  Je  eine  Ansahl 
HfiMltir  Anfgftben  angefahrt.  Die  AnflOtnngen  derselben  sollen  ~  analog  den  entsprechenden,  gelösten  Anf- 
ftahta  —  getaebt  werden,  wodnroh  beaweokt  wird,  dass  der  Studierende  sich  anm  selbststlndigen  Arbeiter  heran- 
bildet  Die  Lftsungea  dieser  Aufgaben  werden  spftter  in  besonderen  Heften  sor  Ausgabe  gelangen. 

Der  Inhalt  Jedes  Heftes  erleidet  nur  bei  Baummangel  eine  kleine  Abänderung,  resp.  Koriung. 

Heftl.Al9ebra:Zinseszinsrechiiiing.(l.Teii.) 

Inhalt:  ErlftuterDde  Fragen  inil  Ant- 


▼orten  über  Zins,  Prozent,  Zinsfuss,  Zins 
-  faktor  and  Zinseszins-Rechnung.  —  Entwick- 
InngderHaapt-Zinseszinsformel.  —  Aufgaben 
Ober  die  4  möglieben  Fälle.  -  Entwicklung 
derFonnelyWenn  sieb  ein  Kapital  ver-m-facben 
soll.  —  Entwicklung  der  Formel,  wenn  die 
Zinsen  nicht  j&hrlicb,  sondern  in  kleineren 
Zeitabschnitten  sum  Kapitale  geschlagen 
▼erden.  —  Gemischte  Aufgaben.  —  Anhang 
ungelöster  Aufgaben. 

HeftS.PIanimetrie :  Konstmktions- Aufgab., 
gelost  durch  geometr.  Analysis.  (I.Teil.) 

Inhalt:  üeber  die  Bezeichnungen.  — 
Erläuternde  Fragen  mit  Antworten  Ober  die 
Konstmktion  planimetr.  Aufgaben  und  ttber 
die  geometrische  Analysis.  —  Die  wichtigsten 
Elementar- Aufgaben.  —  Aufgaben  ttber  das 
Dreieck.  —  Anhang  ungelöster  Aufgaben. 

Hefts.  Stereometrie:  Körperberechnungen. 
(i-  Teil)  Das  Prisma. 

Inh^alt:  Erläuternde  Fragen  mit  Antwor- 
ten Ober:  die  Definition,  Erzeugung,  Bestand- 
teile des  Prismas;  ^  die  Einteilung  der  Pris- 
men; die  Eigenschaften  des  geraden  Prismas; 

—  das  Parallelepipedon.  —  Erläuternde 
Fragen  mit  Antworten  ttber  die  Berechnung 
der  Prismen,  besonders  des  geraden  Prismas; 

—  Entwicklung  der  vorkommenden  Formeln. 

—  Praktische  Aufgaben  ttber  das  gerade 
Prisma.  —  Anhang  ungelöster  Aufgaben. 

Heft  4.  Ebene  Trigonometrie :  Berechnungs- 


Aüfg.  (I.Teil.)  Dasrechtwinklige  Dreieck. 

Inhalt:  Erläuternde  Fragen  mit  Ant- 
worten, aber:  Die  Trigonometrie  im  allge- 
meinen, —  die  ebene  Trigonometrie,  —  die 
Winkelftinktionen.  —  Die  Berechnung  des 
rechtwinkligen  Dreiecks,  —  allgemeine  Auf- 
gaben ttber  die  4  mögl.  Fälle.  —  Praktische 
Aufgaben.  —  Anhang  ungelöster  Aufgaben. 

Heft  5.  Physik:  Rerechnniigs- Aufgaben. 
(1.  Teil.)  Das  speciflsche  Gewicht. 

Inhalt:  Erläuternde  Fragen  mit  Ant- 
worten, ttber  die:  Definition  des  spec.  Gewichts 
fester,  flüssiger  und  gasförmigen  Körper,  — 
experimentelle  Bestimmung  desselben,  — 
Aufstellung  einer  Formel  etc.— Tabellen  der 
specifischen  Gewichte  einiger  fester,  flüssiger 
und  gasförmiger  Körper.  —  Anwendung  des 
specif.  Gewichtes  auf  praktische  stereometr. 
Aufgaben.  —  Anhang  ungelöster  Aufgaben. 

Hefte.  HVhere  Mathematik:  Differential- 
Rechnung.  (I.Teil.)  Die  ein  f.  Differentia- 
tion entwick.  (explizieter)  Funktionen 
von  einer  unabhängig  Veränderlichen. 

Inhalt:  Elrläutemde  Fragen  mit  Antwor- 
ten ttber:  Begriff  und  EinteUung  der  Funktio- 
nen, —  Yariabelen  und  Konstanten  etc.,  nebst 
rielen  Beispielen. —  Erläuternde  Fragen  mit 
Antworten,  ttber:  Differenzen quotient,  Diffe- 
rentiale, Differentialquotient  etc.  —  Entwick- 
lung des  1.  Differentialquotienten  explizieter 
Funktionen  von  einer  unabhängig  Veränder- 
lichen. —  Differentialquotient:  einer  Potenz, 
einer  algebraischen  Summe  ?on  Funktionen, 


einer  konstant.  Grösse,  eines  Produktes,  eines 
Braches,  einer Exponentialgrösse,  einer  loga- 
rithmischen  Grösse,  der  trig.  und  cyklometr. 
Funktionen  etc.  —  mit  vielen  gelösten  und 
Anhängen  von  ungelösten  Aufgaben. 

Heft7.  Algebra:  Die  Proporttonen,  (i.  Ten.) 

Inhalt:  Erläuternde  Fragen  mit  Ant- 
worten über  Verhältnisse  und  Proportionen. 

—  Die  arithm.  Proportionen  (Fragen  mit  Ant- 
worten). -  Diegeometr.Proportionen — Lehr- 
sätze —  (Fragen  mit  Antworten)  — Aufgaben. 

—  Die  Summen  u.  Differenzensätze — {Fragen 
mit  Antworten)  —Aufgaben. — Die  laufenden 
Proportionen. —  Gegebene  Proport,  in  laufen- 
de zu  verwandeln  —  (Fragen  mit  Antworten) 
— Aufgaben. —Anhang  ungelöster  Aufgaben. 

Hefts.  Planimetrie:  Konstmktions-Auf- 
.     gaben,    (i.  Teil.) 

Inhalt:  Erläuternde  Fragen  mit  Ant- 
worten über  die  Konstruktion  planimetr.  Auf- 
gaben durch  die  algebraische  Analysis. — 
Einfache  algebr.  Ausdrücke  —  Hülfssätze  — 
Konstruktion  der  einfachen  algebr.  Ausdrücke 

—  Konstruktion  der  vierten,  dritten  u.  mittle- 
ren Proportionalen.  —  Konstruktion  zu- 
sammengesetzter algebraischer  Ausdrücke. — 
Anhang  ungelöster  Aufgaben. 

Heft  9.    Algebra:  Die  Reihen,    (i  Teil.) 
Die  niederen  arithmet. Reihen  (arithme- 
ttsclie  Progressionen). 

Inhalt:  Erläuternde  Fragen  mit  Antwor- 
ten über  die  Reihen  im  allgemeinen.  —  Er- 
läuternde Fragen  mit  Antworten  über  die: 
arithmet.Reihen, — Entwicklung  der  Formeln, 
Aufstellung  der  20  verschied.  Fälle.  —  Allge- 
meine Aufgaben  über  die  20  verschied  Fälle. — 
PraktAufgaben.— AnhangungelösterAufgab. 

Heft  10«  Planimetrie:  Konstmktions- Auf- 
gaben.   Das  Apollonische  Dertilirungs- 
(Taktions-)  Problem,    (l.  Teil.) 

In  halt:  Vorbemerkung.— Aufstellung  der 
10  mögl.  Fälle.  —  Die  10  mögl.  Fälle  mit  vielen 
sich  daraus  ergebenden  besonderen  Kreis- 
konstruktionsaufgaben. 

Heft  11.    Algebra:  Die  Reihen.  (2.  Teil.) 
Die  geometrischen  Reihen. 

Inhalt:  Erläuternde  Fragen  mit  Ant- 
worten über  die:  geometrischen  Reihen.  — 
Entwicklung  der  Formeln  —  Aufstellung  der 
20  verschied.  Fälle.  —  Allgemeine  Aufgaben 
über  die  20  verschied.  Fälle.  —  Praktische 
Aufgaben.  —  Anhang  ungelöster  Aufgaben. 

Heft  12.    Stereometrie:    Körperberech- 
nungen. (2.  Teü)  Die  Pyramide. 

Inhalt:  Erläuternde  Fragen  mit  Ant- 
worten über  die:  Definition,  Erzeugung,  Be- 
standteile etc.  der  Pyramide  im  allgemeinen. 
—Erläuternde  Fragen  mit  Antworten  über  die: 
Berechnung  der  Pyramiden,  besonders  der  ge- 
raden Pyramiden; —Entwicklung  dervorkom- 

Inholt  von  Heft 


menden  Formeln.  —  Prakt.  Aufgaben  über  die 
gerade  Pyramide.— Anhang  ungelöstAufgab. 

Heft  13.  Stereometrie:  Körperberech- 
nungen.  (S.Teil.)  Der  Pyramidenstnmpf. 

Inhalt:  Erläuternde  Fragen  mit  Ant- 
worten über  die  Definition, Eigenschaften^Be- 
standteile  etc.  des  Pyramidenstumpfes  im  all 
gemeinen.  —  Erläut.  Fragen  mit  Antworten, 
über  die :  Berechnung  desPyramidenstumpfes 
— besonders  d.geraden  Pyramidenstnmpfes 
— -  Entwicklung  der  vorkommenden  Formda. 

—  Prakt  Aufgaben  über  den  geraden  Pyra- 
midenstumpf. — Anhang  ungelöster  Aufgaben. 

Heft  14.  Planimetrie:  Konstrufctions-Anf- 
gaben.  Das  Apollonische  Bertihrungs- 
(Taktions)  Problem.    (2.  Teil.) 

Heft  15.  Trigonometrie :  ßerechnnngs-Aufij  • 
(2.  Teil.)  Das  gleichschenklige  Dreieck. 

Inhalt:  Erl&ut.  Fragen  mit  Antworten, 
über  die  Berechnung  des  gleichschenkligen 
Dreiecks.  —  Aufgaben  über  die  5  mögl.  Fälle. 
Praktische  Aufgaben.  —  Anhang  ungelöster 
Aufgaben. 

Heft  16.  Algebra:  Zinseszinsrechg,  (2. Teil.) 

Inhalt:  Entwicklung  der  Zinseszinsfor- 
meln,  wenn  am  Ende  eines  jeden  Jahres 
das  auf  Zinseszinsen  stehende  Kapital  um 
eine  gewisse  Summe  vermehrt  wird.  — 
Praktische  Aufgaben.  —  Entwicklung  der 
Zinseszinsformeln,  wenn  am  Ende  eines 
jeden  Jahres  das  auf  Zinseszinsen  stehende 
Kapital  um  eine  gewisse  Summe  v  er  min- 
dert wird.  —  Praktische  Aufgaben.  —  An- 
hang ungelöster  Aufgaben. 

Heft  17.  Algebra :  Die  Reihen,  (S.  Teil.) 

Inhalt:  Gemischte  praktische  Aufgaben 
über  die  arithmetischen  und  geometrischen 
Reihen. 

Heft  18.  Stereometrie:  Körperberedi- 
nnngen.    (4.  Ten.)    Der  Oylinder. 

Inhalt:  Erläuternde  Fragen  mit  Ant- 
worten über  den  Cylinder  im  allgemeinen.  — 
Entwicklung  der  Formeln  für  Mantel,  Ober- 
fläche und  Volumen  des  Cyllnders.  -—  Prak- 
tische Aufgaben. 

Heft  19.  Stereometrie!  Körperbere<*h- 
nungen.  (5.  Teil.)  Der  Kegel. 

Inhalt:  Erläuternde  Fragen  mit  Ant- 
worten über  den  Kegel  im  aUgemeinen.  — 
Entwicklung  der  Formeln  für  Mantel,  Ober- 
fläche und  Volumen  des  geraden  Kegels.  — 
Praktische  Aufgaben. 

Heft  20.  Stereometrie:  Körperbererh- 
nungen.  (6.  Teil.)  Der  Kegelstampf. 

Inhalt:  Erläuternde  Fragen  mit  Ant- 
worten über  den  Kegelstumpf  im  allgemeinen. 

—  Entwicklung  der  Formeln  für  Mantel, 
Oberfläche  und  Volumen  des  geraden  Kegel- 
stumpfes.  —  Praktische  Aufgaben. 

21—40  siehe  Heft  28. 
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Mit  8  Figuren. 


Vollständig  gelösife 

I  Aufgaben -Sammlung 

-  nebst  Anhängen  ungelöster  Aufgaben,  für  den  Schul-  &  Selbstunterricht  - 

mit 

iilibe  und  Entficklong  der  benatzten  Sitze,  Formeln,  Regeln  in  Fragen  nnd  Antworten 

erl&ntert  durch 

viele  Holzschnitle  &  lithograpli.  Tafeln, 

aas  allen  Zweigen 
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»».  aUen  Zweigen  der  Phjsilt,  Mechanilc,  «raphosUtik,  Chemie,  «eodisle,  Nautik, 
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Inhalt: 

Ueber  die  B«rechnaug  dos  schiefwinkligen  Dreiecks.  —  Aufstellung  der   diesbezüglichen  trigonometrischen 


Siltze. 


Skttgart  1886. 

Verlag  von  Julius  Maier. 


-^  Diest  Aufgabentaminlung  erscheint  forUaufend,  monatlich  3—4  Hefte.  «^ 
Die  eiazeliieii  Nauptfcapitei  sind  mit  eigener  Paginierung  versehen,  so  dass  Jedes  derselben  einen  Band  bilden  wird. 

Dan  vollaiändioe  Inhaltsverzeichnis  der  bis  letzt  erschienenen  Hefte  1 — 160 


Preisgekrönt  in  Frankfurt  a.  M,  1881. 

PROSPEKT. 

Dieses  Werk,  welchem  kein  ähnliches  zur  Seite  steht,  erscheint  monatlich  in  8 — 4 
Heften  zu  dem  billii^en  Preise  Ton  25  ^  pro  Heft  und  bringt  eine  Sammlung  der  wichtig- 
sten und  praktischsten  Aufgaben  aus  dem  Gesamtgeblete  der  Malhematik,  Pbjsik, 
Mechanik,  math.  Geographie,  Astronomlcy  des  Maschinen-,  Strassen-,  Eisenbahn-, 
BrOcken-  und  Hochbaues,  des  konstrukÜTen  Zeidinens  etc.  etc.  und  zwar  in  Tollständig 
gelöster  Form,  mit  Tielen  Figuren,  Erklfimngen  nebst  Angabe  und  Entwlckelang  der 
benntsten  Sfttie,  Formeln,  Regeln  in  Fragen  mit  Antworten  etc.,  so  dass  die  Lösung 
jedermann  verständlich  sein  kann,  bezw.  wird,  wenn  eine  grössere  Anzahl  der  Hefte  er- 
schienen ht,  da  dieselben  sich  in  ihrer  Gesamtheit  ergänzen  und  alsdann  auch  alle 
Teile  der  reinen  und  angewandten  Mathematik  —  nach  besonderen  selbständigen  Kapi- 
teln angeordnet  —  vorliegen. 

Fast  jedem  Hefte  ist  ein  Anhang  von  nngelSsten  Aufgaben  beigegeben,  welche  der 
eigenen  Lösung  (in  analoger  Form,  wie  die  bezüglichen  gelösten  Aufgaben)  des  Studierenden 
aberlassen  bleiben,  und  zugleich  von  den  Herren  Lehrern  für  den  Schulunterricht  benutzt 
werden  können.  —  Die  Losungen  hierzu  werden  später  in  besonderen  Heften  fQr  die  Hand  des 
Lehrers  erscheinen.  Am  Schlüsse  eines  jeden  Kapitels  gelangen:  Titelblatt,  InhaltsTcnelch- 
nls,  Berichtigongen  und  erläuternde  Erklärungen  über  das  betrelTende  Kapitel  zur  Ausgabe. 

Das  Werk  behandelt  zunächst  den  Hauptbestandteil  des  mathematisch-naturwissen- 
schaftlichen Ünterrichtsplanes  folgender  Schulen:  Realschulen  L  nnd  IL  Ord.,  gleich- 
berechtigten höheren  Bürgerschulen,  Privatschnlen,  Gymnasien,  Realgymnasien,  Pro- 
gymnasien, Schnllehrer- Seminaren,  Polytechniken,  Techniken,  Bangewerkschulen, 
Gewerbeschnlen,  Handelsschnlen,  techn.  Torbereitnngsschnlen  aUer  Arten,  gewerbliche 
Fortblldnngaschnlen,  Akademien,  Universitäten,  Land-  nnd  Forstwtssenschaftsschulen, 
Militärschnlen,  Torbereitnngs- Anstalten  aller  Arten  als  z.  B.  für  das  Eii\|ährig-Frei- 
wiUige-  nnd  Offlziers-Exaraen,  etc. 

Die  Schaler,  Studierenden  und  Kandidaten  der  mathematischen,  technischen  und 
naturwissenschaftlichen  Fächer,  werden  durch  diese,  Schritt  für  Schritt  gel5ste,  Aufgaben- 
sammlung immerwährend  an  ihre  in  der  Schule  erworbenen  oder  nur  gehörten  Theorien  etc 
erinnert  und  wird  ihnen  hiermit  der  Weg  zum  unfehlbaren  Auffinden  der  Lösungen  der- 
jenigen Aufgaben  gezeigt,  welche  sie  bei  ihren  Prüfungen  zu  lösen  haben,  zugleich  aber  auch 
die  überaus  grosse  Fruchtbarkeit  der  mathematischen  Wissenschaften  vorgeführt 

Dem  Lehrer  soll  mit  dieser  Aufgabensammlung  eine  kräftige  Stütze  für  den  Schul- 
unterricht geboten  werden,  indem  zur  Erlernung  des  praktischen  Teiles  der  mathematischen 
Disziplinen  —  mm  Auflösen  von  Aufgaben  —  in  den  meisten  Schulen  oft  keine  Zeit  er- 
übrigt werden  kann,  hiermit  aber  dem  Schüler  bei  seinen  häuslichen  Arbeiten  eine  voll- 
ständige Anleitung  in  die  Hände  gegeben  wird,  entsprechende  Aufgaben  zu  ISsen,  die  ge- 
habten Regeln,  Formeln,  Sätze  etc.  anzuwenden  und  praktisch  zu  verwerten.  Lust,  Liebe 
und  Terständnis  für  den  Schul-Ünterricht  wird  dadurch  erhalten  und  belebt  werden« 

Den  Ingenienren,  Architekten,  Technikern  und  Fachgenossen  aller  Art,  Militärs 
etc.  etc.  soll  diese  Sammlung  zur  Anffrischnng  der  erworbenen  und  vielleicht  vergessenen 
mathematischen  Kenntnisse  dienen  und  zugleich  durch  ihre  praktischen  in  alltn  Bemfs- 
zweigen  vorkommenden  Anwendungen  einem  toten  Kapitale  lebendige  Kraft  verleihen  un(^ 
somit  den  Antrieb  zu  weiteren  praktischen  Terwertnngen  und  weiteren  Forschungen  geben. 

Alle  Buchhandlungen  nehmen  Bestellungen  entgegen.  Wichtige  und  praktische  Auf- 
gaben werden  mit  Dank  von  der  Redaktion  entgegengenommen  uud  mit  Angabe  der  Namen 
verbreitet.  —  Wünsche,  Fragen  etc.,  welche  die  Redaktion  betreffen,  nimmt  der  Verfasser, 
Dr.  Kleyer,  Frankfurt  a.  M.  Fischerfeldstrasse  16,  entgegen  und  wird  deren  Erledigung 
thunlichst  berücksichtigt. 

Stuttgart  Die  Yerlagshandlung. 
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Frage  15.    Auf  welche  Weise  be- 


Benachrichtigung. 


Der  Tierte  Bogen  der  ,^benen  Trigono- 
metrie^ schliesst  sieb  nicht  mehr  genau  an 
die  früher  ausgegebenen  Bogen  1  bis  3  oder 
an  die  Hefte  4,  15  nnd  27  an,  indem  diese 

drei  Hefte  inzivisehen  in  ganz  nener 
Bearbeitnng  erschienen  sind.  Die  ge- 
ehrten Abnehmer  yrerden  daher  anf  diese 
dnrchans  neu  bearbeitete  Auflage  dieser  drei 
Hefte  mit  der  Bemerkung  aufmerksam  ge- 
macht, dass  sie,  um  eine  Uebereinstimmung 
mit  dem  hiermit  zur  Ausgabe  gelangenden 
Tierten  Bogen  zu  erzielen,  dieselben  in  der  neu 
bearbeiteten  Auflage  nachbeziehen  kennen. 

Die  Verlagshandlung. 
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Der  unter  b)  erwähnte  zweite  Nebenfall  lässt 
in  bezng  auf  die  verschiedenen  Seiten  eines 
Dreiecks  folgende  specielle  weitere  Nebenfälle  zu : 
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gaben  werden  mit  Dank  Ton  der  Redaktion  entgegengenommen  und  mit  Angabe  der  Namen 
▼erbreitet  —  Wünsche,  Fragen  etc.,  welche  die  Redaktion  betreffen,  nimmt  der  Ver&sBer, 
Dr.  Klejer,  Frankfurt  a.  M.  FiBcherfeldstrasBe  16,  entgegen  und  wird  deren  Erledigang 
thunlichst  berücksichtigt. 

Stuttgart  Die  Yerlagshandlung. 
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!<cliiefwinkligen  Dreiecks? 


Figur  31. 


5).  Ueber  die  Berechnnng  des  schiefwinkligen  Dreiecks. 

Frage  15.    Auf  welche  Weise  be- 
zeichnet man  in  der  ebenen  Trigono-       Anflüsnng.  Wie  bereits  in  Antwort 
raetrie    die    Bestimmungsstttcke    eines  der  Frage  5  angedeutet,  bezeichnet  man, 

siehe  die  Figuren  31  und  32,  die  Be- 
stimmungsstücke  eines  schiefwink- 
ligen Dreiecks  wie  folgt: 

Die  drei  Seiten  bezeichnet  man  mit 
den  kleinen  lateinischen  Buchstaben  a, 
b  und  c ;  die  drei  Ecken  bezeichnet  man 
mit  den  grossen  lateinischen  Buch- 
staben A,  B  und  C,  und  zwar  so,  dass 
die  Ecken  mit  den  ihnen  gegenüber- 
liegenden Seiten  gleichnamige  Buch- 
staben erhalten;  die  drei  Winkel  schliess- 
lich bezeichnet  man  mit  den  griechischen 
Buchstaben  a,  ß  und  y,  und  zwar  so, 
dass  die  Winkel  mit  den  ihnen  gegen- 
überliegenden Seiten  ebenfalls  gleich- 
namige Buchstaben  erhalten. 


Frage  16.  Wieviele  und  welche 
Hanptfalle  kommen  bei  der  Berechnung 
mes  schiefwinkligen  Dreiecks  in 
bezug  auf  die  gegebenen  Bestimmungs- 
stücke in  Betracht? 


Figar  32. 


Antwort.  In  bezug  auf  die  ge- 
gebenen Stücke  kommen  bei  der  Be- 
rechnung eines  schiefwinkligen  Dreiecks 
fünf  Hauptfälle  in  Betracht,  nämlich: 

1)  es  können  gegeben  sein  eine  Seite 
und  zwei  Winkel. 

Dieser  Fall  läset  in  bezng  auf  die  ge- 
gebenen Winkel  zwei  Nebenfälle  za,  nämlich: 

a)  es  können  gegeben  sein  eine  Seite,  ein 
derselben  anliegender  und  der  derselben 
gegenüberliegende  Winkel 

mid 

b)  es  können  gegeben  sein  eine  Seite  und 
die  beiden  derselben  anliegenden  Winkel. 

Der  erste  dieser  NebenfäUe  Iftsst  in  bezug 
auf  die  yerschiedenen  Seiten  eines  Dreiecks  fol- 
gende spedelle  weitere  Nebenfälle  zu: 

u)  es  können  die  Seite  a  u.  die  Winkel  au./? 
oder 


n 


a 


n 


n 


n 


n 


n 


n 


n 


n 


r» 


n 


n 


€C 


a 


ß 


ß  „r 


n      n 


n 


n 


a 


n 
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ß)   « 
oder 

y)  « 

oder 

^)   « 
oder 

^)  „ 
oder 

gegeben  sein. 

Der  unter  b)  erwähnte  zweite  Nebenfall  lässt 

in  bezug  auf  die  verschiedenen   Seiten  eines 

Dreiecks  folgende  specielle  weitere  NebenfäUe  zu : 

4 


ß  «  Y 
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«)  es  können  die  Seite  a  n.  die  Winkel  ß  a.  y 

Ä  .  .  „  „  6  ,  ,  r  "r:  I 
oder  ! 

y)  .  .  ,  „  c  „  ,  .  «  .  ^ 
gegeben  sein. 

2)  es  können  gegeben  sein  zwei  Sei- 1 
ireieck;  dieselben  lanten:  ten  Und  der  von  beiden  eingeschlossene 

Winkel.  ' 

nTm"einTDr^L?'so  I*'«»«'"  ^*^'  '''»«»   '°  »»«^^  ««^  ^^  ^*^-  , 

e  Seite  und  die  beiden  schiedenen    Seiten    eines   Dreiecks    folgende 

nkel  im  andern  Dreieck."  speeielle  NehenfiÜle  zu:                                      | 

;  ein  Dreieck  voHkommen  «)  ea  können  die  Seiten  nn.  6  n,  der  WinlHl; 

äite  and  zwei  Winkel.  oder 

ongnient,  wenn  zwei  Sei-       oder  I 

ED  eingeschlossene  Winkel  y)r       ,-        r        -^rfr.!-         -     •'■ 

eck  so  gross  sind  als  in       gegeben  sein. 

3)  es  können  gegeben  sein  die  Ath< 
_  _.  Seiten;  und 

si-  4)  es  können  gegeben  sein  zwei  Seiren 

.  und    der  der    grösseren    von    beiden 
':°£Srgr.tS.°d  gegeiüterUegende  WinteL 
Dreieck."  Dieser  Fall  lüsst  in  bezog  anf  die  ver- 

bein Dreieck  Tollkonimen  Bcliiedenen   Seiten    eines  Dreiecka    folgende 
>iten.  speeielle  KebenßUle  zu; 

(i)  unter  der  Voranasetzun^,  dass  a'P'biii 
ongruent,  wenn  zwei  Sei-  kOnnen  gegeben  sein  die  Seiten  a  und  I 

ffrCsBeren  Ton  beiden  und  der  Winkel  a; 

Winkel    in    dem   einen  ß)  unter  der  Vorauasetzung,  dass  6  <  a  isi 

lind  als  zwei  Seiten  und  können  gegeben  sein  die  Seiten  n  nnd  * 

n  von  beiden  gegenüber-  ^nd  der  Winkel  ß ; 

n  andern  Dreieck."  ^j  ^^^^  ^^^  Voraussetzung,  dws  a  >  r  i?i. 

t  ein  Dreieck  Tollkonuoen  können  gegeben  sein  die  Seiten  n  and  ■ 

eilen  und  den  der  gros-  nnd  der  Winkel  «; 

enüberliegenden  Winkel.  gy  ^^^^  j^  Voraussetzung,  dass  c  >  «  U 

iinen.Dre.eck  zw«  Seiten  j.^^^^^  ^^^  ^^^  ^  g^t^„  ^^^  , 

n  von  beiden  gegenüber-  j  der  Winkel  ,-; 

en,  so  ergeben  sich  stets  ,  ,     -^  1  ,       , 

e  den  Bedineungen  ent-  0  »nter  der  Voraussetzung,  dass  6  >  r  i*t 

können  gegeben  sein  die  Seiten  b  m\ä  - 
rbflcher  der  Planimetrie.)  "»"l  <•"  W'»''*'  ß' 

7l)  unter  der  Vorauasetzung,  dass  c  ^  I>  i»t. 

können  gegeben  sein  die  Seiten  b  nnd  - 

nnd  der  Winkel  y. 

5)  es  können  gegeben  sein  zwei  Seitf  n 
und  der  der  kleineren  von  beiilt-n 
gegenüberliegende  Winkel  (».die  Erkl.Tfi. 
Dieser  Fall  lUsst  in  bezug  auf  die  ver- 
schiedenen Seiten  eines  Dreiecka  folgendf 
speeielle  Nebenfiüle  zu: 

a)  unter  der  Voraussetzung,  dass  a<^b  L-i. 
können  gegeben  sein  die  Seiten  a  und  '' 
nnd  der  Winkel  «; 
ß)  unter  der  Voraussetzung,  dass  b  <|  a  ist. 
können  g^ben  aein  die  Seiten  a  nnd  '' 
nnd  der  Winkel  ß: 
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Frage  17,  In  welcher  Weise  findet 
die  Berechnung  eines  schiefvnnkligen 
Dreiecks  statt? 


y)  unter  der  Voraussetzung, 
können  gegeben  sein  die 
und  der  Winkel  o; 

9)  unter  der  Voraussetzung, 
kiJnnen  gegeben  sein  die 
und  der  Winkel  y\ 

i)  unter  der  Voraussetzung, 
können  gegeben  sein  die 
und  der  Winkel  fi\ 

Tj)  unter  der  Voraussetzung, 
können  gegeben  sein  die 
und  der  Winkel  y. 


dass  a<^c  ist, 
Seiten  a  und  c 

dass  c<Ca  ist, 
Seiten  c  und  a 

dass  h<^c  ist, 
Seiten  h  und  c 

dass  c^h  ist, 
Seiten  b  und  c 


Antwort,  Die  Berechnung  eines 
schiefwinkligen  Dreiecks  findet  in  der 
Weise  statt,  dass  man  nach  bekannten 
trigonometrischen  Sätzen  (s.  die 
Antwort  der  Frage  18)  zwischen  den 
gegebenen  und  durch  allgemeine  Zahl- 
zeichen bezeichneten  Stücken  und  zwi- 
schen den  gesuchten  Stücken  Relationen, 
Beziehungen  oder  Gleichungen  aufzu- 
stellen sucht  und  dieselben  in  bezug 
auf  die  gesuchten  Stücke  auflöst;  hierbei 
aber  stets  im  Auge  behält,  dass  man 
für  die  gesuchten  Stücke  solche  Aus- 
drücke oder  Formeln  erhält,  auf  welche 
sich  die  logarithmischen  Sätze  anwenden 
lassen,  damit  bei  numerischen  Aus- 
rechnungen, wenn  also  für  jene  allge- 
meine Zahlzeichen  specielle  Zahlenwerte 
gesetzt  werden,  die  Vorteüe,  welche  die 
Rechnung  mittels  Logarithmen  bietet, 
benutzt  werden  können. 


Frage  18,  Welches  sind  und  wie 
heissen  die  zwei  trigonometrischen 
Fundamentalsätze,  welche  der  Be- 
rechnung eines  schiefwinkligen  Dreiecks 
za  Grunde  liegen;  imd  durch  welche 
Formeln  werden  diese  Sätze  symbolisch 
dargestellt? 

Md.  80.  Aus  der  nebenstehenden  Fonnel  86 
ergeben  sich  die  specieUeren  Formeln: 

Formel  86b.      a:b  =z  sin« : sin/9 

Foraiel  86c.      a:c  =.  sin»  : siny 

forael  86d.      6 :  c  =  sin/J :  sin^' 

Erkl«  81.  Die  Erfindung  der  so  wichtigen 
Sinnsregel,  ans  welcher  man  auch  auf  ana- 
lytische Weise,  wie  in  Antwort  der  Frage  20 
ifl  dem  Beweis  n  gezeigt  ist,  die  Kosinus- 
f^gel  ableiten  kann,  schreibt  man  den  Ara- 
oern  zu. 


Antwort.  Die  zwei  wichtigsten 
trigonometrischen  Sätze,  welche  der 
Berechnung  eines  schiefwinkligen  Drei- 
ecks zu  Grunde  liegen,  sind: 

a)  der  Sinussatz   oder    die   Sinus- 
regel und 

b)  der  Kosinussatz  oder  die  Kosinus- 
regel. 

Die  Sinusregel  lautet: 

,.In  jedem  Dreieck  verhalten 
sich  die  Seiten  wie  die  Sinus  der 
den  Seiten  gegenüberliegenden 
Winkel." 

In  Rücksicht  der  in  Antwort  der 
Frage  15  gegebenen  Bezeichnung  der  Be- 
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rie  lehrt,  dass  in  stimmungsstäcke  eines  Dreiecks,  sjehf 

nnk^iSiÄ  '^'^  Figuren    33   und  34,    wird    diese 

ch  der  gröBaeren  Sinusregel  symbolisch  darch  die  For- 

1  gegenaber  liegen  mein : 
ehrt  aber  nicht,  in 

aiesesAb"  «"ler: 
Inrch   die   Sinns-  « 

auBregel  ist  somit  ForniBl  DOS.  -; — - 
iiimetriBchen  Sätze  Sina 

welche  SinusformelD  heissen,   dargt- 

el  86a  ergibt  «ich,  stellt  (siehe  Antwort  der  Frage  19  und 

Tdef  Sub'Z  d*«  Erkl.  80  bis  84). 
Winkel«  dividiert,       Die  Kosinusregel  lautet: 

B  den  Oleichnngen  t      ■    j         -n      ■      i    ■    *     ■        c.    ■ 

ir  in  Antwort  der        "^"^  jedem  Dreieck  ist  eine  feeiic 

lonBtante  Quotient  gleich  -der  Summe   der  Produkte, 

ikelmodnlns  ge-  welche    gebildet    werden     ans    ie 

l!Ä'?^fh^«n  einer    der    beiden    andern    Seiten 

:  des  dem  Dreieck  ^^°  dem  Kosinus  des  Winkels,  we.- 
chen   diese   betreffende  Seite   mit 

el  findet  dann  An-  jener  Seite  bildet 
L"lQ?*naS5le       ^^^^  Kosinusregel  wird,  siehe  di. 

ist,  also:  Figuren  33  und  34,   symbolisch  dnnh 

•ine'Seite  und  zwei  die  analogen  Formelnr 

ifgabe  117)  Formel  87.    a  =  i-cosy+ccosf* 

:  gegenüberliegen-  FomielSTa.  6  =  rt-COSy  +  r-COSc 

id  das -riene,  jene  Formsl  87h.   c=  a-C0Sß-\-b-COSa 

AgesnchtiBt.  dargestellt,    welche    Kosinusformelii 

86mid87,  dorch  [leiggen    (siehe  Antwort  der  Frage  -je 
la    die   Kosinus-         ,    -,■     4-<  •  •    „.  <  ■     ._,  ^ 

t  werden,  heisaen  "°<i  ^^  Erkl.  85  bis  87). 

oder  Grnndglei- 
ile  derselben  jedes 
nn  sind  in  einem 
.,  80  sind  in  Bltck- 
el  stets  ^eich  der 
a  ZD  2K  ist.  nur 
1  zwei  der  in  den 
tenen   Gleidinngen 


stehender  Autwort 
I  87  haben  Gfiltig:- 
iJi,  auf  welche  sie 
oder  ein  stnmpf- 
nd  ein  besonderes 
Kbenkliges.gleich- 
iF  orten  der  Fragen 

iiansregel,  siehe 
de  Seite  durdi  die 
nden  Winkel  ans- 
le  direkte  Anwen- 
DJsch  unbequem 


üeber  die  BerechnuBg  des  schiefwinkligen  Dreiec)is. 


53 


Frage  19.  In  welcher  Wei^e  kann 
man  die  Richtigkeit  der  in  vorstehender 
Antwort  erwähnten  und  dnrch  die  For- 
meln: 

Formel  86,     a:b:c  =  sma: sin/9 : sin^ 

oder 

Formel  86a.  -^  =  -r-^  =  -^ 

sina      sm/9      sin^^ 

symbolisch    dargestellten   Sinusregel 
nachweisen? 


Fignr  83. 


u .. 


Antwort  Die  Richtigkeit  der  in 
voriger  Antwort  erw^ähnten  und  durch 
die  Formeln: 

Formel  86.     a:b:c  =  sina : sin/? : siny 
oder 

Formel  86  a.  -t^  =  -r—z  =  -^ 

sma      sm/?      smy 

symbolisch  dargestellten  Sinusregel 
kann  man  auf  folgende  Arten  nach- 
weisen : 

Beweis  1. 

A).  für  ein  spitzwinkliges  Dreieck. 

Hat  man,  siehe  Figur  33,  das  Drei- 
eck ABC,  ia  welchem  sämtliche  Winkel 
spitze  Winkel  sind,  und  man  fällt  z.  B. 
die  zu  a  gehörige  Höhe  h,  so  entstehen 
die  beiden  rechtwinkligen  Dreiecke 
ADB  und  ADC,  Nach  Antwort  der 
Frage  6  erhält  man  aus  dem  rechtwink- 
ligen Dreieck  -4Z>jB  die  Relation: 

^        c 
und  hieraus  ergibt  sich  für  die  Höhe  h: 

a)  .  .  .  A  ==  c- sin/9  (s.  auch  die  Erkl.  50) 

In  analoger  Weise  erhält  man  aus 

dem  rechtwinkligen  Dreieck  ADC  die 

Relation: 

h 
smy  =  y 

und  hieraus  ergibt  sich  für  die  Höhe  h : 

b)  .  .  .  A  =  6«siny  (s.  auch  die  Erkl.  50) 

Aus  den  Gleichungen  a)  und  b)  er- 
gibt sich  die  Gleichung: 

J'Siny  =  c-sin/S 

und  hieraus  erhält  man  die  Proportion: 

1  *)       = 

^  *  '  sin/9      siny 

oder  auch  die  Proportion: 


1) 


b_ sin/9 

c       sin  y 

Fällt  man  ferner  in  dem  Dreieck 
ABC  noch  eine  zweite  Höhe,  z.  B.  die 
zur  Seite  b  gehörige  Höhe  ä^,  so  ent- 
stehen die  beiden  rechtwinkligen 
Dreiecke  BFA  und  BFC.    Wie  vorhin 
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erhalt  man 
Relationen: 

aus  diesen  Dreiecken  die 

hrere  gleiche  Ver- 
z.  B.  lie  gleicben 
len  VerbältDiaae): 

17 

94  ' 

und 

sina  =  ^                     ' 

siny  =  ^ 

a                        1 

bezw. 

die  Eelationen: 

c).. 

.  A,= 

:c-5ina   1 

ixuci,  das  Oleich- 

und 

(B.andi<lieErkl.BU) 

d)  .  .  .  Ä,  =a-smy   I  I 

;i2.  =  iL— ...  und  aus  diesen  Gleichungen  ergibt  sich' 

^       **  die  weitere  Gleichung:                           , 

d  ^  (i-siny^  c-sinc 

"  ~  und  hieraus  erhält  man  die  Proportion:! 

ärbindimg  mehrerer  „              „                             I 

lUtnüse  oder  Qno-  g»)  ,  .  _: —  =  _..  . 

Dportion.  sin«       sin^                        i 

[erteilten  laufenden  oder  auch  die  Proportion: 
gevähnbcb  in  der 

2-1  Ü  =  ?H?  I 

2;4-.6:20:34  '      '  '  '    c         siuy 

Aus  den  Gleichungen  1»)  und  2')  er- 
'■'•"  gibt  sich  nunmehr,  dass 

irtionen,  welche  die  a  b  c  I 

Form  haben,  Lann = ^ \ 

I  Proportionen  inb-  sina       sinß       sin/ 

?CiSehn  Ts1eh2  ^^  ^^^  ^'^^^  laufenden  Proportion 
bme^  bezw.  das  €>'^t  man  schliesslich  nach  der  Erkl.  SS 
Encykl'opiidie.)         die  ZU  beweisende  Formel  86: 

rt:5:»;:=sina:sinj*:8inj' 
B).  für  ein  stumpfwinkliges  Dreieck. 
Hat  man,  siehe  Figur  34,  das  Dreieck 
ABC,  in  welchem  der  Winkel  y  tin 
stumpfer  Winkel  ist,  und  man  fällt 
eine  der  Höhen,  die  zu  den  diesen  stum- 
pfen Winkel  einschüessenden  Seiten  g<~ 
hören,  z.  B.  die  zu  BC  gehörige  HöheA. 
so  entstehen  die  beiden  rechtwinkligon 
Dreiecke  ÄDB  und  ÄDC. 

Nach  Antwort  der  Frage  6  erhält 
man  aus  dem  reditwinkligen  Dreieik 
ADB  die  Relation: 

■    ^       A 

sinÄ  =  — 

•^       c 

nnd  bierans  ergibt  sich  für  die  Höhe  h; 
f)  .  .  .  A  =  c-sin^  (8.  aach  die  ErkL  50) 

Femer  erhält  man  ans  dem  recht- 
winkligen Dreieck  ADC,  in  welchem 
der  an  der  Ecke  C  liegende  Winkel  al- 
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Figur  34. 


Supplementwinkel  des  Winkels  y 

=  2R—y 
ist,  die  Relation: 

sm(2Ä-y)  =  A 

oder,  da  nach  dem  in  der  Erkl.  ^^  er- 
wähnten goniometrischen  Satz  für 

sin(2Ä — y)  =  siny 

gesetzt  werden  kann,  die  Relation: 

h 
smy  =  j 

und  hieraus  ergibt  sich  für  die  Höhe  h: 

g)  .  .  .  A  =  b'Siny  (s.  auch  die  Erkl. 50) 

Aus  den  Gleichungen  f)  und  g)  folgt 
nunmehr  die  Gleichung: 

6-siny  =  c-sin/? 

und  hieraus  erhält  man  die  Proportion: 

.  b    c 

^        smß      smy 

oder  auch  die  Proportion: 

b  _sinj^ 

^  c       siny 

[vergleiche  hiermit  die  vorstehende  Pro- 
portion 1)]. 

Fällt  man  femer  in  dem  Dreieck 
ABC,  siehe  Figur  34,  no<;^  eine  zweite 
Höhe,  z.  B.  die  zur  Seite  b  gehörige 
Höhe  Äp  so  entstehen  die  beiden  recht- 
winkligen Dreiecke  BFA  und B FC.  Wie 
vorhin  erhält  man  aus  dem  Dreieck  BFA 
die  Relation: 

sma  =  ~ 
woraus  sich: 

h)  .  .  .  Aj  =  C'Sina  (s.  auch  die  Erkl.  50) 

ergibt ;  femer  erhält  man  aus  dem  Drei- 
eck BFC,  in  welchem  der  an  der  Ecke  C 
liegende  Winkel  BCF  als  Supplement- 
winkel des  Winkels  y  =  2B  —  y  ist 


sin  (2  R 


'^        a 


oder  da  nach  dem  in  der  Erkl.  66  er- 
wähnten Satz 

sin(2Ä  —  y)^  siny 


ist: 


siny  =  — 


woraus  sich: 
i)  .  .  .  h^  =  a-siny  (s.auch  die  Erkl. 50) 
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Figur  35. 


ergibt.    Aus  den  Gleichungen  h)  und  i) 
folgt  die  Gleichung: 

a-siny  =  c-sin« 
und  aus  dieser  Gleichung  ergibt  sich 
die  Proportion: 


a 


4*"^  = 

^C        I       .       •  .  ^— . 


Figur  36. 


Erkl.  89«  Ein  planiinetrischer  Lehrsatz  heisst : 

„AUe  Peripheriewinkel  eines  Kreises  über 
einem  Durchmesser  desselben  sind  rechte 
Winkel." 
(Siehe  Kleyers  Lehrbücher  der  Planimetrie.) 

Erkl«  90.  Ein  planimetrischer  Lehrsatz  heisst : 

„Alle  Peripheriewinkel  eines  Kreises  (oder 
kongruenter  Kreise)  Über  ein  und  dem- 
sdben  Bogen  sind  einander  gleich." 
(Siehe  Kleyers  Lehrbücher  der  Planimetrie.) 


siuä       siny 
oder  die  Proportion: 

.  a sincf 

^  c       sm  y 

Wie  vorhin  aus  den  Proportionen  1^) 
und  2*)  ergibt  sich  auch  aus  den  Pro- 
portionen 3*)  und  4*)  die  laufende  Pro- 
portion: 

a    h    c 

sin  a       sin/^       sin  y 

welche  man  nach  der  Erkl.  88  in  der 
Form: 

a :  6 :  c  =  sin« :  smß :  siny 

schreiben  kann.  Der  durch  die  Formeln 
86  symbolisch  dargestellte  Sinussatz 
hat  somit  sowohl  für  spitzwinklige  al> 
auch  für  stumpfwinklige  Dreiecke 
volle  Gültigkeit  (s.  Erkl.  86). 

Beweis  II.  Beschreibt  man,  siehe  die 
Figuren  35  und  36,  um  das  Dreieck -4  5^ 
einen  Kreis  und  zieht  durch  einen  der 
Eckpunkte,  z.  B.  durch  A  den  Durch- 
messer A  D  und  verbindet  den  Endpunkt 
D  dieses  Durchmessers  mit  C  (und  mit  B), 
so  erhält  man  nach  dem  in  der  ErkL  89 
angeführten  planimetiischen  Satz  das  bei 
C  rechtwinklige  Dreieck  ACD,  in  welchem 
nach  dem  in  der  Erkl.  90  angefflhi-t-en 
planimetrischen  Satz  der  Winkel  AD( 
gleich  dem  Winkel  ß  ist.  Aus  diesem 
rechtwinkligen  Dreieck  ergibt  sich  nach 
Antwort  der  Frage  6,  wenn  man  die 
Seite  AD  desselben,  welche  gleich  dem 
Durchmesser  des  Kreises  ist,  mit  d  be- 
zeichnet, die  Relation: 

smß  =  -^ 

und  hieraus  erhält  man: 

a)  .  .  .  a  =  -7— - 
^  smß 

In  analoger  Weise  erhält  man,  wenn 
man  D  mit  B  verbindet,  aus  dem  hier- 
durch entstehenden  rechtwinkligen  Drei- 
eck ABD,  in  welchem  bei  Figur  35  der 
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Winkel  ADB  =  y  und  bei  Figur  36 
=  2Ä— y  ist  (siehe  Erkl.  91): 


ErU.  91«  Ein  planimetrischer  Lehrsatz  heisst : 

„In  jedem  Sehnenviereck  beträgt  die 
Snmme  je  zweier  gegenüberliegender 
Winkel  =  2i?.« 

Nach  diesem  Lehrsatz  ist  in  dem  Sehnen- 
viereck ^CBA  siehe  Figur  36,  Winkel  ACB-\' 
Winkel  ADB  =  2i?,  da  nun  -^  ACD  =  y, 
s-  ist  ^  ADB=i  2E  —  y. 


siny  = 


y  =  -^  (8.  Erkl.  92) 


oder 


b)  .  .  .  rf  = 


siny 


ErU«  92.    Aus  dem  bei  B  rechtwinkligen 
Dreieck  der  Figar  36  erhält  man: 

8in(2i?~y)  =  -^ 

oder  da  nach  der  Erkl.  66: 

sin  (2  i?  —  y)  =  sin  y  ist : 
c 


Ebenso  erhält  man,  wenn  man  durch 
einen  der  andern  Eckpunkte  des  Dreiecks 
einen  Durchmesser  zieht  und  sich  in  ana- 
loger Weise  ein  rechtwinkliges  Dreieck 
bildet,  die  Relation: 

c)  .  .  .  d  =  -; — 
^  sin« 

Aus  den  Oleichungen  a)  bis  c)  folgt 

a    b    c 

sin«       sin/^      siny 

oder  nach  der  Erkl.  88: 

a :  6 :  e  =  sina :  sin/9 :  siny 

nämlich  die  zu  beweisende  Formel  86. 


Frage  20.  In  welcher  Weise  kann 
mn  die  Richtigkeit  der  in  Antwort  der 
Frage  18    erwähnten    und    durch    die 

Formeln : 

Formel  87.     a  =  bcosy-^ccosß 
Formel  87a.  fc  =  a-cosy-|-c-cosa 
Formel  87b.   c  =  flr.cos/?-j-6*cosa 

^mbolisch  dargestellten  Eosinusregel 
nachweisen? 


Figur  87. 


Antwort.  Die  Richtigkeit  der  in 
Antwort  der  Frage  18  erwähnten  und 
durch  die  Formeln  87  symbolisch  darge- 
stellten Kosinusregel  kann  man  auf  fol- 
gende Arten  nachweisen: 

Beweis  I 

(synthetisdier  Beweis,  s.  Erkl.  98). 

A).  für  ein  spitzwinkliges  Dreieck. 

Ist,  siehe  Figur  37,  ABC  ein  Dreieck, 
in  welchem  die  beiden  der  Seite  a  anliegen- 
den Winkel  spitze  Winkel  sind,  und  man 
fällt  die  zu  a  gehörige  Höhe  A,  so^wird 
die  Seite  a  in  die  beiden  Abschnitte 
m  und  n  zerlegt  Für  diese  Abschnitte 
m  und  n  erhält  man  aus  den  rechtwink- 
ligen Dreiecken  ADB  und  ADC  die 
Relationen : 


cos/?  = 


und 


bHC 


c 


n 


und 


cosy  =  y 

Aus  denselben  ergibt  sich: 
a)  .  .  .  w  =  C'COBß 


b) 


n  =  6.cosy 


(siehe  die 
Erkl.  51) 
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Figur  38. 


m. *• 


Erkl«  98.  In  der  Mathematik  versteht  man 
unter  einem  synthetischen  Beweis  einen  sol- 
chen, bei  welchem  man  von  den  gemachten  Vor- 
anssetznngen  (der  Annahme,  der  Hypothesis) 
ausgeht,  nm  zn  der  zu  beweisenden  Aussage 
(der  Thesis)  zu  gelangen  und  zwar  im  Gegen- 
satz zu  dem  sog.  analytischen  Beweis,  bei 
welchem  man,  umgekehrt,  die  gemachte  Aussage 
einstweilen  als  richtig  annimmt  und  durch  logische 
Folgerungen  auf  einen  bereits  bewiesenen  Satz 
zu  kommen  sucht. 

Unter  einem  analytischen  Beweis  versteht 
man  auch  in  der  Mathematik  und  zwar  in  der 
Geometrie  einen  solchen,  bei  welchem  die 
Richtigkeit  der  gemachten  Aussage  lediglich 
durch  Bechnung  bewiesen  wird  und  zwar  im 
Gegensatz  zu  solchen  Beweisen,  die  mittels 
Hülfe  von  Figuren  und  bewiesener  geo- 
metrischer Sätze  geführt  werden. 


Durch  Addition  dieser  Gleichongeu 
erhält  man: 

n-\-m  =  J-cosy-|-c«cos/S 
oder,   wenn  man  berücksichtigt,    da^N 
n-f-m  =  a  ist: 

1)  ,  .  .  a  =  6.cosy-|-^'^s/? 

B).  für  ein  stumpfwinkliges  Dreieck. 
Ist  femer,  siehe  Figur  38,  ABC  ein 
Dreieck,  in  welchem  einer  der  beiden  der 
Seite  a  anliegenden  Winkel,  z.  B.  der 
Winkel  y  ein  stumpfer  Winkel  ist,  uii 
man  fallt  die  zu  a  gehörige  Höhe  h,  so 
erhält  man  die  rechtwinkligen  Dreiecke 
ADB  und  ADC;  bezeichnet  man  die 
Katheten  BD  und  CD  dieser  Dreiecke 
mit  m  und  w,  so  ergibt  sich  aus  dem  recht- 
winkligen Dreieck  ADB  die  Relation: 

'^        c 
und  hieraus  erhält  man: 

c)  .  .  .  m  =  C'COSß  (s.  Erkl.  51) 

femer  ergibt  sich  aus  dem  recht\^ink- 
ligen  Dreieck  ^Z>C  die  Relation: 

cos(2Ä  — y)  =  y 

und  hieraus  erhält  man: 

n  =  Ä .  cos  (2  J?  —  y)  (s.  Erkl.  51) 

oder,  wenn  man  berücksichtigt,    dass 
nach  der  Erkl.  94: 

cos  (2Ä  -—  y)  =  —  cos  y 

gesetzt  werden  kann,  die  Relation: 

d)  .  .  .  «  ==  —  b*c/osy 

Durch  Subtraktion  der  Gleichung  A) 
von  Gleichung  c)  erhält  man: 

m  —  H  =  C'COSß  —  ( — b'Cosy) 
oder 

m  —  n  =  (••cos/J-j-J'COSy 

oder,   wenn  man  berücksichtigt,    das< 
m  —  n  =  a  ist: 

2)  .  .  .  a  =  6«cosy-(-c-cos/^ 
nämlich  abeiinals  die  Formel  87. 

In  ganz  derselben  Weise  kann  man 
die  Richtigkeit  der  Formeln  87  a  und 
87  b  nachweisen,  woraus  sich  die  Richtig- 
keit der  Kosinusregel  ergibt 

Beweis  II 

(analytischer  Beweis,  s.  Erkl.  93). 

Nacli  dem  in  Antwort  der  Frage  IS 
aufgestellten  Sinussatz  ist: 
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a 


also 


Erkl«  M«    Ein  goniometrischer  Satz  heisst: 

«Der  Eosiniis  eines  stampfen  Winkels 
ist  gleich  dem  negativen  Kosinus  dessen 
Supplementwinkel.'' 

Bezeichnet  man  mit  /  einen  spitzen,  also 
mit  (2Ä  —  y)  einen  stumpfen  Winkel,  so  ist 
nach  diesem  Satz: 

cos  (2/2  —  y)  =  — -  cosy 

(Siehe  die  Formel  20  in  Kleyers  Lehrbuch 
der  GoniometTie.) 


a)  .  .  .  a  = 


sma 
sin/9 

&-sina 
sin/9 


a 


Erfcl.  95«  Eine  goniometrische  Formel  heisst : 

an  (a -f- ^)  =:  sin  ft  cos  ^ -j- cos  a  sin  ^ 
(debe  Formel  41  in  Kleyers  Lehrbuch  der  Go- 
BioiDetrie.) 


a 


Berücksichtigt  man  nunmehr,  dass  man 
nach  der  Erkl.  66  und  in  Rücksicht,  dass 
a  und  (ß  +  y)  Supplementwinkel  sind 

sina  =  sin(/9-|-y) 

setzen  kann,  so  erhält  man: 

b'9,in{ß-\-y) 

sin/9 

entwickelt  man  nunmehr  sin(/9-p7)  nach 
der  in  der  Erkl.  95  angeführten  gonio- 
metrischen  Formel,  so  erhält  man: 

fe«(gin/9co8y-|-cos/9siny) 

sin/9 
oder 

ftsin/9cos/  .   &cos/9siny 

sin/9       '        sin/9 

b)  .  .  .  a  =  6.cosyH — r-'C0S/9 

^  ^   '     sin/9         ^ 

Da  femer  nach  dem  Sinussatz: 

c  siny 

b       sin/9 
6  sin  y 

sin/9 

gesetzt  werden  kann,  so  erhält  man  in 
Rücksicht  dessen  aus  Gleichung  b): 

a  =  6«cosy-|-C'C08/9 

nämlich  die  zu  beweisende  Formel  87. 


also 


Frage  21.  Welche  weiteren  tri- 
gonometrischen Sätze  kommen  bei 
der  Berechnung  eines  schiefwinkligen 
Dreiecks  hauptsächlich  zur  Anwendung, 
wie  heissen  dieselben  und  durch  welche 
Formeln  werden  sie  symbolisch  dar- 
gestellt? 


Antwort  Bei  der  Berechnung  eines 
schiefwinkligen  Dreiecks  kommen  im 
weiteren  hauptsächlich  folgende  trigono- 
metrische Sätze  zur  Anwendung: 

1)  der  Projektionssatz,  auch  der 
Carnot  sehe  Satz  oder  der  allge- 
meine pythagoreische  Lehrsatz 
genannt ; 

2)  die  Mollweideschen  Sätze  und 

3)  der  Tangenten-  oder  Tangential- 
satz. 

Der  Projektionssatz  lautet: 

„In  jedem  Dreieck  ist  das  Qua- 
drat einer  Seite  gleich  der  Summe 
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der  Quadrate  der  beiden  andern 
Seiten  vermindert  um  das  doppelte 
Produkt  aus  diesen  beiden  Seiten 
und  dem  Kosinus   des  von  ihnen 
eingeschlossenen  Winkels." 
Erld.  96.    Der  iji  nebenstehender  Antwort        jjj    Rücksicht    der    in   Antwort    der 
aufgestellte  Projektionssatz,  welcher  durch  ^^        --    ^^^^i.^^^^   -d^-^;«!,,,«««,  a^^ 
die  sogen,   quadratischen   Fundamental-  Frage    15   gegebenen  Bezeichnung  der 
gleichungen,  bezw.  durch  die  Quadraten-  Bestimmungsstücke  eines  Dreiecks,  wird 
formein,  siehe   die  Formeln  88,  symbolisch  dieser  Projektionssatz,  siehe  die  Figuren 
dargesteUt  ist    wu^e  von  dem  Mathematiker  31  und  32,  symboüsch  durch  die  Formeln: 
Camot,  gestorben  1823  zu  Paris,  in  semer  Schrift:  i«o9 

,, Geometrie  de  position  1803,  zuerst  angegeben  Formel  88.      a^  =  b^ -\-c^ —2bC'C0Sa 

und  wird  deslialb  nach  ihm  auch  der  Camot sehe   pgf mQl  88a.   b*  =  a^-{-c^ 2a c- COS 3 

Satz  genannt.  .  .-».'•  *».,.  , 

Formel  88b.  r*  =  0*  +  * — 2afc-cos-/ 
^^}Si'J\  ^?^?•  «^«^^»8^\«»^«J.  ^^"^^^  dargesteUt,  welche  auch  den  Namen  ,die 

vorgeführte  Projektionssatz  hat  diesen  Na-         ®j_    i.:«^v^«  t7»„«^«w.^«4.«  i«.i^; 
inen  von  seiner  ursprünglichen  Herleitung  er-   quadratlSCheuFundamentalglei- 

halten  (s.  Beweis  I  in  Antwort  der  folgenden  chungen"  oder  die  „Quadratenfor- 
Frage),  da  bei  demselben  die  Projektion  einer  mein"    führen   (siehe   die   ErkL  96   bis 
Seite  des  Dreiecks  auf  die  andere  Seite,   siehe    jqq  ^j^  die  Antwort  der  Frage  221 
Erkl.  112,  in  Sprache  kommt.  ^^         ^ 

ErkL  98«     Der  Projektionssatz,  siehe        Die  Mollweidescheu  Sätze  lauten: 

nebenstehende  Antwort,  heisst  auch    „allge-         -v       t       '^.a Tk^i^^i,    ^^usu 

meiner   pythagoreischer  Lehrsatz",    da         D     M    jedem    Dreieck    verhält 
sich  aus  demselben  der  pythagoreische  Lehrsatz   Sich  die  Summe  zweier  Seiten  zur 

ableiten  lässt;  setzt  man  nämlich  z.  B.  in  der  dritten  Seite  wie  der  Eosinus  der 

Formel  88    «  =  90«  und  berücksichtigt  man,  halben  Differenz  der  dieser  Seite 

dass  nach  der  ErW^99^  ^  anliegenden  Winkel  zum  Kosinus 

v»i*       ^?   ^  ,  ^.  der  halben  Summe  dieser  Winkel- 

ist,  so  erhält  man  die  Beiation:  ^ 

....,,        ^,        •  u     T  1.    *  2)     Jn   jedem   Dreieck   verhält 

namhch  den  pythagoreischen  Lehrsatz.  ^.^^  ^V^   Differenz   zweier  Seiten 

Erkl.  99.   Die  wichtigsten  der  bei  der  Be-  z^i'   dritten  Seite   wie   der  Sinus 

rechnung  des  schiefwinkligen  Dreiecks  vorkom-   der    halben    Differenz    der    dieser 
menden    Grenzwerte    der   trigonometrischen  Seite  anliegenden  Winkel   zum  Si- 

Funktionen  sind  folgende:  ^us  der  halben  Summe  dieser  Win- 

1)     smOo  =  0  kel." 

3)  shi^soo  =  0  Diese  beiden  Sätze  werden,  siehe  die 

Figuren  31  und  32,  durch  die  Formeln: 

4)        C0800  =  +  l  . 

eJcosÄ^-l  ^»"»••89-       (a  +  b):c  =  co.^:c..^^ 

7)     tgoo  =  o  Formal  89a.    (a4-c):b  =  cos^^^^icos^^^^ 

8)  tg900  =  oo  Vi/  2  2 

9)  tg  1800  =  0  ^         .     ^.       .     .  S — y         S4-y 

^^  Formel  89b.    (6  +  c):a  =  cosLZ:costtZ 

10)      ctgOo  =  OD  2  2 

11)    ctg  900  =  0  und 

12)  ctgl80o=oo  .  «A         /         rx  .    €t  —  ß     '    ff  +  ^ 

/a- v    TTi         T  i.  u    1.  j     rL        Formel  90.      (a  —  6):c  =  sin — ^:sin — ~ 
(Siehe  Kleyers  Lehrhnch  der  Go-  ^  ^  2  2 


lüometrie,  Abschnitt  10.) 


Formel  90a.    ((/  — r):fe  =  sin^      ^:sin~ 
Formel  90b.    (&  —  r) :  g  =  siir  ~  ^ :  sin^ 
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dargestellt,  welche  nach  ihrem  Erfinder 
die  Mollweideschen  Formeln  heissen, 
(siehe  die  Erkl.  110  und  die  Antworten 
der  Fragen  23  und  24). 


Erkl«  100«  Die  quadratischen  Fundamental- 
gleichungen, siehe  die  Formehi  88,  finden,  da       Der  Tangentensatz  lautet: 
sie  logarithmisch  unbequem  sind,  weniger  j^  j^^^l^  Dreieck  verhält  sich 

eine  direkte  Anwendung  bei  etwaigen  Berech-    ,.  "ci  •       o    «j.  t\'j*j* 

nimgen,  werden  aber  vielfach  zur  Sialjtischen  dl©  Summe  zweier  Seiten  zur  Diffe- 
Herleitung  weiterer  Berechnungsformeln  für  das  renz  derselben  Wie  die  Tangens 
schiefwinklige  Dreieck  angewandt.  der  halben  Summe  der  diesen  Seiten 

gegenüberliegenden  Winkel  zur 
Tangens  der  halben  Differenz  die- 
ser Winkel." 

Dieser  Tangentensatz  wird,  siehe  die 
Figuren  31  und  32,  symbolisch  durch 
die  Formeln: 

Formel  91.   (a+6):(a.-6)=tg^^:tg^^ 

Formel  91  a.  (a+c):(a—c)==  tg^^i^ :  tg^^^ 

Formel  91  b.  (6+ c) :  (6 — c) = tg^i^ :  tg  ^-^ 
dargestellt  (siehe  die  Erkl.  111  und  die 

ErkL  101.    Den  in  nebenstehender  Antwort  Antwort  der  Frage  25). 
durch  die  Formeln  88  dargestellten  quadratischen 
Fondamentalgleichnngen  gibt  man  auch  oft  die 
Formen: 
Fwmel  88c.    o«  =  (ft  — c)2  +  45c.sin2-^ 

d.  «2  =  (ft  —  c)2  +  (2sin  4  •  V^^ 

„        e.  a2  =  (&-j-c)2  — 45c.co82-^ 

f.  a2  =  (&  -j-  c)2  —  (2cos-^  yicf 

,        g.  «2  =  (&-|-c-j-2cos-^V&c)  (&  +  C--2C08 -^\/2»c) 

,       h.    a2=[(6  +  c)sin|-]+[(5-c).cosyJ 

i.     62=  (a  — c)2  +  4acsm-'-^ 
k.    ?>«  =  («  — c)2-f  (2  sin  yV^öc)* 

I.      fe2  =  (rt-j-c)2— .4«cC082-|- 

„      in.    &2  =  (a -j- (j)2  —  (2  cos -|- "V/öc)* 


n. 


0. 


62=  (a+  c+2co8  4-V^)  (a  +  c  — 2cos-^\/oc) 
b2  =  [(a  +  c)  Bin  -Ij V  [(o  -  c)  cos  |- j* 


c«  =  (a—  6)«  +  4tt6  8m*-^ 


Ebene  Trigonometrie. 

leln,  2.  B.  der 
ans  Folgendem: 


sin*-^ 


'ormel  88  nach 


dieser  lUlation 
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Aus  dieser  Formel  88  f  folgt  nach  der  Erkl.  37 : 

uämlich  die  Formel  88  g. 

Mnltipliziert  man  femer  die  Formel  88  c  mit 

C052—  und  die  Formel  88 e  mit  sin 2—.  so  er- 

hält  man: 

fl2.co82~  =  (5  — c)2cos2-^  +  46c.sin2-^.cos2-^ 

nnd 

fl2.sm2~=  (6  +  c)2  8in2-^  — 46csin2-^.cos2-^ 

A  A  A  A 

Diese  Gleichungen  addiert  geben  die  Gleichung: 

«2.COS2  4  +  O^-Sin^ -^  =  (^  —  C)2.C0S2-?L  4- (2,  4- f)2  .  sin2^ 
A  A  A  A 

und  hieraus  erhält  man: 

'.ä(sip«|-  +  co8*-j)  =  [(6  _  c).  COS  !-]+[(&  +  <;)•  an  |-J 

oder,  wenn  man  berücksichtigt,  dass  nach  der  Erkl.  106: 

sin*-— 4- cos  2-— 1=  1  ist 

«-  =  [(&  +  c)  sin  |-J  V  \q>  -  c)  cos  1]' 

nämlich  die  zu  beweisende  Formel  88  h. 

In  ganz  analoger  Weise  kann  man  die  For- 
mel 88  i  bis  88  u  herleiten. 

Erkl«  102.     Eine    goniometrische    Formel 
beisst: 

cos  a  =  1  —  2  sin2  — 

Sa 

(siehe  Formel  51a   in   Eleyers    Lehrbuch    der 
Goniometrie). 

Erfcl*  1(MI«    Aus  der  Lehre  der  Potenzen  ist 
bekannt,  dass: 
a/  .  .  .  (rt  —  6)2  =  a2  —  2a6  -|-  62 

oder  dass: 

b»  .  .  .  (_  a  -j-  6)2  =  a2  —  2ff 6  -f  &2 

i<t.    Analog  der  Gleichung  a)  kann  man  somit 
auch: 

62  —  26c  -[- c«  =  (6  —  c)2  setzen 

^«iehe   Eleyers    Lehrbuch    der    Potenzen    und 
Wurzehi). 

Erkl.   104«     Eine    goniometrische    Formel 

heiast: 

cos  a  =:  2  C082  -- —  1 

A 

(«ehe  die  Formel  52  a  in  Kleyers  Lehrbuch  der 
Goniometrie). 

Erkl.  105.    Aus  den  Lehren  der  Potenzen 
i^  bekannt,  dass: 

a)  .  .  .  (a  +  6)2  =  a2-|-2ö6  +  62 

oder  dass 

h)  .  .  .  (_a  — 6)«  =  a2-f-2a6  +  62 


Ebene  Trigonometrie. 
;  a)  kann  man  somit 


niometriache    Formel 


t  Lehrbuch  der  Gonio- 


,  wenn  i 
setzt: 


n  88c  bis  8811  haben 
I8b  den  Vorzuff,  das« 
!  ans  zwei  Gliedern 
Fahrend  die  rechten 
ji  je  ans  drei  Glie- 
n. 

lengtehender  Antwort 
)der  CamotBche  Satz 
Antwort  der  Frage  18 
s  Eosinussatz  und 
t  auch  die  diesbezOg- 
ormeln  grenannt 
anstehender  Antwort 
lis  Sl  haben  Gültig- 
eck  ein  spitzwinh- 
nkliges  Dreieck  ist, 

den  Antworten  der 
wird. 

enstehender  Antwort 
nd  90  wurden  zuerst 
)Uweide  in  L.  Zachs 
.808aii^estel)t;  deren 

in  gpSteren  Abschnit- 

«natehender  Antwort 
latz  liefert  die  be- 
hnnng  zweier  Winkel 
stets  mit  Vort^  da 
um  die  Berechnnug 
-eiecka  bandelt. 


Icher  Weise  kann 

s  in  Antwort  der       Antwort     Die  Richtigkeit   des  in 

und    dnrch    die  Antwort  der  Frage  21  erwähnten  nnd 

durch  die  FormeUi  88  symbolisch  dar- 

-f-c*  — 2ic-cosß  gestellten  Projektionssatzes  kann 

_i_c* 2ac'C0S,^  ™*ii  *"f  folgende  Arten  beweisen: 

Beweis  I 

-)-i* —  2ai-C0S;^  (synthetischer  Beweis). 

an  Projektions-    ■*)•  ^^  «■"  spitzwinkliges  Dreieck. 

itzes  nachweisen?       ^'»ch  dem  in  der  Erkl.  112  erwähn- 
ten erweiterten  pythagoreisdten  Le)ir- 


in  Frankfurt  a.  M.  1881. 


Der  ausführliche  Prospekt  und  das  ausführliche  Inhalts- 
rerzeichnls  der  „Yollständig  gelösten  Aufgaliensammliing  von 
Dr.  Ad.  Kleycr"  kann  von  jeder  Buchliandlnng,  sowie  von  der 
ferlagshandlnng  gratis  und  portofrei  bezogen  werden. 

Bemerkt  sei  hier  nur: 

1).  Jedes  Heft  ist  aufgeschnitten  und  gut  brochiert  um  den  lofortigen  und  dauern- 
den Gebranch  zu  gestatten. 

2).  Jedes  Kapitel  enthält  sein  besonderes  Titelblatt,  Inhaltsverzeichnis,  Berichtigungen 
und  Erklärungen  am  Schlüsse  desselben. 

3).  Auf  jedes  einzelne  Kapitel  kann  abonniert  werden. 

4).  Monatlich  erscheinen  3 — 4  Hefte  zu  dem  Abonnementspreise  von  25  Pfg.  pro  Heft 

5).  Die  Beihenfolge  der  Hefte  im  nachstehenden,  kurz  angedeuteten  Inhaltsver- 
zeichnis ist,  wie  aus  dem  Prospekt  ersichtlich,  ohne  jede  Bedeutung 
fittr  die  Interessenten. 

6).  Das  Werk  enthält  AUes,  was  sich  überhaupt  auf  mathematische  Wissenschaften 
bezieht,  alle  Lehrsätze,  Formeln  und  Regeln  etc.  mit  Beweisen,  alle  praktischen 
Aufgaben  in  vollständig  gelöster  Form  mit  Anhängen  ungelöster  analoger  Auf- 
gaben und  vielen  vortrefflichen  Figuren. 

7).  Das  Werk  ist  ein  praktisches  Lehrbuch  für  Schüler  aUer  SchiQen ,  das 
beste  Handbuch  für  Lehrer  und  Examinatoren,  das  vorsüglichste  Lehrbuch 
Eum  Selbststudium,  das  vortroffUchste  Nachschlagebuch  für  Fachleute  und 
Techniker  jeder  Art. 

B).  Alle  Buchhandlungen  nehmen  Bestellungen  entgegen. 


Das  vollständige 

Inhaltsverzeichnis 

der  bis  jetzt  erschienenen  Hefte  1—160 

kann  durch  jede  Buchhandlung  bezogen  werden. 


Halbjährlich  erscheinen  Nachträge  über  die  inzwischen  neu  erschienenen  Hefte. 


Druck  toh  Carl  Ilammer  in  Stuttgart 
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255.  Heft. 


dA8  Heftes 

«ftpr. 


Ebene  Trigonometrie. 

Forts.  Ton  Heft  254.  —  Seite  65-80. 

Mit  11  FiguroD. 


Vollständig  gelösie 


Aufgaben  -  Sammlung 


-  nebst -Anhängen  ungelöster  Aufgaben,  für  den  Schul-  &  Selbstunterricht  - 

mit 

li^bfl  md  EDtTlcUnn^  der  benatzten  Situ,  Fonneln,  Regeln  In  Fragen  md  intiorten 

erl&atert  durch 

viele  Holzsclmitte  &  litliograpli,  Tafeln, 

;i    1»    u    t_        i  ftuBallenZweigen 

ca  Seebeiikiuigty  der  niederen  (Algebra,  Planimetrie,  Stereometrie,  ebenen  n.  sph&rischen 
ftigonometne,  synthetischen  Geometrie  etc.)  n.  h^Hieren  Mathematik  (höhere  Analysis, 
Wfferential- u.  Integral-Bechnung,  analytische  Geometrie  der  Ebene  n.  des  Baames  etc.);  — 
*^.^^\^;^^^^  ^er  Physik,  Meehanik.  Graphostatik,  Chemie,  GeodHsie,  Nantik, 
■tatnemat.  Geognphle,  Astronomie;  des  Maschinen-,  Straften-,  Elsenbahn-,  Wasser-, 
unokeii.  u.  Hochban's;  der  Konstmktionslehren  als:  darstell.  Geometrie,  Polar-  u, 

Parallel-PerspeetiTe,  Sehattenkonstndctionen  etc.  etc. 

für 

Schüler,  Studierende,  Kandidaten,  Lehrer,  Techniker  jeder  Art,  Militärs  etc, 

zum  einzig  richtigen  und  erfolgreiclien 

Studium,  zur  Forthfilfe  bei  Schularbeiten  und  zur  rationellen  Verwertung 

der  exakten  Wissenschaften, 
herausgegeben  von 

Dr.  Adolph  HJeyer^ 

|ag«Bl«itf  ud  Lehrer,  yereidetor  kOnigL  pT*ata.  FeldmaMer ,  yereideUr  grouh.  heuiiohn 

Oeometor  L  KImi« 

in  Frankfurt  a.  M. 
unter  Mitwirkung  der  bew&hrtesten  Er&fte. 


I 


Kbene  Trig^onometrie. 

Fortsetzung  von  Heft  254.  —  Seite  65—80.   Mit  11  Figuren. 

Znbalt: 

U.bec  die  B«rechnaag  de.  >oU«(wlnkUgeii  Dr.ieck.,  Fortietiung.  —  OelOata  Aufgaben. 


Stuttgart  1886. 

Verlag  von  Julius  Maier. 


■HB  Di«M  Aufgabensammluno  erscheint  fortlaufend,  monnUlcli  3—4  Hefte.  ■»■ 
Die  einelmn  Nauptkapltei  sind  mit  eigener  Paglnieruno  versehen,  so  dass  iedes  derselben  einen  Band  bilden  wird. 


Dan  vollafändiae  inhalisverjeichnis  der  bis  iatzl  arachiAnanßn  Haüa   1 IfiA 


faSnt  in  Franktart  a.  M.  1881. 

PROSPEKT. 

m  kein  IhDlletaes  zur  Seite  Btetit,  erscheint  monatlicli  in  3—4 
tise  TOD  2S  ^  pro  Heft  und  bringt  eiae  Sammlung  der  wichtig- 
rgrkbeo  kuB  dem  Gesanitgeblete  der  M&thematlk,  Pbj«ik, 
hte,  AslroDomie,  des  MaachlDen-,  Strossen-,  El§enbahn-, 
ie»  kODatrukttTen  Zelolmens  etc.  etc.  und  ivar  in  rollBtlBdig 
Fl^nrenf  ErkULnmgeD  cebgt  Aufabe  nnd  Eutnlckeliing  der 
I  Regeln  in  Fragen  mit  Antnorten  etc.,  bo  d&sB  die  LCtung 
kann,  bciv.  wird,  wenn  eine  grSBsere  ÄuzabJ  der  Hefte  er- 
sieh 1d  ihrer  Geanmtheit  ergänzen  nnd  alsdana  ancb  alle 
rrnndten  Matbematik   —   nach  besonderen   selbständigen  Eapi- 

ein  Anbang  von  nngelSsten  Aofgaben  beigegeben,  welche  der 
Form,  wie  die  bezflglichen  gelösten  Aufgaben)  des  Studierenden 
Icicb  Tou  den  Herren  Lehrern  für  den  Schulnntcrricbt  benatit 
Igen  hierzu  werden  spftter  in  besonderen  Heften  fOr  die  Hand  dei 
lufiae  eines  jeden  Eapitcla  gelanRen:  Tltelblntt,  Inholtsremleh- 
Kntomde  Erkllrungen  über  dos  betreffende  Kapitel  zu rAn^ab«. 
zunächst  den  HauptbeBtandtcU  des  aathematisch-nstnrwissen- 
ss  folgender  Schulen:  BealKbalen  I.  nnd  II.  Ord.,  gleich- 
erschulen,  Prl Tatsch nien ,  Ofninaslen,  KenlgrinnasIeB,  Pro- 
ieminaren,  Polytechniken,  Techniken,  Baugewerkachnlen, 
hnlen,  techn.  Vorher eltungssohnlen  aller  Arten,  geirerbllche 
enleu,  üulrergltlten,  T^nd-  und  ForstTTlssensehaftasohnlei, 
ings-An stalten  aller  Arten  als  z.  B.  für  das  FI^JUirls-Frei- 
len,  etc. 

enden  und  Kandidaten  der  mathematischen,  technischen  nod 
er,  werden  dnrch  diese,  Schritt  für  Schritt  gelSste,  Äufgabcn- 
a  ihre  in  der  Schule  erworbenen  oder  nur  gehörten  Theorien  etc 
iermit  der  Weg  zum  nnreblbaren  Auffinden  der  Losungen  der* 
Iche  sie  bei  ihren  PrOfungen  zu  lOscn  haben,  zugleich  aber  auch 
irtelt  der  mathematischen  Wissenschaften  vorgefahrt. 
dieser  Aufgabeusammlung  eine  krBfUge  Stütze  für  den  Scbol- 
ndcm  zur  Erlernung  des  praktischen  Teiles  der  mathematischen 
n  Ton  Aufgaben  —  in  den  meisten  Schulen  oft  keine  Zeit  er- 
,t  aber  dem  Schiller  bei  seinen  häuslichen  Arbeiten  eine  toU- 
&Dde  gegeben  wird,  eutspreehende  Aufgaben  zu  ISsen,  die  ge- 
Itze  etc  aninwendeu  und  praktisch  zn  Teriverten.  Inst,  Liebe 
hui -Unterricht  wird  dadurch  erhalten  und  belebt  werden, 
chlleUen,  Technlbern  und  Fachgeuossen  aller  Art,  MlUtAi« 
l  znr  Aoff^lsclinng  der  erworbenen  und  Tielleicbt  vergessenes 
dienen  und  zugleich  dnrch  ihre  praktischen  in  allen  Bemfi- 
wendnngen  einem  toten  Kapitale  lebendige  Kraft  verleihen  un^ 
1  praktlsehen  Terwertnngen  und  weiteren  Forsohnngen  geben, 
nehmen  Bestellungen  entgegen.  Wichtige  und  praktische  Auf- 
der  Bedaklion  entgegengenommen  und  mit  Angabe  der  Namen 
^en  etc.,  welche  die  Redaktion  hetreffen,  nimmt  der  Verfasser, 
.  Fiicherfeldstrasse  16,   entgegen  nnd  wird   deren   Erledigung 
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Fignr  89. 


Figur  40. 


D 


/^^A 


satz  besteht  z.  B.  für  die  Seite  a  des 
durch  die  Figur  39  dargestellten  Drei- 
ecks, welche  dem  spitzen  Winkel  a 
gegenüberliegt,  die  Relation: 


a)  . 


a' 


=:68_J-f2_2.i.m 


Kleyer,  Ebene  Trigonometrie. 


Berücksichtigt  man  nunmelir,  dass  in 
der  Figur  39  die  Projektion  m  der  Seite  c 
auf  die  Seite  h  eine  Kathete  des  recht- 
winkligen Dreiecks  BDÄ  ist,  und  dass 
man  nach  der  Erkl.  51  für  w: 

m  =  r-cosa 

setzen  kann,  so  erhält  man: 

b)  .  .  .  a*  =  6*4"^*  —  2-6rcosä 

nämlich  die  Formel  88  und  zwar  für 
den  Fall,  dass  die  Seite  a  einem  spitzen 
Winkel  gegenüberliegt. 

B).  für  ein  stumpfwinkliges  Dreieck. 

Ferner  besteht  nach  dem  in  der  Erkl.  11 2 
erwähnten  Satz  für  die  Seite  a  des  durch 
die  Figur  40  dargestellten  Dreiecks,  welche 
dem  stumpfen  Winkel  a  gegenüberliegt, 
die  Relation : 

c)  .  .  .  «2^6» 4-02  +  26. w 

Berücksichtigt  man,  dass  in  der  Fig.  40 
die  Projektion  m  der  Seite  c  auf  die  Seite  b, 
bezw.  auf  deren  Verlängerung  eine  Ka- 
thete des  rechtwinkligen  Dreiecks  BDA 
ist,  und  dass  man  somit  nach  der  Erkl.  51 
und  in  Rücksicht,  dass  der  Winkel  BAD 
=  2J? — a  ist,  ftlr  m: 

m  =  c.cos(2jB — a) 

setzen  kann,  so  geht  die  Gleichung  c) 
über  in: 

a«  =  ft«  +  c2  4-26.c.cos(2Ä  — ä) 

und  hieraus  erhält  man,  wenn  man  nach 
der  Erkl.  94: 

cos(2J?  —  a)  =  —  cosa 

setzt  und  reduziert: 

d)  .  .  .  a*  =  J*-|-c* — 26c-cosa 

nämlich  wiederum  die  zu  beweisende 
Formel  88  und  zwar  für  den  Fall,  dass 
die  Seite  a  einem  stumpfen  Winkel 
gegenüberliegt 

In  ganz  derselben  Weise  kann  man 
die  Richtigkeit  der  Formeln  88a  und  88b 
nachweisen,  woraus  sich  die  Richtigkeit 
jenes  Satzes  ergibt. 


Ebene  Trigonometrie. 

Beweis  II 

(analytischer  Beweis). 
Nach  der  in  Antwort  der  Frage  is 
angeführten  Eosinusregel  ist: 

,    .        ■   i    T  V     .  1.  ■   »  1)  .  .  .  a  =  t'COSy  +  r-cosä 

planinietrischerLelirsatzheiMt:  ^i             , 

Dreieck  ist  das  Qaadrat  über  2)  .  .  .  ö  =  ß-COSj-  +  f -coso 

gleich  der  Summe  der  Quadrate  UHU 

iÄen  andeienSeiten  vermehrt  3)  .  .  .    r  =^  a-COSß-\-b-COSa 

ndertumdasdoppelteKecht.  2iim  Beweis   der   Formel  88    multi- 

;r  dieser  beiden  Seiten  und  der  ,.  .                   3-     rM  ■  i.          ,-.       •■. 

der  andern  auf  äe,  nnd  zwar  pliziere  niau  die  Gleichung  1)  mit  -". 
wenn  jene  erst«  Seite  einem  dieGleichimg3)mit6unddieGleichUDg3i 
Winkel  gegenüberliegt,  ver-  mit  c,  man  erhält  alsdann  die  drei  wri- 
JXS"'  ^em  spitzen  j^,.g„  Gleichungen: 

st"nnter  dem  Namen  der  er-  «)  ■  ■  ■  ~  f  =  -  ab-WSy  —  ar-CO>i 
Igoreische  Lehrsatz  bekannt.  D)  .  .  .  o' =  ah-CßSy-j-br-cofit 
ehrbttcber  der  Planimetrie.)        und 

Satz  hat  man  fSr  die  Seite  a  c)  .  .  .  C*  ^  ac-COSj?-f-ftc*COSrt 
?w  M  dargestellten  Dreiecks:  ^^  ^„g  ^^^^  ^^j  Gleichungen  erlläil 
-bi  +  c*     26-n»  jjj^ji  durch  Addition  derselben: 

decksf^  ^''"''         ^'^  *"  -«»  +  6'  +  c*  =  2-tr-cosa 

=  js-|_fS_(-2fc.Bi  otler  durch  Umformung: 

A)  .  .  .  a^  =  b'-\-c*  —  aic'COSa 
nämlich  die  zu  beweisende  Formel  fe 
Die  Formeln  88a  und  88b  kann  man 
in  ganz  analoger  Weise  herleiten  nmi 
zwar  indem  man  einmal  die  Gleichung  ^i 
mit  — b,  die  Gleichung  1)  mit  a  und  dit 
Gleichung  3}  mit  c,  ein  andermal  di'- 
Gleichung  3)  mit  — r,  die  Gleichunjr  l! 
mit  a  und  die  Gleichung  2)  mit  b  mnlii- 
pliziert  und  die  jedesmal  erhaltenen  drei 
neuen  Gleichungen  addiert. 

In  welcher  ■\\'eise  kann 

igkeit  des  in  Antwort  der 

wähnten    und    durch    die       Antwort.     Die  Richtigkeit   des  in 

Antwort  der  Frage  21  erwähnten  uii<i 

a—ß       a+ß  durch  die  Formeln  89  sj-mbollsch  dai-gv- 

+A):(r  =  cos-g-:cos-^  stellten  ersten    Mollweideschen   Satze:' 

kann    man    auf  folgende  Arten    natb- 

+p):t^cos-"-^:cos^  weisen: 

'  li  2  Beweis  I 

+(■)■<!= cos'^^-cos^^i^  Cy^*'»««*'*"  B*"«*«)- 

2    '         2  Hat  man,  siehe  Figur  41,  das  belie- 

argestellten    ersten    Moll-  bige  Dreieck  ABC  und  man  bildet  sieL 
atzes  nachweisen.  sowohl  die  Summe  der  Seiten  a  nnd  '■ 

als  auch  deren  Differenz,  indem  man  dif 
kleinere  Seite,  in  der  Figur  die  Seite 
b,  einmal  von  C  aus  nach  CD  auf  der 
Verlängerung  von  a,  ein  andermal  nacli 
CF  auf  der  Seite  a  selbst  abträgt,  un<f 
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0C+/? 


h-- 


'•a=b *j 


3i^h 


verbindet  dann  A  mit  D  und  F,  so  erhält 
man: 

a)  das  gleichschenklige  Dreieck  ACD 

In  diesem  Dreieck  ist  jeder  der  Winkel 

C^Z)  und  ^Z)C  =  ^  (8.  Erkl.  113),  femer 

ist  der  Winkel  ACD  =z  a-[-ß(a. Erkl.  113) 
oder  ffttch  =z2R — y  als  Neoenwinkel  vony. 

b)  das  gleichschenklige  Dreieck  ACF 

In  diesem  Dreieck  ist  jeder  der  Winkel 
FÄC  und  ÄFC  =  ^^i^  (s.  Erkl.  118). 

c)  das  Dreieck  FAD 

Dieses  Dreieck  ist  nach  der  Erkl.  89 
ein  bei  A  rechtwinkliges  Dreieck,  da 
nach  der  Konstruktion  die  Ecke  A 
auf  der  Peripherie  eines  Halb- 
kreises um  C  liegt. 

d)  das  Dreieck  ABD 

In  diesem  Dreieck  ist  BD  gleich 
der  Summe  a-]-b  der  Seiten  a  u.  6; 


•iD 


£rkl.ll8«  Ein  planimetrischer  Lehrsatz  heisst : 

„In  jedem  Dreieck  ist  jeder  Aussenwinkel 
gleich  der  Summe  der  beiden  ihm  nicht 
anliegenden  Innenwinkel  des  Dreiecks.^ 

Nach  diesem  Satz  ist  in  der  Figur  41: 

^  ACB  =  <^  CAD  +  <^  ADC 
hraoi^ACB  =  y 

und  <  CAD  =  <^  ADC  ist,  weil  das  Drei- 
eck .4  C^  nach  Konstruktion  ein  g  1  e  i  c  h  s  c  h  e  n  k- 
liges  ist,  so  ergibt  sich  hieraus,  dass: 

^  ADC  =  <^  CAD  =  ^  ist. 

Ans  demselben  Grund  ist  jeder  der  Basis- 
^^el  FAC  nnd  AFC  des  gleichschenkligen 

Dreiecks  CAF  =:^<^ACD  oder  =  ^^-^ 


femer  ist  der  Winkel  BAD=:a-\--^ 

e)  das  Dreieck  ABF 

In  diesem  Dreieck  ist  BF  gleich  der  Diffe- 
renz a  ~  d  der  Seiten  a  und  6,  femer  ist 
der  Winkel  BAF  =z^BAC  —  ^i:FAC 

Aus  dem  Dreieck  ABD  ergibt  sich 
nunmehr  nach  der  Sinusregel  und  in 
Rücksicht  des  vorstehend  gesagten,  die 
Relation: 


a)  . 


a  +  6_sin(«+{) 


Berücksichtigt  man  nunmehr,  dass 


und 


«  +  /? 


Komplementwinkel   sind, 


2  2 

dass  man  also  nach  der  Erkl.  19 


b). 


sin-^  =  cos — —^ 


setzen  kann,  dass  femer,  wie  aus  den 
Bezeichnungen  der  Winkel  in  der  Figur 
41  ersichtlich, 

«^2  2       "^ 

ist,  so  erhält  man  zunächst: 


a-j-^ 


cos 


a±l 
2 


Ebene  Trigonometrie. 


und  hieraus  «rgibt  sich,  wenn  man  nach 
der  Erkl.  114 


igthe  Forme!  dämlich  die  zn  heweisende  Formel  8!*, 
In  ganz  analoger  Weise  kann  man  die 
Formeln  89»  u.  89^  herleiten,  wenn  man 
^hrbnch  der  sich  Figuren  herstellt,  welche  der  Figni 
41  analog  sind  nnd  in  welchen  bem. 
Stelle  von  ^g  Summen  und  Differenzen  «+'•  und 
rt  —  c,  bezw.  b-\-c  und  h  —  c  enthalten 
sind. 

Beweis  II 

^  (analjÜEoher  Bewda), 

Nach  der  in  Antwort  der  Frage  1? 
aufgestellten  Sinnsregel  ist: 
,  a_ sin  a 

,  ^  ■  ■  ■   c       sinv 

und  ' 

,,  0  sinj? 

c        sin  y  ' 
Ans  Gleichung  a)  erhält  man: 

>  c-sina 

C)     .     .     .      O    =     -T 

'  Sin  y 

und  ans  Gleichung  b)  erhalt  man: 

d)...  A^^ü:^!^ 

formelheisat:  .  ^^V 

a  —  ß  Addiert  man  die  Gleichungen  c)  nnd  d ). 

'^~2~'         SO  erhält  man: 
Uhrbuch  der  „_i_j  =  £:!^  j_  £1^ 

'  sin y  ~   sin/ 

oder 

a-\-b sina-|-sin^ 

c  siny 

Berücksichtigt  man  nunmehr,  tla^^s 
nach  der  in  der  Erkl.  115  erwähnten 
goniometrischen  Formel  flir: 

sina  +  sin^^  gsin   -"P" -cos — — ^ 

und  dass  nach  der  in  der  Erkl.  -52  an- 
geführten  Formel,  wenn  man  in  derselben 

2o  =  /  und  demnach  a  =  ^  setzt,  föi 
sin  y  =  2  sin -l"  •  cos -|- 
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gesetzt  werden  kann,  so  erhält  man  in 
Rücksicht  dessen: 

a4-6_^-sin^>cos-^ 

^  2-sin^-cos|- 

Da  nun  (a  -j-  ß)  ^^^  Y  als  Winkel 
eines  Dreiecks  Supplementwinkel  sind, 

SO  sind  — ^  und  -^  Komplementwinkel 

und  man  kann  in  letzterer  Gleichung 
nach  der  Erkl.  19: 


und 


sm — ^  =  cos-^ 

.    y  C  +  /9 

sin-— =  cos — ^ 

setzen;  man  erhält  Mernach: 

a4.6_2-cos|-co8-^ 

2-cos— ^-cos^ 
oder 

cos— p- 

In  analoger  Weise  kann  man  die 
Formeln  89  a  und  89  b  herleiten,  woraus 
sich  die  Richtigkeit  des  Projektionssatzes 
ergibt. 


^?*^%-  J'l'^/'''-^''?!^^iT       Antwort,     Die  Richtigkeit  des  in 
man  die^Richügkeit  des  m  Antwort  der  ^^^^^  j^^  ^        21  erwähnten  und 

Frage   21    erwähnten    und    durch    die  ^^^^j^  ^^  Y^viü^Xxi  90  symbolisch  dar- 

^"^^"^  gestellten  zweiten  Mollweide  sehen  Satzes 

Formel 90    (a -- 6 V  c  =  sin  ^""^  •  sin  ^"^^  ^^^  ™^^  ^^^ folgende  Arten  nachweisen : 

^  ^  Beweis  I 

Fonnel90a.(a-c):6  =  sin^:sin^        ^  (synthetischer  Beweis). 

^       ^  2  2  Ist,  siehe  Figur  42,  ^J5C  ein  be- 

c       lOAt.  /i      X  •  ß—y    •   /^+y  liebiges  I>eieck,  so  bilde  man  zum 

Formel  90b.  {^--cy.a^  sm  -^ :  sin  -y-  Beweis  der  Formel  90  sowohl  die  Summe 

&T^kM{».i.   A      ^^4.^114«*.   »^rA^r^^  Ttr^ii    a4-6(=J5D)alsauchdieDiflferenza — h 
^ymbolisdi  dargestellten  zweiten  Moll-  ,   "^DVn  ^^^  q^u.v«      ,,«^  >.    ^r^^w«.!^ 

weideschen  Satzpft  nachweisen^  (=  ^"^  *^^  ^^^*^^  ^  ^^^  ^'  verbinde 

weiaescnen  öatzes  nacnweisen.  ^^^^  ^  mit  D  und  i?'  und  drücke,  wie 

in  dem  Beweis  I  in  Antwort  der  vorigen 
Frage  gezeigt  wurde  und  wie  in  der 
Figur  42  angedeutet  ist,  die  in  dieser 
Figur  vorkommenden  Winkel  in  die 
Winkel  a,  ß  und  y  des  Dreiecks  ABC 


Eb«ne  Trigonomedrie. 


aas.    Aus  dem  Dreieck  ABF  erhält  man 
nach  der  8inusregel  die  Belaüoti: 
■    "  —  ß 


sin(2Ä-^^) 
Berücksichtigt    man    nunmelir. 


somit  2Ä- 


o-M 


pfen  Winkel  vorstellt,  so  kann 
man  nach  der  Erkl.  66  fttr: 

setzen  und  man  erhält  ans  Glei- 
chung a): 

a_j        sin^ 


.r.t±I 


Dämlich  die  zu  beweisende  Formel  90. 
In  ganz  analoger  Weise  kann  man 
die  Formeln  90a  und  90  b  herleiten, 
wenn  man  sich  Figuren  herstellt,  weicht 
der  Fignr  42  analog  sind  und  in  welchen 
bezw.  die  Summen  und  Differenzen  «  +  •, 
a — c  bezw.  i -f- c  und  b — c  enthalten  sind. 
Beweis  11 

(analjtiBcher  Beiveia). 

Nach  der  Sinusregel  ist: 

.  o sin  c 

'  '  '  "    c       sin  y 

'  c       sin^ 

Ans  diesen  Gleichungen  erlUÜt  man: 


und 

d,...  i=2iL?^ 

'  Sin/ 

Subtrahiert  man  diese  Gleichongeu  r 
und  d),  so  erhält  man: 

, c-siuc      e-sin/? 

sie  y  sin  y 

oder 
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Setzt  man  in  dieser  Gleichung  nacli 
der  in  der  ErkL  116  angeführten  gonio- 
metrischen  Formel  für: 

smcc  —  sm  /?  =  2  sm  — ^  •  cos — ^ 

und  nach  der  in  der  ErkL  62  angeführ- 
ten goniometrischen  Formel  für: 

ETkl«116«  Eine  goniometiiscbe  Formel  heisst:  y  y 

Sin  ff  —  8in/$  =  28in — ^-cos — ^ —  ^  ^ 

^  "*  so  erhält  man: 

(Siehe  Fonnel  67  in  Kleyers  Lehrbuch  der  „ p         <^4.ä 

Güniometrie.)  ^  _  j         2  sm  —^  •  COS  — ^ 

^  2sin^«cos|^ 

Da  nun  (a  +  i*)  ^nd  y  als  Winkel 
eines  Dreiecks  Supplementwinkel,  also 

— -^— ^  und  ~  Komplementwinkel  sind, 

so  kann    man   in   letzterer   Gleichung 
jiach  der  Erkl.  19: 

cos — ^  =  sm^ 

und  , 

7        •    ^  +  ß 
cos^  =  sin — ^ 

setzen;  man  erhält  hiemach: 


2- sin  l"- sin —^ 
oder 

nämlich  die  Formel  90. 

In  derselben  Weise  kann  man  die 
Richtigkeit  der  Formeln  90  a  und  90  b 
nachweisen,  woraus  sich  die  Richtigkeit 
des  vorstehenden  Satzes  ergibt 


Frage  26.  In  welcher  Weise  kann  man 

(lie  Richtigkeit  des  in  Antwort  der  Frage  .    . ,     t^.    t>-  i_x-  ^   -j.  ^ 

21  erwähnten  und  durch  die  Formeln:  .    ^^^^   ^^  Richtigkeit  des 

__  ^  ^^  Antwort  der  Frage  21  erwahn- 

FormelSI.     (a-\'b):(a—b)  =  tg^^:tg^^^  ten   und    durch    die  Formeln   91 

2  2  symbolisch  dargestellten  Tangen- 

FormelSla.  (a+c):(a-c)  =  tg^  :tg'^^:^  tensatzes  kann  man  auf  folgende 

^    '    ^  ^        ^     ^    2        ^2  Arten  beweisen: 

Formel  91b.  (6+c):(6~c)  =  tg^  :  tg^  Be^«"«  ' 

2  2  (synthetischer  Beweis). 

symbolisch  dargestellten  Tangenten-  Ist,  siehe  Figur  43,  ABC  ein 

Satzes  nachweisen?  beliebiges  Dreieck,  so  bilde  man 
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zum  Beweis  der  Formel  91  sownl 

'ignr  43.  die  Summe  a  +  6(=  BD)  als  anch 

die  Differenz  a  —  b  (=  ß/ )  iWf 

^-; --^  Seiten  n  nnd  6,  verbinde  dann  Ä 

2_^,- .  "■ ..  mit  D  und  F  und  drücke,  wie  in 

*^\\/ -,.  '■         dem    Beweis  I    in    Antwort  An 

' — kC         ■-■.,  \       Fragte  23  gezeigt  wurde  und  wie 

^  in  der  Figur  43  angedeutet  U, 

y)r\        .     &>-  '■     die  in  dieser  Figur  vorkommenden 

^     .      ir »---  -^--j  D  Winkel  in  die  Winkel  a,  ß  und  / 

**hl  ^"    -  ■     ^®*  Dreiecks  ABC  aus.    Aus  dein 

"  *:     bei  A  rechtwinkligen  Dreieck  FA  D 

erhält  man  zunächst  die  Rdation:  l 

,  .  «  +  ,?       AD 

a)...tg-^  =  -^  I 

Zieht  man  ferner  FG\\AD,  so  h\ 

nach  der^rkl.  117  das  Dreieck  AF'- 

ein  bei  /'  rechtwinkliges  Dreieck  umi 

aus  diesem  Dreieck  ergibt  sich  die  wt-i- 

■  tere  Relation:  l 

,  a  —  ,i       FG 

itrigcher  Lehrsatz  heisst : 

raMe  Linien  von  einer        Durch   Division   der  Gleichungen  va 

isclmitten,  so  sind  die  und  b)  erhält  man  nunmehr: 


ikel  einander  gleich." 

*„«  +  .» 

■Ocher  der  Planimetrie.) 

tg-2- 

ÄD 

ru 

tg^^ 

AF 

4  !•' 

^FÄD 

istniktion  i^t.                   oder 

tg4-^ 

AD 

.tri.cherLehr.atzheisst:         ?^f  *^i'*f^if,  ^'L  °"°^^'^'    ^T 

ler  Seite  eines  Dreiecki  "**^''      ''  ^^^'-  ^  ^^  ^^^  Proportion  bestf  hr : 

Iche  die  beiden  andern  ,,  AD  BD  0  +  6 

so  schneidet  diese  ein  ft)  .  •  .     „p    —    r.  ri  —  ~      v 

em  Dreieck  ähniich  ist.-  ^'^         ^^         "      " 

iflcber  der  Planimetrie.)  ^^  erhält  man  schliesslich  aus  den  Glti- 
chungen  c)  nnd  d): 

oder 

(„+t):(„_J)  =  tgi±i?Mg?^-' 

nämlich  die  zu  beweisende  Formel  »1- 

In  ganz  analoger  Weise  kann  niiiii 

die  Formeln    91a   und   91b    herleiten, 

wenn  man  sich  Figuren  hei-steUt,  wpIcIh 
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der  Figur  43  analog  sind  und  in  welchen 
bezw.  die  Summen  und  Differenzen  a-^c 
und  a  —  c,  bezw.  6  -f-  c  und  b  —  c  ent- 
halten sind. 

Beweis  II 

(erster  analytischer  Beweis). 

Nach  dem  Sinussatz  besteht  zwi- 
schen den  zwei  Seiten  a  und  b  eines 
Dreiecks  und  den  denselben  gegenüber- 
ErkL119.  Ein  Lehrsatz  ans  der  Proportions-  liegenden  Winkeln  a  und  ß  die  Relation: 

lelire  heisst:  a  siua 

„In  jeder  Proportion    verhält  sich    die  X  —  "c|n7r 

Snmme   der  Glieder  des   ersten  Verhält-  ,       ,.         J^  T     ^   ,.,, 

nisses  zur  Snmme  der  Glieder  des  zweiten  Aus  dieser  Proportion  erhalt  man  nach 
VeiiiAltnisses  wie  die  entsprechenden  Dif-  dem  in  der  Erkl.  119  angeführten  Sum- 
ferenzen.**  me^.  ^^^  Differenzensatz: 

Ist  die  Proportion:  g  +  j)  _  sina-f  sin/^ 

b)  .  .  .  —=z—  a  —  b       sincf  —  sin/? 

gegeben,  so  ist  nach  diesem  Satz:  Berücksichtigt    man    nunmehr,    dass 

^)  •  '  '  ^"jT^  =  ^"ZTrf  geführten  goniometrischen  Formeln: 

oder,  da  man  die  inneren  (mittleren)  Glieder  in  .„      .    _.    ^ o_«    «-f-/^  _._  «  —  ß 

ietier  Proportion  vertanschen  kann :  Sin  a  -+-  Sin  /Y  —  ^  sm  — y-  •  COS      ^ 

2)...^  =  1±4  und 

(Siehe  Kley«r8  Lehrbnch  der  Arithmetik  oder         sin«  —  sin/?  =  2  COS       '       •  sin  — — ^ 
Heft  7  der  Kleyerschen  Encyklopädie.)  ^  ^ 

gesetzt  werden  kann,  so  geht  vorstehende 
Gleichung  in  Rücksicht  dessen  über  in: 


a  —  b         r,        «  +  /•     •    "f  —  ß 
^      ^        2  •  cos  — J-^  •  sin        ^ 


2      —     2 
Dividiert  man  nunmehr  Zähler  und 
Nenner    des   Quotienten   rechts    durch 

ErfcLlSC^«  Eine  ^oniometrische Formel  heisst:   2  ■  COS  ^   '   ^ .  COS^  SO    erhält    man 

sina  2  2 

^"  ~"  cös^  nach  gehöriger  Reduktion: 

(Siehe  Formel  7  in  Kleyers  Lehrbnch   der  .    tt-\-ß 

^Goniometrie,)  ^^"  ^~2~ 

Diese  Formel  ergibt  sich  dnrch  Division  der  ä-|-/5 

^a  Antwort  der  Frage  6  aufgestellten  Gleichung  8),  a  -^b  ^^  — 2 — 

la  die  Gleichung  1)  und  in  Bücksicht  der  Glei 


<• 


hang  9)  jener  Antwort.  o  —  b  ^:^  """^ 


cos 


2 

oder  unter  Anwendung  der  in  der  Erkl.  120 
erwähnten  goniometrischen  Formel: 

tcr«  +  '' 
0  +  6  _    ^g-2~ 

a-6-    ,g^^" 
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nämlich  die  Formel  91.  In  analogei 
Weise  kann  man  die  Formeln  91a  und 
91b  herleiten,  woraus  sich  die  Richtig- 
keit des  Tangentensatzes  ergibt. 

Beweis  III 

(z\¥eiter  analytischer  Beweis). 

Durch  Division   der   Formel  90  in 
Foimel  89  erhält  man: 

c     '     c  eos^'sin" 


a-^b       c  ^"«"^ 


2       —    a 

cos  ——■     sm  — i-^ 


c       a  —  b              «  +  i*  •    « —  ß 

"         ^            COS-y^  Sin-y^ 

oder 

.     a-{'ß  it  —  ß 


a  —  b  «  +  /^       •«  —  ß 

cos-^     sm— g-^ 

Erkl.l21.EinegoniometriBcheFormelhei88t:        Berücksichtigt    man    nunmehr,    dass 

^g^  man  nach  der  Erkl.  120: 

ctg  (t  =  ~. —  ,    . 

(siehe  Formel  8  in  Kleyers  Lehrbuch  der  Gonio-  2 .    «-f-/^ 

metrie.)  « +  ^         ^      2 

Diese  Formel  ergibt  sich  auch  durch  Division  ^^^     2 

der  in  Antwort  der  Frage  6  aufgestellten  Glei-  ^         u   ^       j^  ^J^    ,o, . 

chung  B)  durch  Gleichung  1)  und  in  Ettcksicht  ™^  ^*^"  ^^^   ^^^-  ^^^• 

der  Gleichung  11)  jener  Antwort.  a  —  8 

setzen  kann,  so  erhält  man: 

5i+i  =  tg^+^.ctg^^ 
a  — 6        '«2^2 

oder,  wenn  man  nach  der  ErkL  15: 

,  a  —  ß  1 

setzt: 

nämlich  die  Formel  91.  In  analoger 
Weise  kann  man  die  Formeln  91a  und 
91b  herleiten. 
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Anmerknng  7.  Dem  Studierenden  wird  empfohlen,  die  bei  Lösung  einer  Aufgabe  erforder- 
lichen und  in  nachstehendem  entwickelten  Formeln  stets  von  neuem  selbständig 
herzuleiten,  wie  nachstehend  gezeigt  ist;  und  die  hergeleiteten  Formeln  in  Worten 
auszudrucken  und  zwar  in  analoger  Weise,  wie  es  in  vorstehendem  mit  den  Formeln 
86  bis  91  geschehen  ist.  Durch  letzteres  wird  der  Studierende  die  Analogien  ge- 
wisser Formeln  bald  erkennen  und  infolge  dessen  die  Hauptfoimeln  leicht  im  Ge- 
dächtnis behalten  (siehe  folgende  Anmerkung). 

Anmerkung  8.  Die  in  folgendem  Abschnitt  aufgestellten  speciellen  Formeln,  mittels 
welcher  man  direkt  einzelne  Stücke  eines  Dreiecks  aus  gewissen  gegebenen  Stücken 
desselben  berechnen  kann,  sollen  nicht  dazu  dienen,  dass  der  Studierende  die- 
selben geradezu  zum  Auflösen  entsprechender  Aufgaben  benutzt  (siehe  Anmerkung  7), 
sondern  sie  sollen  einesteils  demselben  nur  zur  Anleitung  und  zur  Kontrolle  für 
selbständig  zu  machende  bezw.  gemachte  Entwicklungen  dienen,  und  andemteils  sollen 
sie  dazn  dienen,  dass  der  Praktiker,  der  aus  irgend  welchen  gegebenen  Stücken 
eines  Dreiecks  ein  anderes  Stuck  zu  berechnen  hat,  dies  mittels  einer  oder  der 
andern  dieser  Formeln,  welche  am  Schlüsse  des  Buches  noch  zu  diesem  Zweck  über- 
sichtlich zusammengestellt  sind,  direkt  ausführen  kann  (siehe  Anmerkung  1). 

Anmerkung  9.  Bemerkt  sei  femer  hier  noch,  dass  es  bei  der  Berechnung  des  schief- 
winkligen Dreiecks  Fälle  gibt,  bei  welchen  es  unbequem  und  umständlich  wäre, 
wenn  man,  wie  es  in  Antwort  der  Frage  10  unter  b)  im  allgemeinen  gefordert 
wird,  die  gesuchten  Stücke  stets  direkt  aus  den  gegebenen  Stücken  berechnen 
wollte,  und  dass  man  in  solchen  Fällen  oft  auf  einfachere,  raschere  und  sicherere 
Weise  zum  Ziele  gelangt,  wenn  man  zuerst  passend  gewählte  andere  Stücke 
(Hülfsstücke)  berechnet  und  dann  mittels  dieser  berechneten  Stücke,  für  deinen  Richtig- 
keit man  sich  allerdings  auf  irgend  eine  Weise  Kontrolle  verschaffen  muss,  die  ge- 
forderten Stücke  bestimmt.  Bei  den  nachstehend  gelösten  Aufgaben  sind  an  geeig- 
neten Stellen  in  den  Erklärungen  diesbezügliche  Hinweise  gegeben. 

a).  Gelöste  Aufgaben. 

Aufgabe  117,    Von   einem   schief-  f  «  =  370,648  m 

winkligen  Dreieck   seien    gegeben   die  ^''^®*'^''M  2  =  S 13' Ä 

oPTrw  />jo  Gesucht:  y,  h,  c  und  F  (der  Flächeninhalt). 

a  =  370, 648  m 

und  die  beiden  Winkel:        .  ^^'®^?i^-,   ^^  »ß^echnung  des 
j^70qv>iak//                      gesuchten  Winkels  y,   siehe  Figur  44, 

und  /?  —  62  13  28,7  Hiemach  erhält  man: 

Man  soll  die  übrigen  Bestnnmungs-  f:^^^^^  92,    y  =  2R-{a^ß) 
stucke  und  den  Inhalt  des  Dreiecks  be-       t  -nn  1  •  /^  j     i?-  j  .        v 

rechnen  ^^  Rücksicht  der  für  a  nnd  ß  gegebenen 

Zahlenwerte  ist  also: 

y=180^— (47031'40,5"  +  62n3'28,7") 
-/=180^— 109U5'9,2" 

^^^^  A)  .  .  .  y  =  70«  14'  50,8" 

Zur  Berechnung  der  gesuchten  Seite  b 
beachte  man,  dass  nach  der  Sinusregel 
die  Relation  besteht: 

b  sin/9 

a       sin« 
Hieraus  erhält  man: 


-        1  A«      ,       a-sin/? 

Formel  93.      b  =  —, — ^  Längeneinheiten. 


sintt 


76 


Ebene  Trigonometrie. 


Figur  45. 


Aus 


Hilfgrechnnag  1. 

_  370,648 -sin 620  13^  2SJ" 
""         sin  47«  31'  40,6" 


erhält  man  b  wie  folgt: 

log  6  =  log  370,648  +  log  sin  62o  18'  28,7"  — 

log  sin  470  sv  40,6" 
Nun  ist:     log  370,648=         2,5689523 

+  93.6 

2,5689617 
+  log  sin  620 13'  28,7"  =         9,9468361  —  10* 

12,5157978  — 10 

—  log  sin  470  31'  40,5"  =  +    9,8678247  -r-  10** 

X 

log  h  =         2,6479731 

9«95 
*Ä.  Htilf8r.2.    ••».Hülfsr.S  p- 

mithin :  38,8 

b  =  444,804 

Hfilfsrechniing  2« 

log  sin  620  13'  28,7"  =  9,9468264  --  10 

+  88,8 
+   7,8 


9,9468361  —  10  C  = 


In  Rücksicht  der  für  a,  ß  und  a  ge- 
gebenen Zalüenwerte  und  in  Rücksicht, 
dass  sich  die  füt  a  gegebene  Masszahl 
auf  ^Meter^'  bezieht,  erhält  man  hiernach: 

,        370,648. sin 62''  13' 28,7"  ^^  ^ 

^  = -• — ^rfn»-.i  A^  ^ii    —  Meter 

sin  47^  31' 40,5" 

oder  nach  Hülfsi'echnung  1: 

B)  .  .  .  i  =  444,604  m 

Zur  Berechnung  der  gesuchten  Seite  r 

beachte  man,  dass  nach  der  Sinusregel. 

analog  wie  vorhin,  die  Relation  besteht: 

c  siny 

a       sina 
Hieraus  erhält  man: 

a-sinr 

sina 
oder,  wenn  man  berücksichtigt,  dass  ; 
und  (a  +  ß)  Supplementwinkel  sind,  dass 
also  nach  der  Erkl.  66: 

sin/  =  sin(a-|-/?) 
gesetzt  werden  kann: 

Formel  94.    ,^£l8in(«+/»  Langen- 

sina  einheiten. 

In  Rücksicht  der  für  a,  ß  und  a  ge- 
gebenen Zahlenwerte,  in  Rücksicht  der 
Erkl.  122  und  in  Rücksicht,  dass  sich 
die  für  a  gegebene  Masszahl  auf ,.  Meter- 
bezieht,  erhält  man  hieiiiadi: 
370,648-sin70M4'60,8' 


Meter 


Hfllfsrechniuig  8. 

log  Bin  470  31'  40,5"  =  9,8678287  —  10 

-hO 
+  M 
9,8678247  — 10 

Erkl.  122.  Bei  der  Berechnang  der  gemäss 
der  Aufgabe  117  gesnchten  Seite  c  mittels  der 
in  nebenstehender  AnflOsimg  anfgesteUten  For- 
mel 94  beachte  man,  dass  die  Summe  der  Winkel 
a  nnd  ß  einen  stumpfen  Winkel  vorstellt  und 
dass  man  nacb  der  Erkl.  66  für  den  Sinus  dieses 
stampfen  Winkels:  (a  +  ß)  den  Sinus  des 
Supplementwinkels  /,  also  nach  der  neben- 
stehenden Gleichung  A): 

sin  700 14' 50,8" 
setzen  kann. 


sin  47^  31' 40,6" 
oder  nach  der  Hülfsrechnung  4: 
C)  .  .  .  c  =  472,934  m 

Zur  Berechnung  des  gesuchten  In- 
halts F  hat  man  nach  der  in  der  Erkl.  34 
aufgestellten  planimetrischen  Formel, 
wenn  man  die  zur  g^ebenen  Seite  a 
gehörige  Höhe,  siehe  die  Figuren  44 
und  45,  einstweilen  mit  h  bezeichnet, 
die  Relation: 


a)  .  .  .  F  = 


a»h 


Aus 


HQlfisrechnnng  4. 

870,648. sin  700  14' 50,8" 


sin  470  31'  40,5" 

erhält  man  c  wie  folgt: 

log  c  =  log  370,648  +  log  sin  70»  14'  50,8"  - 

log  sin  470  81'  40,5" 


Da  die  Höhe  h  nicht  gegeben  ist,  so 
muss  man  dieselbe  in  die  gegebenen  Be- 
stimmungsstücke auszudrücken  suchen, 
dies  geschieht  wie  folgt: 

Aus  dem  bei  D  rechtwinkligen  Drei- 
eck ADB,  siehe  die  Figui'en  44  und  45, 
erhält  man: 

h 

Sin/!^  =  —    (s.  Erkl.  128) 
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oder 

Nun  ist:    log 370,648  =:         2,6689523  b)  .  .  .  h  =  C'Sinß  (s.  auch  die  Erkl.  50) 

+  98,6  Berücksichtigt  man  femer,  dass  man 

2,5689617  nach  der  Formel  94  für  c: 

-  log  sin  700 14'  50,8"  =  +    9,9736639  —  10  *  _  a  sin  (a  -f-  ß) 

12,5426266  —  10  C)  .  .  .  r  —         -r-— 

-Iogsin470  3r40,5-  =  +    9,8678247^10^^    ^^^^^  ^^^^^  ^^  ^^^^^^  ^^  ^^  ^, 

logc=z        2,6748009  _        asin  («  +  /?)    .    ^ 

7969  A=  ^ ^—^'SmS 

•s.Hälfsr.5.    ••s.HtUftr.a  " — 40"  Sm«  ^ 

mithin:  36,4  und  somit  nach  Gleichung  a)  für  F: 

c  =  472,934  ^ ^  a.a^m{a  +  ß)'^mß 

flfilftrecliiiiuig  &•  ■"  2 .  sin  a 

log  sin  700  14' 50,8"  =  9,9736633  —  10     ^^^^  ^   .    ,      ,    ^v     . 

+  «2  Formel  95.    ^^^^'^Mcc+ß)-^nß 

"T  p  2-sina 

9,9736639  —  10  Flächeneinheiten  (s.  Erkl.  124). 

Erkl.  m.    Aus  dem  hei  D  rechtwinkUgen  Substituiert  man  hierin  die  für  aß 

Dreieck  ADB  m  Figur  45  erhält  man:  Und  a  gegebenen  Zahlenwerte,  so  erhalt 

_^  h  man  in  Rücksicht,  dass  (a  +  ß)  gemäss 

8in(2Ä  — /j)  — -  ^QY  Aufgabe  einen  stumpfen  Winkel 

Da  nun  (2i?  — ^)  und  ^  Supplementwinkel  vorstellt,  dass  man  also: 
sind,  so  kann  man  nach  der  Erkl.  66 :  sin  («  ^_  ^)  =  gin  y  —  gin  70^  14'  50,8" 

8in(2Ä--.Ä  =  sin/j  g^^^en  kann  (siehe  die  Erkl.  122  und  die 

setzen  und  man  erhält:     ^  ^vorstehende  Gleichung  A)  und  dass  sich 

sin/J  =  -  die  Masszahl  a  auf  „Meter"  bezieht: 

^_370,6488»8in700l4'50,8"  8in62013'28,7" 

Eikl.  124.    Hat  man  zwei  ähnliche  Drei-   ^  — 2'8in4708r40  5"  ^^ 

ecke,  in  welchen  je  zwei  Winkel  =  «  und  ß  ..            ,    Tx^aii»       u          '  /» 

(?iehe  Erkl.  8)  und  in  welchen  die  dem  Winkel  «  oder  nach  HÜltsrechnung  6: 

gegenüberliegenden  Seiten  bzw.  a  und  a,  sind,  jP=  77905  61  qm 

*  hat  man  för  die  Inhalte  F  und  F    dieser  (g,  ^e  Erkf,  125). 
ähnlichen  Dreiecke  nach  der  nebenstehenden 

Fonnei  95:  Auflösung  2.    Zunächst  bestimme 

a) .  .  .  p^g^'^in(«  +  /g)8m^  ^^^^  ^^  jj^  Auflösung  1  gezeigt  ist, 

^^  ^'^^^  den  dritten  Winkel  y  und  bringe  dann 

a,2. sin («  +  /?)  sin/?  die  Mollweideschen  Formeln  89  und  90 

b) .  .  .  F  =  -5 2^8157;  in  Anwendung.    Aus  der  Formel  89  b 

DiTidiert  man  diese  Gleichungen  ineinander  erhält  man  fiir  die  Summe  der  gesuch- 

Qsd  rednziert,  so  erhält  man  die  Proportion:  ten  Seiten  b  und  c: 

c)  .  .  .  r:f,  =  «2:a,2  a-COS^^^ 

oder  den  planimetrischen  Satz:  FopmBl  96     b-\-c  = —  ^^®^" 

„Die  Inhalte  ähnücher  Dreiecke  Terhalten  ■^'"   "^   ^  *       "T  ^^ttl    e^^^^i^«^- 

sich  wie  die  Quadrate  zweier  homologen  2 

leiten.«  und  aus  der  Formel  90  b  erhält  min  für 

(Siehe  Kleyers  Lehrbücher  der  Planimetrie.)  ^jj^  Differenz  der  gesuchten  Seiten  b 

nitiA.     ».  ü  und  c: 

Hftlfbrechniuig  6.  ß_y 

Ans  a-sin^^ 

F  -  370,648g>8in700 14'  50,y'»sin  62o  13'  28,7"    Formel  96a.  6  —  C  = T3—  ei^dtei 

■"  2. sin 470 31' 40,5"  sin-    ^^ 

erhält  man  F  wie  folgt:  r,.    i    a.  ^       j        n.  ^-j       \ 

:okF=  2.log  370,648  + log  Bin  700 14' 50,8"+   „   S"ld   ftlT   a,   ^  und  y  (bezw.   für  «) 

!o:;sm62«i8'28,7"-(log2+log«in47<>3i'40,5")  ZaUeQwerte  gegeben,  so  kann  man  nut- 
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tels  dieser  Foi-meln  b -\-  c  und  b  —  r 
berechnen  und  dann  auf  einfache  Wefee 

'89528  jede  der  Seiten  b  und  c  bestimmen. 

j33Jjjy'  In  Rücksicht  der  in  der  Aufgabe  ge- 

.2  gebenen  Zahlenwerte  und  in  Bücksicht 

379234  Sass  nach  der  Gleichimg  A)  in  der  Auf- 

r8«63fi—  10*    lösung  1: 

l6«!61-^22!*  7  =  70"  14'  60,8" 

388M7-S*"  '^^'  ^^^^^^  "^^"  hiernach: 

^.-..^^^  87«  «.«.„..  620 13'28,7"  „  700  u'50.8" 


l)b+c 

2 

_.  62«  13-  28.7"  +  70"  14'  HOS" 

und 

2)1- 

^.^  6211 13'  S8.7"  +  TOO  14'  60.8" 

370,648 -cos 


(^s^^ü^ 


132**  28' 19,5" 

COS- — 

:  117  ^er  dei  2 

r  Winkel,  bo   nnd 

D  Berechnnng  /      a*)]'9Qi'<\ 

leln  93bia95  370,648 ■  sin |  —  1 

leh  den  Sinns   a\  k  \  ^         / 

M«.Erkl.66).  «)  »-<■- ri32»28'I9,5" 

sin ^-^ 

ir  Satz  heUst:    of^ef 

lnr-™n   5)  M   ,_370,648-cos(-4''0'4l,05") 

^  COS  66"  14' 9,75" 

cos«  und 

Goniometrie,   g)  ;,_-(.  =  370,648  ■  sin  (—  4°  0'  41.05") 
'  sin  66"  14' 9,75" 

Berücksichtigt   man    nunmehr .    das.* 
;rSatz  heisst:  nach  der  Erkl.  126: 
'*Si^'a"'dM*      cos  (— 4'*  0' 41.05")  =  cos4»0'41,05" 

und  dass  nach  der  Erkl.  127: 
—  ain  ß  sin{—  4°  0'  41,05")  =  —  siu  4"  0*  4  LOö' 

Goniometrie,  jst,  so  erhält  man: 

_,   .    ,  370,648-CO34O0'41,05'' 

'      ~  cos  66"  14' 9,75" 

und 

370,648-sin4'*O'41,O5'' 


8)  b  —  c 


sin  66' 14' 9,75" 
Aus    der    Gleichung   7)    ergibt    sich 
^41,00"—  i>i'™6'"'  nacli  der  Hülferechnnng  8: 
«14' 9.75"  9)  .  .  .  6 +  <T^  917,538 
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Aus   der   Gleichung  8)    ergibt   sich 

Nun  ist:     log 370,648  =  2,5689523  ferner  nach  der  Hülfsrechnung  11: 

^^  +^^-^  10)  .  .  .  6  —  f  ==  —  28,331 
-log cos  40  o'  41,05"  =  +  JKSl?  - 10*        ^^^  den  Gleichungen  9)  und  10)  er- 

12  5678964  — 10  ^^^^  ^^^  durch  Addition: 

-  log  cos  660 14' 9,75"  —  -j-    9,6052724 -j-  10**  26  =  917,538  —  28,331 

log(&  +  c)=    "~  2,9626240  26  =  889,207 

^  ^  ^  6203  _  889,207 

*  s.  Hülfsr.  9.    *♦  8.  Htilfsr.  10.  37  ^  — ö 

mithin:  37,6  ^ 

h  +  c=i  917,538  oder 

Hfllferechniug  9.  B^)  .  .  .  6  =  444,604  m 

logcos 40  0' 41,05"  =  9,9989349— 10  Vergleiche  hiennit  die  Gleichung  B)  in 

=liVeÄ'ar  Auflösung   1. 

9,9989347  - 10  Aus  flen  Gleichungen  9)  und  10)  er- 

fiMrt^mwli^'dlJSSlSSiS^^^^^  hält  man  femer  durch  Subtraktion: 

Man  erhält  hiekr:^''"  =  '^''  2^  =  917,538  +  28,331 

^^1.05- 15  2c  =  945,869 


10 
*  =  0,105-15 

odw,  abgerundet 

a) . . .  j:  =r  2  oder 


945,869 


Hfilfsrechnnng  10.  C,)  .  .  .    c  =  472,934  m 

Iogcos66oi4'9,75"  =  9,6053190- 10  vergleiche  hiermit  die  Gleichung  C)  in 

"-itl }  " " ^'^^  Auflösung  1  (s.  Erkl.  128).    Den  Inhalt 

j — Tri  berechne  man  wie  in  Auflösung  1. 


9,6052724  —  10 
'  (Siehe  die  Erkl.  129  bis  137.) 

^^  Hfilfsrechnung  11. 

_       370,648 .  sin  4o  0'  41 ,05" 
^  —  sin  660 14'  9,75" 

erhalt  man  (6  —  c)  wie  folgt: 

Man  setze  für  den  positiven  Wert  des  Quo- 
tienten rechts  einstweilen  den  Buchstaben  y, 
also: 

1)  .  .  .  6  —  c  =  —  y 
nnd  berechne  diesen  Wert  auf  logarithmische 
^Veise;  man  erhält  in  Bücksicht  jener  Sabsti- 
tation : 
log  y  =  log  370,648  +  log  sin  40  0'  41,05"  — 
log  sin  660 14' 9,75" 
Nun  ist:   log  370,648  =         2,5689523 

+  93,6 

2,5689617 
+  log  sin  40  0'  41,05"  =  +  8,8448188  -  10  ♦ 

11,4137805  —  10 

-  log  sin  660 14'  9,75"  =    ,     9,9615224  -j- 10** 

JZ "r 

logy=         1,4522581 
*  8.  Hfil&r.  12.    ••  9.  Hülftr.  13.         2466 


Dütnm:  122,4 

y  =  28,3308 

oder  y  =  28,001 

Für  die  Bififerenz  h  —  c  erhält  man    also 

na£li  Gleichung  1): 

6  —  c  =  —  28,331  ♦ 

"  Dflr  nentiTe  Wert  für  6  —  c  deutet  an ,  dass  e 
sröaser  als  6 Ist. 


80 


!^bene  Trigonometrie. 


HOlfsrechniin;  12. 

og  sin  40  0' 41 ,06"  =  8,8447873—  10 

. +315_(8.  nachstehende 

8,8448188  —  10   Gleich,  a) 

Die  für  1,05"  zn '  addierenden  Proportionalteile  x 
findet  man  aus  der  Proportion: 

1,05"  :  10"  =  X  :  3001 
Man  erhalt  hieraus: 


3001 . 1,05 

'=        10 
X  =300,1.1,05 
X  =  315,105 
oder  abgemndet: 

EL)    ...   X  ^  315 

HttlfBredmuii;  18. 

log  sin  660  u'  9^5" 

=  9,9615133  — 

+  83,7 
+    6,51 
+    0,46 

10 

9,9615224 

10 

Erkl.  128«  Bei  der  logarithmischen  Berech- 
nung der  Summe  (a-\-b)  und  der  Differenz  {a  —  h) 
in  nebenstehender  Auflösung  2  beachte  man, 
dass  man  z.  B.  die  Logarithmen  des  Kosinus 

ß  —  y  ß  —  y 

von  und  des  Sinus  von  ,  desgleichen 

des  Kosinus  und  des  Sinus  von      L   .  gleich- 

zeitig  aufschlagen  kann,  wodurch  die  Bech- 
nung  etwas  vereinfacht  wird. 

Erkl.  129.  Sind,  siehe  Figur  46,  von  einem 
Dreieck  die  Seite  a  und  die  beiden  Winkel  a  und  y 

fegeben,  so  bestehen  zur  Berechnung  der  übrigen 
tttcke  und  des  Inhalts  des  Dreiers  folgende 
Formeln: 

/5  =  2Ä-(«  +  y) 

a-8in(«-|->') 

sin« 


Formel  97. 
-       98. 


99. 


a-smy 

c  =.  — . — - 
sin« 


«3 


100 


„       a8«8in(a4-y)-siny 
.  jp  — 7: — i 


■iS 

* 

«I 


2-sinft 

b  und  c  kann  man  auch  mittels  der  Formeln  96 
und  96  a  berechnen. 

Erkl.  180.  Sind,  siehe  Figur  47,  von  einem 
Dreieck  die  Seite  a  und  die  beiden  anliegen- 
den Winkel  ß  und  y  gegeben,  so  bestehen  zur 
Bestimmung  der  übrigen  Stücke  und  des  Inhalts 
des  Dreiecks  folgende  Formeln: 

Formel  101. 
„      102. 


a=:2R—(ß  +  y)^ 

,  a'Sinß 

0  =■ 


n 


103.     a  = 


104. 


(s.  Erkl.  137) 


sin  (ß  +  y) 

ö'Siny 

sin  (ß  +  y) 
„ a^'Sin^-siny 

~2.8in09  +  y) 

h  und  c  kann  man  auch  mittels  der  Formeln  96 
nnd  96  a  berechnen. 


Figur  ^6. 


Figur  47. 
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Trigonometrie,  synthetischen  Geometrie  etc.)  n.  höheren  IDitiienuitlk  (höhere  Analysis, 
Differential-  n.  Integral-Eechnong,  analytische  Geometrie  der  Ebene  o.  des  Ranmea  eta);  — 
AU  aDen  Zweigen  der  Phjsik,  MeehanilLy  Graphostatil^y  Chemie.  Geodisie^  Nantik, 
nttheuat.  Geographie^  Astronomie;  des  Masehinen-,  Strafiien-y  Eisenbahn-»  Wasser*» 
Brieken-  n.  Hochban's;  der  Konstmktionslehren  als:  darstell*  Geometrie»  Polar-  o. 

Parallel 'PerspectiTe»  Sehattenkonstruktionen  etc.  etc. 

für 

Schüler,  Studierende,  Kandidaten,  Lehrer,  Techniker  jeder  Art,  Militärs  etc. 

zum  einzig  richtigen  und  erfolgreichen 

Studium,  znr  ForthfiUle  bei  Schularbeiten  nnd  znr  rationellen  Verwertung 

der  exakten  Wissenschaften, 
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^H  DIeM  AufBabantammNing  ortclMint  fortitufentf,  monatlich  3—4  Hefte.  ■■■ 
Oie  MUfiaea  Han|vtiiftpltei  sind  mit  eigener  Ptginiarung  versehen,  so  dass  Jedes  derselben  einen  Band  bilden  wird. 


Has   wAnAiSntfliiiA    lnlifllf«vop7Diftlinift    Hop   hift    icAyh   AiHmkiAnAnon    llofto    1  —  9ßft 


in  Frankfurt  a.  M.  1881. 


PROSPEKT. 


Dieses  Werk,  welchem  kein  Ähnliches  zur  Seite  steht,  erscheint  monatlich  in  3 — 4 
Heften  zu  dem  billigen  Preise  Ton  25  ^  pro  Heft  und  bringt  eine  Sammlung  der  wichtig- 
sten und  praktischsten  Infgaben  ans  dem  Gesamtgebiete  der  Mathematik ,  Physik, 
Heehanlk,  math*  Geographie  ^  Astronomie  9  des  Maschinen- 9  Strassen- ^  Eisenhahn-, 
BrQcken-  und  Hochhanesi  des  konstruktlTcn  Zeichnens  etc.  etc.  und  zwar  in  ToUstlndig 
gelöster  Form,  mit  tielen  Figuren,  Erklärungen  nebst  Angabe  und  Entwlekelang  der 
henntiten  Sätie,  Formeln,  Regeln  in  Fragen  mit  Antworten  etc.,  so  dass  die  Lösung 
jedermann  yerst&ndlich  sein  kann,  bezw.  wird,  wenn  eine  grössere  Anzahl  der  Hefte  er- 
schienen ist,  da  dieselben  sieh  in  ihrer  Gesamtheit  ergilnzen  und  alsdann  anch  alle 
Teile  der  reinen  und  angewandten  Mathematik  —  nach  besonderen  selbständigen  Kapi- 
teln angeordnet  —  Torliegen. 

Fast  jedem  Hefte  ist  ein  Anhang  Ton  ungelösten  Aufgaben  beigegeben,  welche  der 
eigenen  Lösung  (in  analoger  Form,  wie  die  bezflglichen  gelösten  Aufgaben)  des  Studierenden 
überlassen  bleiben,  und  zugleich  Ton  den  Herren  Lehrern  für  den  Schulunterricht  benutzt 
werden  können.  —  Die  Lösungen  hierzu  werden  später  in  besonderen  Heften  für  die  Hand  dei 
Lehrers  erscheinen.  Am  Schlüsse  eines  jeden  Kapitels  gelangen:  Titelblatt,  InhaltsTeneiek- 
nis,  Berichtigungen  und  erläuternde  Erklärungen  Aber  das  betreifende  Kapitel  zur  Ausgabe. 

Das  Werk  behandelt  zunächst  den  HauptbestandteU  des  mathematisch-naturwissen- 
schaftlichen Unterrichtsplanes  folgender  Schulen:  Realschulen  L  und  II«  (M.,  gleieh- 
berechtigten  höheren  Bürgerschulen,  PriTatschnlen,  Gymnasien,  Realgymnasien,  Pro- 
gymnaslen,  Schnllehrer- Seminaren,  Polytechniken,  Techniken,  Baugewerksdinlen, 
Gewerbeschulen,  Handelsschulen,  techn.  Torbereitungsschnlen  aller  Arten,  gewerblidie 
Fortbildungsschulen,  Akademien,  üniTcrsitäten,  Land-  und  Forstwissenschaftsschuleif 
Militärschulen,  Torbereitnngs-Anstalten  aller  Arten  als  z.  B.  für  das  Ei^fährig-Frel- 
willige-  nnd  Offlziers-Examen,  etc. 

Die  Schaler,  Studierenden  und  Kandidaten  der  mathematischen,  technischen  nnd 
naturwissenschaftlichen  Fächer,  werden  durch  diese.  Schritt  für  Schritt  gelöste,  Aufgaben- 
sammlung immerwährend  an  ihre  in  der  Schule  erworbenen  oder  nur  gehörten  Theorien  etc 
erinnert  und  wird  ihnen  hiermit  der  Weg  zum  unfehlbaren  Auffinden  der  Lösungen  der- 
jenigen Aufgaben  gezeigt,  welche  sie  bei  ihren  Prüfungen  zu  lösen  haben,  zugleich  aber  auch 
die  überaus  grosse  Fruchtbarkeit  der  mathematischen  Wissenschaften  vorgeführt. 

Dem  Lehrer  soll  mit  dieser  Aufgabensammlung  eine  kräftige  Stfltie  für  den  Schul- 
unterricht geboten  werden,  indem  zur  Erlernung  des  praktischen  Teiles  der  mathematischen 
Disziplinen  —  mm  Auflösen  Ton  Aufgaben  —  in  den  meisten  Schulen  oft  keine  Zeit  er- 
übrigt werden  kann,  hiermit  aber  dem  Schüler  bei  seinen  häuslichen  Arbeiten  eine  voll- 
ständige Anleitung  in  die  Hände  gegeben  wird,  entsprechende  Aufgaben  zu  lösen,  die  ge- 
habten Regeln,  Formeln,  Sätze  etc.  ananwenden  und  praktisch  zu  verwerten.  Lnat,  Liebe 
und  Terständnis  für  den  Schul-Ünterricht  wird  dadurch  erhalten  und  belebt  werden. 

Den  Ingenienren,  Architekten,  Technikern  und  Fachgenossen  aller  Art,  Militärs 
etc.  etc.  soll  diese  Sammlung  zur  Auffrischung  der  erworbenen  und  vielleicht  vergessenen 
mathematischen  Kenntnisse  dienen  und  zugleich  durch  ihre  praktischen  in  aUen  Bemft- 
zweigen  vorkommenden  Anwendungen  einem  toten  Kapitale  lebendige  Kraft  verleihen  und 
somit  den  Antrieb  zu  weiteren  praktischen  Terwertnngen  und  weiteren  FerschuBgen  geben. 

Alle  Buchhandlungen  nehmen  Bestellungen  entgegen.  Wichtige  und  praktische  Auf- 
gaben werden  mit  Dank  von  der  Redaktion  entgegengenommen  und  mit  Angabe  der  Namen 
verbreitet.  —  Wünsche,  Fragen  etc,  welche  die  Redaktion  betreffen,  nimmt  der  Verfasser, 
Dr.  Kleyer,  Frankfurt  a.  M.  Fischerfeldstrasse  16,  entgegen  und  wird  deren  Erledigung 
thunlichst  berücksichtigt. 

Stattgart  Die  YerlagshandluDg. 
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Erkl.  18L  Sind,  siehe  Figur  48,  von  einem 
Dreieck  die  Seite  h  nnd  die  beiden  Winkel  cc 
nnd  ß  gegeben,  so  bestehen  zur  Bestimmnng 
der  übrigen  Stücke  nnd  des  Inhalts  dieses  Drei- 
ecks die  Formeln: 


Forntl  105.    / 
,     106.     a 

«     107.     c 
oder 


=  Öi2 -(«  +  /») 
&-Bin*a 

sin^ 

_  &'8in(«  +  ^) 
sin/J 


a 


— : cos      '  ^ 


108.     a  +  c  =  &«cos 

nnd 
108a.  a~c  =  6'Sin— 5-^:sin     '  ■ 

&*-8ina«8in(«  +  ^) 


109.     F       = 


2*8in^ 


CO 


Ml.  182*  Sind,  siehe  Fignr  49,  von  einem 
I>reieck  die  Seite  h  nnd  die  beiden  Winkel  u 
nnd  Y  gegeben,  so  bestehen  znr  Bestinminng 
der  öbngen  Stücke  nnd  des  Inhalts  dieses  Drei- 
ecks die  Formeln: 

Fonntl  HO.    /J  =  2JR—  (a  +  y)  ^ 

b-sina 


m.    a  = 


8in(«  +  y) 

^•8in>' 

8in(«  +  y) 

«3.  F=f'r"'^r 


112.     c  = 


\  s.  Erkl.  127 


2«8in(a-|-'y) 

amie  kann  man  anch  mittels  der  Formeln  106 
nnd  108  a  bereehnen. 


Erkl«  188«  Sind,  siehe  Fignr  60,  von  einem 
Dreieck  die  Seite  h  nnd  die  beiden  Winkel  ß 
«nd  Y  gegeben,  so  bestehen  znr  Bestimmnng 
dtr  übrigen  Stficke  nnd  des  Inhalts  dieses  Drei- 
ecks die  Formeln: 

Fwnel  114. 


a  =  2i?— (/J  +  y) 


115. 


116. 


h'Siniß-j-y) 

smß 

h'üny 
''"    sin/? 

62.Biny.sinO»  +  y) 

T    —                     .^ .    ■ 

• 

OB 

1  und  c  kann  man  anch  mittels  der  Formeln  108 
imd  lOSft  berechnen. 

Erkl.  184*  Sind,  siehe  Fignr  51,  von  einem 
I>reieck  die  Sdte  e  nnd  die  beiden  Winkel  a 
^^  ß  gegeben,  so  bestehen  znr  Bestimmnng 
■l^-r  übrigen  Stücke  nnd  des  Inhalts  dieses  Drei- 
eck« die  Formeln: 

Kleyer,  Ebene  Trigonometrie. 
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Formel  118.    y  =  2fi  —  (o -f/J) 


Ebene  Trigonometrie. 


oder 


119.    a  = 


120.    &  = 


8in(a  +  /9) 
C'Bvaß 


a 


Bin(«+/S) 
Formel  121.    a-|-6  =  C'C08 — ^ 


121a.  a  — &  =  (r-8in 


und 


2 


- :  cos      ' 
Sin     : 


Formel  122.  F  = 


cS-since-sin/S 


CO 


2.Bin(a  +  /9) 

Erkl.  185.  Sind,  siehe  Figur  62,  von  einem 
Dreieck  die  Seite  c  und  die  beiden  Winkel  a 
und  V  gegebw,  so  bestehen  zur  Bestimmung 
der  übrigen  Stücke  und  des  Inhalts  dieses  Drei- 
ecks die  Formeln: 

Formel  123.    /?  =  2fi  —  («  +  y) 

C'Sina 


.124.     a  = 


CO 


n 


n 


125.     h  = 


126.    F  = 


15 


smy 

c-sin(c-f"y) 

siny 
c2.  sin  «•  sin  («  +  y) 

2*  siny 

a  und  h  kann  man  auch  mittels  der  Formeln  121 
und  121a  berechnen. 

Erid*  186«  Sind,  siehe  Figur  53,  von  einem 
Dreieck  die  Seite  c  und  die  beiden  Winkel  ß 
und  y  gegeben,  so  bestehen  zur  Bestimmung 
der  übrigen  Stücke  und  des  Inhalts  dieses  Drei- 
ecks die  Formeln:  ' 

Formel  127.    «  =  2i?  —  (yJ-f-y) 

__  c-sinQg-f  y) 

smy 

,        C'SiuiS 
0  =  — ; 

siny 

j,__c«»sin/3-sin(/3-f  y) 

2*  siny 

a  und  h  kann  man  auch  mittels  der  Formeln  121 
und  121a  berechnen. 

Erkl.  187.  Die  in  den  Erkl.  129  bis  186  auf- 
gestellten Formeln  kann  man  in  ganz  analoger 
Weise  als  die  in  nebenstehender  Auflösung  auf- 
geführten Formehl  92  bis  96  a  herleiten. 


128. 


129. 


130. 


CO 


09 


Aufgabe  118.   Man  kennt  von  einem 
schiefwinkligen  Dreieck  die  zwei  Seiten: 

a  =  104,76  km 

und  b  =    22,65  km 

und  den  von  beiden  eingeschlossenen 
Winkel : 

y  =  9^'  1,2" 

und  soll  aus  diesen  Angaben  die  übrigen 
Bestimmimgsstücke  des  Dreiecks  und 
dessen  Inhalt  berechnen. 


r  a  =  104,76  km 
Gegeben:  |  ^  =   22,55  km 
l  y  =  90  1'  1,2" 


Gesucht:  a,  ß,  c  und  F  (der  Flädieninhalt). 

Anflösimg  1.    Zur  Berechnung  der 
gesuchten  Winkel  a  und  ß  beachte  man. 

dass  die  Summe  a  und  ß  dieser  Winkel 

I   o 

bezw.  die  halbe  Summe    "T^  leicht  be- 
stimmt  werden  kann,  indem: 
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Fjgor  54 


Formel  131.    a4-/?  =  2Ä  — y 

ist,  und  dass  man  hiernach  die  Winkel  a 
und  ß  auf  einfache  Weise  bestimmen 
könnte,  wenn  auch  deren  Differenz 
a  —  ß  bezw.  deren  halbe  Differenz 
bekannt  wäre.  Diese  Differenz  kann 
man  mittels  des  in  Antwort  der  Frage  21 
erwähnten  und  durch  die  Formeln  91 
symbolisch  dargestellten  Tangenten- 
satzes wie  folgt  bestimmen: 

Aus  der  Formel  91: 


a  —  b 


tg 


erhält  man: 


Am 


HUDnrecbiiimg  1* 


Formel  131a  .  .  .  Ag^  =  ^.t«^ 

nach  welcher  man  a — ß  berechnen  kann, 
sobald  fttr  a — b,  a + &  und  a  -f"  i*  Zahlen- 
werte substituiert  werden. 

In  Bäcksicht  der  in  der  Aufgabe  für 
a  und  ß  gegebenen  Zahlenwerte  erhält 
man  zunächst  nach  der  Formel  131: 

a-f /9=180«  — 9n'l,2" 
oder 

a)  .  .  .  a+/S=170*^58'58,8" 

und  hiemach: 


«^       104,76^22,65 
^    2  104,764-22,56  ^°"  ^  ^'* 


eriÄlt  man  5—-^  wie  folgt: 


tg 


2 


g  — ^_  82,21 


8 


127,81 


tg  860  29' 29,4" 


b)  •  .  •  ^4^  =  85«^  29'  29,4'' 

Substituiert    man    in    vorstehender 
Formel  131*  die  für  a  und  b  gegebenen 

Zahlenwerte  und  den  soeben  für  ^  i  ^ 


.«-/»« 


H^%-f  =  log  82,21  +  log  lg  850  99'  29,4-  ^  berechneten  Wert,  so  erhält  man : 

*  log  127,31  ' 

Nm.  fat:  a-/g_  104,76-22,65 

log824äl=      1.9148246  *    2     -104,76+22,55*^®^^^^^'* 

+iogtg  860»' 89,4"=     I.i08i»a»  a.HMftr.2.  oder  nach  der  HtÜfsrechnunff  1: 

8,0181176 


—  log  197,81  =  ->  S,1048«a6 
logtg^  = 


a 


■  •  • 


^  =  83°  2' 17,44" 


0,9132650 
1248 


1302 
1225 


mithin: 


oder 


"     ^  =  830  2*  10" 


77 
70 

7 
7 


2 


«-/J_- 


4-  7" 
-h0,4" 
-h  0,04" 


2 


=  830  2'  17,44" 


C) 

mithin: 

d)  .  .  .  a  — 1^  =  166^  4' 34,88" 

Aus  den  Gleichungen  a)  und  d)  er- 
hält man  nunmehr  durch  Addition  der- 
selben: 

2a  =  337^  3' 33,68" 
oder 
A)  .  .  .  a  ==  168^  31'  46,84" 

Aus  den  Gleichungen  a)  und  d)  er- 
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hält  man  ferner  durch  Subtraktion  der-  J 
Hfilferedumn^  2«  selben: 

log  tg  860  29'  29,4"  =  1,1029404  2/9  =  4^  54'  23,92" 

+  2526  («.nachstehende    oder 


1,1081929  "^   '      B)   .  .  .  ^  =  2^  27'  11,96" 

Die  i11r9,4"zii  addierenden  Proportionaltefleo?  findet  /g  £j>^   \SS\ 

man  aus  der  Proportion:  n       -r^         %  t' 

94" :  10"  =  * :  2686  Zur  Berechnung  der  gesuchten  Seite  »• 

Man  erhält  bierana:  ^^ ^  besteht  nachdem  in  Antwort  der  Frage  21 

*  =    10  vorgeführten  und  durch  die  Fonnehi  88 

x=^%^'*  dargestellten  Camot  sehen  Satz  die  R^ 

oder  abgemndet:  latiOU: 

'"•••'=^  c'  =  a'-\-b'  —  iab'<May 

ErkL  188.   Da  die  Snimiie  der  drei  Winkel  und  hieraus  erhält  man: 

eine»  Dreieck«  I8OO  betrügt,  so  besteht  für  die  ,    ««  ,/ 

Bichtigkeit  der  in  nebenstehender  Auflösong  für  FormeM32.    c  =  Va*-|-6*  —  2ab-co&y 

a  und  ß  berechneten  Werte  die  Eontrolle,  dass  Ltngeneinheites. 

aui''  +  y  =  ^^"^ """"••  ^ ^ ^"**  ^       Substituiert  man  hierin  die  für  a,  /■ 

l6803i'46,84"+2C27'ii,»e-+9oi'i,2"=l80o  ??*  ^  gegebenen  Zahlenwerte,  so  er- 

'  '  hält  man: 

c  =  Vl04,76*H-a2,55»  — 2. 104,76. 22,55.  cos  9"!' 1,2"  km 

oder  nach  den  Hfllfsrechnungen  3,  4 
und  5: 

H«lftr«ehnang  8..  e  =  Vl0974,6476+508,5025 -4666,287 

104,76.=  104,76.1(^.7«  c  =  Vll483,1501- 4666,2-87 

78332  c  =  V6816,8631 

41904 

104760  mithin  nach  der  Hfll&reohiuing  7: 

104,76«  =  10974,6476  C)  .  .  .  c  =  82,564  km 

Zur  Berechnung  des  gesuchten  b- 

__^,  -      .  .     '  halts  F  hat  man  nach  der  in  der  ErkL  34 

Httlftrechnuiig  4.  aufgestellten    planimetrischen    Formel, 

22,662  =  22,66 '22,55  ^enn  man,  siehe  Figur  54,  die  gegebene 

1^275  Seite  a  als  Grundlinie  des  Drucks  an- 

^jo  nimmt  und  die  zugehörige  HShe  mit  ä 

4510  bezeichnet: 

508,5026  ^  „ ü'k 

UfUfgrechnuiig  5«  ^^  ^^^  ^^  Höhe  h  nicht  gegd)en  ist, 

iog2. 104,76. 22,56. co89ori,2-  =  iog2+  |?  '^!'^^  niau. dieselbe  ui  die  gegebenen 
log  104,76  4- log  22,66  + log  C03  90  1' 1,2"  BestunmungsstttckeausarftCKen;  dies  ge- 
Nun  ist:  schiebt  wie  folgt: 

log  2=    0,3010300  Aus  dem  bei  D  rechtwinkligen  Drei- 

+  log  104,76  =-4-2,0201956       .  eck  ^DC  ergibt  sich  nach  Antwort  der 

+  log 22,56  =--1,3631465  Fraire  6  dip  T^i^lftHnn- 

+iogcoB9ori,2'^=4-9,9945996— iO(8.Hiaf8r.6)  ^^^^  ^  ^^®  neiauon. 


13,6689715— 10  siu  y  =  — 

oder  =      3,6689715  ^         b 

-^?M-  und  hieraus  erhält  man: 

82 

7^2  g)  .  .  .  A  =  i-siny  (g.  auch  die  Erkl.  oO). 

mithin:  ej  Setzt  man  diesen  Wert  fflr  A  in  die 

2.104,76.22,56.(508  901' 1,2"  =  4666,287  Gleichung  f),  SO  erhält  man: 
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HlUliu-whniiiig  6. 

log  COB  «•  r  1^'  =  »,9»4B999  — 10 

4(8.iiAch8teh60de 

Oleicbnng  a) 

9,9945996  — 10 

Die  für  1^"  tm  subtrahiereiideii  ProportionalteÜe  x 
findet  man  ans  der  Proportion: 

1^":10"=*:38 
Man  erhlH  hienme: 

'  =  -IÖ- 

x  =  3,98 
oder  abgerOLdet: 

a)  .  .  .  ar  =  4 

HillftraDiumiir  7. 

^^  c  =  1/68163631 

erhält  man  c  wie  folgt: 

löge  =:  TT- log 6816,8631 
Kttn  ist:  ^ 

log  681636ai  =  3,8335806 

+  37,8 
4-    1,89 
4-    0,06 

3,8335846 
1 

2 


„ ör-i-siny 

~        2 
oder 

Formel  13S.     J^=— -Sm/Fläolieneüüieiten. 
(8.  dieErkl.  151  bis  154). 

In  Bücksicht  der  Ar  a,  2»  und  7  ge- 
gebenen ZaUenwerte  erhält  man  hier- 
nach: 

„       104,76 . 22,55    .    ^q  ..  ^  c,ss    1 
F=  — ^-— — ' — sin  9®  V  1,2''  qkm 

oder  nach  der  Hfilfsrechnong  8: 

I  =  185,122  qkm 

(8.  die  £xkL  148  bis  150). 

Auf  lösimg  2.  Wie  ans  der .  Auf- 
lösung 1  ersichtlich,  ist  die  Berechnung 
der  Seite  c  mittels  der  Formel  132: 


logc  =  1,9167928 

7907 


Ans 


ndthin:  15^9 

€  =  82,5648 

HMÜBrecluinng  8. 

„       104,76.224»    .    nnt.t  «.. 
F  =    ^     — ^--.sm  90 1'  1,2" 

eriiält  man  F  wie  folgt: 

log  F  =  log  104,76  +  log  22,55 + 

rog8in9ori,2"  — log2 
Nun  ist: 

log  104,76  sz         2,0201955 
-h  log  22,55  =  +    1,3531466 
-l-logOTi  9*  V  IJt'  =  -f    9,1951462^  10* 

12,5684872  -*  10 
—  log2  =  —    0,3010300 

log  F  =       12,2674672  —  10 

oder  log  F  =        2,2674572 

•  aiehe  HUteechnniig  9.  ^^33 

39 
47 

F  =  186,122 


ziemlich  umständlich,  da  der  Ausdruck 
rechts  logarithmisch-unbequem  ist 
Man  kann  deshalb  ^nr  Berechnung  von  c 
eine  der  in  der  £rkL  101  aufgestellten 
Formeln  88 p  bis  88°  anwenden,  siehe 
EfkL  139,  bei  deren  Anwendung  je  nur 
zwei  Summanden  fRr  sich  berechnet  wer- 
den mflssen ;  oder  man  gibt  der  Formel  132 
eine  zur  logarithmischen  Berech- 
nung bequemere  Form.  Letzteres 
kann  man  auf  folgende  Arten  bewerk- 
stelligen: 

1)  Setzt  man  nach  der  in  der  Erkl.  102 
angeführten  goniometrischen  Formel  fllr: 

cosy  =  1  — 2sin*~ 

so  geht  die  Formel  132  Aber  in: 


mithin: 


=v^ 


2  ab 


(l-2sin«|.) 


HlUfBreeluiuig  9« 

log  sin  90  1'  IX  =  9,1951293  —  10 


4-  159(8.nac1i8tehende 
Oleichnng  a) 


9,1951452^10 

Die  fSr  1,2"  zu  addierenden  Proportionalteile  x  findet 
man  mittels  der  Proportion: 

14":10"  =  «:1327 
Uan  erUUt  hieran: 

1327. 1,2 

10 
4P  =  132,7  1,2 
X  =  150,24 
'"der  abgerandet: 

^  .  .  .  ar  =  159 


und    hieraus    erhält   man    durch    ent- 
sprechende Umformung: 

c==V/(a«  — 2a6  +  &«)  +  4a6sin*^ 
^=  y  (^  — *)*4-4a&sin*-^ErWo3) 


Ebene  Trigentmutrie. 


«=V(— 


t  fttr: 


oder  

Setzt  man  nonmehr  nach  der  ErH  140: 1 

>)■■•  („_t).  =^t 

so  erhält  man:  i 

c=(a-6)Vl  +  tg*9.  I 

oder  nadi  der  ErkL  141: 


lebrbDch  der  Gonio-  _ . . , 

ier  Fra^  19  fegt-   oder 


uüitionenTaiigeiii 


D  liegen.  COS9) 

kleine  positive  ^^>  welcher  der  weichnng:  1 

lie  Tangens  oder  a  •     V  ^ 

Motens  dfli  Taurem  »Sin^ 

lestimmten Win-  FornieMSSa.    ieip-= rVaJ 

welchen  Winkel  «  — * 

igonometrischen  genOgt. 

igonome  r  so  en       ^^  g^^^  ^^^  ^^  ^^  vorstehend  er- 
wähnten Formel: 


1  dem  Ansdnick: 


c=  V«*  +  A»  —  2oft'C0Sy 
nach  der  in  der  ErkL  104  aagefDhrteD 
f  goniometrischen  Formel  fOr: 

cos)'=  Scos'-^  —  1 

.  sin'y  2 

''~co8>9>  so  geht  jene  Formel  Aber  in: 

"!ol^r'^  '^  =  y«'  +  *'-2flA.(2cos»|-l) 

I  =  1  und    hieraas    erhält    mim    dmxh    ent- 
sprechende  Umformnng: 


''°^f  c  =  '\/a»  +  6»  — 4a6-C4>s*|  +  2a6 


1 
rische  Formel  heiaat : 


(nehe 


der  Goniometrie,   c^y  {a-\-hy —  ^abfii»*^  ErU.  I* 
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Erkl«  148«    Jede  gerade  Wurzel  ans  einer 
negativen  Zahl  wie: 

2» 


cos*|- 


_±3' 

ist  unmöglich;    man  nennt   deshalb    solche     ^  v^i^J    ^ 

Zahlen,  deren  Werte  gleich  soMen  Wnrzeln  ^^^^                -   J          4aiTco8*Z 

sein  m^stoi,  imaginäre  (eingebildete)  Zahlen,   c  =  fa-l-iV  i/  1 ^ 

im  Gegensatz  hierzn  nennt  man  alle  ttbrigen  v     i     /*  V              taJ^by 

Ä J  p'otJLätd'  wSS^^"'""  ''^'-  Berücksichtigt  man  nimmehr,  dass  der 

Ist  hiemach  in  einem  Wnrzelansdmck  von  4a&*C0s'-^ 

der  Form:  Quotient  —p — ,  ,.g    kleiner  als  1  sein 

a  grösser  als  1,  so  steUt  der  Kadikand  dieser  S^»»'  wenn  der  si^aus  dieser  Gleichung 

Wnizel  eine  negative  Zahl  dar  nnd  dieser  ^  ^  ergebende  Wert  reell  sein  soll, 

Wonelansdrack  repräsentiert  eine  imaginäre  siehe  Erkl.  143,  SO  kann  man  nach  der 

Zahl;  ist  dagegen  a  kleiner  als  1,  also  ein  ErkL  144: 

echter  Brach,  so  stellt  der  Badikand  jener  .    ,        ,  v 

Wurzel  eine   positive  Zahl    dar  nnd   jener  ,  v  4ao«COS   ^ .  , 

Wnizelansdmck  repräsentiert  eine  reelle  Zahl.  o)  ,  ,  ,      /     i   r\a    —  ^^^  9 

Erid.  144.   In  Kleyers  Lehrbnch  der  Gonio-  «^*^®^'  ^^  ^""^  erhält^ 

metrie  wnrde  in  Antwort  der  Frage  19  fest-  c  =  (a'-\-b)'Vl  —  sin^g^ 

gestellt,  dass  die  Werte  der  Fnnktionen  Sinns  oder    nach    der    Gleichung    c)    in    der 

nnd  Kosinus  aller  nnr  möglichen  Winkel  zwi-  ErW   145. 

sehen  den  Grenzwerten  +  1  und  t-  1  liegen.  •  ^  o .  

Dementsprechend  kann  umgekehrt  jeder  zwisdien  ,       c  =  (a  -|-  6)  •  Vcos*y 

■fl  und  —  1  liegende  Wert,  also  jeder  posi-  ^r^^* 

tlTe  oder  negative  echte  Bruch,  als  der  Formel  136.     c  =  (a-[-6)»C0Sqp 

Stimmten  Winkels    betrachtet   werden,  ^h  welcher  der  Gleichung: 
welchen  Winkel  man  mittels  einer  tri- 


weichen  Winkel  man  mittels  einer  tri-  fT~h        sT 

gonometrischen  oder  logarithmisch-tri-  .       |  /  4ao-COS  -5- 

gonometrischen  Tafel  bestimmen  kann.  Sinqp —    y      .     .    ,.y 

ErkL  14I».    Aus  der  in  der  Erkl.  142  er-  2cos-|- 

wämten  goniometrischen  Formel:  Formel  136 a.     sino)  = p-^  •  Vab 

sin«a  +  co8«a  =  1  a-f-b 

erhält  man:  genügt 

a)  ...  sin««  =  1  —  cos««  Mittels  Benutzung  der  vorstehend  auf- 


b)  .  .  .    sin«:=  1/1  —  cos«« 


gestellten  Formel  136: 

c  =  (a4-&)'C0Sqp 


oder 
und 

c)  ...  cos««  =  1  — sin« «  in  welcher  cp  einen  Winkel  bedeutet, 

öder  welcher  der  Formel  136»: 

d)  .  .  .    cos«=  \/l  — sin««  2 COS  — 

sin  cp  = r-r  V06 

Hilfsrediniing  9.  -       ^         a-f-b 

^^  »0 1'  1 2"  genügen  muss,  erhält  man  in  Rücksicht 

2.  cos — ^-^—     der  in  der  Aufgabe  für  a,  6  und  y  ge- 

^"*v  =  iA^>7o  i  ooRx  \/ 104,76. 22,55  gebenen  Zahlenwerte  die  gesuchte  Seite  c 

1U4,70 -f  ^J,dd  ^^  folgt* 

«hält  man  q>  ^e  folgt :  Zunächst  berechne  man  den  Winkel  g> 

Bmy=:   '^^,Q-ftT    '     \/ 104,76. 22,55  aus  der  Gleichung: 

I  .  «7,Ol  OD  T  1  O" 

Iog8m9  =  log2  +  logcos40  30'80,6"+  2 -COS  

i.(logl04,76  + log 22,56) ^logl27,3l  SVKp  =  y^^-y^-|-|^  Vl04,76.  22,55 


^ 


88 


Ebene  Trigonometrie. 


Nun  ist:    . 


log2=:    0,8010d00 


1  -f-logcoB4080'80,6"=:4-9,998e641-10* 
4-  ^  (log  104,764-lag  22,66)  =+1,6866710** 


2 


11,9863661-10 
—  logl27,31  =-2,1048626 

log  Bin  0)=    9,8814926-10 

47B6 

•  B.  HtUftr.  10.    *•  8.  Hftlftr.  11. 


mithin: 


160 
143,2 

16,8 
16,1 


g)  =  490  34'0" 

+  8" 

oder     if  =  490  84'  8,9" 


HlUferechniing  10. 

log  cos  40  SO'  80,6''  =  9,9986642  —  10 

—  1  (8.  nachBteh. 

^^^«^»^■. r^rOleichiing  a) 

9,9986641  — 10 

Die  fUr  0,6"  sa  sabtrahierenden  PropoitionalteUe  x 
findet  man  mittelB  der  Proportion: 
0,6"  :  10"  =  x :  17 
Man  erhUt  meraos: 

_  17  . 0,6 

'^'"      10 
ar  =  1,7  .  0,6 
ar  =  1,02 

oder,  abgerundet: 

a)  .  .  .  a?  =  1 


Hfllfsrechnnng  11« 

log  104,76  =  2,0201965 
+  log  22,65  =  1,8581465 


83783420 
1 


y(]ogl04,76  + log  22,56)  =  1,6866710 


Ans 


Httlfsrechnung  12« 


c  =  (104,76  +  22,58).  cos  490  84'  8,9" 
erhält  man  c  wie  folgt: 

c  =  127,81.008  490  84'  8,9" 
log  c  =  log  127,81  +  log  cos  490  84'  8,9" 

Nnn  ist: 

log  127,81  =       2,1048625 
-1-  log  cos  490  84'  8,9"  =  +  9,8119800  — 10* 


logc=     11,9167926  —  10 
oder  log  c  =      1,9167926 

7907 
•  8.  HiUftrechnnng  13. 


Nach  Hülfsrechnung  9  erhält  man: 

a)  .  .  .  9?  =  49^  34' 8,9'' 

Namnehr  substituiere  man  diesen  Wert 
und  die  fOr  a  und  h  gegebenen  Werte 
in  die  Formel  136,  man  erhält  alsdann 
zur  Berechnung  von  c  die  Gleichung: 

c  =  (104,76  +  22,55)  -  cos  49*  34'  8,9'' 

und  hieraus  ergibt  sich  nach  der  Hülfs- 
rechnung 12  iÜr  c: 

c  =  82,5643  km 

Man  vergleiche  hiermit  die  Gleichung  C) 
in  Auflösung  1. 

AnfiösuHg  3.  Will  man  nicht,  wie 
in  den  Auflösungen  1  und  2  die  ge- 
suchten Winkel  a  und  ß  zusammen 
mittels  Anwendung  des  Tangentensatze.^ 
bestimmen,  sondern  jeden  dieser  Winkel 
einzeln  bestimmen,  so  kann  man  dies 
wie  folgt: 

Zur  Berechnung  des  gesuchten  Win- 
kels a  beachte  man,  dass  nach  der 
Sinusregel  die  Relation  besteht: 

c siny 

a       sina 
aus  welcher  man: 

a)  .  .  .  r-sina  =  «-siny 
erhält,  und  dass  femer  nach  der  Eo- 
sinusregel  die  Relation  besteht: 

b  =  a'COSy-\'C'C0^a  (siehe  Formel  87 >) 

aus  welcher  man: 

b)  .  .  .  c«cosa  =  i  —  a-cosy 
erhält,  und  dass  sich  schliesslich  durch 
Division  der  Gleichung  b)  in  Gleichung  a ) 
die  Relation: 

C'Sina crsiny 

C'COSa       b  —  rtcosy 
oder,  wenn  man  reduziert  und  nach  der 
Erkl.  120: 

sina 

=  tga 


mithin: 


c  =  82,6643 


18 
15,9 


Hlllf^reclinang  18. 

log  COB  490  84'  8,9"  =  9,8119621  —  10 

-198,4)  _ 
-    22.3i  — 


9,8119300—10 


COSa 

setzt,  die  Formel: 

Formel  137.    tga  =  -, ^ 

^  0  —  öfCOSy 

ergibt,  nach  welcher  Formel  man  den 
Winkel  a  berechnen  kann  (siehe  Er- 
klärung 146). 

Will  man  diese  Formel  zur  logarith- 
—  221  mischen  Berechnung  bequem  machen,  sk» 
forme  man  dieselbe  wie  folgt  um: 
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Man  dividiere  Zähler  und  Nenner  des 

Erkl.  146.  Die  nebenstehenden  Formeln  187  Quotienten    rechts    duTCh    den    Zähler 
imd  189  kann  man  anch  ans  einer  Eigyv  ab-  asin}^;  man  erhält  hiemach: 
leiteiL    Ans  der  Fignr  54  erhSlt  man  z.  B.  -.  1 

AD  ^S^  =  — r 

^£'»  =  55  -5 '-^ 

oder,  wenn  man  berüotanchtigt,  dass:  ,  ^«^^     .«f^^^        ^^ 

^  oder,  wenn  man  reduziert  und  nach  der 

ErkL  121: 


BD=zBC^De  iati 

AD 


=  ctgy 
Dannn:  ^_^  Siny         ^^ 

AD  setzt: 

7  = 


^C  tga  =  -^ = 

ist  und  hiernach:  o 

h) ,  .  .  AD=zb'Bmy  Setzt  man  nunmehr  nach  der  Erkl.  140 : 

gesetzt  werden  kann;  da  femer:  h         ' 

c)  ..  .BC  =  a  ^iiü^  — ^^^^ 

'"^^^  ^^  SO  erhält  man: 


cosy  = 


^C  tga  = 


mithin  Ctgy-— Ctgy 

oder             I>C=zAC'Cosy              ,  ^^^r  nach  der  Erkl.  147: 

d) .  .  .  DC=:h'C08y  Formel  1S8     f^    —  ^^7 '^^9 

gesetzt  werden  kann,  so  erhält  man  ans  den  ''""^*  ■***•     ''©"        sin(y  — o)) 

Gleichnngen  a)  bis  d)  die  Formel:  . ,^|  u^    t:\         i  j      w«  i    i 

^^               '           ,    .  m  welcher  Formel  der  Wmkel  w  emen 

Femiel  139.   tgß  =  — 'f°^  solchen  Winkel  vorstellt,   welcner  der 

a-6.coßy  Grteichnnß- 

Veigleidie  hiermit  die  nebenstehende  For-  ^^«*^"^ö-                            ' 

ffiel  139.  rnrinul  l^fia       pfo-^«  ^^       ^ 

In  ganz  derselben  Weise  kann  man  die  For-  ■^"™*'  ■****•     ^^^9^  ^  asiny 

mel  137  herleiten-  genügen  muss. 

«  ^,  .^.  «.         .  Zur  Berechnung  des  gesuchten  Win- 

ErkLl47.  EinegomometnscheFormelheisst:  j^els  ß  beachte   man,   dass   nach  der 

ctgg  — ctgig  =  "'^^"""^  Sinusregel  die  Relation  besteht: 

^  ^  sinccsin^ 

(siehe  Kleyers  Lehrbnch  der  Goniometrie,  For-  —  =  ?5l2^ 

mel  154).  b         sin/9 

Nach  dieser  Formel  ist:  aus  welcher  man: 

ctgy  — ctgy  =  8in(y--y)  c)  .  .  .  c-sin/?  =  6'Siny 

'^er,  beide  Seiten  dieser  oST^^'nmgekehrt:  ^T^Wt,   und  dass  ferner  nach  der  Ko- 

.              „;      •  Sinusregel  die  Relation  besteht: 

1 svKp  smy  ® 

ctgy  —  ctgy  ~  ßin(y— y)  a  =  6 cos y  +  ^COS/^  (ß.  Formel  87) 

aus  welcher  man: 

Erkl,  US.    Sind  von  einem  Dreieck  zwei  d)  .  .  .  ccos/?  =  a  —  icosy 

Seiten  und  der  von  ihnen  eingeschlos-  , ,,,          ,    ,          .  ,       ,,.      ,.  J    j      i_ 

sene  Winkel  gegeben,  so  kann  man  anch  erhält,  und  dass  Sich  schliesslich  durch 

flo  Teifalöen,  dass  man,  wie  in  den  nebenstehen-  Division  der  Gleichung  d)  in  Gleichung  c) 

den  Anflösnngen  1   nnd  3  gezeigt  ist,   erst  die  Relation: 

die  Winkel  a  nnd  ß  berechnet  und  dann,  nach-  .    ^             ,    . 

dem  man  sich  KontroUe  für  die   Richtigkeit  ^sm/y  _      g>^my 

dieser  berechneten  Werte  verschafft  hat,  zur  ccosß        a  —  ftcosy 

Berechnnng  der  Seite  c  die  Sinusregel  oder  ,                                 j     •  ^       j         i.  j 

eine  der  Mollweideschen  Sätze  in  Anwendung  ^^^^*i  '^^^^  ^^^  reduziert  und  nach  der 

bringt.                                                         ^*  Erkl.  120: 


Ebene  Ttigonometiie. 

setzt,  die  Formel; 


Formel  139.    tg/3  = 


bsiny 


-6co8y 
Formil  W2.    c  =  ^^^^  (a.  Erkl.  146) 

Nach  dei  Mollweide  gehen  Formel  8e  erhält  ergibt,  nach  welcher  Formel  Eoan  den 

man  für  die  Seite  c:  Winkel  ß  berechnen  kann. 

(g  I  &).coii""*"^  ^ül  man  diese  Formel  zur  logariüi- 

Formii  IM.  c  = ?—  mischen  Berechnung  bequem  machen,  &» 

cos^-^  forme  man  diesellw  in  analoger  Weise 

*  als  es  vorstehend  mit  der  Formel  137 

und  nach  der  MoUweide  sehen  Forael  90:  geschehen  mn;  man  erhält  sddiessUfli. 

(a     l)  Bin""^'*  wie  für  Formel  137  die  der  Formel  136 

Formel  14*.  e  = —  analoge  Formel: 

"*"V  Formell«.    tg^^^r«iny 

Erfcl.  149.  Ist  der  in  der  Änfgabe  118  ge-  in  welcher  der  Winkel  a  einen  solchen 
gebene  Winkel  y  ein  stumpfer  Winkel,  so  Winkel  VOrsteUt,  welcher  dei"  GleichOM: 
musB  man  nach  der  Erkl.  94  bei  einer  nume-  ' 

Tischen  Berechnnng  der  gesuchten  Seite  c  mittels    c— _.i  t*n_       ~*  " 

der  Formel  132  für  den  Kosinas  jenes  stnm-    "rmei  14üa.     CtgV  =  j^L 

Sfen  Winkels  den  negativen  Kosinus  toü  „„„«_„„  „„„ 
essen  Supplementwinkel  setaen;  deasgleichen  »enngen  muss. 
mnss  man  bei  der  Berechnung  des  Inhalts  F  (8»ene  *8  Brtl.  148  bie  167). 

nach  der  Formel  133  ftlr  den  Sinns  ienes  stum- 
pfen Winkels  den  Sinus  von  dessen  Supplement- 
winkel setzen. 

ErU.  150.  Sind  von  einem  Dreieck  zwei 
Seiten  nud  der  von  ihnen  eingeschlossene  Winkel 
gegeben  und  ist  dieser  Winkel  sehr  klein, 
ein  sehr  nahe  bei  (fi  liegender  Winkel,  oder 
ein  sehr  grosser,  ein  sehr  nahe  bei  180'> 
liegender  Winkel,  so  beachte  man  einstweilen 
das  wss  in  der  Erkl.  38  gesagt  ist 

Praktische  Auf^ben,  welche  sich  auf  solche 
Fälle  beziehen,  sind  in  spateren  Abschnitten 
enthalten. 

ErU.  ISl.  Die  in  der  ÄuflOanng  der  Auf- 
gabe 118  aufgestellte  Inhaltifonnel  138 

FT=~nay 

ist  die  wichtigste  von  allen  trigonoinetTlschen 
Inhaltsformeln,  welche  auf  das  Dreieck  Becug 
haben,  und  findet  die  grösste  praktiedie  Anwen- 
dung; dieselbe  lautet  in  Worten: 

„Der  Inhalt  eines  Dreiecks  ist  gleich 
dem  halben  Produkt  zweier  aneinander- 
stossender  Seiten  multipliziert  mit  dem 
Sinus  des  von  beiden  eingeschlossenen 
Winkels." 

(S.  die  Erkl.  153  bis  1Ö4). 

Erkl.  152.    Den  in  voriger  Erklämng  anf- 

testellten  Satz  kann  man  auch  zum  Beweis  der 
innsregel  benutzen.  Nach  diesem  Satz  hat 
mau  filr  ein  und  dasselbe  Dreieck: 
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1) .  .  .  F=~wxy    (8.  Formel  133) 

2)...F=^.8in/J    („        „       147) 
und 

3)...F  =  ^.8m«    („        „       161) 

DiTidiert  man  nun  z.  B.  die  Gleichung  2) 
in  Gleichung  1),  so  erhält  man  nach  gehöriger 
Bednktion : 

^  5'8iny 

oder  ^c.smß 

h'Säay  =:  C'mkß 
mithin 

a)  .  .  •  5 ;  c  =  sm^ :  am/ 

in  analoger  Weise  erhält  man  durch  entsprechende 
Division  je  zweier  jener  Gleichungen : 

,     b)  .  .  .  a :  6  =  sino :  muß 
und 

c)  .  .  .  a :  c  :=  sinic :  sin/ 

Und  ans  diesen  drei  Gleichungen  ergibt  sich 
die  Fonnel : 

a    h    c 

wia       muß       siny 
oder  die  Formel: 

a:b:c  ==^  sin« :  sin/9 :  siny 

£rU«  lU,  Da  ein  Winkel  eines  Dreiecks 
nur  einen  zwischen  00  und  1800  liegenden  Wert 
haben  kann  und  da  von  allen  Wii&eln,  weldie 
zwischen  0^  und  I9(fi  liegen,  der  Winkel  von 
^  den  grassten  Sinus  (=  +  1,  s.  Erkl.  99 
nnd  144)  hat,  so  ergibt  sich  aus  der  in  der  Auf- 
losnng  der  Aufgabe  118  aufgestellten  Inhalts- 
fonnel  183 

F=z  — »smy 

dasfi  Ton  allen  Dreiecken,  welche  zwei  gleiche 
Sdten  a  und  h  haben,  dasjenige  den  grOssten 
Inhalt  hat,  bei  welchem  jene  Seiten  unter  einem 
rechten  Winkel  aneinanderstossen. 

ErkL  154.  Hat  ein  Dreieck  die  Seiten  a  und 
b  und  ist  der  von  denselben  eingeschlossene 
Winkel  :=  y  und  hat  femer  ein  anderes  Dreieck 
die  Seiten  a^  und  h^  und  ist  der  von  denselben 
eingesdüossene  Winkel  ebenfalls  ^  y,  und  be- 
zeidmet  man  den  Inhalt  dieser  Dreiecke  bezw. 
mit  F  und  F^^  so  hat  man  nach  der  Formel  183 
fni  diese  Inhalte: 

a)  .  .  .    Fz=z  ——--mny 
und 

b)  .  .  .  JF\  =  -^*'smy 

Dividiert  man  diese  Gleichungen  ineinander 
nnd  reduziert,  so  erhält  man  die  Proportion: 

F:F,  =  ahittihi 
bezw.  den  planimetrischen  Satz: 

„Sind  in  zwei  Dreiecken  zwei  Winkel 
gleich,  so  yeriialten  sich  deren  Inhalte  wie 
die  Produkte  der  diesen  Winkel  einschlies- 
senden  Seiten.'' 

(Siehe  die  Erkl.  124  und  Kleyers  Lehrbücher 
der  Planimetrie.) 
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i  der  von  beiden 

iben,  80  bestehen 

Acke  mtd  des  Id- 

Formeln   (siehe 


el  m  m: 

£ 


xtt  setzen  ist 


1  if  der  Oltichnng : 
ae  genügen  mnw. 
IfdeiQleichnng: 


''ac  genflgenniius. 
I  146  a  kann  man 


l^derGleichnng: 
^nügen  mosa, 


■f) 
lyderOleichong: 

«nDgen  mnss. 

^h  indirekt  mit- 


Ueber  die  Beredmnng  des  schiefwinkligen  Dreiecks. 


9a 


Formel  157.     h  = 


(a  +  c).co8— ^ 


cos 


a —  y 


2 


158.     h  = 


(a  —  c)'8in 


a+_y 
2 


sin 


a  —  y 


Erkl.  156.  Sind,  siehe  Figur  66,  von  einem 
Dreieck  die  Seiten  h  und  c  und  der  Ton  beiden 
efogeschlossene  Winkel  a  gegeben,  so  bestehen 
rar  Berechnung  der  flbrigen  Stücke  und  des 
Maits  des  Drecks  folgende  Formeln  (siehe 
Erkl.  157): 

FwiMl  159.      ^  +  y  =  2Ä  —  « 

ß-^y       6  —  c    .    ß  +  y 


159  a 

160. 
161. 


2    ""fe+c  "^    a 

a=  \/6>-|-c*  —  2dc*cosa 


Statt  der  Formel  160  kann  man  auch  eine 
der  folgenden  Formein  anwenden: 

Ftnwl  162.      a  =  Vib  +  c  +  m)  (h  +  c-^m) 
in  welcher  Formel  fUr  m: 

r     162a.    f»  =  2  V 2^0  »cos -3-  £U  setzen  ist 


163.       a  :=: 


6— c 


163  a 
164. 


C0S9 
in  welcher  Formel  (p  der  Gleichung : 

28m -7^ 

2   ,,r-    genttgen 

a"^^  (p  —  c)»C08(p 

in  weldrerFormel  (p  der  Gleichung : 


2cos-r- 


164a.    eanfpz=. 


2     /—  genügen 

h-^c  muss. 


Statt  der  Formeln  159  und  159  a  kann  man 
aneh  folgende  Formeln  anwenden: 

Furmel  166.      tg/f  =     ^^" 

c— fecos« 

oder 

sin«* sin <^ 

^^~  sin  («  —  y) 

in  welcher  Formel  <f  der  Gleichung : 

c 


166. 


&dna 

c-sinit 
b  —  ccosff 


genügen  nross, 


166a.    ctg9  = 

und 
167.       tgy  = 

oder 

*^^      sinC«-^) 

in  welcher  Formel  (p  der  Gleichung : 

168  a.   ctg(p  =  — : —  genügen  muss. 


"K' 
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Die  Seite  a  kann  man  auch  indirekt  mit- 
tels einer  der  Formeln  berechnen: 

a  = 


Formtl  169. 
«     170. 


a  = 


sin^ 
csin« 

(6  +  c)«C08 


r 


171.     a  = 


ß  +  Y 
2 


cos 


ß  —  Y 
2 


172. 


a  = 


(6_c).8üi^^ 


sm 


/g  — y 

2 


Erkl.  157.  Die  in  den  Erkl.  155  und  156 
^tnfgestellten  Formebi  kann  man  in  ganz  ana- 
loger Weise  wie  die  in  nebenstehenden  Anf- 
Iffsnngen  nnd  in  den  Erkl.  139  und  148  auf- 
gestellten Formeln  181  bis  140  a  herleiten. 


Aufgabe  119.   Die  drei  Seiten  eines 
Dreiecks  sind  gegeben  nnd  zwar  sei 

a  =    64,4  km 
h  =    81,6  km 
c  =  122,4  km 
Man  soll  die  drei  Winkel  und  den 
Inhalt  dieses  Dreiecks  berechnen. 

Figur  67. 


Gegeben 


fa=    54,4 

:  I  5  =    81,6 

i  c  =  122,4 


km 
km 

Irm 


Gesncht:  «,  ß^  y  nnd  F  (der  Flächeninhalt). 

Anflösiiiig.     Zur   Berechnung   der 
gesuchten  Winkel  a,  ß  und  y,  &  Figor 
57  und  die  Erkl  168,  kann  man  die 
in  Antwort  der  Frage  21  aufgestellten 
Quadratenformeln  88  bis  88^: 
a*  ==  6*-|-(?*  —  26c»cosa 
6*  =  a*  —  c*  —  2ac-cos/J 
c*  =  a*-|-6*  —  2afc»cosy 
benutzen;  aus  denselben  erhält  man  der 
Reihe  nach: 


Formel  173. 


COSa  = Srr 

26c 


KiU«  158*  Beyer  man  zur  Berechnung  eines 
Dreiecks  aus  seinen  drei  Seiten  übergeht,  ver- 
schaffe man  sidi  Gewissheit,  ob  durch  die  ge- 
gebenen Zahlenwerte  die  Bedingungen  für  ein 
Dreieck  erfüllt  sind.  IHese  Bedingung  beruht 
aadi  dem  planimetrischen  Satz: 

„In  jedem  Dreieck  ist  die  Summe  zweier 
Seiten  grösser  als  die  dritte*" 


n 


174.    cos/J  = 


a«  +  c«— 6* 


2ac 


und 


n 


17B. 


COS  y  =  — 4r— 7 


Femer  kann  man  aber  auch  die  in 


darin,   dass  die  Summe  zweier  Seiten  stets  ^er  Erkl.  160    aufgestellten  logarith- 
grosser  als  die  dritte  Seite  sein  muss. 


Formel  176 


misch-bequemen  Formeln: 


r 


n 


8-o)  (8- c)  [_,+>+. 


in 
welchen 


ac 


ist 

(8.ErU.ieco 


lieber  die  Berechnimg  des  sohiefwinkligen  Dreiecks. 
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Erkl.169.  Die  in  nebenstehender  AuflilBuiig  oder  die  in  der  Erkl.  161  aufgestellten 
anfgesteUten  Formeln  173  bis  175  werden  von  Pomieln  * 
mancdien  Mathematikem  anch  statt  der  in  Ant- 
wort der  Frage  18  auijg^esteUten  Formeln  87  bis 

87b  mit  dem  Namen  „Kosinnsformeln^  be-  r 

zeichnet  und  das  durch  sie  ausgedrückte  Gesetz   Pomi6l179.  cos— =A/ 
Ton  denselben  wird  dementspre<^end  „Kosinus-  '        2       \ 

regel*^  genannt. 

In  Worten  lautet  das  durch  die  Formeln  173 
bis  175  ausgedrttekte  Gesetz: 

„Der  Kosinus  eines  Winkels  in  einem 
Dreieck  ist  gleich  dem  Quotienten,  welchen 
man  erhält,  wenn  man  die  Summe  der 
Quadrate  der  beiden  ihm  anliegenden 
Seiten,  um  das  Quadrat  der  ihm  gegenüber- 
liegenden Seite  yermindert  und  die  erhaltene    ^^^„  ^.      .      ^^„  -p  ,,|    ,ßo   «„^^^«+«11+^« 

DÄerenz  durch  das  doppelte  Produkt  jener  o^er  die  in  der  ErkL  162  aufgestellten 
beiden  anliegenden  Seiten  diyidiert/  Formeln : 


r 


180.  cos 


<-b) 

c 


in 
welchen 

*  =  — 2— 

ist 

(s.  Erkl.  161) 


Formel  182.  siiia  =  r-  V« («  —  a)(s — 6)  (s  —  c) 
„  183.  shiß=  —  'Vs(s  —  a)(8  —  b)(s  —  c) 
„      184.    siny  =  -7Vs(«  —  a)(»  —  b)(8  —  c) 


ab 


in  welchen 

ist  (s.  Erkl.  162) 


oder  die  in  der  ErkL  164  aufgestellten 
Formeln : 


Formel  185. 


r 


187. 


V       s{i—d) 
«(s  — 6) 

V(g_q)(3Zr^ 


in  welchen 
a-\-h  +  c 

*=         2 

ist  (s.  Erkl.  164) 


oder  die  in  der  Erkl.  165  aufgestellten 
Formeln : 


Formel  188.    tg 


190. 


bezw.  die  Formeln: 


in  welchen 

ist  (8.  Erkl.  165) 


Formel  191.    tg^  = 


r 


>i 


2       s  — a 


in  welchen 


193.    tg 


y r 

2       s— c 

benutzen. 


V 


(s — a)(s — 6)(s  —  c) 


9 


und    s  =  — ^— ^ —  ist 

(s.  Erkl.  166) 
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[Was  nnn  die  Benntzimg  der  einen 

Erkl.  160,    Zwischen  den  drei  Seiten  a,  h  oder  der  andern  dieser  Formeln  zu  nnme 

und  c  eines  Dreiecks  nnd  je  einem  der  Winkel  rischen  Berechnungen  anbetrifft,  SO  be- 

«,  ß  nnd  y  desselben  besten,  wenn  man  mit  achte'  man  die  Erkl.  168.] 

s  die  halbe  Summe  ^     »         jener  drei        Benutzt  man  zur  Berechnung  des  ge- 
Seiten bezeichnet,  die  Relationen:  suchten  Winkels  a,  siehe  die  Erkl.  169. 

n — m7 \  ^  ^'  ^®  vorstehende  Fonnel  182,  s<> 

Formel  176.   8in|  =  V  ^^'^  ^^  ^^•"  ^^  erhält  man  in  Rücksicht  der  fftr  a,  A 

^  und  c  gegebenen  Zahlenwerte  und  in 

„     177.    flin^  =  V^^"^^^  (*--<?)  Rücksicht,  dass  hiernach  in  jener  For- 

2       y  ^^  mel  für: 

„      178.    ^y=\/¥EME3  a-f,&^c_  54,4+81,6+122,4 

2V  ab  ^  .2  2 

Die  Richtigkeit  dieser  Formeln  kann  man  258  4 

wie  folgt  nachweisen:  s  = ^  oder  =  129,2 

2 

^•*®'*  '•  gesetzt  werden  muss: 

Nach  der  in  Antwort  der  Frage  21  anfge-  q  

steUten  Qnadratenfonnel  SS  ürt:  ^^  ^  ^^  Aoo  a  '  Vl29,2. 74,8- 47,6- n^ 
a*  =  o*-{-c* — 25c*co8a  81,6«  122,4 

ErÄ  r!  ^  ^'''^  ^^"'"^"^^  "^  ^''  nnd  hieraus  erhält  man  nach  Hülferech- 

,     o  .  •«  nung  1; 
cos«  =  1  -  28m«^  A)  .  .  .  a  =  20«  44'  30,9'' 

so  erhält  man:  Benutzt  man  ferner  zur  Berechnung 

«2  =  &2-^c«  — 2&cn  — 2sin«-|]  des  gesuchten  Winkels  ß  z.  B.  die  For- 

T«„*  V  j-      r.1  .1.       .  V  Diel  177  (s.  Erkl.  169),  so  erhält  man 

Löst  mn  nnnmehr  diese  Gleichung  m  bezng  .^  R^eksicht  der  ftlr  a,  b  und  c   gege- 

auf  sm  -  auf,  so  erhält  man  der  Reihe  nach :  beuen  Zahlenwerte   und  in  Rücksicht. 

1.0  .    «     «r    .  /.     .  - «  dass  hiernach  in  jener  Fonnel  wiederum 

a«  =  6«-26.+c.+45c.dn.;  ^^^a+b  +  c  ^U,4-\- 81,6  +  122  A 

ai=(b-  c)«  +  46c.Mii»  J  («.  El«.  108)  g  ^  2S8,4  ^^^^  _  ^^^  ^ 

46  c  •  gm«  J  =  «« -  (ft  -  c)«  gesetzt  werden  muss : 

gin« 4  =  "'-jt-''^  sin  /*  _  -1  /(129,2- 64,4) (129,2—121 

2  46c  «n  2  -  V  64,4. 122,4 

«in|  =  V^BS!  oder  

,  .     ß        -x  /    74,8-6,8 

2  r  4&C       (i.  Erid.  37)  f  >  > 

oder  ■  und  hieraus  erhält  man  nach  Hülfsrech- 

gin  «  =  W(a  +  6~c)(a^6  +  c)  UUng  3 : 

^  -^  —  16<>  9'  40  fi4^ 

Setzt  man  nunmehr:  2  —  ^^    ^  *"'^ 

«  +  6  +  c  =  2a  also  für: 

also: 


«  +  ft  —  c  =  2s  —  2c  oder  =  2(«  —  c) 


^  =  320  y  21,08'' 


und  öder  abgerundet: 

a  — 6  +  (?  =  2«  — 26  oder  =2(s-6)  B)  .  .  .  /?  =  32®  5' 21,1'' 

so  erhält  man :     Benutzt  man  schliesslich  zur  Berech- 

.  jK  _  ^  / 2(g  — c)«2(g~6)  nung  des  gesuchten  Winkels  y  z,  B.  di^ 

"^2  ^  V  Me  Fonnel  175,  so  erhält  man  in  Rücksicht 
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Preisgekrönt  in  Frankfurt  a.  M.  1881. 

PROSPEKT. 

DieseB  Werk,  welchem  kein  &bnliches  zar  Seite  steht,  erscheint  monatlich  in  8 — 4 
Heften  zu  dem  bUligren  Preise  Ton  25  ^  pro  Heft  and  bringt  eine  Sammlang  der  wichtig- 
sten and  praktischsten  Aofgaben  ans  dem  Gesamtgebiete  der  Mathematik^  Physik, 
Meehanik,  math«  Geographie  ^  Astronomie  |  des  Maschinen- ^  Strassen- ^  Etsenbahn-y 
Brflcken-  and  Hochbanes,  des  konstrukÜTen  Zeichnens  etc.  etc.  and  zwar  in  ToUstindig 
gelöster  Form,  mit  Tielen  Figuren^  Erklämngen  nebst  Angabe  and  Entwlckelnng  der 
benntiten  Sfttze^  Formeln ^  Regeln  in  Fragen  mit  Antworten  etc.,  so  dass  die  Lösang 
jedermann  verständlich  sein  kann,  bezw.  wird^  wenn  eine  grSssere  Anzahl  der  Hefte  er- 
schienen ist,  da  dieselben  sich  in  ihrer  Gesamtheit  ergftnien  and  alsdann  aach  alle 
Teile  der  reinen  and  angewandten  Mathematik  —  nach  besonderen  selbständigen  Kapi- 
teln angeordnet  —  Yorliegen. 

Fast  jedem  Hefte  ist  ein  Anhang  Ton  nngelSsten  Anfgaben  beigegeben,  welche  der 
eigenen  Lösnng  (in  analoger  Form,  wie  die  bezüglichen  gelösten  Anfgaben)  des  Stadierenden 
überlassen  bleiben,  and  Tngleich  von  den  Herren  Lehrern  für  den  Scholanterricht  benatit 
werden  können.  —  Die  Lösungen  hierza  werden  später  in  besonderen  Heften  für  die  Hand  des 
Lehrers  erscheinen«  Am  Schlosse  eines  jeden  Kapitels  gelangen:  Titelblatt,  InhaltsTeneich- 
nlSy  Berlchtignngen  nnd  erl&ntemde  Erkl&mngen  über  das  betreffende  Kapitel  zar  Aasgabe. 

Das  Werk  behandelt  znnächst  den  Hauptbestandteil  des  mathematisch-natarwissen- 
schaftlichen  ünterrichtsplanes  folgender  Schulen:  Realschulen  I.  und  IL  Ord.,  gleich- 
berechtigten hlHieren  Bürgerschulen |  PriTatschulen,  Gymnasien,  Realgymnasien,  Pro- 
gjmnasien,  Schallehrer -Seminaren,  Polytechniken,  Techniken,  Baugewerkachnlen, 
Gewerbescknlen,  Handelsschulen,  techn.  Yorbereltungsschulen  aller  Arten,  gewerbliche 
Fortbildnngsschnlen,  Akademien,  üniTersit&ten ,  Land-  und  Forstwissenschaflsachulen, 
Militftrschulen,  Yorbereltnngs-Anstalten  aller  Arten  als  z.  B.  für  das  Eii^Uirlg-Frel- 
wiUige-  nnd  Offiziers-Examen,  etc. 

Die  Schüler,  Studierenden  and  Kandidaten  der  mathematischen,  technischen  and 
natarwissenschaftlichen  Fächer,  werden  durch  diese,  Schritt  für  Schritt  gelSste,  Aofgaben- 
sammlung  inunerw&hrend  an  ihre  in  der  Schale  erworbenen  oder  nur  gehürten  Theorien  etc 
erinnert  und  wird  ihnen  hiermit  der  Weg  zum  unfehlbaren  Auffinden  der  Lösungen  der- 
jenigen Anfgaben  gezeigt,  welche  sie  bei  ihren  Prflfhngen  zu  lösen  haben,  zngleich  aber  auch 
die  überaus  grosse  Fruchtbarkeit  der  mathematischen  Wissenschaften  vorgeführt. 

Dem  Lehrer  soU  mit  dieser  Aufgabensammlung  eine  kräftige  Stütze  für  den  Schul- 
unterricht geboten  werden,  indem  zur  Erlernung  des  praktischen  Teiles  der  mathematischen 
Disziplinen  —  zum  Auflösen  ron  Aufgaben  —  in  den  meisten  Schulen  oft  keine  TMt  er- 
übrigt werden  kann,  hiermit  aber  dem  Schüler  bei  seinen  häuslichen  Arbeiten  eine  yoll- 
ständige  Anleitung  in  die  Hände  gegeben  wird,  entsprechende  Aufgaben  zu  lösen,  die  ge- 
habten Regeln,  Formeln,  Sätze  etc.  anzuwenden  und  praktisch  zu  Tcrwerten.  Luaty  Liebe 
und  Terstlndnis  für  den  Schul-Ünterricht  wird  dadurch  erhalten  und  belebt  werden. 

Den  Ingenieuren,  Architekten,  Technikern  und  Fachgenossen  aller  Art,  MHJtirs 
etc.  etc.  soll  diese  Sammlung  zur  Auffrischung  der  erworbenen  und  vielleicht  vergessenen 
mathematischen  Kenntnisse  dienen  und  zngleich  durch  ihre  praktischen  in  aUen  Bemlii- 
iweigen  vorkommenden  Anwendungen  einem  toten  Kapitale  lebendige  Kraft  verleihen  und 
somit  den  Antrieb  zu  weiteren  praktlachen  Yerwertungen  und  weiteren  Forschungen  geben. 

Alle  Buchhandlungen  nehmen  Bestellungen  entgegen.  Wichtige  and  praktische  Auf- 
gaben werden  mit  Dank  von  der  Redaktion  entgegengenommen  und  mit  Angabe  der  Namen 
verbreitet.  —  Wünsche,  Fragen  etc.,  welche  die  Redaktion  betreffen,  nimmt  der  Yer&sser, 
Dr.  Kleyer,  Frankfurt  a.  M.  Fischerfeldstrasse  16,  entgegen  nnd  wird  deren  Eriedignng 
thunlichst  berücksichtigt. 

Stattgart  Die  Yerlagshandluiig. 
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nApT 

n — iTT \  d^r  für  a,  6  und  c  gegebenen  Zahlen- 

nämlich  Tontehende  Fomel  176.    In  derselben  ^^g  ^  __  54,4  -4-81,6  — 1^^?^ 
Weise  kann  man,  wenn  man  Ton  den  Quadraten-         *  2  •  54,4  •  81,6 

foimeln  88a  nnd  88b  ansgeht,  die  Richtigkeit  ^^^         ^i.   j       TT*n^       v  „     k\     /.\ 

Torstehender  Formeln  177  und  178  darthnn.  ^^^  "^^^  *«I^  Hälfsreclinungm  5),   6) 

Beweis  II.  ^d  7)^ 

Ans  der  in  der  Erkl.  102  angeführten  gonio-  ^^g    _  2969,36  +  6668,56  — 14981,76 
metrischen  Formel :  '  2  •  64,4  •  81,6 

co8«  =  l  — asin«^  oder 

.,,,  2  9617,92  —  14981,76 

eiüÄlt  man :  cog  y  =:  ^. ^ — 

.        .    ic-__^/l  — cos«  108,8-81,6 

a)...8ing-y ^—  _  —5863,84 

Setzt  man  in  derselben  nach  der  Formel  178  ^®  /  —  108  8-81  6 


fts+c«  — o«  5363,84 

so  obUt  man: 


COfl  a  :s  -'— ! — ^ COS  V  =  — 

»6c  *^''5'  108,8-81,6 


i=V^ 


2>2-|-c«  — a« 


und  hieraus  erhält  man  nach  der  Hülfs- 
rechnung  8: 


26c 

^-^^  V    g C)  .  .  .  y  =5=  127«  lO'  8'' 

oder                 Für  die  Bichtigkeit  d^  ftlr  a,  /?  und 

.  a  _^/2Fc  — (b'+cg"^^^  y  gefundenen  Werte  besteht  nach  der 

™2^V             4&C  Erkl.  68  die  Kontrolle,   dass  deren 

a      -  /a2  — (^s  — 2dc+gg)  SuDune  =  180«  betragen  muss;  in  der 

*™ 2  "^  V ~Th'c — ^^  That  ist  auch : 

.    «       ^/as^(,^,)s  a4-|9  +  y  =20^44' 30,9- 4- 

""  2  ^  V  '■     4;>c  32«  5'  21,1"  +  127«  10'  8"  oder  =  180« 

.  a      -/[a+(6-c)][a-(&~o)]  ^ur  Berechnung  des  gesuchten  In- 

^"'I^V^ — 46c -_        _          .                  >läoli«neüiheiteiC 


8»  Q  =  V  ^— ^--^ 4i^ — ^ ^  halts  JF'  hat  man  nach  der  ErkL  170  die 

-^ft--c)(a-6  +  (?)  Formel  194.  F=  Vs {s — a) (s— b) (s— c) 

Q^^  .  in  welcher  Formel: 

Setzt  man  nunmehr: 

a  +  &  +  c  =  2«  a  +  b-f-c 

also  für:  ^ 2 

a-[-5  —  c=  2«^ —  2c  =  2(5  —  c) 

Tindfar:  nämlich  die  halbe  Summe  der  drei 

a—6  +  c  =  a*— 25  =  2(5— 6)  Dreieckseiteu  bedeutet 

^^'    /o/  l-'V-2(  —  &>  ^  Rücksicht  der  für  a,  6  und  c  ge- 

*"*¥^  V  "^ — 16^ gebenen  Zahlenwerte  und  in  Rücksicht, 

oder:  ^  dass  für  diesen  Fall: 


6c  2  2 

nämllcli  ToiBtehende  Formel  176.    In  derselben  258,4     , 

Weise  kann  man  die  Formeln  177  nnd  178  mit  «  =  — ^  oder  =  129,2 

Hülfe  obiger  Gleichnng  a)  nnd  der  Formeln  174  .  ^ 

^d  175  herleiten.  ist,  erhält  man  hiernach : 


F=  Vl29,2  (129,2  —  54,4)  (129,2  —  81,6)  (129,2  —  122,4) 

oder 

r-.,!   .^     .,   .   V      ^      ;,    .  c,  ..  r  ^=  Vl29,2.7"4;8. 47,6. 6,8 

u*l.  I6i«    Zwischen  den  drei  Seiten  a,  &        ,        ,  tt4ix    ^  i,  i^      j  •    -o«  u 

Twd  tf  eines  Dreiecks  nnd  je  einem  der  Winkel  ™d  ^^^ach  HÜlfsrechnung  10  und  m  Rück- 

«7  ^  und  7  desselben  bestehen,  wenn  man  mit  sicht,   dass  sich  die  für  a,  b  und  c  ge- 
Kleyer,  Ebene  Trigonometrie.  7 
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Ebene  Trigonometrie. 


8  die  halbe  Snmme         q         jener  drei 
Seiten  bezeichnet,  die  Relationen: 


gebenen   Masszahlen    auf   „Kilometer* 
beziehen : 

D)  .  .  .  i^=  1768,64  qkm 


r 


179.  cos 

180.  cos 

181.       C08 


8  —  er) 


hc 


8{8  —  h) 


ac 


2  ~  V       ab 


Die  Richtigkeit  dieser  Formeln  kann  man 
wie  folgt  darthnn: 

Nach  der  in  Antwort  der  Frage  21  anfig;e- 
stellten  Qoadratenformel  88  ist: 

«2  =  5«  +  c2  — 26c-cosa 

Setzt  man  in  dieser  Gleichung  nach  der  Erkl. 
104  für: 


Ans 


HUlf^recknnng  1. 


2 


€€ 


COS«  =  2  cos« -5- —  I 


i-O 


80  erh&lt  man: 

a«  =  &8  +  C«— 26c. (20082 

L6fst  man  nunmehr  diese  Gleichung  in  bezug 
anf  cos  —  auf,  so  erhält  man  der  Reihe  nach : 

a«  =  62-J-C2  — 46c.cos«-^  +  26c 

««  =  68  4-26c  +  c2  — 4&C-C08«-| 

a2  =  (6  +  c)2  — 46c.co82^   (s.  Erkl.  105) 

4&C.C082  "1  =  (6  -f-  c)2  —  a  2 


46c 


cos 


cos 


2  "■  V  46c 

2  ""  V  46c 

^*2""V  46c 

Setzt  man  nunmehr: 
a -|- 6  4"  ^5  =  2» 
also  6-|-c  —  a  =  2«  —  2a  oder  =:  2(«  —  a) 

80  erhält  man  hiemach: 


«^"  =  ilieö^  •  1/129,2.74^.47.6.6.8 

erhält  man  a,  wie  folgt: 
log  sin  a  =  log  2  +  i  .  (log  129,2  4- log  74^8 - 
log  47,6  +  log  6,8)  —  (log  81,6  +  log  12«,4i 

Nun  ist: 

log  129,2  =       2,1112625 

+  log  74,8  =  +  1,8789016 

+  log  47,8  =  4- 1,6776070 

+  log  6,8  =  +  0,8325089 

6,4952800 
1 

2 

8,2476400 
+  log  2  =  +  0,8010800 

(+ 10)  2,5486700  (- 10) 
—  (log  81,6  +  log  122,4)  =  —8,9994716* 

log  sin  a  =       9,5491984  -  10 
*  siehe  Hfilforeohnimg  2. 

mithin: 

«  =  200  44' 80" 
+  0" 
+  0,9 


1934 

50 


tt 


«  =  200  44' 80,9" 

Httlfsreclmaiig  2. 

log  81,6=       1,9116902 
+  log  122,4  =  +  2,0877814 

log  81,6  4-  log  122,4  =       3,9994716 


oder 


cos 


cos 


« \/^^' 

2"  V 


2  («  —  rt) 


46c 


i=\^ 


8  {s  —  a) 


nämlich  vorstehende  Formel  179.  In  ganz  der- 
selben Weise  kann  man,  wenn  man  von  den 
Qnadratenformeln  88a  und  88b  ausgeht,  die 
Bichtigkeit  vorstehender  Formeln  180  und  181 
darthnn. 
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ErkL  162«  Zwischen  den  drei  Seiten  a,  h 
mid  c  eines  Dreiecks  nnd  je  einem  der  Winkel 
a,^  und  y  desselben  bestehen,  wenn  man  mit 

*  die  halbe  Summe  — ^—^ —  jener  drei        ^^  ^ 

Seiten  bezeichnet,  die  Relationen:  sin  —  =  "1/  —  '      ' 

2      , **"  2         V  64,4.122,4 

Form6l182.  sin«  =  z— y «(«— a)(«— 6)(«-— c)  ,   ,          ■   k      .    ^, 

2>c       ^  erhält  man -|- wie  folgt: 

^       ac^    ^        '^        ^^        '  log sm -5-  = -jr-. [log 74,8  + log 6,8  — 

2     , ^         ^  aog  64,4  + log  122,4)] 

r    184.  siny  =  -r  V«(«— a)(«— &)  («— c)        Nun  ist: 

"«^  log  74,8  =       1,8788016 

Die  Biehtigkeit  dieser  Formeln  kann  man  +  log  6,8  =      0,8826089 

wie  folgt  nachweisen :  (+2)  2,7064105  (-  2) 

Beweis  I.  —  (log  54,4  +  log  122,4)  =  —  8,8288808  * 
Nach  der  in  der  Erkl.  52  erwähnten  gonio-  *  giehe  Hülfsreclmung  4.         0,8880302  —  2 


metrischen  Formel  ist: 


1 


sin2«  =  2s]nacosa  *2 

öder,  wenn  man  2«  =  a  **         log  sin  4"  =      0,4416161  —  1 

und  a  =  -TT  B 

2  oder  log  sin  -^  =      9,44161 51  —  10 

sem:  2                         5112 

'.«.««  39 

a)  .  .  .  sina  =  2Bm^.co8-  mithin  ist: 

Setzt  man  nunmehr  in  diese  Belation  nach  A  ::=  Iqo  2'  40^' 

der  Formel  176  fttr:  2               +0,64^-  [b.  nächsten.  Gleich,  a)] 

^  «  _  W(^~5)(^-c)  |-  =  1602^  40,54- 

y       ,           ^         ,           ^  nie  Ar  39  noch  zn  addierenden  Proportionalteile 

und  nach  der  Formel  179  für:  x"  findet  man  ans  der  Proportion: 

«.       rrnrzr^  39:732  =  *":io" 

cos^  =:  V  -i- -^  Man  erhält  hieraus : 

^        y         hc  39 .  10             390 

80  geht  dieselbe  über  in;  ^  ="  "T#~*'  *  ==  "7^'  *  =  ^'^ 

y             he              y  hc 

Reduziert  man  diese  Gleichung,  so  erhält                         Httlfsrechnunir  4. 


man 
sin 


Vr«— äUä  — c^   s(a^a\  lo« ^»*  =       1,7866989 

^^      '^^^^      ^^  •  iL^  +  log  122;4  =  +2,0877814 


gm  .  -  o  _./«(«  —  <»)(«  —  ^)  («  —  <^) 


fln«  =  2-y  ^ 


3,8288808 


(^<^}^  Httlf^rechnung  6. 

oder 

2      64,48  =  54,4-54,4 

äa  «  =  ^  V  «  («  -  a)  («  —  6)  («  —  c)  2176 

nämlich  vorstehende  Formel  182.    In  derselben  o7on^ 

Wdae  kann  man  die  Richtigkeit  der  Formeln  ^*^ 

183  nnd  184  darthun,  wenn  man  in  obiger  Glei-  2969,36 

chanir  a)  a  =  5  setzt  und  für  sin  —  und  cos  —  **«.««       •           ^ 

ii»  a;  «  —  ^   Dvi^b   UHU  lu*  am  ^   uuu  w;b  ^  HlllfSrechnUIlg  6. 

l>ezw.  die  Werte  ans  den  Formein  177  und  180,  o^  a2  —  fii  a  fti  ^ 

liezw.  aus  den  Formeln  178  und  181  substituiert  ^^'^  "         ?^fl 

(s.  ErkL  168).  t?!^ 

816 

Beweis  II.  6528 


Nach  der  Erkl.  146  ist:  6658,56 

sma  =  Vi  —  cos*  « 
Zerlegt  man  1  —  cos*  a  oder  1*  —  cos*  a  nach 
der  algebraischen  Formel: 


lieber  die  Berechnnng  des  schiefwinkligen  Dreiecks. 


101 


s  die  halbe  Summe  ^     q         jener  drei 

Seiten  beseichnet,  die  Belationen: 

-      ,  -ae     *    «        1  /(«—  6)(«— c) 
F.mel186.    tg~  =  y^-^^^^ 

,     186.    te^  =  \/§EME3 

^  187.  tei  =  i/^^^5H!) 

Die  Richtigkeit  dieser  Formeln  kann  man 
wie  folgt  nachweisen: 

Nadi  der  Eormel  176  ist: 

\            •    «       1  /(*  —  &)(«  —  c) 
•>---«^2=V^ ^^ '- 

und  nach  der  Formel  179  ist : 


Hfilfsrecknnng  9. 

log  108,8  =:       2,0366fi89 
+  log  81,6  =  -+- 1,9116902 


8,9483191 


Dividiert  man  Gleichnng  b)  in  Gleichung  a), 
so  eriiftlt  man : 


sm-s-       V- 


Aus 


Httl&reclmiiJig  10. 


-»(•-c) 


»<; 


a 
COS-g- 


v^ 


-o) 


oder,  wenn  man  nach  der  Erkl.  120: 


F=  V  129,2.74,8.47,6.6,8 
erhält  man  f*  wie  folgt: 

logF=i(lofirl29,2+log74,8+log47,64-log6,8) 


a 

a  —  ^2 
COSy 


Nna  ist: 


fetzt  imd   die    rechte  Seite  jener  Gleichnng 
reduziert: 


tg 


2  1/         •(•-g) 


log  129,2  =  24112625 

log  74,8  =  1,8739016 

+  log  47,6  =  1,6776070 

+  log  6,8  =  0,8825089 

6,4952800 

1 

•  2- 


log  F  =  3,2476400 

6296 


«der 


^  2  ""  V  bc 


-6)(«-c) 


hc 


mithin: 


8(8  —  o) 


F  =  1768,64 


104 
98,4 


tg 


=V 


(8^h)(8'-e) 


2         y        »(«  — a) 

nämlich  Torstehende  Formel  185.  In  ganz  der- 
selben Weise  kann  man  die  Richtigkeit  der 
Formeln  186  und  187  darthnn,  wenn  man  die 
Formehi  177  und  180,  bezw.  die  Formeln  178 
Qid  181  ineinander  dividiert. 

IrkU  165.  Zwischen  den  drei  Seiten  a,  h 
niid  c  eines  Breiedcs  nnd  je  einem  der  Winkel 
c  ß  tmd  y  desselben  bestehen,  wenn  man  mit 

«  die  halbe  Snmme      *"     '      jener  drei 

Seiten  bezeichnet,  die  Belationen: 


^  2        «— a  y  8 

^  2        »— J  V  8 

tg  ^  =    ^    -i/(g--q)(g-"fe)(g  — g) 

^  Ä  •"—  C    F  8 


189 
190 


Eliene  Trigronometrie. 
Formeln  k&nn  mau 


«-a) 

X  und  Nenner  des 
m  Nenner  desselben 
M)  erbfilt  mau: 


iimel  188.  In  ganz 
ns  den  Formeln  166 
ormeln  18»  und  IBO 
16). 


raktor,  wie  in  einer 
rird  (siehe  auch  die 
s  des  dem  betreffen- 
>enen  Kreisee  ist, 
ibt  dessen  ans  den 
dem    Gedächtnis 


i  Sniome    der   drei 


and  den  Badins  des 
ebenen  Kreises  mit 
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Erkl.  168.  Was  den  Gebrauch  der  in  Auf- 
lösung der  Aufgabe  1 19  auijgestellten  Formeln  173 
bis  193  anbetim,  so  sei  hier  folgendes  bemerkt: 

L  Die  Formeln  173  bis  176  sind  logarith- 
misch unbequem,  man  wird  deshalb  die- 
selben nur  dann  anwenden,  wenn  für  a,  h 
und  e  solche  Zahlenwerte  gegeben  sind, 
deren  Quadrate  sich  ohne  grösseren  Zeit- 
verlust bestimmen  lassen. 

2.  Die  Formeln  176  bis  181  sind  loffarith- 
misch  bequem,  denselben  sind  jedoch  die 
Fonnehi  185—187,  bezw.  wenn  sämtliche 
Winkel  berechnet  werden  sollen,  die  For- 
meln 188—190  Torzuziehen  (siehe  unter  4). 

3.  Die  Formeln  182—184  sind  ebenfalls  loga- 
rithmisch bequem,  da  aber  das  durch 
sie  enthaltene  Besultat  in  den  Fällen,  in 
welchen  das  Dreieck  stumpfwinklig  ist 
(in  welchen  also  einer  der  Winkel  a,  ß  und 
Y  ein  stumpfer  sein  muss)  ein  unbestimm- 
tes ist,  indem  nach  der  Erkl.  66  der  SIdus 
eines  spitzen  Winkels  und  der  Sinus  Yon 
dessen  Supplementwinkel  (welcher  ein  stum- 
pfer Winkel  sein  muss)  ihrem  absoluten 
Wert  und  ihren  Vorzeichen  nach 
gleich  sind,  so  sind  in  solchen  Fällen 
diesen  Formeln  alle  dieienigen  vorzuziehen, 
mittels  deren  man  die  halben  Dreiecks- 
winkel  berechnen  kann,  da  die  halben 
Dreieckswinkel  in  allen  Fällen  spitze 
Winkel  sind. 

4.  Die  Formeln  185—187  sind  ebenfalls  loga- 
rith misch  bequem  wie  die  unter  2.  er- 
wähnten Formeln  und  haben  wie  jene  For- 
met die  Eigenschi^,  dass  in  bezug  auf  die 
gefandenen  Werte  keine  Unbestimmt- 
heit, wie  bei  den  unter  3.  erwähnten 
Formek  stattfinden  kann,  da  man  stets  die 
halben  Winkel  erhält;  durch  diese  For- 
mehi  erhält  man  in  manchen  Fällen  für 
die  gesuchten  Winkel  genauere  Werte  als 
mittels  Benutzung  jener  unter  2.  erwähnten 
Formdn. 

5.  Die  Formehl  188—190  sind  ebenfalls  loga- 
rithmisch bequem,  es  sind  dieseloen 
Formehl  als  die  Formeln  185—187,  nur  in 
anderer  Form.    Da  bei  denselben  jedesmal 

der  gleiche  Faktor  ^-(lllflSLZ^l^^ 

vorkommt,  so  wird  man  diese  Formeln  be- 
sonders dann  anwenden,  wenn  sämtliche 
Winkel  eines  Dreiecks  unabhängig  von 
einander  berechnet  werden  soUen,  indem 
bei  diesbeztiglicher  Anwendung  derselben 
jener  Faktor  nur  einmal  berechnet  zu 
werden  braucht 

6.  Die  Formehl  191-103  schliesslich  sind  die- 
selbenFormeln  als  dieFormeln  188—190,  die- 
selben lassen  sich  gut  im  Gedächtnis  behalten. 

Hieraus  ergibt  sich,  dass  wenn  man  nur 
einen  oder  den  andern  Winkel  eines  Dreiecks 
berechnen  will  und  dabei  auf  eine  Kontrolle 
verzichtet,  man  am  besten  die  entsprechende 
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welche  einem  stumpfen  Winkel  gegenüberliegt, 
die  fielation  besteht: 

ci^a^  +  b^  +  ^am 
dass  also  ganz  allgemein: 

c).. .  c«  =  a«  +  6«HF2ö»» 

ist,  80  erh&H  man,  wenn  man  ans  dieser  Glei- 
chnng  die  Projektion  m  bestimmt  und  diesen 
ifir  m  gefundenen  Wert: 

C«— «2  — 62 

in  Gleichimg  b)  snbstitmert: 

Ans  dieser  Gleichung  erh&lt  man  h  wie  folgt: 
(c2  —  o«  —  6«)2 


Figtxr  59. 


Ä«=&2  — 


4as 


__  4a«l»«  —  (c8  •>-  g«  -.  &«)2 

4a> 
_  (2g&)«  >-  (c«  ~-  g«  —  d«)8 


Ä«  = 


4aS 


,,       r2a6  +  (c8  —  fl«  —  5«)].[2o&  —  (c«  —  o«  —  b»)] 

4o« 

~  4o« 

^^  _  [g>  —  (g«  —  2  g  fe  +  &«)]  [(gg  +  2  fl  &  +  6«)  —  c«] 

4gS 

~                                          4ga 
,,       (g-54-c)(-g  +  6  +  c)(g  +  5  +  c)(a  +  6~c) 
*  = 4^2 


oder 


0  • . .  Ä  =  y  i 


(g4-d  +  c)(g  +  d  — c)(g-&  +  c)(-g  +  6  +  c) 

4g2 

Setzt  man  nnnmehr: 
o  +  &-|-c  =  2« 
üso     a-j-fc  —  c  =  2«  —  2c  oder  =  2 («  —  c) 
od      a  — ft  +  c  =  2«  — 26    „     =2(«-&) 
n»d -0  + &-[-<?  =  2«  — 2g    „     =:2(«  — g) 
so  gfeht  Gleichung  f)  über  in: 


=\/liI 


2(«  — c).2(«— 6)-2(«  — o) 


4g8 


md  hJeims  «rfaält  man: 


)der 


2 


?)  .  .  .  Ä  =  —  V"«  («  —  g)  (ä  —  6)  («  —  c) 

g 

Sobstituiert  man   schliesslich   diesen  Wert 
^A  in  umstehende  Gleichung  a)  so  erhält  man: 

oder 

1^=  V*(«  — o)  («—&)(«  — c) 
nämlich  jene  herzuleitende  Formel  194. 


Ebene  Trigonometrie. 


«  in&n  nach 
nfgestellten 


lel  194.  In 
1er  Formeln 
onneln  161 


irt  auch  den 
,  da  sie  bei 

»tikern  vor- 
ahrhonderte 
Aleiandrien 


ecken  (siehe 
lie  Verhalt- 
•n  der  Win- 


echtwink- 
deck,  wenn 
isetbeD  ra- 


oder  durch  beliebig«  aha'- 
steta  ein  nnd  diesell^  Tiej- 
fachen,  (oder  Bmcfateile) 
dieser  zuaammenffehorieii 
Zahlen. 
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solche  recfatmiklii^  Dreiecke,  deren  Seitenlängen 
jenen  Hasssalüenentsinrechen  „pythagoreische 
Dreiecke'^  oft  ancii  ägyptisch ö  Dreiecke 
(siebe  £rkl.  175  nnd  Ele^yen  Lehrbücher  der 
Planimetiie). 

£riJ«  175.  Man  nennt  ein  schiefwinlt- 
iiges  Dreieck  ein  rationales  Dreieck,  wenn 
»wohl  die  Masszahlen  der  drei  Seiten  als  anch 
die  Masssahlen  der  drei  Hohen  dieses  Dreiecks 
rationale  Zahlen  sind,  oder  anch  kürzer  ans- 
gedrQckt,  wenn  die  Iffassyahl  des  Inhalts  eine 
rationale  Zahl  ist 

Die  einfachsten  rationalen  schiefwinkligen 
Dreiecke  sind  die  sogenannten  mittelseitigen 
Dreiecke  (s.  Erkl.  176)  j  das  alt  est- bekann- 
teste dieser  Dreiecke  ist  das  bereits  von  den 
Hindns  nnd  den  Arabern  angewandte  DreiedE, 
in  welchem  die  drei  Seiten  in  dem  Veriiältnis 

18:15:14 

stehen. 

Rationale  schiefwinklige  Dreiecke  kann  man 
durch  entsprechende  Zusammensetzung  zweier 
rationaler  rechtwinkliger  Dreiecke  (zweier 
sogenannter  pythagoreischer  Dreiecke)  bilden 
(8.  ErkL  177). 

£ril.l76.  Ein  sogenanntes  mittelseitiges 
iTdeck  ist  ein  solches,  in  welchem  jede  Seite 
das  arithmetische  Mittel  der  beiden  andern  ist 

Erkl.  177«  Eine  sehr  grosse  Sammlung  von 
Beispielen  rationaler  Dreiecke  enthält  die  von 
Grebe  im  Jahr  1864  herausgegebene  Schrift: 
«Zusammenstellung  von  Stücken  rationaler  ebener 
Dreiecke''  (siehe  auch  die  am  Schlüsse  dieses 
Abschnitts  beigefügten  Tabellen). 


Aufgabe  120.  In  einem  Dreieck  sei 
die  Seite  a  =  223,54  m 

nnd  die  Seite  b=  105,26  m 
femer  sei  der  der  grösseren  dieser 
Seiten,  nämlich  der  der  Seite  a  gegen- 
überliegende Winkel: 

a  =  54®  21' 30" 

Wie  gross  sind  die  übrigen  Stücke 
imd  weldies  ist  der  Inhalt  £eses  Drei- 
ecks? 

Figur  60. 


Gegeben 


{a  =  228,54  m 
h  =  105,26  m 
«=540  21' 80 


// 


B 


Gesucht:  ß,  y,  c  und  F  (der  Flächeninhalt). 

Aaflösttng.     Zur  Berechnung   des 

gesuchten' Winkels  ß,  siehe  Figur  60,  hat 
man  nach  der  in  Antwort  der  Frage  18 
yorgeföhrtenSinusregel,  die  Relation: 

sin/S b 

sina       a 

und  hieraus  erhält  ma^: 

•■        ■  *t%m       .    /,      6-sina 
Formel  196.     smß  = 

In  Rücksicht  der  für  a,  b  und  a  ge- 
gebenen Zahlenwerte  ist  also  hiemach: 

,.             .    ^       105,26. sin 54^ 21' 30" 
^)'"'^ß  = 223;5i 

und  hieraus  ergibt  sich  nach  Hülfsrech- 
nung  1: 

A)  .  .  .  /!/  =  22^29'57.4" 
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Ans 


sin^  = 


HfOfisrecliiiiing  1« 

105,26-8in540  21'80 


228,54 
«rhält  man  /9,  wie  folgt: 
log  sin  /9  =  log  105,26  +  log  sin  540  21'  80"  — 

log  228,54 
Nnn  ist: 

log  105,26  =       2,0222684 
+  log  sin  540  21'  80"  =       9,9099181  —  10 


—  log  228,54  = 

11,9821815  — 10 
-  2,8498552 

log  sin  ^  = 

9,5828268  ~  10 

7888 

mithin: 

/J  =  220  29'  50" 

+  7" 
--0,4" 

375 
356ß 

18,7 
20,4 

oder 

/J  =  220  29'  57,4" 

• 

Erkl»  178«  Sind  von  einem  Dreieck  zwei 
Seiten  nnd  ein  gegenüberliegender  Win- 
kel gegeben,  wie  in  den  Aufgaben  120  nnd 
121,  so  sind  die  Formeln«  welche  man  zur  Be- 
rechnung der  übrigen  Stücke  nnd  des  Inhalts 
jenes  Dreiecks  aufstellen  kann  und  nach  welchen 
man  diese  Stücke  unabhängig  von  einander 
berechnen  kann,  zur  numerischen  Be)rechnung 
jener  Stücke  hOchst  unbequem,  siehe  die  in 
nebenstehender  Auflösung  aufgestellten  Formeln 
196  bis  198  und  die  Erkl.  179. 

In  der  Praxis  yerfährt  man  deshalb  besser, 
wie  in  der  folgenden  Angabe  121  gezeigt  wird, 
indem  man  nämlich  zuerst  den  nicht  gegebenen 
und  einer  der  gegebenen  Seiten  gegenüber- 
liegenden Wi&el  nach  der  Sinusregel  be- 
rechnet, analog  wie  der  Winkel  ß  in  nebe^l^hen- 
der  Auflösung  berechnet  ist,  dann  den  dritten 
Winkel  (welchen  die  gegebenen  Seiten  mitein- 
ander einuBchliessen)  dmh  Abzog  Jener  Winkel 
Ton  1800  bestimmt,  hierauf  mit  Hülfe  dieses  so 
bestimmten  Winkels  nach  der  Sinnsreffel  die 
dritte  Seite  berechnet,  und  schliesslich  den  In- 
halt nach  dem  in  der  Erkl.  151  aufgestellten 
Satz  bestimmt  (s.  die  Auflösung  der  folgenden 
Angabe  121). 

Erkl.  179.  Die  in  nebenstehender  Auflösung 
«u^esteUten  Formeln  195  bis  198  gelten  nicht 
allem  für  den  Fall,  in  welchem  von  einem  Drei- 
eck zwei  Seiten  und  der  der  grösseren  dieser 
Seiten  gegenüberliegende  Wiiucel  gegeben  sind, 
sondern  auch  für  den  Fall,  in  welchem  von 
einem  Dreieck  zwei  Seiten  und  der  der  kleine- 
ren dieser  Seiten  gegenüberliegende  Winkel  ge- 
geben sind,  siehe  die  Aufgabe  121  und  die  Er- 
klärung 188,  also  ganz  allgemein  für  alle  Fälle, 
in  welchen  yon  einem  Dreieck  zwei  Seiten 
und  ein  gegenüberliegender  Winkel  ge- 
geben sind. 


Zar  Berechnung  des  gesuchten  Win- 
kels y  aus  den  gegebenen  Stficken 
verfahre  man  wie  folgt  (&  ErkL  178); 

Nach  der  Sinusregel  besteht  dit 
Belation  : 

siny c^ 

sina       a 

oder  die  Relation: 

.  .  c-sina' 

a)  .  .  .  sin  y  = 

aus  welcher  die  unbdamnte  Grösse  t 
noch  elüniniert  werden  muss.  Diese  an- 
bekannte Grösse  c,  d  L  die  nicht  ge- 
gebene dritte  Seite  c^  kann  man  nnn 
wie  folgt  in  die  in  der  Aufgabe  gege- 
benen Stücke  ausdrücken.  Nach  der 
in  Antwort  der  Frage  18  au%estellteii 
Kosinusregel  bezw.  nach  der  Formel 
87^  ist: 

b)  .  .  .  c  =  a-cos/?+*'COSa 

Um  aus  dieser  Gleichung  den  nicht 
gegebenen  Winkel  ß  zu  eliminieren, 
beachte  man  nunmehr,  dass  nach  dei 
vorstehenden  Formel  195: 

.  .    -      &«sina 

c)  .  .  .  smiS  = 

ist,  und  dass  man  nach  der  Erkl.  145 :| 

cos/9  =  Vi  — sin*/? 
also  in  Bücksicht  der  Gleichung  c): 


cos 


oder 


cos 


—  (6  sin  a) 


COSjS 

mithin : 

d)  .  .  .  COS  /?  =  —  Va*  —  {b  sin  a)* 

setzen  kann.  Aus  der  Gleichung  b)  er- 
hält man  also  in  Bücksicht  der  Glei- 
chung d): 

c  =  a»—  V  a*  —  (b  sin  a)*  +  b  cos  a 
a 

oder 

e)  .  .  .  r  =  Va^  —  (6since)*4-*<^sfl 
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In  Rücksicht  dieser  Gleichung  e)  er- 
Hfllftrechnnng  2.  j^äit  man  nunmehr  aus  Gleichung  a): 

log  105,26.8in  WP  21'  W  =  log  106,26  +  ., -  x  sin  a 

lüg  sin  540  21' 80"  siny  =  (Va*  —  (68ina)*  +  &C08a) 

Nun  ist:  ^ 

log  105,26=    2,0222684  oder 
+  log8in540  2r8y'=r   9,9099181  >>>  10     .       '    ginaw-y— 7^-7— rj  .  Asina- COS a 

11,9821815-^10  smy  =  -— VaA-(6sinarH 

oder    =    1,9821816  ,  "  u  ^       t:^  1 1    co 

1794  und  wenn  man  nach  der  ErkL  62: 

..L.  .^  21  .  sin  2  a 

natjffli  18t:  20,4  sina  cosa  =  — - — 

10o,26.sin54«2r80"  =  85,5424        '  2 

setzt: 

r^.^^1  1AC      •  sina  ^/-B — -TT-i — TS  j  6*sin2a 

Formel  196,    smy  = Va'  —  (6smar-i 2^ 

'  a  ^         '^    '       2a 

oder  auch  in  Bücksicht  der  ErkL  37 : 

p        I  «AA  .  sina -1/7 — ,   ,   , — r-7 5—; — r  ,    &  sin  2  a 

FcNrmel  196a.    siny  = V(a+6sina)(a  — isina)H s 

(siehe  auch  die  Erkl.  178  und  die  Anflösung 
der  folgende  An^be  121). 

Setzt  man  in  letzterer  Formel  die 
für  a,  6  und  a  gegebenen  Zahlenwerte^ 
so  erhält  man: 

^ '^  =       ^  >4  ■      1/(228,64  + 105,26 •  sin  540 21'  30")  (223,64  —  106,26 •  sin  64P 21'  80"  + 

'  1053i>thi2>(540  21'80'0 

2.228M 

* 

oder   nach   der  Hül&rechnung   2  und 
nach  weiterer  Reduktion: 

sin  540  21' 80"     . . 52,63 -sin  1080  48* 

*^^  =        228,54        V(228,64  + 85,5424)  (228,64-86,5424)  +  -^j^ 

oder  in  Rficksicbt  der  ErkL  65  und  der 
ErkL  66,  nach  welcher: 

sinl08U3'  =  sin(180^— 108^430 
oder  =  sin  71®  17' 

ist,  und  nach,  weiterer  Reduktion : 

sin  540  21' 80"      ^^^^^^^^      52^-sin710  17' 
^"^  ^  =        223,54         ^  ^^^'^^^'  ^^''*^^^^  + 228:64 

oder  nach  den  Hülfsrechnungen  3  und  4: 

sin  y  =  0,75082  +  0,222988 
mithin: 

2)  .  .  .  siny  =  0,973808 
Da  nun: 

log  sin  y  =  log  0,978808 

oder      log  sin  y  =  0,9884698  —  1 

+  35 


0,9884733  —  1 

oder  log  sin  y  =  9,9884788  —  10 

4697 


ist,  so  erhält  man  hieraus:  a4,3 

y  =  760  51'  20"  },7 

y  =  760  51' 27,4" 


36  i 
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Hlllfsreclinnngr  S« 

Setst  man  der  Abkürzung  balber>' 
sin  640  21'  80" 


«««  r .         1/809,0824. 137,9976  =  x 
220,Ö4 

und  logarithmiert,  so  erhält  man:  * 

log  X  =  log  sin  640  21'  30"  -f 

i(log809,0824  +  log  187,9976)  —  log  228,54 

Nnn  ist: 

log  809,0824  =       2,4900709 


rf 


6 
+  log  187,9976  =       2,1398476 

+  220,5 
+    18,9 


4,6299468 
_1_ 

*  2 


2,3149729 
+  log  sin  64021'  80"  =  +  9,9099181  —  10 

12,2248910  —  10 

—  log  228,54  =  ~  2,8493652 

log  X  =       9,8765858  —  10 

oder    log  x  =       0,8755358  —  1 
mithin  ist:  5358 

X  =  0,76082 

HlllliBrechiinng  4* 

,     62,63.sm710  17'       ,     ^«ßoi 

log —    ^^Q  g . =  log  62,63  -\- 

228,64  log  gi^  710 17'  —  log  228,64 

Nnn  ist: 

log  62,63=       1,7212834 
+  log  sin  710 17' =       9,9764036  ~  10 

11,6976370  -  10 

—  log  223,64  =  ^  2,3493652 

9,8482818  —  10 

oder    =       0,3482818 

2659 

159 
156 


mithin  ist: 

52,68>sin71017'  ^ 

223,64  vr^^^-^o 

Hfllfsrechniing  5. 

log  106,26.(508  640  21'  80"  =  log  105,26  + 

log  cos  540  21' 80" 
Nnn  ist: 

log  106,26  =  2,0222634 
•+-  log  cos  640  21'  80"  =  9,7654555  ~  10 

11,7877189  — 10 

oder  =  1,7877189 

7155 

mithin  ist:  35 

106,26.cos640  21'80"  =  61,8865 

Formel  197, 


Für  den  gesuchten  Winkel  y  erhält 
man  also: 

B)  .  .  .  y  =  76<^51'27,4" 
Würde  man  nun  die  Kontrolle  für 
die  Bicfatigkeit  der  für  ß  und  y  ge- 
fundenen Werte  machen,  so  müsste  nach 
der  Erkl.  68: 

a  +  ^  +  y  =  2i? 
sein,  es  müsste  also: 

540  21'  80"  +  220  29'  57,4"  +  760  51'  27,2"  =  180» 

sein,  dies  ist  aber  nicht  der  Fall. 
Berücksichtigt  man  bei  der  Untersuchung 
worin  wohl  der  Fehler  liegen  mag.  zu- 
nächst, dass  nach  der  Erkl.  180  jedem  ^e 
gebenen  Wert  der  trig.  Funktion  „Sinus" 
zwei  Winkel,  nänüich  der  direkt  an« 
der  Tafel  sich  ergebende  spitze  Winkel/ 
und  auch  der  stumpfe  Winkel:  2^—/ 
entsprechen,  so  würde  sich  hiemadi  uud 
nach  der  Grleichung  A)  für  ß  ausserdem 
noch  der  Wert: 

/J=  180^  —  22®  29' 57,4^ 
oder 

Aj)  .  .  .  /?  =  157®  30'  2,6" 
und  femer  würde   sich    hiemach   und 
nach  der  Gleichung  B)  für  y  ausserdem 
noch  der  Wert: 

,  y=  180®  — 76*>5r27.4" 

oder  ' 

Bi)  .  .  .  y  =  103®  8'  32,6" 
ergeben.  Da  aber  der  Voraussetzung 
gemäss  die  Seite  a  grösser  als  h  ist 
und  deshalb  nach  der  Erkl.  181  auch 
der  Winkel  a  grösser  als  der  Winkel  jJ 
sein  muss,  so  kann  jener  stumpfe  Winkel 
157®  30'  2,6"  fär  ß  der  Aufgabe  nicht 
genügen,  während  der  stumpfe  Winkel 
y  in  Gleichung  B,)  der  Aufgabe  wohl 
genügen  könnte.  Macht  man  zur  Unter- 
suchung der  Richtigkeit  dessen,  die 
Probe,  so  muss: 
bezw.  «+/»  +  y  =  2Ä 

540  21'  80" + 220  29'  67,4"  + 10808'  82,6"  =  18'>' 

sein  und  dies  ist  in  der  That  der  Fall 
Zur  Berechnung  der  gesuchten  Seite 
c  aus  den  gegebenen  Stücken  (s.  ErkL 
178)  hat  man  nach  der  vorstehenden 
Gleichung  e)  die  Formel: 

c  =  Va^  —  (6  sina)*  -f-  6  «cosa 

oder  in  Rücksicht  der  ErkL  37  die: 


Formel  197  a.    c  =  V{a  +  h  sin  a){a  —  6  sin  a) + *  c<»s  a 
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Setzt  maD  hierin  die  für  a,  6  und  a 
gegebenen  Zahlenwerte,  so  erhält  man : 


c  =  V  (228,54  4- 106,26-  Bin  540  21'  80")  (223,54  —  106,26.  sin  640  21'  80")  +  105,26.cos  64021'  80" 

oder  nach  der  Hülfsrechnung  2  und  der 
Hülfsrechnnng  5: 

c  =  \/228,54  +  85,5424)  (223,54  —  86,5424)  +  61,3366 
HMftreduimg^e,  c=  V  309,0824. 137,9976  +  61,3365 

log  V  309,0624. 187,9976  =  Y  (^<>«  ^^'^^^  +  oder  nach  der  Hülfsrechnung  6: 

NTOist:  ^^      '  c  =  206,5251 +  61,3365 

log  809,0824  =  2,4900709  mithin : 

X%  C)  .  .  .  c  =  267,8616  m 

+log  187,9976  =  2,18»8476^  Zur  Berechnung  des  gesuchten  Flächen- 

4-  18,^  inhalts  F  aus  den  gegebenen  Stücken 

4,6299458  (g.  Erkl.  178)  hat  man  zunächst  nach 

••2  der  Formel  133  die  Relation: 

2,8149729  ^       ab     . 

9621  -F=— «smy 

108  ^ 

— 155 —       oder  in  Rücksicht  der  vorstehenden  For- 

mithin:   2,1  mel  196: 

y 809,0624. 187,9976  =  206,5261  ahVwia.r-. ,^   .      ,,   ,   tsin2al 

oder 

.        I  4i%A      1:7      isina^/— = — 77-: — rs  ,  t*sin2a 
Formel  198.    F  =  — - —  V  a*  —  (6  sin  a)*  A — 

oder  auch  in  Bücksicht  der  Erkl.  37: 
■-         ■  «A««         T^      ftsina  ^/;^ — ,   ,   . — v-7 r—* — TN  ^i*sin2a  piächen- 

Formel  198a.    F=  —^  V(a+&8ina)(a— 6sina)H j—  l^^^^^ 

Setzt  man  hierin  die  für  a,  h  und  a 
gegebenen  Zahlenwerte,  so  erhält  man: 

1*=  ^^^*^^^^V^'  /228,54  +  105,26 •  sin  54©  21'  80")  (228,54  — 105,26 sin 54© 21'  30")  + 

106,26g  ■  sin  (2 » 540  21'  30'0 
4 

oder  nach  entsprechender  Reduktion  und 
nach  der  Hülfsrechnung  2: 

F  =  62,68*8in 540 21'  80"  /(223,54  +  85,5424)  (228,54  ^=^5,5424)  +  ^QOt262.sm  1080  43' 

oder  in  Rücksicht  der  Erkl.  65  und  der 
ErkL  66  nach  welcher: 

sin  108^  43'  =  sin  (180^  — 108^  430  oder  =  sin  71^  17' 

ist,  und  nach  weiterer  Reduktion: 

F  =  62,68 . sin  540 21'  80".  \/809,0824. 187,9976  +  ^QQt^^^-«^^^^^*^^^' 

oder  nach  den  Hülfsrechnungen  7  und  8 : 

F—  8833,329  +  2623,436 
mithin : 
D)  .  .  .  i^  =  11456,765  qm 

(siehe  die  ErkL  182  bis  188). 


Ebene  Trigonometrie. 


rers  Lehrbnch  der 
izeigt  ist,  und  die 
)der  trigonometri* 
tig,  d.  Q.  jedem 
sehen  Funktion 
nkel,  ao  ist  z.B.: 


in  Elef  en  Lehr- 
m»  dieser  Formel 
7ert  der  Funktion 
nunenden  Winkels 
rekt  ans  der  Tofd 
;  aber  aach  der 
liegende)  Winkel: 


hrbncb  der  Gonio- 
ergibt  sich  weiter, 
:tion  „Sinns"  eines 
!ls  X  gegeben  ist, 
rekt  ans  der  Tafel . 
ind  anch  nach  Tor- 
atampfe  Winkel: 
Winkel:  iH  +  x 

ist  areichtlich,  dass 
I  „Sinns"  im  aU- 
sa  Andern  trigono- 
dentig  sind.  Da 
ngen  nnr  spitze' 
jid  IBOO  liegende) 
man  in  diesem 
'erstehenden  Qld- 
nomettisch«  Funk- 

elohen  die  Zwei- 
imetriacher  Fnnk- 

it  gezogen  werden 
ei«efttgten  £rkla- 


St  der  grOssBran 
Winkel  gegenüber 


0  21'  80"  +  -^  (log  809,0824  +  log  137,9976) 
9,1900709 

+  285 
+    5,8 
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den  Crebranch  za  gestatten. 
2).  Jedes  Kapitel  enthält  sein  besonderes  Titelblatt,  Inhaltsverzeichnis,  Berichtigangen 
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—  nebst  Anhängen  ungelöster  Aufgaben,  für  den  Schul-  &  Selbstunterricht  - 

mit 
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Preisgekrönt  in  Frankfurt  a.  M.  1881. 


PROSPEKT. 


DieiM  Werki  velchem  kein  Uinllehes  sur  Seite  iteht,  erscheint  monatlich  in  !^— 4 
Heften  in  dem  bUllgren  Preise  von  25  ^  pro  Heft  and  bringt  eine  Sammlang  der  trichtic- 
iten  nnd  pralctiichgten  Aufgaben  ans  dem  Oeeamtgeblete  der  Mathematik,  Phyilki 
Meehanik,  mafh*  GeograpUe,  Astronomie,  des  Maschinen*,  Strassen-,  Eisenimha-, 
Brfteken-  and  Hoehbanes,  des  konstmktiTen  Zeichnens  etc.  etc.  nnd  swar  in  TOllst&ndig 
gelMer  Form,  mit  fielen  Figuren,  Erklimngen  nebst  Angabe  nnd  Entwiekelnng  der 
benntiten  Sfttse,  Formeln,  Regeln  in  Fragen  mit  Antworten  etc.,  so  dass  die  Lösang 
Jedermann  Terst&ndlich  sein  kann,  besv.  wird,  wenn  eine  grössere  Ansalü  der  Hefte  er 
schienen  ist,  da  dieselben  sich  in  ihrer  Gesamtheit  ergftnien  nnd  alsdann  anch  alls 
Teile  der  reinen  nnd  angewandten  Mathematik  ^  nach  besonderen  selbständigen  Kit- 
teln angeordnet  —  Torliegen. 

Fast  jedem  Hefte  ist  ein  Anhang  von  nngelSsten  Aufgaben  beigegeben,  welche  der 
eigenen  LMung  (in  analoger  Form,  wie  die  besüglichen  gelösten  Aufgaben)  des  Studierendes 
aberlassen  bleiben,  und  lugleich  tou  den  Herren  Lehrern  ftlr  den  Schulunterricht  benatet 
werden  kOnnen.  —  Die  Usnngen  hiersu  werden  sp&ter  in  besonderen  Heften  fAr  die  Hand  dei 
Lehrers  erscheinen.  Am  Schlüsse  eines  jeden  Kapitels  gelangen:  Titelblatt,  InhaltsTeraeieh- 
nis,  Beriehtignngen  und  erliutemde  Erklimngen  über  das  betrelTende  Kapitel  sur  Ausgabe. 

Du  Werk  behandelt  lunftchst  den  Hauptbestandteil  des  mathematisch-natorwissea- 
schaftliehen  ünterrichtsplanes  folgender  Schulen:  Bealsehnlen  L  nnd  IL  4M.,  gleidh- 
bereehtigten  hSheren  BUrgersehulen,  PrlTatschnlen,  Gymnasien,  Realgymnasien,  Pro- 
gymnasien,  Sehnllelirer- Seminaren,  Polytechniken,  Techniken,  Bangewerkedmlesi 
Gewerbesehnlen,  Handelsschnlen,  tedin.  Torbereitungssehnlen  aller  Arten,  gewerbliche 
FortbUdnngssehnlen,  Akademien,  ünirersititen,  Land-  nnd  Forstwissensehaflssehnlea, 
Militlrsehnlen,  Torbereitnngs-Anstalten  aller  Arten  als  s.  B.  fir  das  lSi4ihrlg-Frei- 
willige*  nnd  Offlaiers-Examen,  etc. 

Die  SehUler,  Studierenden  und  Kandidaten  der  mathematischen,  techaisohen  und 
naturwissenschaftlichen  F&cher,  werden  durch  diese.  Sehritt  fIr  Schritt  geltete,  Aufgaben- 
sammlung iauaerwihrend  an  ihre  in  der  Schule  erworbenen  oder  nur  gehörten  Theorien  etc. 
erinnert  und  wird  ihnen  hiermit  der  Weg  sum  unfehlbaren  Auffinden  der  Lösungen  der- 
jenigen Aufgaben  geieigt,  welche  sie  bei  ihren  Prflftingen  lu  lösen  haben,  sugleich  aber  such 
die  ttberans  gresse  Fmehtbarkeit  der  mathematischen  Wissenschaften  yorgeführt 

Dem  Lehrer  soll  mit  dieser  Aufgabensammlung  ehie  kriftige  Sttttae  fhr  den  Schal- 
Unterricht  geboten  werden,  indem  rar  Erlernung  des  praktisohen  Teiles  der  mathematisches 
Disdplinea  —  mm  Auflösen  Ton  Anfigaben  —  in  den  meisten  Schulen  oft  keine  Zeit  er- 
fibrigt  werden  kann,  hiermit  aber  dem  Schaler  bei  seinen  h&nslichen  Arbeiten  eine  toU- 
st&ndige  Anleitung  in  die  Hinde  gegeben  wird,  entsprechende  Aufgaben  an  lösen,  die  ge- 
habten Regeln,  Formeln,  SItie  etc.  aninwenden  und  praktisch  in  rerwerten.  Last,  Liehe 
und  TerstSndnis  ffir  den  Schal-Unterricht  wird  dadurch  erhalten  und  belebt  werdou 

Den  Ligenleuren,  Architekten,  Teelinikem  und  Fachgenossen  aller  Art,  Militiis 
etc.  etc.  soll  diese  Sammlung  inr  AnflHsehnng  der  erworbenen  und  Tielleicht  yergessenen 
mathematischen  Kenntnisse  dienen  und  ragleich  durch  ihre  praktischen  in  allen  Beruft- 
iwelgen  Terkenunenden  Anwendungen  einem  toten  Kapitale  lebendige  Kraft  Torleihen  nnd 
somit  den  Antrieb  su  weiteren  praktischen  Terwertnngen  und  weiteren  Forschungen  geben. 

Alle  Buchhandlungen  nehmen  Bestellungen  entgegen.  Wichtige  und  praktische  Auf- 
gaben worden  aut  Dank  yon  der  Redaktion  entgegengenommen  und  mit  Angabe  der  Names 
fsrtiillit  —  Wünsche,  Fragea  etc.,  welche  die  Bedaktioa  betreffen,  nimmt  der  Yeifhsser, 
Dr.  Klayer,  Frankfurt  a.  M.  Fischerfeldstrasse  It,  entgegen  nnd  wird  deren  Erledignag 
Ihnalichst  berücksichtigt 

Stattgart  Di«  Yerlagshandlung. 


Ueber  die  Berechnung  des  schiefwinkligen  Dreiecks. 
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log  309,0824  =       2,4900743 

+  log  137,9976  =       2,1398476 

+  220,5 
4-    18,9 


4,6299458 
1 
'_± 

2,3149729 


HtUtoechnniig  8. 

,      105,262.sin71017'       ^,      ,^ofii 
log ■ =  2«log  105,26  + 

4  I0ff8in710  17'  — loflr4 


Nun  ist: 


-flog  52,63  =  4-  1,7212324 
+  log  sin  540  21^  30*^  =  +  9,9099181  —  10 

log  X  =     13,9461244  —  10 

oder    \oex=.       3,9461244 

1280 

14 
9,8 


log 

log  105,26  =       2,0222634 

•  2 


mithin: 


4,2 
4,4 


4,0445268 
-f  log  sin  710 17'  =  +  9,9764036  —  10 

14,0209304  — 10 
—  log4  =  --  0,6020600 

13,4188704  — 10 

oder    =       3,4188704 

8645 


X  =  8833,329 


59 
49,8 


mithin  ist: 
Erkl.  182.   Sind,  siehe  Figur  61,  von  einem  105,262. sin  71o  17'       ^_„  .^^ 

Dreieck  die  zwei  Seiten  a  und  &  und  der  Winkel  4 =  2t)2d,4db 

ß  gegeben,  so  bestehen  zur  Berechnung  der 
u\)Tigen  Stücke  und  des  Inhalts  F  dieses  Drei- 
ecks £e  Formeln : 


9,2 

9,9 


sma  = 


smß 


Fornti  199. 

200. 

oder 

FomtlZOOa.     siny  =  5|^  ViP  +  asinß)  (&  -  asin/S)  +  ^^^^ 


Figur  61. 


smy=z^  \/b«— (asin/J)2  + 


aam2ß 
2h 


2& 


.      201.       c=  \/62— (a8in^)2  +  a-C08i9 

201a.    c=  V(&  +  «suiÄ(^  —  asin^)-|-a-co8^ 

A^<%      ^       «sin^  ,/Ts — 7 — ^—^^  I  rt28in2^ 
202.     jFri:  — H-^  y  62— (asin/9)2^ r— ^ 

3dei 

Fornel  202a.  F=  ^^  V(t>  +  asiuß)(b^aBmß)  +  ''^^^^ 

(äehe  die  Erkl.  187  und  auch  die  Auflösung  der  Aufgabe  121). 

Erkl.  18S.  Sind,  siehe  Figur  62,  von  einem 
IiTeie(^  die  zwei  Seiten  a  und  c  und  der  Winkel 
a  gegeben,  so  bestehen  zur  Berechnung  der 
übrigen  Stücke  und  des  Inhalts  F  dieses  Drei- 
ecks die  Formeln : 


Formel  203.    8iny  = 


c-sma 

a 
sina 


204.    maß^-^^—  l/«^  ~  (csin«)2  4- 

a 


(;-sin2a 
2a 


oder 

Formel  204a.  sin/?  =  55f  >^(a + c  sin  a)(a-c  sin  ir)  +  ^^^^ 

a  '2a 


r      206,      6  =  V«2  _  (csina)2-|-.  c-cos« 

wlei 

Formel  206a.    6=  "V/(rt  +  C8in«)(a — csina)4-C'C0sa 


csmce 


,      206.    \F  =  ^^  Va2  —  (c  sin  «)2  + 
KleyeT,  Ebene  Trigonometrie. 


c2sin2a 


8 


üeber  die  Berechnung  des  schiefwinkligen  Dreiecks. 
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Hier 

^^       .            siiiy    /7 — r-: — w — ;— : — "x  I  &8in2y 
CinNl216i.  Hin«  =  — -  y  (c+&8my)(c— t8my)H ^ — - 

C  Tic 


,     217.     a=  V  <?*  —  (6  siny)*  -|-  6  •  cos  y 

ke^ZHM,  a=  \/(c4-fe8iny)(f  —  &siny)  +  6co8>' 

.    218.    F=z — ^  y  c«  — (&smy)2-| — i- 

ricr 

:^218..  F=  ^  V(c+6siny)(c--id5^+5^ 

(siehe  die  Erkl.  187). 

Erti.  187.  Die  in  den  Erkl.  182  bis  186 
ofbesteilten  F<»iiieln  kann  man  in  ganz  ana- 
jjKcr  Wdse  wie  die  Formeln  195  bis  198  in 
fe  Anjflösimg  der  Aufgabe  120  herleiten. 

Eiti*  188«  Bei  dem  Gebranch  der  Formeln 
i^  bis  918  hat  man  zu  berücksichtigen ,  ob 
deige^bene  Winkel  der  grösseren  oder  der 
kUifteien  der  gegebenen  Seiten  gegenttber- 
li<8?.  ift  letzteres  der  Fall,  so  hat  man,  wie 
h  der  folgenden  Aufgabe  121  gezeigt  wird,  zn 
beaciitcn.  dass  sich  in  Bücksicht  der  Erkl.  180, 
Ar/edea  der  beiden  gesuchten  Winkel  zwei 
Werte,  dass  sich  desgleichen  für  die  dritte 
S^ire  ood  ebenso  fOr  den  Flächeninhalt  zwei 
Wmeeigeben  müssen,  welche  den  Bedingungen 
kl  Aof^be  entsprechen  (siehe  die  Erkl.  189). 


Aufgabe  121.   In  einem  Dreieck  sei 

die  Seite 

a  =  223.64  m 

and  die  Seite  b  =  105,26  m 

ferner  sei  der  der  kleineren  dieser 
Stiten,  nämlich  der  der  Seite  b  gegen- 
üVÄegende  Winkel 

/?=22^29'57,4'' 

Wie  gross  sind  die  übrigen  Stücke 
iDd  welches  ist  der  Inhalt  dieses  Drei- 

«ks? 

Figrnr  66. 


f  a  =  228,54  m 
Gegeben:  \  h  =  105,26  m 

l  /9  =  220  29'  67,4" 

Gesuclit:  «,  y,  c  und  F  (der  Flächeninhalt). 


Anflösniig.  Zur  Berechnung  des 
gesuchten  Winkels  a,  siehe  Figur  66, 
hat  man  nach  der  in  der  Erkl.  182  auf- 
gestellten Formel  199  und  in  Rücksicht 
der  Erkl.  179,  die  Eelation: 

-V  .  asinÄ 

1)  .  .  .  sma  =  — T-^ 

Setzt  man  in  derselben  die  für 
ö,  b  und  ß  gegebenen  Zahlenwerte, 
so  erhält  man: 

223,64.sin22®29'57,4" 
sma  =  — — 

105,26 
—      oder  nach  der  Hülfsrechnung  1: 
A)  •  .  .  a  =  54^21'30" 


Berücksichtigt  man,  dass  nach  der 
ErkL  189  dem  Winkel  a  noch  ein  zweiter 


1115  Ebene  Trigonometrie. 

Wert  entsprechen  muss  und  dass  nach 
Hfllfsrechniing  1.  der  Erkl.  180: 

^""^      _  223,54.  sin  220 29' 57,4  SÜla  =  sin(2Ä-a) 

*"^""" 105^6 ^s^j  SO  ergibt  sich  hieraus,  dass  jenem 

erhält  man  a  wie  folgt:    '  gesuchten  Winkel  auch  noch  der  Wert: 

log  sin  «  =  log  223,54  -|-  log  sin  22«  29'  57,4"  —  ^   ___  j^gQO g^o  2 1'  39^' 

log  105,26  ^ 

Nun  ist:  nämlich  der  Wert: 

log  sin  220  29'  57,4"  =       9,5827888  -  10  A,)  .  .  .  a,  =  125®  38'  30'' 

-»-  356,3  .  Y 

+  20,4  entspricht 

4-10222354  =  4-2X52"^^        ^^^  ^^^  Berechnung  des  gesuchttD 

'     *      '  Ii'932i8i7  -  10  Winkels  y,  könnte  man  analog  wie  t^ 

-  log  105,26  =  -  2,0222634  ^  der  vorigen  Aufgabe  120  geschehen 

log  sin a=      9,9099183—10  ^st  Verfahren  und  mittels  der   in  der 

9181  Erkl.  182  aufgestellten  Formel  200: 

mithin:  2  .    ^  .   ^ 

a  —  540  21' 30"  •  sulp  ,/7« 7 ; — -rs     ,     aSlU^^^ 

«  — 04  ji  du  siny  =  -T^  Vi*  — (asm/?)*-] -y-^ 

^'  ^^%  ^*'^  "^^"l  ^  ^!r  ^i^-  ?^  it?"  den  Winkel  y  berechnen,  wobei  man  ii 

geftthrten  4.  Kongruenzsatz  ans  der  Planunetne  t»-  1    •  i,^  j '^   -^11^«^        j  ^V^JT^ 
ist  ein  Dreieck  vollkommen  bestimmt,  wenn  von  l^UCKSlCüt  der  Jtirld.  189  und  180  rar  ; 

demselben  zwei  Seiten  und  der  der  grösseren  zwei  entsprecheudeWerte  erhalten  würde. 

von  beiden  gegenüberliegende  Winkel  gegeben  Bequemer,  allerdings  ohne  nachher  fnr 

ä'enntSe.^*Ä;\lSL'St;f„^^^^^^^         der    Rechnung    Kon- 

der  kleineren  von  beiden  Seiten  gegenüber-  trolle  ZU  nabeu,   gelangt  man  ZU  da 

liegende  Winkel  gegeben  (siehe  die  Aufgabe  121)  dem  Winkel  y  entsprechenden  Werten. 

so  gibt  es  zwei  Dreiecke,  welche  diese  Stücke  wenn  man  berücksichtigt,  dass: 

enthalten;  denn  konstruiert  man  sich  z.  B.  ein 

Dreieck,  von  welchem,  wie  in  der  Aufgabe  121,  2)  .  .  .  y=  2JS: — (^H~/^) 

die  beiden  Seiten  a  und  b,  b  <C.  «»  nnd  der  klei-  .  .  ,  „,.   ,  .  ,         a  .     'r>-  i_ 

neren  von  beiden  Seiten,  also  der  der  Seite  b  ^^t;  man  erhält  hiernach   und  in  Ruck- 

gegenüberliegende  Winkel  ß  gegeben  sind,  auf  sieht  der  Gleichungen  A)  Und  AJ: 

äf?Än^«f?.Tdä?JirJS  y=  1800-(64021'30"  +  22'29'57.r, 

Erkl.  190  ein  spitzer  Winkel  sein  muss,  auf-  y=  180° — 76°  51' 27  4" 

trägt,  dann  vom  Scheitel  B  aus  auf  dem  einen      -*  ' 

Schenkel  dieses  Winkels  die  gegebene  grössere  ^^^^ 

Seite  a  nach  B  C  abträgt  und  schliessüch  von  B)  .  .  .  y  =  103°  8'  32,6'' 

C  aus  die  gegebene  kleinere  Seite  b  nach  und 

dem  andern  Schenkel  des  Winkels /9  abschnei-  y^  =  180°-(125°38'30''+ 22°29'o7.4*' 

det,  so  erhält  man  auf  diesem  Wmkelschenkel  '^  «i.  ««/-»•. ^ 

die  zwei  Schnittpunkte  ^  und  ^,;  verbindet  Yi  =  180°  — 148°  8' 27,4" 

man  nunmehr  A  mit  C  und  A^  mit  C,  so  er-  q^qy 

geben  sich,  siehe  Figur  66,  die  zwei  Dreiecke  t>x  QiOci/QOßi/ 

ABC  und  A^BC,  welche  beide  den  gegebenen  ^1)  •  •  •  /i  —  ^^   ^1  ^^y^ 

Bergungen  entsprechen  (siehe  Kleyers  Lehr-        gur  Berechnung  der  gesuchten  Seite  • 

Dücner  der  rlammetrie).  uj-««4.^  «,«..^^^1      :         •     j 

In  derselben  Weise  wie  sich  nun  aus  dieser  konnte  man  analog  Wie  es  in  der  vongen 

planimetrischen  Konstniktion  eines  Dreiecks  aus  Aufgabe  120   geschehen  ist,   verfahren, 

zwei  Seiten  und  dem  der  kleineren  von  beiden  und  mittels   der  in   der  ErkL  182   aul- 

gegenüberliegendenWinkelzweiDreieckeer-  gestellten  Formel  201: 

geben,  welche  den  gegebenen  Bedingungen  ent-  ^ 

sprechen,  müssen  sich  auch  bei  der  trigono-  ^  _  Vi*  — (asinÄ*4-aC0S/S 

metrischen   Berechnung    emes  Dreiecks  aus  ,.     ^  .                    ^        r/     r^    ^^^^ 

zwei  Seiten  und  dem  der  kleineren  von  beiden  die  Seite  c  berechnen,  wobd  man  ebeil- 

gegenüberliegenden  Winkel,  für  die  zu  berech-  falls  zwei  Werte  für  c  erhalten  Wflnk. 

nende  Stücke  je  zwei  Wcr^e  ergeben  und  in  ^^nn  man  berücksichtigt,  dass  nach  dt-r 

der  That  erhalt  man,  wie  m  nebenstehender  -c^  , ,     -^.      .   ,        r\     ^    T        "^"  ^  \ 

Auflösung  der  Aufgabe  121  gezeigt  ist,  für  die  ^^^- .  1^^    J^der    Quadratwurzel    zwei 

gesuchten  Stücke  je  zwei  Werte,  wenn  man  Voraeichen   zukommen.     Bequemer  gt- 
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langt  man  zu  den  der  Seite  c  entspre- 

Lhicfadgt,  dass  die  trigonometrisdien  Fonk-  chenden  Werten,  wenn  man  die  bereits 

en  mehrdeutig  sind,  bezw.  dass,  wie  in  für  den  Winkel  y  berechneten  Werte 

^wl^^ilÄS^n^^'^tn^ü  ZZ  lT:^  ^^^^^^  und  die  Sinusregel  in  Anwen- 

ED  Wert  der  Funktion  „Sinus"  stets  zwei  i  v  •   <^      ■»«-  i^-.ir 

»eleatspredien,  welche  in  einem  Dreieck  vor-  dung  bringt.     Man  erhalt: 

Leu  kSnnen,  n&mlich  ein  spitzer  Winkel  a  ^        ^^  ^ 

dessen  Supplementwinkel :  -—  =  1^ — i- 

(Siehe  auch  die  Erkl.  192  und  193.)  ^^^^^ 

EriLldO.     Sind  Ton  einem  Dreieck  zwei  /  •  •  •  ^mß 

äte&nndder  der  kleineren  von  beiden  gegen-         n.  i     .     . 
lerüegende  Winkel  gegeben,  80  kann  dieser  Win-        Substituiert  man  hienn  die  nir  h  und 

ii  BOT  ein  spitzer  sein;  denn  angenommen  es  ß  gegebenen  und  aus  den  Gleichungen 

[ire  ein  stumpfer  Winkel  so  müsste  der  der  ß  ^^d  B,   die   fflr  y  bereits   berech- 

bsseien  jener  Seite  gegenüberhegende  Wm-  ^^.^     W l  t.«ix  •        i 

fceben&Usein  stumpfer  und  zwtr  nach  der  ^^^^^  Werte,  SO  erhält  man  einmal: 

bkl.  181  noch  ein  grösserer  stumpfer  Winkel  105  26 •  sin  103^  8'  32  6'' 

ik  ieaer  sein;  da  aber  nach  der  iJrkl.  191  ein  c  = —, —     ^  ^^  ^ — 

DKieek  nur  einen    stumpfen  Winkel    haben  Sin  22    29   57,4 

bafi, » ist  jene  Annahme  nicht  statthaft.  q^^j.,  wenn  man  in  Rücksicht  der  ErkL 

EIÜ.19L    Ein  Dreieck  kann  nur  einen  ^^  ^^  6^- 

8taE?fen  Winkel  haben,  da  nach  dem  in  der  sinl03^8'32,6"=sin(180®— 103^8'32;6") 
Eii.68  ansgeq»roche&en  planimetrischen  Satz  —  ain7A0  i;i' 07  a'^ 

ieSunme  aUer  drei  Winkel  =  2Ä  sem  muss  —  ^^^'^  ^^  ^'^^ 

bJ  feen  Wert  nicht  ttberschreiten  kann.  setzt : 

_  105,26 -sin  76^  61'  27,4" 

Wl.  1$2,     Die  *  in    nebenstehender   Auf-  ^  — ci«  ooo  oq'  ^i  ah 

i^Mflg  aafeesteUte  Gleichung:  ^m  ^^    £\)  D/,4: 

__  asin/s  oder  nach  der  Hülfsrechnung  2: 
1) ...  sin«  =  -^  C)  .  .  .  c  =  267,861  m 

bnü  man  folgender  Determination  unterziehen:  ^i^cl  ein  andermal' 
.ik.dn^>b.  ^^i«f*„^- fä<*^g^„i;  ^  105,26.sm31''5r32,6-- 

aUer   Winkel   zwischen    den  sln  22*>  29'  57.4" 

Sd'^MÖd^'n~\?^t:  «d^r  ^a<^li  de«-  Hülfsrechming  5: 

Brüche  sein  müssen  (siehe  Cj)  .  .  .  Cj  =  145,1885  m 

Ehrkl.  144).  Es  kann  also  kein         rr       n^      -u  ji  ui.        t 

Dreieck  existieren,  welches       Zur  Berechnung   des  gesuchten  In- 

diese  Bedingung  erfoilt  halts  F  könnte  man ,  analog  wie  es  in 

k.l5tflsin/?<6,  so  ergeben  sich  für  «  zwei  der  vorigen  Aufgabe  120  geschehen  ist, 

Werte,  welche  den  Bedingun-  verfahren  und  mittels  der  in  der  Erkl. 

gen  der  Aufgabe  genügen,  wie  182  aufgestellten  Formel  202 : 
in   der  Auflösung  der  Auf-  .  . 

gäbe  121  gezeigt  ist.  ^^  amnß  y^g       (acüiS)^  1   ^^^^^ 
<'Istaan/?  =  ^  so  ist:   sina  =  l,   also  nach  2  \         P)  T"       ^ 

der   Erkl.  99   «  =  90o.     Es  ,        t  v  i^.    T:t   u        i.  u^-    ^ 

existiert  also  nur  ein  Drei-  ^^^  I^»'*  ^  berechnen,    wobei   man 

eck,  welches  den  Bedingungen  ebenfalls   zwei  Werte   für  F  erhalten 

der  Aufgabe  entspricht  und  würde,  wenn  man  berücksichtigt,  dass 

dieses  Dreieck  ist  em  recht-  n^^h  der  ErkL  194  jede  Quadratwurzel 

winkliges  Dreieck.  •    tt^     ^«  i         -u  \       S 

®  zwei    Vorzeichen   hat     Bequemer    ge- 

ErkLl^t.  Da  der  Fall,  in  welchem  ein  langt  man  zu  den  dem  Inhalt  F  ent- 

l^WM^anBiweiSeiten  und  dem  der  kleineren  sprechenden  Werten,  wenn  man  die  be- 

Wt"^..??^  gegenüberhegenden  Winkel  ^eits    für    den    Winkel    y    berechneten 

'crecimet weiden  soU,  zwei  Losungen  ergibt,  ^n    ^      u       A-i.         ^     j  j:^    •      a^^ 

ö^.er  biform  ist,  so  wird  derselbe  auch  „<»8u^  Werte   benutzt    und    dann   die   m   der 

äii^igBM«  (L  L  der  zweideutige  Fall,  genannt.  Erkl.  151   in  Woiten  ausgedrückte  In- 
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flllll^recliniuig  6. 

log  sin  310  61'  .82,6''  =  9;7224866  —  10 

H-67,8 
+  20,3 

9,7224953  —  10 

flülfsrechnnng  ?• 

Ans 

„       223,54.105,26     .    -^„...o-,« 
F  = • — 5 ^—  •  sin  760  51'  27,4" 

ja 

erhält  man  F^  wie  folgt: 

log  J^  =  223,64  +  log  105,26  +  log  sin  76o  51'  27,4"  —  log2 

Nnn  ist: 

log  223,54  =       2,3493552 
+  log  105,26  =  4-  2,0222634 
+  log  sin  760  51'  27,4"  =  +  9,9884733  --  10 

14,3600919  — 10 
—  log2  =       0,3010300 

log  F  =      14,0690619  —  10 
oder  log  F=       4,0590619 

0330 

289 
265,3 


23,7 
22? 


fflithm:  1,1 

F  =  11466,768 


Ans 


Hllll^recliniuig  8« 


F.=^'V°-^.rin3106r88.6" 

erhält  man  F^,  wie  folgt: 

log  F^  =  log  223,54  +  log  105,26  +  log  sin  310  61'  32,6"  —  log  2 

Nnn  ist: 

log  223,54  =       2,3493552 
+  log  105,26  =  +  2,0222634 
log  810  61'  82,6"  =  +  9,7224953  —  10* 

14,0941139  -  10 
—  log  2  =  —  0,3010300 


log  Fl  =     13,7930839  —  10 

oder    log  F^  =       3,7930839 

•  8.  Hfllftredmmig  6.  ^^76 

...  63 

mithin:  63 

F^  =  6209,89 

EHlL  195.  Da  die  in  der  Anfgabe  121  ge- 
gebenen Zahlenwerte  solche  Werte  sind,  die 
dem  in  der  Anfgabe  120  berechneten  Dreieck 
entnommen  sind,  so  mfissen  die  in  Anfgabe  121 
berechneten  Werte  mit  denjenigen  in  der  Anf- 
gabe 120  fibereinstimmen ;  bei  einer  Vergleichung 
der  betreffenden  Zahlenwerte  in  beiden  Aufgaben, 
wird  man  diese  Uebereinstimmnng,  abgesehen 
Ton  der  in  der  Anfgabe  121  enthaltenen  Zwei- 
deutigkeit anch  erkennen. 


Aunerlnuig  10.    Weitere  gelöste  praktische  Aufgaben  aber  da«  schiefwinklige  Dreieck 
&idet  man  in  späteren  Abschnitten. 


Ebene  Trigonometne. 


).  Ungelöste  Aufgaben. 


gegeben  sind:         Andauhn|.    Die  An^gaben  126  bis  129  eiad 
analog  der  gelösten  Ai^be  117   nad    mittele 
0"  Benntinng  der  in  der  Erkl.  129  anfgestellten 

"  Formeln  xn  lösen. 


Sieben  sind:        And«uhin|.    Die  Aufgaben  130  bis  133  and 
1  analog  der  gelösten  An&abe  117  and  mittele 

Benutzung  der  in  der  Erkl.  130  anfgesb^llten 
"  Fonneln  zu  lOsen. 
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AolSg^be  188.    Desgl.,  wenn  g^eben  sind 

a  =  6,473  dm 
/5  =  120  6'  81,5" 
und  y  =  1120  3' 2,7" 


Aafgabe  184«    DesgL,  wenn  gegeben  sind:        Andeutung.    Die  Aufgaben  134  bis  136  sind 

b  =  478,21  m  analog  der  gelösten  Aufgabe  117  und  mittels 

a  =  440  0'  18,4"  Benutzung  der  in  der  Erkl.  131  aufgestellten 

und  /9  =  630 1'  6"  Formeln  zu  lösen. 


Aafgabe  185.    Desgl.,  wenn  gegeben  sind: 

h  =  2740,32  km 
a  =  220  3' 18,7" 
und  /J  =  400  0'  0,9" 


Avfgabe  186«    Desgl.,  wenn  gegeben  sind: 

h  =  2,987  geogr.  Meilen 
a  =  1140 12^  19,3" 
nnd  /9  =  90 18'  16,4" 


Aufgabe  187«    Desgl.,  wenn  gegeben  sind:         Andeutung.    Die  Aufgaben  137  bis  140  sind 

h  :=  643,78  dm  analog  der  gelösten  Amgabe  117  und  mittels 

a  =  640  33'  9"  Benutzung  der  in  den  Erkl.  132  und  133  auf- 

und  ^^  =:  580  0'  6,9"  gestellten  Formeln  zu  lösen. 


Aufgabe  188«    Desgl.,  wenn  gegeben  sind: 

h  =  0,438  km 
«  =  960  50'  30,2" 
und  y  =  310 10'  15"  


Amljgfabe  189«    Desgl.,  wenn  gegeben  sind: 

h  =  62,85  dm 
/9  =  500  8'6" 
und  y  =  480 17'  19,3"       


AvISgrabe  140«    Desgl.,  wenn  gegeben  sind: 

h  =  4321,983  m 
/9  =  190 12'  0,3" 
und  y  =  1020  8'  14" 


Anfig^mbe  141«    Desgl.,  wenn  gegeben  sind:         Andeutung.    Die  Aufgaben  141  bis  143  sind 

c  =.  50,08  km  analog  der  gelösten  Anfgabe  117  und  mittels 

a  =  520  31' 14"  Benutzung  der  in  den  Erkl.  134  bis  136  auf- 

und  /9  =  600 10'  3"  gestellten  Formeln  zu  lösen. 


AM^;9he  142«    DesgL,  wenn  gegeben  sind: 

c  =z  0,8493  geogr.  Meilen 
«  =  1150  0' 0,4" 
und  y  =  40  26'  40,9"         


Aidi^mbe  148«    Desgl.,  wenn  gegeben  sind 

c  =  3044,768  dm 
/J  =  180  4'  9,27' 
und  y  =  980  40'  0,7' 


7i* 
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iofgabe  154.    Desgl.,  wenn  gegeben  sind: 

a  =  1272,15  m 
l  =  485,2  m 
nnd  c  =  839,8  m  


Aufgrabe  155*    Desgl.,  wenn  gegeben  sind: 

a  =  992,81  m 
h  =  445,81  m 
und  c  =  748,67  m  


Aufgabe  156«    Desgl.,  wenn  gegeben  sind: 

a  =  7694,7  km 
h  =  12584,09  km 
nnd  c  =  5009,38  km        


Aifj^abe  157«    Desgl.,  wenn  gegeben  sind: 

o  =  1533,08  dm 
b  =  16489,57  dm 
und  c  =  7269,41  dm 


Aufgabe  158«  Welches  sind  die  übrigen 
3e8ti]nmnng88täcke  eines  Dreiecks  nnd  wel- 
ches ist  dessen  Inhalt,  wenn  von  demselben 
^e^eben  sind  die  Seite: 

a  =  3487  m 
die  Seite  h  =  2756  m 
\nd  der  der  grösseren  dieser  Seiten,  also  der 
>eite  a  gegenüberliegende  Winkel 

a  =  850  42'  40" 


Andeutung.  Die  Aufgaben  158  bis  161  sind 
analog  der  gelösten  Aufgabe  120  oder  analog 
der  gelösten  Anffifabe  121  zu  lösen.  Bei  der 
Auflösung  der  Aufgaben  159  und  161  nach  der 
gelösten  Aufgabe  120  sind  die  in  der  Erkl. 
182  aufgestellten  Formeln  zu  berttcksichtigen. 
Im  übrigen  beachte  man  die  Erkl.  178. 


Aufgabe  159«    Desgl.,  wenn  gegeben  sind: 

a  =.  57,48  km 

h  =  68,57  km 

und /9  =  780  44' 42' 


yt 


Aufgabe  160«    Desgl.,  wenn  gegeben  sind: 

a  =  917,5  m 

6  =  312,93  m 

und  «  =  1320 iri7,8" 


Aufgabe  161«    Desgl.,  wenn  gegeben  sind: 

a  =  0,0875  geogr.  Meilen 
h  =  0,139145  „ 
und  ^  =  1760  3'  6" 


Aufgabe  102«    Desgl.,  wenn  gegeben  sind: 

a  =  69,7247  m 

c  =  53,2028  m 

nnd  «  =  780  20'  18" 


Aufgabe  168«     Desgl.,  wenn  gegeben  sind: 

a  =  110876,09  km 
c  =  111879,6  km 
und /  =  660 11' 52,8' 


t«/ 


Aufgabe  104«    Desgl.,  wenn  gegeben  sind: 

a  =  657,407  geogr.  Meilen 
c  =  493,008      „  „ 

imda=  1090  63' 41,8" 


Andeutung.  Man  beachte  die  Andeutung  zur 
Aufgabe  158.  Bei  den  Auflösungen  der  Aufgaben 
162 und  164  nach  der  gelösten  Aufgabe  120 
sind  die  in  der  Erkl.  183  aufgesteUten  Formeln, 
bei  den  Aufgaben  163  und  165  sind  die  in  der 
Erkl.  184  aufgestellten  Formeln  zu  berücksich- 
tigen.   Im  übrigen  beachte  man  die  Erkl.  178. 


Ebene  Trigonotuetrle. 
in  gegeben  Biad^ 


Andaulung.  Man  beachte  die  Andentimg  m 
Aufgabe  IfiS.  Bei  den  AnflOanngen  der  Auf- 
gaben 160  und  168  nacb  der  gelSsten  Auf- 
gabe 120  Bind  die  in  der  Erkl.185  aufgestellt«! 
Formeln,  bei  den  Aufgaben  167  und  169  die  it 
der  Erkl.  186  aufgestellten  Formeln  zn  berM- 
sichtigen.  Im  flbrjgeu  beachte  mau  die  Erkl.  M 


:  nicht  bekannten  Andaulung.    Die  Aufgaben  170  bis  176  mi 

Dreiecks  berech-  analog  der  geiaaCen  Aufgabe  ISO  oder  hesitt 

Q^jlg  ■  analog   der   gelüsten   Anfgabe    131    tu    ISara 

gj  Bei  dei  Auflösung  der  Aufgabe  170  nach  der 

„1  gelösten  Anfgabe  120  sind  die  in  der  £tE 

ir  beiden  Seiten,  ''^^  aufgeBtellten  Formeln,  bei  der  Anfigabe  I7S 

rlioironilii  Winkp!  "Me  in  dcr  Erkl.  IM,  bei  der  Anfgabe  173  &t 

riiegenae  wmKei  ^  ^^^  ^^^    ^^^^  j^^.  ^^^  ^^f    ^^  174  ^^  ^ 

der  Erkl.  186  nnd  bei  der  Aufgabe  175  die  in 
der  Erkl.  185  aufgestellten  Formeln  anzuwendeo. 
Im  übrigen  beachte  man  die  Erkl.  I7S  nnd  die 
Erkl.  189. 

n  gegeben  sind: 


nu  gegeben  sind: 


un  gegeben  sind: 

09  km 

K4km 


lieber  die  Berechnung  des  schiefwinkligen  Dreiecks. 
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Anmerkung  11.  In  nachstehenden  zwei  Tabellen  sind  die  Masszahlen  der  Bestimmnngs- 
Stacke  und  der  Inhalte  einer  Anzahl  rechtwinkliger  und  schiefwinkliger  Dreiecke 
enthalten.  Diese  Tabellen  können  zu  mancherlei  praktischen  Zwecken  benntzt 
werden,  ausserdem  können  mittels  derselben  weitere  Aufgaben  gebildet  werden,  bei 
welchen  gleichzeitig  die  Auflösungen  gegeben  sind.  Die  in  diesen  Tabellen  ent- 
haltenen Masszahlen  sind  dem  Lehrbuch  der  ebenen  Trigonometrie  des  Professor 
Dr.  Feaux  entnommen. 


Tabelle  I, 

enthaltend  die  Masszahlen  (nach  Bretschneider)  der  Bestimmungsstücke  und  der  Inhalte  einer 
Anzahl  rationaler  rechtwinkliger  (pythagoreischer)  Dreiecke. 

(Siehe  Erkl.  174.) 


Ord-  1 

Masszahlen  der  Seiten: 

Masszahlen 

nnngs-  i 

Winkel  « 

Winkel  ß 

der 

Nro.  1 

1 

a 

h 

c 

Inhalte 

1 

4 

3 

5 

53^ 

T 

48,4" 

36» 

52'  11,6" 

6 

2 

12 

5 

13 

67 

22 

48.5 

22 

37   11,5 

30 

3 

8 

15 

17 

28 

4 

20,9 

61 

55   39,1 

60 

4 

24 

7 

25 

73 

44 

23,3 

16 

15   36,7 

84 

0 

20 

21 

29 

43 

36 

10,1 

46 

23   49,9 

210 

6 

40 

9 

41 

77 

19 

10,6 

12 

40   49,4 

180 

7 

12 

35 

37 

18 

00 

28,7 

71 

4   31,3 

210 

8 

60 

11 

61 

79 

36 

40,0 

10 

23   20,0 

330 

9 

28 

45 

53 

31 

53 

26,8 

58 

6   33,2 

630 

.10 

56 

33 

65 

59 

29 

23,2 

30 

30   36,8 

924 

11 

84 

13 

85 

81 

12 

9,3 

8 

47   50,7 

546 

12 

16 

63 

65 

14 

15 

0,1 

75 

44   59,9 

504 

13 

48 

55 

73 

41 

6 

43.5 

48 

53   16,5 

1320 

14 

80 

39 

89 

64 

0 

38,8 

25 

59   21,2 

1560 

15 

112 

15 

113 

82 

22 

18,7 

7 

37   41,3 

840 

16 

36 

77 

85 

25 

3 

27,4 

64 

56   32,6 

1386 

17 

72 

65 

97 

47 

55 

29,9 

42 

4   30,1 

2340 

18 

144 

17 

145 

83 

16 

1,5 

6 

43   58,5 

1224 

19 

20 

99 

101 

11 

25 

16,3 

78 

34  43,7 

990 

20 

60 

91 

109 

33 

23 

54,6 

56 

36   5,4 

2730 

21 

140 

51 

149 

69 

59 

2,5 

20 

0   57,5 

3570 

22 

180 

19 

181 

83 

58 

27,9 

6 

1   32,1 

1710 

23 

44 

117 

125 

20 

36 

34,9 

69 

23   25,1 

2574 

24 

88 

105 

137 

39 

57 

58,4 

50 

2   1,6 

4620 

25 

132 

85 

157 

57 

13 

15,3 

32 

46   44,7 

5610 

26 

176 

57 

185 

72 

3 

17,1 

17 

56   42,9 

5016 

27 

220 

21 

221 

84 

32 

50,5 

5 

27   9,5 

2310 

28 

24 

143 

145 

9 

31 

38,2 

80 

28   21,8 

1716 

29 

120 

119 

169 

45 

14 

23,0 

44 

45   37,0 

7140 

30 

168 

95 

193 

60 

1 

30 

46,4 

29 

29   13,6 

7980 

Ebene  Trigonometrie. 


iten; 



Maasaihlm 

Winkel  « 

Winkel  ß 

der 

~ 

Inhalte 

je5 

85» 

1'     15,3" 

4« 

58'     44,7" 

3036 

173 

17 

29      32,4 

72 

30      27.6 

4290 

186 

34 

12      19,6 

55 

47      40,4 

7956 

>06 

49 

33        1,0 

40 

26      59,0 

10374 

>33 

63 

12      54,0 

26 

47        6,0 

10920 

J69 

75 

8      13,8 

14 

51      46,2 

8970 

il3 

85 

25        7,6 

4 

34      52.4 

3900 

197 

8 

10      16.4 

81 

49      43,6 

2730 

>05 

24 

11      22,3 

65 

48      37,7 

7854 

>21 

39 

18      27,5 

60 

41      32,5 

11970 

i27 

65 

28      13,6 

24 

31      46,4 

14490 

(17 

76 

18      52,0 

13 

41        8.0 

11550 

)e5 

85 

45      28,1 

4 

14      31.9 

4914 

!29 

15 

n      21,4 

74 

48      38,6 

6630 

241 

29 

51      46,0 

60 

8      14,0 

12640 

J89 

56 

8      41,9 

33 

51      18,1 

19320 

121 

86 

3        0,4 

3 

56     69,6 

6090 

»57 

7 

9        9,6 

82 

60     50.4 

4080 

!65 

21 

14      21,5 

68 

45      38.5 

11856 

!81 

34 

42      29,0 

55 

17      31,0 

18480 

to& 

47 

15      31,5 

42 

44      28.5 

23184 

t37 

58 

42      55,8 

31 

IT        4,2 

25200 

(77 

69 

1        1.4 

20 

58      58,6 

23760 

125 

78 

11      15,8 

11 

48      44,2 

18096 

tsi 

86 

18      17,2 

3 

41      42,8 

7440 

i93 

13 

25      10,8 

76 

34      49,2 

9690 

)05 

26 

28      51,7 

63 

31        8,3 

18564 

125 

38 

52      48,3 

51 

7      11,7 

26906 

153 

50 

24        8.1 

39 

36      51,9 

30600 

(89 

60 

55      51,9 

29 

4        8,1 

32130 

t33 

70 

26        6.7 

19 

33      63,3 

29580 

t85 

78 

56      41,7 

11 

3      18,3 

22134 

i45 

86 

31      42,9 

3 

28      17,1 

897B 

t25 

6 

21      34,8 

83 

38      26,2 

5814 

149 

31 

2      53,6 

58 

67        6,4 

26910 

(73 

42 

30        3,6 

47 

29      56,4 

34650 

145 

62 

51      32,9 

27 

8      27,1 

40194 

[93 

71 

40      31,1 

18 

19      28,9 

36270 

J13 

86 

43      36,6 

3 

16      23,4 

10710 

165 

12 

1        4,9 

77 

58      55,1 

13566 

(77 

23 

46      38,3 

66 

13      21,7 

26220 

(97 

35 

3        4,1 

54 

56      55,9 

37050 

125 

45 

40        2,3 

44 

19      57,7 

45144 

161 

55 

31        1,5 

34 

28      58,5 

49590 

m 

64 

33        4,6 

25 

26      55.4 

49476 

i57 

72 

46        7,3 

17 

13      62,7 

43890 

(17 

80 

12        6,5 

9 

57      53,5 

31920 

(85 

86 

54      13,3 

3 

5      46,7 

12654 

101 

5 

43      29,3 

84 

16      30,7 

7980 

109 

17 

3      41,5 

72 

56      18,5 

23460 

149 

38 

34      48,3 

51 

25      11,7 

49140 

m 

48 

27      19,7 

41 

32      40,3 

57420 

üeber  die  Beredmnng  des  schiefwinkligen  Dreiecks. 
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Ord- 

Masszahlen  der  Seiten: 

Masszahlen 

nimgi- 

Winkel  « 

Winkel  ß 

der 

Nro. 

a 

h 

c 

Inhalte 

83 

440 

279 

521 

570 

37' 

17,7'' 

32« 

22' 

42,3" 

.  61380 

84 

520 

231 

569 

66 

2 

51,9 

23 

57 

8,1 

60060 

85 

680 

111 

689 

80 

43 

44,6 

9 

16 

15,4 

37740 

86 

760 

39 

761 

87 

3 

Ufi 

2 

56 

15,4 

14820 

87 

84 

437 

445 

10 

52 

50,4 

79 

7 

9,6 

18354 

88 

168 

425 

457 

21 

34 

6,9 

68 

25 

53,1 

35700 

89 

336 

377 

505 

41 

42 

32,1 

48 

17 

27,9 

63336 

90 

420 

341 

541 

50 

55 

36,1 

39 

4 

23,9 

71610 

91 

672 

185 

697 

74 

36 

28,4 

15 

23 

31,6 

62160 

92 

840 

41 

841 

87 

12 

20,3 

2 

47 

39,7 

17220 

93 

44 

483 

485 

5 

12 

18,4 

84 

47 

41,6 

10626 

94 

132 

475 

493 

15 

31 

49,2 

74 

28 

10,8 

31350 

95 

220 

459 

509 

25 

36 

30,7 

64 

23 

29,3 

50490 

96 

308 

435 

533 

35 

18 

0,9 

54 

41 

59,1 

66990 

97 

396 

403 

565 

44 

29 

53,0 

45 

30 

7,0 

79794 

98 

572 

315 

653 

61 

9 

30,4 

28 

50 

29,6 

90090 

99 

660 

259 

709 

68 

34 

25,5 

21 

25 

34,5 

85470 

lOO 

748 

195 

773 

75 

23 

18,5 

14 

36 

41,5 

72930 

101 

836 

123 

845 

81 

37 

48,6 

8 

22 

11,4 

51414 

102 

924 

43 

925 

87 

20 

8,0 

2 

39 

52,0 

19866 

103 

92 

525 

533 

9 

56 

22,1 

80 

3 

37,9 

24150 

104 

184 

513 

545 

19 

43 

53,8 

70 

16 

6,2 

47196 

105 

276 

493 

565 

29 

14 

30,3 

60 

45 

29,7 

68034 

106 

368 

465 

593 

38 

21 

28,8 

51 

38 

31,2 

85560 

107 

460 

429 

629 

46 

59 

49,7 

43 

0 

10,3 

98670 

108 

552 

385 

673 

55 

6 

20,2 

34 

53 

39,8 

106260 

109 

644 

333 

725 

62 

39 

26,6 

27 

20 

33,4 

107226 

110 

736 

273 

785 

69 

38 

56,3 

20 

21 

3,7 

100464 

111 

828 

205 

853 

76 

5 

38,7 

13 

54 

21,3 

84870 

112 

920 

129 

929 

82 

1 

5,4 

7 

58 

54,6 

59340 

113 

1012 

45 

1013 

87 

27 

14,2 

2 

32 

45,8 

22770 

114 

48 

575 

577 

4 

46 

18,8 

85 

13 

41,2 

13800 

115 

240 

551 

601 

23 

32 

11,7 

66 

27 

48,3 

66120 

116 

336 

527 

625 

32 

31 

13,5 

57 

28 

46,5 

88536 

117 

528 

455 

697 

49 

14 

49,7 

40 

45 

10,3 

120120 

118 

624 

407 

745 

56 

53 

9,1 

33 

6 

50,9 

126984 

119 

816 

287 

865 

70 

37 

20,8 

19 

22 

39,2 

117096 

120 

912 

215 

937 

76 

44 

5,9 

13 

15 

54,1 

98040 

121 

1104 

47 

1105 

87 

33 

44,1 

2 

26 

15,9 

25944 

122 

100 

621 

629 

9 

8 

52,3 

80 

51 

7,7 

31050 

123 

1  200 

609 

641 

18 

10 

50,0 

71 

49 

10,0 

60900 

124 

300 

589 

661 

26 

59 

29,3 

63 

0 

30,7 

88350 

125 

400 

561 

689 

35 

29 

21,6 

54 

30 

38,4 

112200 

126 

600 

481 

769 

51 

16 

55,2 

38 

43 

4,8 

144300 

127 

700 

429 

821 

58 

29 

51,5 

31 

30 

8,5 

150150 

128 

800 

369 

881 

65 

14 

18,6 

24 

45 

41,4 

147600 

129 

900 

301 

949 

71 

30 

28,0 

18 

29 

32,0 

135450 

130 

1100 

141 

1109 

82 

41 

44,0 

7 

18 

16,0 

77550 

131 

1200 

49 

1201 

87 

39 

42,2 

2 

20 

17,8 

29400 

128 


Ebene  Trigonometrie. 


Tabelle  11. 

enthaltend  die  Masszahlen  der  Bestimninngsstttcke  und  der  Inhalte  einer  Anzahl  rational) 

schiefwinkliger  Dreiecke  (siehe  Erkl,  176). 


Ord- 

Masszahlen 

^aa^ 

Baaaa 

msa^B 

=^^ 

Masszalileii 

Mbb 

nnngs- 

der  Seiten: 

Winkel  a 

Winkel  ß 

Winkel  y 

der  m  den 
Seiten  a 

zahleo 

Nro. 

a 

h 

c 

genongen 
Höhen 

TTihai 

1 

14 

15 

13 

59<>  29'  23,1" 

67<>  22' 

48,5" 

53^ 

T 

48,4" 

12 

2 

150 

25 

145 

96 

43  58,5 

9 

31 

38,2 

73 

44 

23,3 

24 

1 

3 

120 

29 

101 

124 

58  33,6 

11 

25 

16,3 

43 

36 

10,1 

20 

1 

4 

408 

41 

401 

96 

57  20,1 

5 

43 

29,3 

77 

19 

10,6 

40 

8 

5 

40 

13 

37 

93 

41  42,8 

18 

55 

28,7 

67 

22 

48,5 

12 

6 

44 

15 

37 

107 

56  -  42,9 

18 

55 

28,7 

53 

7 

48,4 

12 

7 

102 

61 

109 

66 

59  25,4 

33 

23 

54,6 

79 

36 

40,0 

60 

3 

8 

232 

61 

229 

85 

11  58,6 

15 

11 

21,4 

79 

36 

40,0 

60 

6 

9 

312 

109 

229 

131 

24  44,0 

15 

11 

21,4 

33 

23 

54,6 

60 

9 

10 

240 

53 

197 

139 

56  16,8 

8 

10 

16,4 

31 

53 

26,8 

28 

3 

11 

200 

85 

205 

74 

36  28,4 

24 

11 

22,3 

81 

12 

9,3 

84 

^ 

12 

450 

85 

445 

87 

55  0,3 

10 

52 

50,4 

81 

12 

9,3 

84 

18 

13 

624 

205 

445 

144 

55  47,3 

10 

52 

50,4 

24 

11 

22,3 

84 

26 

U 

222 

149 

221 

70 

42  30,0 

39 

18 

27,5 

69 

59 

2,5 

140 

15 

15 

400 

85 

325 

148 

34  57,8 

6 

21 

34,8 

25 

3 

27,4 

36 

7 

16 

318 

181 

349 

64 

58  38,5 

31 

2 

53,6 

83 

58 

27,9 

180 

28 

17 

630 

73 

577 

134 

6  57,7 

4 

46 

18,8 

41 

6 

43,5 

48 

15 

18 

600 

125 

485 

154 

11   6,7 

5 

12 

18,4 

20 

36 

34,9 

44 

13 

19 

328 

169 

241 

104 

53  51,0 

29 

51 

46,0 

45 

14 

23,0 

120 

19 

20 

510 

169 

409 

117 

41  55,5 

17 

3 

41,5 

45 

14 

23,0 

120 

30 

21 

600 

241 

409 

133 

4  32,5 

17 

3 

41,5 

29 

51 

46,0 

120 

36 

22 

520 

193 

457 

97 

55  6,7 

21 

34 

6,9 

60 

30 

46,4 

168 

43 

23 

560 

157 

493 

107 

14  55,5 

15 

31 

49,2 

57 

13 

15,3 

132 

36 

24 

390 

373 

277 

72 

1  42,8 

65 

28 

13,6 

42 

30 

3,6 

252 

49 

25 

480 

509 

221 

69 

50  38,8 

84 

32 

50,5 

25 

36 

30,7 

220 

52. 

26 

712 

601 

289 

100 

19  6,4 

56 

8 

41,9 

23 

32 

11,7 

240 

85 

27 

510 

533 

317 

68 

23   7,1 

76 

18 

52,0 

35 

18 

0,9 

308 

78. 

28 

606 

565 

445 

72 

38  34,1 

62 

51 

32,9 

44 

29 

53,0 

396 

119" 

29 

904 

625 

505 

105 

46  14,4 

41 

42 

32,1 

32 

31 

13,5 

336 

151. 

30 

370 

541 

421 

43 

1  23,5 

86 

3 

0,4 

50 

55 

36,1 

420 

1 1 

31 

120 

17 

113 

110 

26  39,6 

7 

37 

41,3 

61 

55 

39,1 

15 

32 

240 

221 

29 

128 

9  0,6 

46 

23 

49,9 

5 

27 

9,5 

21 

2; 

33 

840 

761 

89 

151 

4  23,4 

25 

59 

21,2 

2 

56 

15,4 

39 

16 

34 

1040 

1013 

53 

119 

20  41,0 

58 

6 

33,2 

2 

32 

45,8 

45 

23 

35 

296 

233 

137 

103 

10  52,4 

50 

2 

1,6 

26 

47 

6,0 

105 

15 

36 

816 

233 

617 

143 

25  0,5 

9 

57 

53,5 

26 

47 

6,0 

105 

42 

37 

696 

137 

617 

120 

10  4,9 

9 

57 

53,5 

50 

2 

1,6 

105 

0D< 

38 

584 

557 

173 

90 

15  39,7 

72 

30 

27,6 

17 

13 

52,7 

165 

48 

39 

776 

773 

197 

83 

33  34,9 

81 

49 

43,6 

14 

36 

41,5 

195 

;5( 

40 

680 

569 

281 

100 

45  20,9 

55 

17 

31,0 

23 

57 

8,1 

231 

Ts; 

41 

872 

785 

305 

96 

7  48,0 

63 

31 

8,3 

20 

21 

3,7 

273 

1191 

42 

1160 

821 

629 

105 

29  41,2 

43 

0 

10,3 

31 

30 

8,5 

429 

24SI 

43 

861 

500 

689 

91 

22  50,0 

35 

29 

21,6 

53 

7 

48,4 

400 

172! 

44 

1869 

1700 

881 

86 

41  20,5 

65 

14 

18,6 

28 

4 

20,9 

800 

7471 

45 

549 

1300 

1201 

24 

57  29,3 

87 

39 
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46 
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73 
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39 
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18 

55 
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47 

93 

34 

65 

137 
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14 

15 

0,1 
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• 

48 

69 

50 

73 

65 
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6 
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73 

44 
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Preisgekrönt  in  Frankfurt  a.  M.  1881. 


Der  ausführliche  Prospekt  und  das  ausführliche  Jn- 

haltsyerzeichnis  der  „vollständig  gelösten  Aufgabensammlung 
Ton  Dr,  Ad.  Kleyer"  kann  von  jeder  Buchhandlung,  sowie  von 
der  Verlagshandlung  gratis  und   portofrei  bezogen  werden. 

Bemerkt  sei  hier  nur: 

1).  Jedes  Heft  ist  aufgeschnitten  and  gut  brochiert,  am  den  BOfortigen  nnd  dauern- 
den Gebranch  zu  gestatten. 

2).  Jedes  Kapitel  enthält  sein  besonderes  Titelblatt,  Inhaltsverzeichnis,  Berichtignngen 
und  Erklärungen  am  Schlosse  desselben.  ' 

3).  Auf  jedes  einzelne  Kapitel  kann  abonniert  werden. 

4).  Monatlich  erscheinen  3 — 4  Hefte  zn  dem  Abonnementspreifle  von  26Pfg.  pro  Heft. 

5).  Die  Beihenfolge  der  Hefte  im  nachstehenden,  knrz  angedeuteten  Inhaltsverzeich- 
nis ist,  wie  aus  dem  Prospekt  ersiohtlioh,  ohne  jede  Bedeutung  für 
die  Interessenten. 

6).  Das  Werk  enthält  AUes,  was  sich  ttberhanpt  auf  mathematische  Wissenschaften 

bezieht,  alle  Lehrsätze,  Formeln  und  Kegeln  etc.  mit  Beweisen,  alle  praktischen 

Aufgaben  in  vollständig  gelöster  Form  mit  Anhängen  ungelöster  analoger  Auf- 
gaben und  vielen  vortreiHichen  Figuren. 

7).  Das  Werk  ist  ein  praktisches  Lehrbuch  für  SohiUer  aUer  SohiQen,  das 
beste  Handbuch  für  Lehrer  und  Examinatoren,  das  vorsfiglichste  Lehrbuch 
zum  Selbststudiiun,  das  Tortreflnichste  Nachschlagebuch  für  Fachleute  und 
Techniker  jeder  Art. 

8).  Alle  Buchhandlungen  nehmen  Bestellungen  entgegen. 


Das  volletändige 

Inhal  tsyerzeichnis 

der  bis  jetzt  erschienenen  Hefte  1 — 266 

Mn  durch  jede  Buchhandlung  bezogen  werden. 


Halbjährlich  erecheinen  Nachträge  über  die  inzwischen  neu  erechienenen  Hefte. 


Draek  Ton  G»t1  H»mm«r  in  Stuttgart. 


NOVIG  1836  ^a-i/^ypu  ^^^■>'^ ' 


Ebene  Trigonometrie. 

dm  Heftes     !  ^^^^  ^  g^j^  gel.  —  Seite  129-144. 

OIC    IVf      I  ^i^  S  Figuren. 
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Vollstänc^g  gelöste 

Aufgaben  -  Sammlung 

-  nebst  Anhängen  ungelöster  Aufgaben,  für  den  Schul-  &  Selbstunterricht  — 

mit 

iiftbe  nd  EBtficUimg  der  benitzten  Sätze,  Formeln,  Regeln  in  Fragen  und  Antworten 

erläutert  durch 

viele  Holzschnitte  &  lithograpL  Tafeln, 

aus  allen  Zweigen 
to  Seehenkmisty  der  niederen  (Algebra,  Planimetrie,  Stereometrie,  ebenen  u.  sphftriBchen 
Ti^nometrie,  synthetischen  Geometrie  etc.)  u.  höheren  Mathematik  (höhere  Analysis, 
Differential-  n.  Integral-Bechnung,  analytische  Qeometrie  der  £bene  u.  des  Baumes  etc.);  — - 
m  allen  Zweigen  der  Physik,  Mechanik ,  Graphostatik,  Chemie,  Geodftsie,  Nantik, 
■itiienuit.  Geographie,  Astronomie;  des  Masehinen-.  Strafsen-,  Eisenbahn-,  Wasser-, 
Brleken«  n.  Hochbaues;  der  Konstrnktionsleliren  au:  darstell«  Geometrie,  Polar-  u. 

Parallä^-PerspeetlTe,  SehattenkonstmktiOBen  etc.  etc. 

fttr 

Schüler,  Studierende,  Kandidaten,  Lehrer,  Techniker  jeder  Art,  Militärs  etc. 

zum  einzig  richtigen  und  erfolgreichen 

Studium,  zur  Forthälfe  bei  Schularbeiten  und  zur  rationellen  Verwertung 

der  exakten  Wissenschaften, 

herausgegeben  von 

Dr.  Adolph  HJeyer^ 

MMliaiDatiker,  Tereidatar  königl.  prauu.  FaldmeBsar,  Tereidatar  grosah.  heBiiaoharOaomater  I.  Klasaa 

in  Frankfurt  a.  H. 
unter  Mitwirkung  der  bewILhrteBten  Krftfte. 

Eibeiie  Trig^onometrie. 

Fortsetzung  v.  Heft  261.  — *^Seite  129—144.   Mit  5  Figuren. 

Inhalt: 

üebcr  daa  LOaan  trigonoinatriachar  Aafgaben  im  altgemelnan.  —  TrigODomairiacha  Uabungaanfgaban.  —  Auf- 
gaben «bar  daa  rechtwinklige  Dreieck  im  allgamaiiion.  —  A.afgabaD,  in  walchai:  das  Vai-bftltniB  sweiar  Saiten 
gegeben  ist ;  in  welchen  die  aar  Hypotennae  gehörige  Höhe  und  die  Segmente  der  IJypotenuae  Torkommen. 


kHv\-- 
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<i  Stuttgart  1886. 
Verlag  von  Julius  Maier. 
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^mm  Di«M  Aufgabensafflinluiia  ertchtint  fortlaufend,  monaUich  3—4  Hefte.  ^» 
Wa  «aalaea  Rauptka^tei  Sinti  mit  eigener  Paginierting  vereehen,  so  dast  fedes  derselben  einen  Band  bilden  wird. 

Das  vollständige  Inhaltsverzeichnis  der  bis  jetzt  erschienenen  Hefte  1-^266 


Preisgekrönt  in  Frankfort  a.  M.  1881, 

PROSPEKT. 

Dieses  Werk,  welchem  kein  ftknliches  zur  Seite  steht,  erscheint  monatlich  in  3 — 4 
Heften  zu  dem  biUli^eii  Preise  Ton  25  /^  pro  Heft  and  bringt  eine  Sammlang  der  wichtig- 
sten and  praktischsten  Aufgaben  ans  dem  Gesaintgebiete  der  Hatbematik)  Phjsik, 
Hecbaniky  math«  Geographie,  Astronomie»  des  Maschinen-)  Strassen-,  Eisenbabn-, 
Brileken-  nnd  Hocbbanes,  des  konstrukÜTen  Zeiclinens  etc.  etc.  und  zwar  in  TOllstindig 
gel&tter  Form,  mit  rielen  Figuren,  Erklärungen  nebst  Angabe  und  Entwiekelnng  der 
benutzten  S&tse,  Formeln,  Regeln  in  Fragen  mit  Antworten  etc.,  so  dass  die  Lösung 
jedermann  Terst&ndlich  sein  kann,  bezw.  wird,  wenn  eine  gr((ssere  Anzahl  der  Hefte  er- 
schienen ist,  da  dieselben  sich  in  ibrer  Gesamtbelt  ergänzen  und  alsdann  auch  alle 
Teile  der  reinen  und  angewandten  Mathematik  —  nacb  besonderen  selbstindigen  Kapi- 
teln angeordnet  —  Yorliegen. 

Fast  jedem  Hefte  ist  ein  Anhang  Ton  ungelösten  Aufgaben  beigegeben,  welche  der 
eigenen  LOsong  (in  analoger  Form,  wie  die  bezaglicben  gelösten  Aufgaben)  des  Studierenden 
überlassen  bleiben,  und  zugleich  tou  den  Herren  Lehrern  für  den  Schulunterricht  benutzt 
werden  können.  —  Die  LSsnngen  hierzu  werden  spater  in  besonderen  Heften  fftr  die  Hand  des 
Lehrers  erscheinen.  Am  Schlosse  eines  jeden  Kapitels  gelangen:  Titelblatt,  InhaltsTeneieh- 
nis,  Beriehtignngen  und  erlftntemde  ErklSrungen  über  das  betreifende  Kapitel  zur  Ausgabe. 

Das  Werk  behandelt  zun&chst  den  Hauptbestandteil  des  matbematiscfa-naturwiflseD- 
schaftlichen  Unterrichtsplanes  folgender  Schulen:  Realschulen  I.  nnd  IL  Ord.,  glelok- 
berecbtigten  hSberen  Bflrgersebulen,  Prlratscbulen,  Gymnasien,  Realgymnasien,  Pra- 
gjmnasien,  Schullehrer -Seminaren,  Polytechniken,  Techniken,  Bangewerksehnlea, 
Gewerbeschulen,  Handelsschulen,  techn- Torbereltungsschnlen  aller  Arten,  gewerbliche 
Fortbildungsschulen,  Akademien,  TniTersI taten,  Land-  und  Forstwissenschaftsaehnlea, 
Militirschulen,  Torbereltnngs-Anstalten  aller  Arten  als  z.  B.  für  das  Eli^ahrig^Frel- 
willige-  und  Offlziers-Exaraen,  etc. 

Die  Schüler,  Studierenden  und  Kandidaten  der  mathematischen,  technischen  ood 
naturwissenschaftlichen  F&cher,  werden  durch  diese.  Schritt  für  Schritt  gelSste,  Aufgaben- 
sammlung immerwährend  an  ihre  in  der  Schule  erworbenen  oder  nur  gehörten  Theorien  etc 
erinnert  und  wird  ihnen  hiermit  der  Weg  zum  nufehlbaren  Auffinden  der  Lösungen  der- 
jenigen Aufgaben  gezeigt,  welche  sie  bei  ihren  Prüfungen  zu  lösen  haben,  zugleich  aber  anck 
die  überaus  grosse  Fruchtbarkeit  der  mathematischen  Wissenschaften  Torgeführt. 

Dem  Lehrer  soll  mit  dieser  Aufgabensammlung  eine  krftftige  Stütze  für  den  Schul* 
Unterricht  geboten  werden,  indem  zur  Erlernung  des  praktischen  Teiles  der  mathematiBchea 
Disziplinen  —  zum  AnflSsen  TOn  Aufgaben  —  in  den  meisten  Schulen  oft  keine  Zeit  er- 
übrigt werden  kann,  hiermit  aber  dem  Schüler  bei  seinen  h&uslichen  Arbeiten  eine  toII- 
st&ndige  Anleitung  in  die  H&nde  gegeben  wird,  entsprechende  Aufgaben  zu  ISsen,  die  ge- 
habten Regeln,  Formeln,  SAtze  etc.  anzuwenden  und  praktisch  zu  rerwerten.  List,  Liebe 
und  Yerst&ndnls  für  den  Schul-Ünterricht  wird  dadurch  erhalten  und  belebt  werden. 

Den  Ingenienren,  Architekten,  Technikern  und  Fachgenossen  aller  Art,  Küitirs 
etc.  etc.  soll  diese  Sammlung  zur  Auffrischung  der  erworbenen  und  yielleicht  vergeaaenen 
mathematischen  Kenntnisse  dienen  und  zugleich  durch  ihre  praktischen  in  aUen  Berafs- 
sweigen  torkommenden  Anwendungen  einem  toten  Kapitale  lebendige  Kraft  verleihen  und 
somit  den  Antrieb  zu  weiteren  praktischen  Terwertnngen  und  weiteren  Forschungren  geben. 

Alle  Buchhandlungen  nehmen  Bestellungen  entgegen.  Wichtige  und  praktische  Auf- 
gaben werden  mit  Dank  von  der  Redaktion  entgegengenommen  und  mit  Angabe  der  Namen 
▼erbreitet.  —  Wünsche,  Fragen  etc.,  welche  die  Redaktion  betreffen,  nimmt  der  VerfSasser, 
Dr.  Kleyer,  Frankfurt  a.  M.  Fischerfeldstrasse  16,  entgegen  und  wird  deren  Erledigung 
thunlichst  berücksichtigt. 

Stuttgart.  Die  Yerlagshandlmig. 


Ueber  die  Berechnung  des  schiefwinkligen  Dreiecks. 
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^   MasBzahlen 

Masszahlen 
der  zu  den 

Mass- 

mgli  «ier  Seiten: 

Winkel  «   ' 

Winkel  ß 

Winkel  y 

Seiten  a 
sehöricren 

zahlen  der 
Inhalte 

Sro. 

a 

h         c 

Höhen 

49   51 

;  58 

41 

590 

4'  39,3" 

770  19/ 

10,6" 

43^  36' 
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40 
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65 

88 

37  10,0 

59 

29 

23,2 

31 

53 
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56 

3444 

51   52 

15 

41 

130 

26  59,0 

12 

40 

49,4 

36 

52 

11,6 

9 

234 

52  .  44 

j  39 

17 

95 

27  9,4 

61 

55 

39,1 

22 

37 

11,5 

15 

330 

53   92 

75 

29 

117 

20  33,4 

46 

23 

49,9 

16 

15 

36,7 

21 

966 

54   236 

183 

65 

139 

6  3,2 

30 

30 

36,8 

10 

23 

20,0 

33 

3894 

55  1  52 

51 

53 

59 

57  47,7 

58 

6 

33,2 

61 

55 

39,1 

45 

1170 

od   1  332 

255 

89 
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12  48,1 

25 

59 

21,2 

8 

47 
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39 

6474 

57  '  76 

87 

65 

57 

51  10,2 

75 

44 
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46 

23 

49,9 

63 

2394 

58   188 

195 

101 

70 

54  39,5 

78 

34 

43,7 

30 

30 

36,8 

99 

9306 

59   572 
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435 

153 

15   4,0 

6 

43 

58,5 

20 

0 

57,5 

51 

14586 

m      284 

125 

267 

84 

37  13,7 

25 

59 

21,2 

69 

23 

25,1 

117 

16614 

61  1924 

137 

1839 

126 

41  35,0 

3 

16 

23,4 

50 

2 

1,6 

105 

101010 

62   716 

185 

543 

156 

1  45,0 

6 

1 

32,1 

17 

56 

42,9 

57 

20406 

63   196 

173 

219 

58 

36  15,9 

48 

53 

16,5 

72 

30 

27,6 

165 

16170 

H4  '  244 

233 

111 

82 

8  22,7 

71 

4 

31,3 

26 

47 

6,0 

105 

12810 

65  1052 

269 

795 

160 

9  29,1 

4 

58 

44,7 

14 

51 

46,2 

69 

36294 

66  244 

197 

291 

56 

5  46,3 

42 

4 

30,1 

81 

49 

43,6 

195 

23790 

67  i  668 

221 

555 

111 

21  44,6 

17 

56 

42,9 

50 

41 

32,5 

171 

57114 

*^S    1244 

317 

939 

161 

43  59,6 

4 

34 

52,4 

13 

41 

8,0 

75 

46650 

69   484 

365 

123 

163 

4  38,7 

12 

40 

49,4 

4 

14 

31,9 

27 

6534 

70  ,  428 

257 

471 

64 

22  24,9 

32 

46 

44,7 

82 

50 

50,4 

255 

54570 

71  '  268 

281 

255 

59 

45  56,4 

64 

56 

32,6 

55 

17 

31,0 
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30954 

72  1004 

305 

807 
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23  45,3 

14 

51 

46,2 

42 

44 

28,5 
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103914 

73  '  436 

377 

159 

100 

54  38,2 

58 

6 

33,2 

20 

58 

58,6 

135 

29430 

74  1676 

425 

1263 

164 

14  16,2 

3 

56 

59,6 

11 

48 

44,2 

87 

72906 

'iö      572 

293 

579 

73 

55  57,2 

29 

29 

13,6 

76 

34 

49,2 

285 

81510 

•6  '  316, 

305 

327 

59 

52  46,3 

56 

36 

5,4 

63 

31 

8,3 

273 

43134 

M  ;1196' 

353 

951 

126 

43  0,1 

13 

41 

8,0 

39 

35 

51,9 

225 

134550 

»■^   388 

389 

195 

75 

10  52,0 

75 

44 

59,9 

29 

4 

8,1 
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36666 

71»  1916 
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1443 
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14  58,9 

3 

41 

42,8 

11 

3 

18,3 

93 

89094 

^0   436 : 

365 

507 

57 

15  27,9 

44 

45 

37,0 

77 

58. 

55,1 

357 

77826 

^1   908 

377 

681 

89 

14  51,9 

24 

31 

46,4 

66 

13 

21,7 

345 

156630 

^^2   364 

425 

303 

57 

5  18,6 

78 

34 

43,7 

44 

19 

57,7 

297 

54054 

^H  1628 

461 

1275 

133 

42  17,3 

11 

48 

44,2 

34 

28 

58,5 

261 

212454 

H   676 

557 

219 

113 

52  50,8 

48 

53 

16,5 

17 

13 

52,7 

165 

55770 

^5   644 

617 

111 

99 

7  35,2 

71 

4 

31,3 

9 

57 

53,5 

105 

33810 

•»6  508 

401 

615 

55 

16  30,3 

40 

26 

59,0 

84 

16 

30,7 

399 

101346 

^7  412 

449 

375 

59 

11  23,2 

69 

23 

25,1 

51 

25 

11,7 

351 

72306 

'<^    1868 

521 

1455 

136 

33  59,4 

11 

3 

18,3 

32 

22 

42,3 

279 

260586 

^9   628 

569 

255 

91 

6  19,3 

64 

56 

32,6 

23 

57 

8,1 

231 

72534 

»0  2732 

689 

2055 

167 

37  57,9 

3 

5 

46,7 

9 

16 

15,4 

111 

151626 

^1   764 

485 

867 

61 

21   0,3 

33 

51 

18,1 

84 

47 

41,6 

483 

184506 

^2  •  532 

509 

555 

69 

48  50,3 

55 

47 

40,4 

64 

23 

29,3 

459 

122094 

'3  1532 

533 

1299 

105 

44  7,6 

19 

33 

53,3 

54 

45 

59,1 

435 

333210 

♦4   964 

773 

291 

123 

18  48,4 

42 

4 

30,1 

14 

36 

41,5 

195 

93990 

«5  3356 

845 

2523 

168 

50  8,9 

2 

47 

39,7 

8 

22 

11,4 

123 

206394 

♦6   956 

533 

1011 

68 

39  17,9 

31 

17 

4,2 

80 

3 

37,9 

525 

250950 

>T   604 

i  545 

663 

59 

2  21,3 

50 

41 

32,5 

70 

16 

6,2 

513 

154926 

»^  1772 

593 

1479 

110 

1  59,9 

18 

19 

28,9 

51 

38 

31,2 

465 

411990 

<J^   532 

629 

435 

56 

31  27,9 

80 

28 

21,8 

43 

0 

10,3 

429 

114114 

Kl  2684 

725 

2067 

143 

23  11,2 

9 

16 

15,4 

27 

20 

33,4 

333 

446886 

^  I  e  y 6 r ,  Ebene  Tzigonometrie. 
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130  Ebene  Trigonometrie. 

Trigonometpisehe  Aufgaben. 

6).  lieber  das  Lösen  trigonometriselier  Aufgaben  im  all- 
gemeinen. 

Frage  26.  Was  versteht  man  unter 
einer  trigonometrischen  Aufgabe  im 

allgemeinen    und  was   im   engeren       Antwort.    Im  allgemeinen  Sinn 
Sinn?  versteht  man  unter  einer  trigonome- 

trischen Aufgabe  eine  jede  solche  Aul- 
gabe,    nach   welcher    geometrische 
ErU.196.  UntergeometrischenGröBsen  Grössen  (oder  auch  deren  Verhältnissei 

versteht  man  im  allffememen  Strecken,  FlärChen,    j„v-r»!:i  va,»       x  j 

Körper,  Winkel  etcT  durch   Rechnung    bestimmt    werden 

n  Ji    ^A»     T  1  TW  1  sollen,  und  welche  sich  auf  ein  Dreieck 

Erkl.  197.     Ist  von   emem  Dreieck    eme  u^  •^^V   ^j^„  k^;   ^^«««     a«^ix««««  a^^ 
Seite  a  nnd  die  zugehörige  Höhe  Ä  gegeben  ^^zi^ht  oder  bei  deren   Auflosung  da> 

nnd  man  soll  dessen  Inhalt  J  berechnen ,  so  Dreieck  oder  Sätze  Über  das  Dreieck  m 

kann  man  dies  nach  der  planimetrischen Formel:   Betracht  gezogen  werden  müssen  (siehe 

j=:^  Erkl.  196  und  197). 

c,.  ,  .  .    ^     1.^  ■  1 V       TA   •        Ini  engeren  Sinn  versteht  man  unter 

Smd  femer  von  euem  rechtwmkliflren  Drei-     .  .  »  x  •    i  a    ^    i. 

eck  die  beiden  Katheten  a  nnd  h  gelben  und  ^^^^    tngonometnschen    Aufgabe    eine 

man  soll  die  Hypotenuse  c  berechnen,  so  kann  jede  solche  Aufgabe^  nach  welcher  gec»- 

man  dies  nach  der  Formel:  metrische  Grössen  (oder  auch  deren 

...      ,.  ^*tJ*\'^^*iu      1    1    •      Verhältnisse)  durch  Rechnung  bestimmt 

Aufgaben  dieser  Art,  bei  welchen  also  keine  ^  -.^^  ,  .  i  t.      i.    • 

trig.  Funktionen  vorkommen  und  zu  deren  werden  soUen,  und  in  welcher  trigono- 
Lösung  auch  solche  nicht  erfordert   werden,  metrische  Funktionen,  Formeln 

sind  nach  nebenstehender  Antwort  trigonome-  und    Sätze  vorkommen   oder  ZU    deren 

trisdie    Aufgaben    im    allgemeinen    Sinn.  Auflösung    trig.  Funktionen,    For- 

Fast  sämtliche  Eechenaufgaben  ans  der  Plani-  ^^i^  „^,  c«*-^  k«,.«4.-4.  ™.^«^««  L«,«^« 

metrie  gehören  somit  zu  den  trigonometrischen  ^^^^  ^^^  Sätze  benutzt  werden  mbssen 

Angaben.  oder  sollen. 

Frage  27.  Was  kann  man  im  all- 
gemeinen in  bezug  auf  das  Lösen 
trigonometrischer    Aufgaben    aussagen, 

und  nach  welchen  zwei  Methoden  kann  Antwort.  Einer  jeden  trigonome 
man  die  Auflösung  trig.  Aufgaben  vor-  irischen  Aufgabe  liegen  Begriffe  aus  der 
nehmen.  ebenen  Geometrie,  der  Planimetrie 

zu  Grund,  folglich  muss  sich  au<^  die 

Erkl.  198.  Die  Auflösung  einer  planime-  Auflösung  einer  jeden  trig.  Aufgab« 
triflchen  Konstruktionsauf^be  (s.  Erkl.  m  und  ^Yntm  Wesen  nach  auf  planimetrischt^ 

200)  kann  im  allgemeinen  auf  zweierlei  Art  eixi.  ^  »i.««^. 
erfolgen,  entweder!  Sätee  stützen. 

rein  geometrisch  —  synthetisch  ^  in-  In  analoger  Weise,  Wie  man  nun  m 
dem  man  mit  Httlfe  bekannter  planimetrischer  der  Planimetrie  bei  der  Auflösung  pla- 
Sätze  den  geomejtochen  Zusan^  nimetrischer  Konstruktionsaufgaben  im 

Konstruktion  erforderhchen  Limen  (Strecken)     \y  '  ^     -,^:    -w^i-u^j 

und  Winkel  sucht  und  hiemach  die  Konstruktion  allgemeinen  nach  zwei  Methoden  ver- 
ausfohrt  (s.  die  Erkl.  199  und  200  und  Kleyers  fahren  kann,  nämlich  entweder  nach  der 

Lehrbuch rPlanimetrische Konstruktionsaufgaben  synthetischen   oder  nach  der  anaiv- 

gelöst  durch  geometrische  Analysis),  tischen  Methode  (s.  ErkL  198),  SO  kann 

oder:  algebraisch  —  analytisch— mdem  v  v  •  j       a    in« /Iz 

man  die  KoMtruktion  von  der  Bestimmung  einer  ^^^n  auch  bei  der  Auflösung  trigonome- 

passend  gewählten  Strecke  abhängig  macht,  trischer  Aufgaben  im  allgemeinen  nach 
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mittels  planimetrischer  Sätze  eine  Gleichung  einer  synthetischen  oder  nach -einer 
(oder  mehrere  Gleichungen)  zwischen  derselben  analytischen  Methode  verfahren.  (Siehe 

UM  den  gegebenen  Strecken  aufstellt,  dann  diese    ■»'      a    .        .       ^       tti  «^        j   rt/^N 

Gkichungauf  algebraische  Weise  in  bezug  auf  die  Antworten  der  Fragen  28  nnd  29). 

jene  Str^e  auflöst,  hierauf  den  für  dieselbe 
gefundenen  Ausdruck  mit  Hülfe  planimetrischer 
Plätze  konstruiert,  und  schliesslich  mittels  der 
Memach  konstruierten  Strecke  die  geforderte 
Eonstroktion  selbst  ausführt.  (Siehe  die  Erkl. 
I^  nnd  200  und  Kleyers  Lehrbuch:  Planime- 
trische  Eonstruktionsaufgaben  gelöst  durch 
algebraische  Analjsis.) 


Frage  28.    Worin  besteht  die  syn- 
thetische Auflösung  einer  trigonome-       Antwort.    Die  synthetische  Auf- 
frischen Aufgabe?  lösung  einer  trig.  Aufgabe  besteht  im 

allgemeinen  darin,  dass  man  eine  ana- 

Erkl.l»9.    Die  Auflösung  einer  jeden  pla-  ^g^  andre  Aufgabe  büdet,  in  welcher 

cimetrischen  Konstruktionsaufgabe  besteht  nicht  die  Berechnung  sondern  die  Kon- 

a^ifi  4  Teilen,  nämlich:  struktion    der    fraglichen     geometri- 

1)  ans  der  Analysis  (s.  Erkl.  200),  schen  Grössen  verlangt  wird,  dann  letz- 

^^  Till?-  ^^"?^[°^^^'*'  "^^^^^^  "^^  *^*  ^^'  tere    Aufgabe    mit    Hülfe    einer    geo- 

3)  aus  dem  Bew^s,  womit  die  Richtigkeit  der  metrischen  Analysis  (s.  die  Erkl.  199 

Eonstruktion  dargethan  wird  und  200)  löst  und  hierauf  aus  den  durch 

Md  die  Konstruktion   sich  ergebenden  Pi- 

4)^us  der  sog.  Determination,  welche  den  guren,  Nebenfiguren  und  sonstigen  Be- 

Zweck  hat,  zu  untersuchen,  m  welchen FäUen  rr^i. \^^^   j«^  ^^^  «i,x       Oi.«  i  v 

die  Auflösing  der  betreifenden  Aufgabe  un-  Ziehungen  die  gesuchten  Stücke  zu  be- 
möglich,   bezw.    unter   welchen   Bedin-  rechnen  sucht 
gungen  sie  möglich  ist,  und  ob  die  Auf-       Die  synthetische  Auflösung  einer  tri- 

r^l^JT^^^'^^f  ™A®V^v^^^^v^*'^;>^'^,^  gonometrischen  Aufgabe  besteht  somit 

die  Auflösung  der  Aufjonbe  mehrere  Resul-   v^         .^rr  i.  •  a    i»i.. 

täte  ergibtTdie  der  A&gabe  genügen.        ^^^^m  Wesen  nach  aus  zwei  Auflösungen, 
p.,  ÄAA      Tü^  A     IT     ^   i^i  ^^^  ewier  konstruktiven  oder  plani- 

£rU.  200.      Die    der   Konstruktion    einer         ▲   •     v  j  •  i.  -i 

Konstruktioiwaufgabe  vorauszugehende  Ana-  metrischen  Und  aus  einer  rechnenden 
lysi»  (8.  Erkl.  199)  hat  den  Zweck,  die  in  emer  oder  trigonometrischen  Auflösung. 
KonstruktionsauJfeabe    verlangte    Konstruktion  Es  ist  jedoch  nicht  erforderlich,  dass  die 

zu  finden,  dieselbe  kann  ihrem  Wesen  nach  von  der  synthetischen  Auflösung  einer  trig. 

zweierlei  Art  sein;  sie  kann  nämlich  eine    ^    r    x.  i^j?       ^i^. 

ifeometrlBche  oder  eine  algebraische  Ana-  Aufgabe  vorauszugehende  konstruktive 
ijsis  sein.  Auflösung  in  ihrem  ganzen  Umfang 

Die  geometrische  Analysis  dient  zur  syn-   ausgeführt    wird,    es    genügt    meistens, 

thetischen  Auflösuii^  einer  Konstruküons-  ^enn   man  nur  die  der  konstruktiven 

anfgabc,  sie  besteht  dann,  dass  man  sich  die    A^in«««^^ n ^    v         j 

Angabe  gelSst  denkt  und  dann  mittels  etwa  Auflösung  zu  Grund  hegende  geome- 

etforderlicher  Httlfglinien,  HülMguren  und  pla-  trische  Analysis  (s.  ErkL  199  und  200) 

nimetrischer  Sfttze  (besonders  durch  Anwendung  ausführt,   indem   sich  daraus  schon  die 

der  geometrischen  Oerter,  siehe  Erkl.  201)  den  ^^OT  Berechnung  notwendigen  Beziehun- 

geometnschen  Zusammenhang  zwischen  den  ge-  ^^„    „«t,v^i..v«    a^^ ^\.  j  j 

gegebenen  und  den  gesuchten  Stücken  sucht.  ?®»  zwischen  den  gegebenen  und  den 

(Siebe  Kl^era  Lehrbuch:  Planimetiische  Kon-  gesuchten  Grössen  ergeben. 

stmktionsaii^ben  gelöst  durch   geometrische 

Afialysis.) 

Die  algebraische  Analysis  hingegen  dient 
ZOT  analytischen  Auflösung  einer  Konstruk- 
tieoiaulgabe ,  sie  besteht  üMm  Wesen  nach 
darin,  daas  man  die  verlangte  Konstruktion 
von  dem  Aufsuchen  einer  (oder  mehrerer)  pas- 
send gewSblten  Strecke  abhängig  macht, 
daim  mitteil  planimetrischer  Sätze  Gleichun- 
gen zwischen  dieser  Strecke  und  den  gegebenen 
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Strecken  aufstellt,  erstere  Sn  letztere  auf  alge- 
braische Weise  ausdrückt,  und  den  somit  ge- 
fandenen  algebraischen  Ausdruck,  bezw.  jene 
gewählte  Strecke  mit  Httlfe  planimetrischer  Sätze 
konstruiert.  (Siehe  Kleyers  Lehrbuch:  Planime- 
trische  Konstruktionsaufjgaben,  gelöst  durch  al- 
gebraische Analysis.) 

Es  gibt  auch  noch  eine  trigonometrische 
Analysis,  die  der  vorher  erwähnten  algebraischen 
im  allgemeinen  analog  ist,  nur  kommen  hierbei 
trig.  Funktionen  und  Sätze  zur  Anwendung. 
(Siehe  den  Abschnitt  dieses  Lehrbuchs,  welcher 
über  die  Konstruktion  trigonometrischer  Aus- 
drücke handelt.) 

Erkl.  201«  Unter  einem  geometrischen 
Ort  versteht  man  in  der  Planimetrie  eine  ge- 
rade Linie  oder  eine  Kreislinie,  welche  die 
Eigenschaft  hat,  dass  sämtlich  in  ihr  liegende 
Piu]kte  einer  und  derselben  Bedingung  ent- 
sprechen. So  ist  z.  B.  der  über  eine  Strecke 
konstruierte  Halbkreis  der  geometrische  Ort 
für  die  Spitzen  aller  rechtwmkligen  Dreiecke, 
deren  Hypotenuse  jene  Strecke  ist.  (Siehe 
Kleyers  Lehrbücher  der  Planimetrie.) 


Frage  29.  Worin  besteht  die  ana- 
lytische Auflösung  einer  trigonome- 
trischen Aufgabe. 


Eild.  201a«  LassBi  ach  bei  der  analy- 
tischen Auflösung  einer  trig.  Aufgabe  nicht  so 
viele  Oleichungen  aufstellen,  als  die  Anzahl  der 
vorkonmienden  Unbekannten  ist,  so  ist  die  Auf- 
lösung nach  den  Regeln  der  unbestimmten 
Gleichungen  vorzunehmen,  Einige  solcher 
Aufgaben  sind  in  nachfolgenden  Abschnitten 
enthalten. 


Antwort.  Die  analytische  Aui- 
lösung  einer  trig.  Aufgabe  besteht  im 
allgemeinen  darin,  dass  man  mittels  be- 
kannter Formeln  und  Sätze  und  der  in 
der  Aufgabe  direkt  enthaltenen  Bezie- 
hungen, Gleichungen  zwischen  einer 
oder  mehreren  der  gesuchten  Grössen 
und  der  gegebenen  Grössen  au&tellt  (wo- 
bei es  bei  schwierigeren  Aufgaben  oft 
von  Vorteil  ist  eine  neue  vermittelnde 
Grösse  einzufahren,  durch  welche  die 
gegebenen  und  die  gesuchten  Grössen  in 
Beziehung  gebracht  werden),  und  diese 
Gleichungen  nach  algebraischen  Regeln 
in  bezug  auf  jene  Unbekannten  auflöst 
wobei  man  mittels  Anwendung  gonio- 
metrischer  Formeln  oft  bedeutende  Re- 
duktionen vornehmen  kann,  und  za  be- 
rücksichtigen hat,  dass  die  Zahl  der  an- 
zusetzenden Gleichungen  mit  der  Zahl 
der  in  diesen  Gleichungen  vorkommen- 
den Unbekannten  übereinstimmen  muss 
(s.  Erkl.  201»). 

Bei  der  analytischen  Auflösung 
einer  trig.  Aufgabe  ist  es  oft  sehr  vor- 
teilhaft, nicht  zuerst  die  etwa  ge- 
forderten Strecken  zu  berechnen,  denn 
hierbei  gelangt  man  meistens  zu  kom- 
plizierten und  logarithmisch-unbequemen 
Ausdrücken,  sondern  zuerst  die  ge- 
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Erkl«  201b.  Bei  einigen  der  in  nachfol- 
genden Abschnitten  gelösten  Aufgaben  sind  die 
geforderten  Winkel  und  die  geforderten  Strecken 
unabhängig  von  einander  berechnet.  Aus 
dieäen  Lösungen  wird  man  bald  erkennen,  dass 
die  Berechnung  der  geforderten  Winkel  im  all- 
cememen  eine  einfachere  und  sicherere  ist,  als 
die  der  Strecken  und  dass  man  im  allgemeinen 
rascher  zum  Ziel  konunt,  wenn  man  die  Strecken 
mittels  der  Yorher  berechneten  Winkel  beredmet. 


forderten  Winkel  (oder  auch  in  die 
Berechnung  einzuführenden  Hfllfswinkel) 
zu  berechnen,  und  dann  diese  Winkel 
zur  Berechnung  der  gesuchten  Stre- 
cken zu  benutzen  (s.  Erkl.  201^). 

Beider  analytischen  Auflösungmuss 
man  die  sich  ergebenden  Gleichungen 
öfters  einer  sogenannten  Diskussion 
unterziehen.  Diese  Diskussion  oder  Er- 
örterung einer  Gleichung  besteht  darin, 
dass  man  an  der  Hand  planimetrischer, 
trigonometrischer  und  goniometrischer 
Sätze  untersucht,  unter  welchen  Be- 
dingungen die  Aufgabe  möglich  oder 
unmöglich  ist  und  ob  die  Aufgabe 
mehrdeutig  ist.  Die  Diskussion  einer 
trig.  Gleichung  ist  im  allgemeinen  das- 
selbe wie  die  Deteimination  bei  der  Kon- 
struktion einer  planimetrischen  Kon- 
struktionsau^be  (s.  Erkl.  199). 


Frage  30.  Wann  soll  man  eine  tri- 
gonometrische Aufgabe  synthetisch, 
wann  analytisch  auflösen? 


Antwort.  Die  Frage:  „wann  soll 
man  eine  trig.  Aufgabe  synthetisch,  wann 
analytisch  auflösen,^  kann  im  all- 
gemeinen nicht  beantwortet  werden 
und  zwar  aus  folgenden  Grilnden: 

1)  eine  scharfe  Trennung  zwischen 
der  synthetischen  und  der  analyti- 
schen Auflösung  einer  trig.  Aufgabe 
ist  in  vielen  Fällen  nicht  durchführ- 
bar, da  auch  zur  analytischen  Auflö- 
sung oft  rein  planimetrische  Betrach- 
tungen angestellt  werden  müssen, 
wenn  auch  nicht  in  dem  Umfang 
wie  bei  der  synthetischen  Auflösung. 

2)  Die  Möglichkeit  der  synthe- 
tischen Auflösung  einer  trig.  Auf- 
gabe hängt  von  der  betreflfenden  Auf- 
gabe selbst  ab,  indem  einesteils 
manche  trigonom.  Au%abe  als  Eon- 
struktionsaufgabe  gedacht,  wie 
es  die  synthetische  Aoflösiuig  er- 
fordert (siehe  Antwort  der  Frage  28), 
nur  sehr  schwer  oder  überhaupt  gar 
nicht  zu  lösen  ist,  und  indem  manche 
trig.  Aufgabe  als  Konstruktionsauf- 
gabe gedacht,  mittels  der  sog.  geo- 
metrischen Oerter  (s.  ErU.  201) 
gelöst  wird  und  in  diesem  Fall  aus 
der  erhaltenen  Figur  oft  noch  keine 
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Beziehungen  zwischen  den  gesuchten 
und  gegebenen  Grössen  entnommen 
werden  können,  die  sich  zur  Bereeli- 
nung  eignen.  Ferner  hängt  aber 
auch  die  Möglichkeit  der  syntheti- 
schen Auflösung  von  der  speciellt^n 
Uebung  ab,  die  der  Einzelne  in  dci 
Lösung  planimetrischer  Konstruk- 
tionsaufgaben  erlangt  hat,  denn  eine 
absolute  Vollkommenheit  in  der  Auf- 
lösung planimetrischer  Konstruktions- 
aufgaben kann  nicht  erreicht,  als» 
auch  von  dem  Einzelnen  nicht  ge- 
fordert werden.  (Siehe  Kleyers  Lehr- 
bücher der  Planimetrie.) 

3)  Die  Möglichkeit  der  analyti- 
schen Auflösung  einer  trig.  Auf- 
gabe hängt  ebenfalls  wieder  von  der 
betreffenden  Aufgabe  selbst  ab,  in- 
dem eine  der  Anzahl  der  Unbekann- 
ten entsprechende  Anzahl  von  ein- 
ander unabhängiger  Bestimmungy 
gleichungen  aufgestellt  und  so  aut- 
gelöst werden  müssen,  dass  kompli- 
zierte, höhere  und  verwickelte 
goniometrische  Gleichungen  mö?- 
Hchst  vermieden  werden,  und  es  auch 
hierbei  besonders  auf  die  speciellen 
algebraischen  Fertigkeiten  und  oft 
auch  auf  die  Kenntnis  der  so  zahl- 
reichen goniometrischen  Formeln  an- 
kommt. 

Eine  Beantwortung  obiger  Frage  wird 
hiemach  im  allgemeinen  zu  Gunsten  der 
analytischen  Auflösung  ausfallen 
müssen,  indem  das  Ansetzen  und  Aal- 
lösen von  Gleichungen,  die  Anwendung 
goniometrischer  Formeln  zum  Zweck 
etwaiger  Reduktionen,  das  Auflösen  sid 
ergebender  goniometrischer  Gleichun- 
gen etc.  mehr  mechanischer  Natnr 
sind,  und  die  Auflösung  im  allgemeinen 
nach  bestimmten  Regeln  erfolgen  kann, 
Erkl.  201c.  Eine  Yergleichung  der  m  nach-  mithin  auch  sicher  zum  Ziel  führt,  wäh- 
stehenden  Abachnitten  enthaltenen  synthetiachen  rend    die    den    synthetischen    Auf- 

f'i^y^l'^;^;^^^^^?«^^  "^^^^^  f^^^        lösungen  zu  Grund  liegenden,  konstruk- 

deraelhen  Aufgabe  zugehören,  wird  der  Stu-    ,.         a   in«  i    •         u        ^         t> 

dierende  vondem  in  nebenstehender  Antwort  *iven  Auflösungen  kemen  besonder»  Ee- 

gesagten  genauere  Kenntnis  erhalten.  geln  unterworfen  werden  können  und  oft 

ausserordentlich  viel  Scharfsinn  und  Ge- 
wandtheit erfordern  (s.  ErkL  20 1^),  Die 
synthetische  Auflösung  hingegen  hat  den 
Vorteil,  dass  man,  bevor  man  zum  2.. 
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zum  rechnenden  Teil  derselben  über- 
geht, durch  die  vorausgegangene  Kon- 
struktion bereits  Gewissheit  erhalten  hat, 
ob  die  Aufgabe  überhaupt  möglich  ist 
und  ob  sie  Zwei-  und  Mehrdeutigkeiten 
zulässt,  während  man  dies  bei  der  ana- 
lytischen Auflösung  durch  die  in  voriger 
Antwort  erwähnte  Diskussion  der  sich 
ergebenden  Gleichungen  erst  untei-suchen 
kann. 

In  vielen  Fällen  ist  es  vorteilhaft, 
beide  Methoden  gleichzeitig  anzuwenden. 
(Siehe  die  in  nachfolgenden  Abschnitten 
gelösten  Aufgaben.) 
> » <       


Anmerkung  12.  Von  den  unendlich  vielen  trig.  Aufgaben  sind  in  nachstehendem. eine 
grosse  Anzahl  der  wichtigsten  dieser  Aufgaben  zusammengestellt,  teilweise  voll* 
ständig  gelöst,  teilweise  mit  Andentungen  verseben,  welche  zur  Lösnng  führen.  — 
Diese  Aufgaben  sind  in  Rücksicht  der  besonderen,  durch  sie  zu  erreichenden  Zwecke 
in  zwei  Hauptgmppen,  nändich  in  trigonometrische  Uebnngsanfgaben  und  in 
praktische  trigonometrische  Aufgaben  zusammengefasst. 

Die  in  der  ersten  dieser  Gruppe  enthaltenen  trig.  Uebungsaufgaben  ge- 
hören ausschliesslich  in  das  Gebiet  der  reinen  Mathematik  und  zwar  speciell 
in  das  Gebiet  der  Planimetrie,  dieselben  dienen  besonders  zur  Uebung  in  dem 
Lösen  trig.  Aufgaben  beim  Selbststudium  und  dem  Schulunterricht,  auch  dienen  sie 
teilweise  zur  Aufstellung  von  Berechnungs formein,  die  in  dem  praktischen  Be- 
rufsleben häufige  Verwertung  finden  (siebe  Anmerkung  13).  Die  Anordnung  dieser 
Aufgaben  ist  im  allgemeinen  so  erfolgt,  dass  hierdurch  die  bestmögliche  Uebersicht 
erreicht  wird,  um  das  etwaige  Aufsuchen  irgend  welcher  Aufgabe  zu  erleichtem. 

Die  in  der  zweiten  jener  Gruppen  enthaltenen  praktischen  trig.  Aufgaben 
gehören  in  die  verschiedensten  Gebiete  der  Naturwissenschaften,  technischen  und 
Berufswissenschaften;  dieselben  dienen  dazu,  zu  zeigen,  in  welcher  Weise  die  trig. 
Funktionen,  Formeln  und  Sätze  praktische  Verwendung  finden. 

Was  die  Art  der  Auflösung  der  nachstehenden  gelösten  Aufgaben  anbetrifft, 
so  ist  je  nach  den  besonderen  Umständen  bald  die  syjithetische,  bald  die  ana- 
lytische Methode,  bald  sind  auch  beide  Methoden  zugleich  angewandt;  einzelne 
Aufgaben,  bei  welchen  der  Unterschied  zwischen  der  synthetischen  und  der  ana- 
lytischen Anflösungsmethode  gut  gezeigt  werden  kann,  sind  sowohl  nach  der  ana- 
lytischen als  auch  nach  der  synthetischen  Methode  aufgelöst. 

Anmerkung  18.  Diejenigen  der  in  nachstehenden  Abschnitten  entwickelten  allgemeinen 
Lösungsresultate,  welche  für  den  späteren  praktischen  Gebrauch  von  be- 
sonderer Bedeutung  sind,  sind  in  dem  diesem  Lehrbuch  beigefügten  Formelnverzeichnis 
aufgenommen,  um  bei  etwaiger  Benutzung  derselben  auf  deren  Herleitung  verweisen 
zu  können. 

Trigonometrische  Uebungsaufgaben. 

7).  Aufgaben  über  das  rechtwinklige  Dreieck  im  allgemeinen, 
a)  Aufgaben,  in  welchen  das  Verhältnis  zweier  Dreieckseiten  gegeben  ist. 

Angabe  176.    In  einem  rechtwinkligen  f  a :  &  =  3 : 1 

Dreieck  ist  das  Verhältnis  der  Kathete  a  zur  Gegeben:  |    *  ^  _  i(jQ5m 
Kathete  6  =  3 : 1,  die  Hypotenuse  c  desselben 

nusst  100,5  m ;   wie  gross  sind  die  Winkel,  Andeutung.   Nach  der  Definition  der  trig. 

die  Seiten  und  der  Inhalt  dieses  Dreiecks.  Funktion  ^Tangens*'  besteht  in  Rücksicht  der 
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Figur  67. 


in  der  Fig.  67  angedeuteten  Bezeichnung  der 
einzelnen  Stücke  eines  rechtwinkligen  Drei- 
ecks (s.  Erkl.  202)  zur  Berechnung  des  der 
Kathete  a  gegenüberliegenden  gesuchten  Win- 
kels a  die  Relation: 


a 


Erkl.  202.  Ist  in  emer  Aufgabe  das  Ver- 
hältnis zweier  Strecken,  oder  auch  ssweier 
Winkel  gegeben,  so  ist  dies  in  -der  auf  jene 
Aufgabe  Bezug  habenden  Figur  dadurch  an- 
gedeutet, dass  dem  Buchstaben,  durch  welchen 
die  erste  jener  Strecken  bezeichnet  wird,  ein 
Doppelpunkt  nachgesetzt,  hingegen  dem 
Buchstaben,  durch  welchen  die  zweite  jener 
Strecken  bezeichnet  wird,  ein  Doppelpunkt  vor- 
gesetzt ist. 

In  der  Figur  67  z.  B.  deuten  hiemach  die 
Bezeichnungen  a :  und  :  h  an,  dass  das  Verhältnis 
a;b  der  Strecken  a  und  2»  gegeben  ist. 


oder  gemäss  der  Aufgabe  die  Relation: 

nach  welcher  man  den  Winkel  a  bereclma 
kann.  In  analoger  W^eise  kann  man  den 
Winkel  |3  unabhängig  von  dem  W^inkel«.' 
berechnen.  Zur  Kontrolle  muss  «  -|-  /^  =r  90 
sein.  Sind  auf  diese  Weise  die  Winkel  f. 
und  ß  bei*echnet,  so  kann  man  mit  Hüh" 
derselben  und  mittels  der  gegebenen  Hjpc- 
tennse  c  die  Katheten  a  und  b  sowie  deii 
Inhalt  F  berechnen,  wie  in  der  gelöster. 
Aufgabe  5  gezeigt  wurde. 


Aufgabe  177.  Das  Verhältnis  der  Hypo- 
tenuse c  eines  rechtwinkligen  Dreiecks  zu  der 
Katliete  a  desselben  sei  =  10 : 3,  die  andre 
Kathete  b  messe  0,0934  km ;  wie  gross  sind 
die  Winkel,  die  nicht  gegebenen  Seiten  dieses 
Dreiecks  und  welches  ist  dessen  Inhalt? 


Gegeben:  I      5=^0,0984 km 


Andeutung.  Die  Auflösung  dieser  Aufgabe  i>' 
analog  der  Auflösung  der  vorigen  Aufgabe  17^. 


b)  Aufgaben,  in  weichen  die  zur  Hypotenuse  geliörige  Hfilie  und  die  Segmente 

der  Hypotenuse  vorkommen. 

Aufjgabe  178.  Die  zwei  Abschnitte,  in 
welche  die  Hypotenuse  eines  rechtwinkligen 
Dreiecks  von  der  zugehörigen  Höhe  geteilt 
wird,  seien  m  =  12  dm  und  n  =^  S  dm.  Wie 
gross  sind  die  Seiten,  die  Winkel  nnd  welches 
ist  der  Inhalt  dieses  Dreicks? 


n^n.<.v^n .  /  ^w  =  12  dm 
Gegeben:  |^^j3^^ 


Figur  68. 


Auflösung  (analytisch).  Ist,  siehe  Fig.  6^. 
ABC  das  Dreieck,  welches  den  Bedingungen 
der  Aufgabe  entspricht,  in  welchem  also  di*- 
Höhe  h  die  Hypotenuse  c  in  die  gegebener. 
Abschnitte  m  und  n  teilt  (s.  Erkl.  203).  s» 
ergibt  sich  aus  dieser  Figur  zur  Berechnung 
der  gesuchten  Hypotenuse  c  die  Relation: 
A)  .  .  .  c  =  m  +  w 

wonach  man  üi  Rücksicht  der  für  m  und  h 
gegebenen  Zahlenwerte  fßr  r: 

c=  12  +  3 
oder 

ErkL  208«     Der  Fnsspunkt  der  zur  Hype-   erhält         '  '  '  ' 

ÄÄiXSSÄ^Ä^^  ,    Zur  Bereclu,«ng  der  ^suchten  Katheten 

man  Abschnitte  oder  Segmente  nennt.  —  b  md  a  ergebfen  sich  nach  dem  m  der  ErkL 

Diese  Abschnitte  sind  zugleich  auch  die  Pro-  204    angeführten    planimetrißchen   Satz    di*- 

jektionen  der  beiden  Katheten  auf  die  Hy-  Relationen: 
potenuse.  b^  =  (m  -[-«).» 

In  nachfolgenden  Auf]g^aben  sind  unter  den  und 
Abschnitten  oder  den  Segmenten  stets  jene  o^  =  (m-j-n)^m 


Aufgaben  über  das  rechtwinklige  Dreieck  im  allgemeinen. 


137 


zwei  Teile  der  Hypotenuse  zn  Terstehen,  sobald 
mchts  underes  angegeben  ist  und  zwar  ist  der 
der  Kathete  a  anliegende  Abschnitt,  s.  Figur  68, 
stets  mit  m,  der  der  Kathete  h  anliegende  Ab- 
seimitt^Btets  mit  n  bezeichnet. 

Erkl.  204«     Ein  planimetrisoher  Lehrsatz 


„Das  Quadrat  ttber  einer  Kathete  eines 
rechtwinkligen  Dreiecks  ist  gleich  dem 
Rechteck  gebildet  aus  der  Hypotenuse  und 
der  Projektion  jener  Katiiete  auf  die  Hy- 
potenuse." 

(Siehe  Kleyers  Lehrbücher  der  Planimetrie.) 

Nach  diesem  Lehrsatz  ergeben  sich  aus  der 
Figur  68  die  Belationen: 

i) .  .  .  b^  =  c-n  oder  =  (m  -[-  w) •  n 

nui 

b) .  .  .  a*  =  cm  oder  =  (m -[-«)•»* 


Ans 


Hfilfsrechnnng  1« 


bz=  \/3(12  +  3) 
frliäJt  man  b  wie  folgt: 

b  =  l/Flö 

b  =  \/45 


\ogb  =  y  log  45 


Nim  ist: 


log45=:  1,6532125 

2 


oithiii: 


log  b  =  0,8266062 
6060 


b  =  6,7082 


ins 


Hlllfsrechniing  2. 


a  =  \/l2  (12  +  8) 
rhilt  man  a  wie  folgt: 

a=  1/1206 
1 


loga  =  -g-Gogl2-flogl5) 


Non  ist 


üthin: 


log  12  = 
+  logl5  =  -f 

1,0791812 
1.1760913 

2,2552725 

1 

•  2- 

lOgfl  — 

1,1276362 

6230 

a  =  13,4164 

132 
129,6 

Aus  diesen  Belationen  erhält  man: 

&  =  +  \/n~(w-pw) 

und 

a  =  +  V^w  (m  -f-  w) 

oder  in  anbetracht,  dass  negative  Werte 
für  die  Katheten  a  und  b  keinen  Sinn  hier 
zulassen: 

B)  .  .  .  &  =  |/w(w-j-n) 
und  

C)  ,  .  .  a  =  Ym  (m-\-n) 

nach  welchen  allgemeinen  L<$sungen  man  in 
Bücksicht  der  gegebenen  Zahlenwerte: 

b=  Vs  (12  +  8) 
und  

a=  l/l2  (12  -i-  8) 

oder  nach  den  Hülfsrechnungen  1  und  2 : 

2)  ...  6  =  6,7082  dm 
und 

8)  .  .  .  a=:  13,4164dm 
erhält. 

Zur  Kontrolle  für  die  Bichtigkeit  der  bis 
hierher  ausgeführten  Bechnung  muss  die  Be- 
dingung erfüllt  sein,  dass 

c2  =  a«  -|-  &2 
ist. 

Zur  Berechnung  des  gesuchten  Inhalts 
und  der  gesuchten  Winkel  könnte  man  nun- 
mehr in  weiterem  jene  für  a,  &  und  c  be- 
rechneten Werte  benutzen;  man  kann  aber 
auch  wie  folgt  verfahren: 

Nach  der  in  der  Erkl.  34  angeführten 
Formel  hat  man  für  den  Inhalt  F,  wenn  man 
eine  der  Katheten  als  Grundlinie  annimmt,  die 
Belation: 

setzt  man  hierin  für  a  und  b  die  nach  vor- 
stehenden Gleichungen  B)  und  C)  gefundenen 
allgemeinen  Werte,  so  erhält  man: 

\/m(m-\-n)  -  \/w  (w  -f-w) 
F=z -g 

und  hieraus  erhält  man: 

JP  =  ~  •  v^w  (w  -["  ^0  •  w  (m  4*  n) 


2 


3a 


oder 


D)  .  .  .  .  F  = 


m-\-n 


V 


m-n 


In  Bücksicht  der  für  m  und  n  gegebenen 
Zahlenwerte  erhält  man  hiemach: 


F  = 


_12  +  8 


Yl2'B 
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Aus 


Httlfgreelmiiiig  8. 

._12  +  3 


F=: 


1/12. 3 


erhält  man  F  wie  folgt: 


oder  nach  der  Hülfsreclmnng  3: 

4)  .  .  .  F  =  45  qm 

Zar  Berechnung  des  gesuchte  Winkels  c 
ergibt  sich  aus  dem  rechtwinkligen  Dreieck 
CBÄ  die  Relation: 


cos«  = 


n 


oder 


Aus 


F=  16. 3 
F  =  45 

Hfllfgrechnnng  4. 

3 

coso  = 


oder  in  Rticksicht  der  Gleichung  B): 
E)  .  .  .  cos«  = 


V^3(12  +  3) 
erhält  man  a  wie  folgt: 

3 

cos«  =  — . 

\/3.15 

3 

cos«  =  — -= 

l/46 

log  cos  «  =:  log  3  —  -ö"  'log  45 


V  w  (m  -["  «) 
nach  welcher  Gleichung  man  in  Räcksid! 
der  gegebenen  Zahlenwerte: 

3 


cos«  = 


V3(l2H-8) 
erhält,  woraus  sich  nach  der  Hülf srechnung  4 

6)  .  .  .  «  =  630  26'  5,8" 
ergibt. 

Zur  Berechnung  des  gesuchten  Winkels 
ergibt  sich  aus  dem  rechtwinkligen  Dreieil 
CDB  die  Relation: 


COS/J  =  — 
a 


Nun  ist:  (4.10)  (—10) 

1      log3  =       0,4771213 
-  -^.log 45  =  —  0,8266062  (8.  Hüifsr.  1    oder  in  Rücksicht  der  Gleichung  C): 
log  cos«  =       9,6506151  —  10 

4974 


m 


mithin: 


«  =  630  26' 10 


*t 


177 
168,4 

8,6 
8,4 


z^i^4=-^'^" 


oder 


Aus 


cos  ß  = 


«  =  630  26'    5,8" 

Httlfsrechnnng  5. 

12 


\/l2(12+8) 
erhält  man  ß  wie  folgt: 

COS/9  =:  — ■ 

V12.15 

log  COS  /J  =  log  12  —  -g  .  (log  12  -f  log  15) 

Nun  ist: 

(+ 10)    (- 10) 
1        log  12  =   1,0791812 
—  -i.  (log  12  -f  log  16)  =  —  1,1276362  * 


F)  .  .  .  cos/J  =  — - 

y  m(m-\'  n) 

nach  welcher  Gleichung  man  in  Rucksicj 

der  gegebenen  Zahlenwerte: 

12 

008)3  =  — j 
^        V^12(12  +  8) 

erhält,  woraus  sich  nach  Hülfsreehnung  5: 

6)  .  .  .  /}  =  260  33' 5442" 
ergibt. 

Zur  Kontrolle  für  die  Richtigkeit  der  b< 
rechneten  Winkel  «  und  ß  muss  die  Bedii 
gung  erfüllt  sein,  dass 

a  +  /J  =  90o 
ist 


mithin : 


oder 


l0gC08/9=         1 

^,9515450  — 10 

5389 

*  8.  Htilferechniing  2. 

61 
52,5 

8.5 
8,4 

ß  =  260  34'  0" 

-5"   1 
-  0,8"/ 

M^« 

0,1     . 

—  5,8" 

ß  =  260  38'  64,2" 
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An^be  179.  Man  berechne  die  Seiten, 
die  Wi&el  und  den  Flächeninhalt  des  recht- 
winkligen Dreiecks,  welches  die  Eigenschaft 
hat,  dass  die  znr  Hypotenuse  gehörige  Höhe 
die  Hypotenuse  in  die  Segmente  m  =  3,874  dm 
und  ff  =  9,008  dm  teilt. 


Gegeben:  {-- 5, 


=  3,874  dm 
008  dm 


Andeutung.     Die  Auflösung  dieser  Aufgabe 
ist  analog  der  gelösten  Aufgabe  178. 


Aufgabe  180.  Die  Hypotenuse  eines  recht- 
winkligen Dreiecks  sei  c  =  8V4  dm,  der 
eine  der  Abschnitte,  in  welche  dieselbe  durch 
die  zugehörige  Höhe  geteilt  wird,  sei  m  = 
r,9dm;  wie  gross  sind  die  Katheten,  die 
Winkel  und  der  Inhalt? 


Gegeben:  \^^ 


=  8  »/4  dm 
17/9  dm 


Andeutung.  Die  Auflösung  dieser  Auf- 
gabe ist  in  Rücksicht,  dass  der  nicht  gege- 
bene Abschnitt  gleich  der  Hypotenuse  ver- 
mindert um  den  gegebenen  Abschnitt  ist, 
analog  der  gelösten  Aufgabe  178. 


Aufgabe  18L  Von  einem  rechtwinkligen 
Dreieck  kennt  man  die  Hypotenuse  c  und  die 
zTigehörige  Höhe  A,  erstere  sei  =  0,8  m, 
letztere  =  0,8  m ;  wie  gross  sind  die  Seiten, 
die  Wmkel  tmd  der  Ii^t  dieses  Dreiecks? 

Figur  69. 


Gegeben:  j^-J; 


=  0,8m 
3m 


Erkl«  205.     Ein   planimetrischer   Lehrsatz 

beisst: 

„In  jedem  rechtwinkligen  Dreieck  ist  das 
Quadrat  Über  der  zur  Hjrpotenuse  gehö- 
rigen Höhe  gleidi  dem  Bechteck,  gebildet 
aus  den  beiden  Abschnitten,  in  welche  die 
Hypotenuse  durch  die  Höhe  geteilt  wird." 

(Siehe  Kleyers  Lehrbücher  der  Planimetrie.) 

Nach    diesem    Satz    ergibt   sich    aus    der 
Figur  69  die  Relation : 

1)  .  .  .  Ä*  =  m»»!  


Andeutung.  Zunächst  berechne  man  die 
Abschnitte,  in  welche  die  Hypotenuse  durch 
die  Höhe  geteilt  wird;  dies  kann  man  wie 
folgt:  Will  man  z.  B.  den  Abschnitt  m,  siehe 
Fig.  69,  berechnen,  so  beachte  man,  dass  der 
andre  Abschnitt  »  =  c  —  m  ist,  und  dass  man 
somit  nach  dem  in  der  Erkl.  205  angeführten 
planimetrischen  Satz  die  Relation  hat: 
fts  =  m  •  (c  —  n) 

aus  welcher  Gleichung  m  berechnet  werden 
kann.  Hat  man  auf  diese  Weise  die  Ab- 
schnitte m  und  n  berechnet,  so  kann  man 
mittels  derselben  und  der  gegebenen  Höhe  h 
die  Winkel  und  die  Katheten  berechnen. 


Aufgabe  182.  Die  Hypotenuse  eines  recht- 
räkligen  Ih-eiecks  sei  c  =  110,05  m,  femer 
sei  ein  spitzer  Winkel  «  =  42^  5'  0,8".  Man 
80II  aas  diesen  Angaben  die  zur  Hypotenuse 
gehörige  Höhe  und  die  beiden  Abschnitte 
t>erechnen,  in  welche  diese  Höhe  die  Hypo- 
tenuae  zerlegt. 


Gegeben 


'\ii 


c  =  110,05  m 
420  6'  0,8" 


Andeutung»  Zuerst  drücke  man  in  Rück- 
sicht, dass  diu(  rechtwinklige  Dreieck  durch 
die  zur  Hypotenuse  gehörige  Höhe  in  zwei 
weitere  rechtwinklige  Dreiecke  gelegt  wird, 
die  dem  gegebenen  Winkel  anliegende  Ka- 
thete in  die  gegebenen  Stücke  aus;  dann  be- 
stimme man  mittels  des  somit  für  jene  Ka- 
thete get\mdenen  Wertes  und  dem  gegebenen 
Winkel  die  gesuchte  Höhe  und  den  anliegen- 
den Abschnitt  der  Hypotenuse,  wobei  man 
znr  Reduktion  die  in  der  Erkl.  52  angeführte 
goniometrische  Formel  benutzen  kann. 
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Aufgabe  183.     In  einem  rechtwinkligen  Gegeben  •  I  '^  =  28»/47din 

Dreieck  sei    die    zur   Hypotenuse   gehörige  '  \m=z  43^9/58 dm 

Höhe  h  =  23^/47  dm  und  emer  der  Absclinitte,  Andeutung.  Aus  dem  einen  der  Dr4 
in  welche  die  H}T)otenuse  durch  diese  Höhe  ecke,  in  welche  das  Dreieck  dnich  die  za 
zerlegt  wird  m  =  W^lbn  dm.  Wie  gross  sind  Hypotenuse  gehörige  Höhe  geteilt  wird,  kam 
die  Seiten  und  Winkel  dieses  Dreiecks  und  man  den  einen  der  Winkel  und  die  eine  Ka- 
welches  ist  dessen  Inhalt?  thete  berechnen.    Mittels  des  in  der  Erkl.  m 

angeführten  Satzes  kann  man  fem^  den  andm 
Abschnitt  der  Hypotenuse  berechnen  u.  s.  i 


Aufgabe  184.     Gegeben  sei  von  einem  Gegeben' l'*  ^  ^^^'^*™ 

rechtwinkligen  Dreieck  die  zur  Hypotenuse  "  l «  =  lo07,41  km 

gehörige  Höhe  h  =  1000,08  km  und  die  Ka-  Andeutung.  Die  Auflösungen  der  Am- 
thete  a  =  1507,41  km;  man  soll  aus  diesen  gaben  184  bis  188  sind  im  allgemdnen  anatjj 
Angaben  die  Seiten  und  Winkel ,  sowie  den  aen  Auflösungen  der  Aufgaben  1 78  bis  181. 
Inhalt  des  Dreiecks  berechnen.  Dieselben  bestehen  darin,  dass  maa  beachte; 

dass  die  zur  Hypotenuse  gehörige  Hohe  4m 
rechtwinklige  Dreieck  in  zwei  andre  redtt- 
winklige  Dreiecke  zerlegt,  und  dass  nunli; 
passender  Weise  Relationen  zwischen  dti; 
gegebenen  und  den  gesuchten  Stocken  aaf- 
stellt,  wobei  man  die  für  das  rechtwinklige 
Dreieck  aufgestellten  trig.  Formeln  und  Säm 
und  die  in  der  Erkl.  204  und  205  angefuhnefl 
planimetrischen  Sätze  und  den  pythagonri- 
schen  Lehrsatz  in  Anwendung  bringt. 


Aufgabe  186.     Man  berechne  die  eine 
Kathete,   die  H^'potenuse,    die  Winkel  und  a^o-oh       J  «  =  12,48  dm 

den  Inhalt    eines    rechtwinkligen    Dreiecks,  ^^^®°®^' l»»  =  8.001dm 

von  welchem  die  Kathete  a  =■  12,48  dm  und        •«^^..4...-    *r««  u*    i.*«  ^-^  a   j    *       ^ 
der  Abschnitt  m  =  8,001  dm  g;«ebeii  irt,  Au&abe  S  Andentn,»g  «r 

welcher  durch  die  zur  Hypotenuse  gehörigen 
Höhe  auf  der  Hypotenuse  gebüdet  wird  und 
jener  Kathete  anliegt  

Aufgabe  186.     Die  zur  Hypotenuse  ge-  / 1.  __  n  aq  u 

hörige  Höhe  eines  rechtwinkligen  Dreiecks  Gegeben:  p  ZaioiSö ^z- 

sei  Ä  =  0,08  km  und  ein  spitzer  Winkel  des  ^ "  —  ^^  ^^  **'* 

Dreiecks  sei  a  =  31^  10'  8,4''.   Welches  sind        Andeutung.    Man  beachte  die  Andeutung  xv 
die  übrigen  Stucke  des  Dreiecks  und  wie  gross  Angabe  184. 
ist  dessen  Inhalt?  

Aufjgabe  187.    Das  eine  der  Segmente,  Gegeben  •  1*^  ^  ^^'''^ 

in  welche  die  Hypotenuse  eines  rechtwink-  l  «  =  18®  0*0,4" 

"^f'iu^^^'f^  ^"^""^   o^i  ^""^^"^^  S?5«        Andeutung.    Man  beachte  die  Andeutung« 
geteüt  wird,  sei  m  =;  8^/7  dm  und  der  ihr  Aufgabe  184  und  berücksichtige,  dass  ^d^\ 
nicht  anhegende  spitze  Winkel  sei  a  =  18®  einen  Winkel  auch  der  andre  gegeben  ist, 
0'  0,4" ;  welches  sind  die  Seiten  und  welches 
ist  der  Inhalt  dieses  Dreiecks? 


iLUigaoe  100.     xn  emem  recmwinjuigen  i  _  1  q«t.i 

Dreieck  ist  die  Kathete  b  =  1,874m  und  der  Gegeben:  |  ^  —  0  974™ 

ihr  nicht  anliegende  Abschnitt  w  der  Hypo-  ^*^        '      ^ 

tenuse  =  0,974  m.   Wie  gross  sind  die  Seiten,        Andeutung.    Man  beachte  die  Andeutung  zv 
die  Winkel  und  welches  ist  der  Inhalt  dieses  Aufgabe  184. 
Dreiecks. 


Aufgaben  über  das  rechtwinklige  Dreieck  im  allgemeinen. 
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Angabe  189.  Wie  g^ross  ist  der  kleinere 
üe  Winkel  eines  rechtwinkligen  Dreiecks, 
velchem  eine  Kathete  gleich  ist  dem  nicht 
llefenden  Segment  der  Hypotenuse? 


[  bkL  ä06»  Ist  in  einer  Aufgabe  ausgedruckt, 
hl  zwei  Strecken  einander  gleich  sein 
b,  so  ist  dies  in  der  auf  jene  Aufgabe 
pg  habenden  Figur  dadurch  angedeutet,  dass 
^Streden  mit  einer  gleichen  Aniahl  kleiner 
itisiriehe  versehen  sind.  In  der  Figur  70 
[B.  kit^  hiemadi  die  Striche  || ,  welche 
pd  k  Strecken  A  D  und  B  C  gehen  an,  dass 
iKstKtken  einander  gleich  sein  sollen. 

&tL207.    L0st  man  die  Gleichung: 
0*  =  (o  -f-  ar)  0? 
il<ez^  auf  X  auf,  so  erhält  man  der  Reihe 


■H=±V?^ 


J»  lia  da»  zweite  Voneicfaen  —  der  Wurzel 
V  dtn  gegebenen  Fall  keinen  Sinn  zulässt, 
■^  keJBei  der  Abschnitte,  in  welche  die  zur 
^^tennse  gehörige  Höhe  die  Hypotenuse  z&t- 
'^oegati?  sein  kann: 


Gegeben:  a  =  n  (s.  Erkl.  203). 

Auflösung  (analytisch).  SteUt,  siehe 
Figur  70  und  die  Erkl.  206,  das  Dreieck 
ABC  das  rechtwinklige  Dreieck  dar,  in 
welchem  gemäss  der  Aufgabe  das  eine  Seg- 
ment AD  der  Hypotenuse  AB  gleich  der 
ihr  nicht  anliegenden  Kathete  CB,  mithin 
=  a  ist,  und  bezeichnet  man  die  Stücke  des 
Dreiecl^s,  wie  in  der  Figur  70  angedeutet 
ist,  so  hat  man,  da  der  kleinere  der  spitzen 
Winkel  a  und  ß  jenes  Dreiecks  berechnet 
werden  soU,  zunächst  zu  untersuchen,  welcher 
jener  Winkel  a  und  ß  der  kleinere  ist« 
Dies  kann  man  wie  folgt: 

In  dem  rechtwinkligen  Dreieck  ^2>C  ist 
die  Hypotenuse  b  grösser  als  die  Kathete  a, 
da  aber  gemäss  der  Aufgabe  AD  =  BC  ==^  a 
ist,  so  ergibt  sich  hieraus,  dass  in  dem  recht- 
winkligen Dreieck  ACB  die  Kathete  b 
grösser  als  die  Kathete  a  ist  und  hieraus 
ergibt  sich  in  Rücksicht  der  £rkl.  181,  dass 
Winkel  a  kleiner  als  AVinkel  ß  ist,  dass 
also  a  der  gemäss  der  Aufgabe  zu  berech- 
nende Winkel  sein  muss. 

Zur  Berechnung  des  gesuchten  Winkels  a 
ergibt  sich  aus  dem  Dreieck  ABC  die  Re- 
lation: 

a)  .  .  .  sm  a  =  — 

c 

Um  hieraus  den  Winkel  a  bestimmen  zu 
können,  muss  die  Hypotenuse  c  in  die  Ka- 
thete a  ausgedrückt  werden,  dies  kann  man 
wie  folgt: 

Bezeichnet  man  den  nicht  geigebenen  Ab- 
schnitt DB  der  Hypotenuse  mit  x,  also  die 
Hypotenuse  AB  mit  a  +  x,  so  besteht  zur 
Bestimmung  dieses  unbekannten  Abschnitts  x 
nach  dem  in  der  Erkl.  204  angeführten  pla- 
nimetiischen  Satz  die  Relation: 

a*  =  (a  -|-  ar)  a: 

und  hieraus  erhält  man  nach  der  Erkl.  207 : 

b)  ..  .o:  =-4  +  4/5" 


2 


2 


Für  die  Hypotenuse  c  des  Dreiecks  erhält 
man  also  hiemach: 


^) 


.x=±(-i+vr} 


=  1  +  1^5 


^^.  Unter  dem  „Bationalmachen^  des 
^^  eifies  Braches  versteht  man  die  Ent- 
«fj^og  der  in  demselben  Torkonunend;en  Wur- 
«"■  (Siehe  Kleyers  Lehrbuch  der  Potenzen 
^  Wmxeto.) 


oder 


c)  .  .  .  e=-^{l+Vo) 


Durch  Substitution  dieses  für  c  gefundenen 
Wertes  in  Gleichung  a)  erhält  man: 
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Ans 


Hfllfsrechnung  1. 

-  1  +  V'ö 
Bin  «  = ^ 

erhält  man  a  wie  folgt: 

—  1  -f-  2,236068 


smo  := 


a 


8m  n  = 

1,236068 


(8.  Hülfsr.  2) 


oder 


oder 


8m  o  = 


sin  a  =  0,618034 
log  sin  a  =r  log  0,618084 

Nun  ist: 
log  0,618034  =  0,7910096  —  1 

+  28 

log8in«==  0,7910124  —  1 
oder        log  sin  «  =  10  +  (0,7910124  —  1)  — 10 

log  sin  «  =  9,7910124—  10 

0077 


8incc  = 


1(1+1/6) 

2a 

a(l+V5) 

2 

47 
26,8 


mithin: 


a  =  380  10'  20" 

+  r 

+  0.8" 


20,2 
21,4 


1+V5 

Macht  man  noch  den  Nenner  rational  (i 
Erkl.  208)  indem  man  Zähler  und  Nenner 
des  Braches  rechts  mit  (1  —  v^s}  mnltipli- 
ziert,  80  erhält  man: 

2(1- vT) 

Sm  «  =  7 _.  , — =r 

(1+ V6)(i- vD 

2(1- vT) 
sm«  =  — ^^^ — ,        ' 

1«-(V6)* 


sina  = 


2(1-1/5) 


1  —  5 


Nnn  ist: 


oder  «  =  380 10'  21,8" 
Httlfisrechnnng  2. 

log  VTzriylogÖ 


2(l-vT) 

sina  ==  — ^ -^ — ' 

—  4 


smcK  = 


1—  \/6 
—  2 


log  6  =  0,6989700 

2 


oder 
A). 


-1+ vT 
8m«  = ^ 


log  l/6  =  0,3494850 

4718 


mithin: 


^/h  =2,286068 


132 
116,4 

15,6 
15,5 


Ans  dieser  Gleichung  erhält  man  fGr  den 
gesuchten  Winkel  a  nach  der  nebenstehenden 
Htilfsrechnnng  1: 
1)  .  .  .  «  =  880 10'  21,8" 


Aufgabe  190.  Das  Verhältnis  der  beiden 
Katheten  a  und  h  eines  rechtwinkligen  Drei- 
ecks sei  a :  ^  =  30 :  21 ;  die  zur  Hypotenuse 
gehörige  H6he  h  messe  10,08  m ;  wie  gross 
sind  die  Winkel  und  die  Seiten  des  Dreiecks? 


n^^^K*.«.  i»-2>  =80:2 
Gegeben:  |      ^  ^  ^^^^ 


m 


Andeutung.  Aus  dem  gegebenmi  Veiiillt- 
nis  der  Katheten  berechne  man  zuerst,  vie 
in  der  Andeutung  zur  Aufgabe  176  angeffihit 
wurde,  die  Winkel;  mittels  letzteren  und  dtf 
gegebenen  Höhe  kann  man  dann  die  Kathetet 
und  hierauf  die  Hypotenuse  berechnen.  Oder: 
man  berechne  die  Seiten,  indem  man  die  ge- 
gebene Proportion  als  eine  Bestinunungs- 
gleichung  mit  den  Unbekannten  a  und  h  b^ 
trachtet  und  eine  zweite  Bestimmungsgiei- 
chung  mittels  des  in  der  Erkl.  205  angefUhrteo 
Satzes  ansetzt  und  dieselben  nach  a  n.  fr  auflöst. 


ö«K*'>'^''=(c:J  =  ;?! 


=  0,684  m 
8 


AnJ^abe  191.  Die  zur  Hypotenuse  eines 
rechtwinkligen  Dreiecks  gehörige  Höhe  sei 
h  =  0,684  m ;  das  Verhältnis  der  Hypotenuse 
zu  einer  der  Katheten  sei  gegeben  durch  die  Andeutung.  Die  Auflösung  dieser  Au^be  i« 
Proportion  c :  a  =  10 : 3.  Man  soll  die  Winkel  ^^^^%  der  Auflösung  der  vorigen  Autgabe  IW. 
und  Seiten  berechnen. 


Aufgaben  über  das  rechtwinklige  Dreieck  im  allgemeinen. 
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Angabe  192.  Das  Verhältnis  der  Hypo- 
nse  /*  zur  Kathete  a  eines  rechtwinkligen 
»ecks  sei  c:a=  11^2:5;  das  an  a  He- 
ide Segment,  welches  die  zur  Hypotenuse 
kori^e  Höhe  anf  der  Hypotenuse  abschnei- 


/iAn»<>K^» .  f  c  :  a  =  111/2  : 
Gegeben:  I     „,^92^^^ 


Andeutung.     Die  Auflösung  dieser  Aufgabe 


iäim^  9«/5  dm.     Man  soll  die  Winkel  ^*  *^^^^<^^  ^«^  Auflösung  der  Aufgabe  190. 
i  Seiten  des  Dreiecks  berechnen. 


in^abe  193.  Die  zur  Hypotenuse  eines 
chtwinkligen  Dreiecks  gehörige  Höhe  h 
ißt  384  m»  ^  Verhältnis  der  zwei  Ab- 
kiitte,  in  welche  dieselbe  die  Hypotenuse 
ih.  ist9:16;  wie  gross  sind  die  Seiten 
id  die  Winkel  dieses  Dreiecks? 


Figur  71. 


>^A 


ItfcL209.    Aus  den  Gleichungen: 

a)  .  .  .  m  •  n  =  A^ 

b)  .  .  .  m  :n  =  9 :  16 
(alt  man  m  und  n  wie  folgt: 

Av  Gleidiung  b)  ergibt  sich: 

9 


m 


16 


n 


■»itaiert  man  diesen  Wert  für  m  in  Glei- 
te a),  80  erbftlt  man: 


(•itt 


9^ 
16 


fi'tl  =  Ä2 


16 


»2  = 


16.^2 


9 


ärÜB: 


^  =  /!f 


A)  .  .  .  n  =yÄ 


Abs  Gleichnng  b)  ergibt  sich  femer: 

16 

ßlsthiuert  man  diesen  Wert  für  n  in  Glei- 
^»),  80  erhält  man: 


»«««'•«-  l.:;=f:l6 


Auflösung  (analytisch).  Stellt,  siehe 
Fig.  71,  ABC  das  rechtwinklige  Dreieck  dar, 
welches  den  Bedingungen  der  Aufgabe  ent- 
spricht, siehe  ErkL  202,  und  man  will  die 
Seiten  und  Winkel  dieses  Dreiecks  berechnen, 
so  drücke  man  zunächst  die  unbekannten  Ab- 
schnitte m  und  n,  in  welche  die  gegebene 
Höhe  die  Hypotenuse  zerlegt  und  deren  Ver- 
hältnis gegeben  ist,  in  die  Höhe  h  aus;  dies 
kann  man  wie  folgt: 

Nach  dem  in  der  Erkl.  205  angeführten 
planimetrischen  Satz  besteht  die  Relation: 

a)  .  .  .  m*n  =:  Ä2 

femer  hat  man  gemäss  der  Aufgabe  die  Re- 
lation: 

b)  .  .  .  m :  n  ^  9  :  16 

Aus  diesen  zwei  Gleichungen  mit  den  zwei 
Unbekannten  m  und  n  erhält  man  nach  der 
Erkl.  209  füi*  die  unbekannten  Absclmitte  n 
und  m: 


und 


c)  .  .  .   n  =  -3-  Ä 

o 

d)  .  .  .  m  =  -j-  Ä 


Da  die  gesuchte  Hypotenuse  =1  m  -^  n 
ist,  so  erhält  man  hiemach  für  dieselbe 


oder 

mithin: 
A) 


16Ä+9Ä 


25 1. 
^  =  I2* 


In  Rücksicht  des  für  h  gegebenen  Zahlen- 
werts ist  also: 


oder 
mithin: 


c  =  ~88,4 
c  =  25-8,2 


1)  .  .  .  c  =  80  m 
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mithin: 


I 
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1«  M 


16  m« 


w*  = 


16 


v^-^  =  V-i« 


2)  .  .  .  m  =  -j-  Ä 


Zur  Berechnung  der  gesuchten  Kathete 
ergibt  sich  ans  dem  rechtwinkligen  Dreiecl 
BDC  die  Eelation: 

setzt  man  hierin  für  m  den  nach  Gleichimi 
d)  in  h  ausgedrückten  Wert,  so  erhält  man 

oder 

■  ^         9Ä2    ,    16Ä2 

16  ^    16 
16 


V^=]/ 


25 
16 


Ä« 


mithin : 


B)  .  .  .  a  =  ~Ä 

In  Rücksicht  des  für  h  gegebenen  Zahl< 
Werts  ist  also: 

a  =  4-88,4 

4 

oder 

a  =  6-9,6 

mithin: 

2)  .  .  .   a  =  48  m 

Zur  Berechnung  der  gesuchten  Kathete  o  i 
ergibt  sich  aus  dem  rechtwinkligen  Dreieck 
ADC  die  Relation: 

&2  =  ««  +  7i« 

setzt  man  hierin  für  n  den  nach  Gleichung: 
c)  üi  ?i  ausgedrückten  Wert,  so  erhält  man: 


oder 


62  =  (i.Äy  +  Ä« 


C"^ 


»       '      9 
6»  =  ^Ä« 


^^=Vf 


Ä« 


mitliin: 
C)    .  . 


6  =  -3-Ä 


In  Rücksicht  der  für  h  gegebenen  Zahlen- 
werte  ist  also: 

h  =  |-.88,4 

&  =  6.12i8 
mitliin: 

3)  ...  6  =  64  m 

Zur  Kontrolle  für  die  Richtigkeit  der 
für  r,  a  und  b  berechneten  Werte  muss  die 
Bedingungsgleichnng : 

c«  =  o«  +  6« 
erfüllt  werden. 


Preisgekrönt  in  Frankfurt  a.  M.  1881. 
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Forts.  V.  Heft  266.  —  Seite  145— 160 
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Vollständig  gelöste 


Aufgaben-  Sammlung 


-  nebst  Anhängen  ungelöster  Aufgaben,  für  den  Schul-  &  Selbstunterricht  — 

mit 

inüabe  ud  SntwicUuig  der  bemititeB  Sätze,  FormelB,  RegelB,  in  Fragen  ud  iDtiorten 

erl&atert  darch 

^ele  Holzschnitte  &  lithograpli.  Tafeln, 

ans  allen  Zweigen 

der Reeheiilninsti  derniederen  (Algebra,  Planimetrie,  Stereometrie,  ebenen u. sphärischen 
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Differential-  u.  Integral-Rechnung,  analytische  Geometrie  der  Ebene  n.  des  Raumes  etc.);  — 
AM  aUea  Zweigen  der  Pliyslk,  MeehanUk.  Graphestatik,  Chemie,  Geodäsie,  Haatlk, 
■athemat.  GeegrAphie,  Astronomie;  des  MasehbieB«,  Strassen-,  EIsmiImüui«,  Wasser-, 
Brlekea-  o.  Uoehbao's;  der  Konstroktionslehren  als:  darstell«  Geometrie,  Polar-  u. 

ParaUel-PerspektiTe,  Schattenkonstmktionen  etc.  etc. 

fOr 

Sehfller,  Studierende,  Kandidaten,  Lehrer,  Techniker  jeder  Art,  Milit&rs  etc. 
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Eibene  Trig^onometriee 

Fortsetzung  v.  Heft  266.  —  Seite  145—160.   Mit  15  Figuren. 

Inlialt: 

Aufgaben   Aber   das  rechtwlnkllflo  Dreieck  im  allgem'einen ;   FortsetsnDg.  -~  Aufgaben ,  in  welchen  Trans- 
versalen vorkommen;  in  welchen  die  Differenx  zweier  Winkel,  die  8nrom«  oder  Difforens  aweier  Seiten 

gegeben  ist. 
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Das  vollständige  Inhaltsverzeichnis  der  bis  jetzt  erschienenen  Hefte  1 — 26^ 
kann  durch  jede  Buchhandlung  bezogen  werden.  ' 


Preisgekrönt  in  Frankftirt  >.  M.  1881. 

PROSPEKT. 

Diaiei  Weik,  welchem  kein  Umllehee  car  Seite  iteht,  enchdiit  monatllcli  in  S-4 
Heften  la  dem  billif  en  Preise  ^on  85  ^  pro  Heft  and  bringt  eine  S&mmlong  der  wichtif 
tten  nnd  praküichtten  Inf  gaben  nni  tein  Getamtgeblete  der  MstbemstÜLy  Pbjilk, 
Meebnniki  ninth.  Cfeograplüey  iBtronenüe,  dei  Masebinen»,  Strassen- ^  Eisenbahn-, 
Brtteken«  nnd  Hoebbanesy  des  konstmktlTen  Zeiebnens  etc.  etc.  nnd  urar  in  Tnllslindig 
gelMer  Form,  mit  yielen  Fignren,  Erkllmngen  nebst  Angabe  nnd  Entwiekelnng  der 
benntsten  Sätiey  Formeln,  Regeln  in  Fragen  mit  Intwerten  etc.,  so  dass  die  Löenng 
Jedermann  yerstindlich  seht  kann,  beiw.  wird,  wenn  eine  grOssere  Ansahl  der  Hefte  er 
schienen  ist,  da  dieselben  sieh  in  ihrer  Gesamtbelt  erginien  nnd  alsdann  anch  alle 
Teile  der  reinen  nnd  angewandten  Mathematik  —  nach  besonderen  selbstindigen  Kapi- 
teln angeordnet  —  Torliegen. 

Fast  jedem  Hefte  ist  ein  Anbang  Ton  nngelSstea  Aufgaben  beigegeben,  welche  der 
eigenen  Losung  (in  analoger  Form,  wie  die  besflglichen  geltaten  Aufgaben)  des  Studierenden 
aberlassen  bleiben,  nnd  lugleicb  Ton  den  Herren  Lehrern  fthr  den  Schulunterricbt  benutst 
werden  können.  —  Die  Losungen  himu  werden  spftter  in  besonderen  Heften  f&r  die  Hand  dei 
Lehrers  erscheinen.  Am  Schlosse  ^es  jeden  Kapitels  gelangen:  Titelblatt,  InbaltsTeneleh- 
nls,  Berlebtlgangen  nnd  erlintemde  ErfcUmngen  Iber  das  betreffende  Kapitel  sur  Ausgabe. 

Dm  Werk  behandelt  lunichst  den  Hauptbestandteil  des  mathematisch-naturwissen- 
schaftlichen ünterrichtsplanes  folgender  Schulen:  Bealsebnlen  I.  nnd  IL  Ord«,  gleleh- 
berechtigten  bSheren  Bürgerschulen ,  PrlTatscbnlen,  Gymnasien,  Realgymnasien,  Pre- 
gymnasieuj  Sehnllebrer-Sendnaren,  Poljteehnlken,  Teebniken,  Bangewerfcsdinlcn, 
Gewerbesebnlen,  HandelMebulen,  teehn.  Torbereltnngssdinlen  aller  Arten,  gewerbliche 
Fortblldnngssebnlen,  Akademien,  ünifersl täten,  Land*  nnd  ForstwissensehaftMcihnlen, 
Milltlrsebnlen,  Torbereltnngs- Anstalten  aller  Arten  als  i.  B.  flr  das  Bl^jibrlc-Frei- 
willige-  nnd  Ofllslers-Examen,  etc. 

Die  Sehfller,  Studierenden  und  Kandidaten  der  mathematischen,  technischen  nnd 
naturwissenschaftlichen  Fächer,  werden  durch  diese,  Sebritt  flr  Schritt  gelöste,  Aufgaben- 
sammlung Inunerwftbrend  an  ihre  in  der  Schule  erworbenen  oder  nur  gehtoten  Theorien  etc. 
erinnert  und  wird  ihnen  hiermit  der  Weg  sum  unfehlbaren  Auffinden  der  Lösungen  der- 
jenigen Aufgaben  gesdgt,  welche  sie  bei  ihren  Prflftingen  zu  lösen  haben,  sugleich  aber  anch 
die  Iberans  grosse  Fruchtbarkeit  der  mathematischen  Ynssenschaften  Torgefllhrt 

Dem  Lehrer  soll  mit  dieser  Aufgabensammlung  eine  kriftige  Sttttae  ftlr  den  Schul- 
unterricht geboten  werden,  indem  sur  Erlernung  des  praktischen  Teiles  der  mathemalischen 
Disciplinen  —  nun  Anfldsen  Ten  Aufgaben  —  in  den  meisten  Schulen  oft  keine  Zeit  er- 
abrigt  werden  kann,  hiermit  aber  dem  Schtkler  bei  seinen  h&uBlichen  Arbeiten  eine  toü- 
st&ndige  Anleitung  in  die  H&nde  gegeben  wird,  entspreebende  Aullgaben  m  ISeen,  die  ge- 
habten Regeln,  Formeln,  SItse  etc.  aniuwenden  und  praktisch  in  Torwerten.  Lust,  Liebe 
und  Terstftndnis  ftkr  den  Schul-Ünterricht  wird  dadurch  erhalten  und  belebt  werden. 

Den  Ingenieuren,  Architekten,  Teehnlkem  nnd  Fachgenossen  aller  Art,  MUltirs 
etc.  etc.  soll  diese  Sammlung  inr  Anffrisehnng  der  erworbenen  und  lielleicht  yergeuenen 
mathematischen  Kenntnine  dienen  und  sugleich  durch  ihre  praktisehen  in  allen  BemfH 
swelgen  Torkemmenden  Anwendungen  einem  toten  Kapitale  lebendige  Kraft  Terleihen  und 
■omü  den  Antrieb  su  weiteren  praktischen  Terwertnngen  und  weiteren  Forschungen  geben. 

Alle  Buchhandlungen  nehmen  Bestellungen  entgegen.  Wichtige  und  praktischa  Auf- 
gaben werdmi  mit  Dank  ?on  der  Redaktion  entgegengenommen  und  mit  Angabe  der  Namea 
imbielHL  —  Wflnsche,  Fragen  etc.,  welche  die  Redaktion  betreffen,  nimmt  der  Yerfhsser, 
Dr.  Kleyer,  Frankftirt  a.  M.  Fischerfeldstrasse  If,  entgegen  nnd  wird  deren  Erledigusf 
tbunUchst  berficksiehtigt 

Stattgart  IM«  Terlagshaiidluiig. 
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Ans 


HUfsrechmuig  1. 


48 


rbält  man  «,  wie  folgt: 

log  sin  «  =  log  48  — -  log  80 

Xun  ist: 

(4- 10)  (- 10) 

log  48=       1,6812412 
—  log  80  =  —  1,9080900 

log  sin  a  =       9,7781512  —  10 

1467 

45 

28 


ithin; 


der 


tt  =  860  52^  10" 

—  1" 

—  0.6" 


17 
16,8 


Ans 


«  =  860  62^11,6" 

Hillfsrechiinng  2. 

.    A       64 
sin  A  =  ■=— 

^       80 


fhäh  man  ß,  wie  folgt: 

log  sin  /9  :;=  log  64  —  log  80 

N'nn  ist: 

(4- 10)  (- 10) 

log  64=       1,8061800 
—  log  80  =  —  1,9080900 

log  smß=z       9,9030900  —  10 

0768 


ithin: 


1er 


ß  =  680  7'  40" 
8'' 
0,4" 


132 
126,4 

5,6 
6.3 


Den  gesnchten  Winkel  a  kann  man  unter 
anderm  mittels  der  Eelation: 

D)  .  .  .  sin«  =  — 

c 

bereclinen,  wenn  man  in  derselben  die  für  a 
und  c  berechneten  Werte  substituiert,  man 
erhält: 

48 

«"^«  =  80 
und  hieraus  ergibt  sich  nach  Hülfsrechnung  1 : 

4)  .  .  .  «  =  360  52' 11,6" 

Den  gesuchten  Winkel  ß  kann  man  unter 
anderm  mittels  der  Eelation: 

E)  .  .  .  sin  Ä  =  — 

e 

berechnen,  wenn  man  in  dieselbe  die  für  2» 
und  c  berechneten  Werte  substituiert;  man 
erhält: 

"^^  =  90 

und  hieraus  ergibt  sich  nach  der  Hülfsrech- 
nung 2: 

5)  .  .  .  /J  =  530  7' 48,4" 

Zur  Eontrolle  für  die  Richtigkeit  der 
für  «  und  ß  berechneten  Werte  muss  die 
Bedingungsgleichung: 

a  +  ß  =  900 

erfüllt  werden. 


t 


ß  =  630  7'  48^4/i 


I  Aufgaben,  in  weichen  Transversalen  des  rechtwinkligen  Dreiecks  vorkommen. 

Aufgabe  194.  Aus  der  Kathete  a  = 
VSdm  imd  dem  derselben  gegenüberliegen- 
D  spitzen  Winkel  a  =  50^  10'  40"  eines 
chtuinkligen  Dreiedcs  soll  man  die  Länge 
r  den  Scheitel  jenes  Winkels  mit  dem 
ttelpunkt  der  andern  Kathete  verbindenden 
rwke  berechnen. 


Figur  72. 


TF'T 


Jt-X- 


Gegeben:  j'^^JjJ®j|^,^Q,. 

Auflösung.  Ist,  siehe  Figur  72,  ABC 
das  rechtwinklige  Dreieck,  in  welchem  a  die 
gegebene  Kathete  und  a  der  gegebene  Winkel 
ist,  und  man  verbindet  die  Mitte  £>  der  Ka- 
thete b  mit  B,  so  repräsentiert  BD  die  zu 
berechnende  Verbindungslinie,  Mittellinie 
oder  auch  „Schwerlinie"  des  Dreiecks  ge- 
nannt (s.  Erkl.  210).  Zur  Berechnung  der 
gesuchten.  Länge  dieser  Verbindungslinie  ver- 
fahre man  wie  folgt: 

Aus   dem  rechtwinkligen  Dreieck  BCD 
erliält  man  nach  dem  pythagoreischen  Lehr-, 
satz  die  Relation: 
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Erkl.  210.   Jede  Transversale  (s.  Erkl.  211),  oder,   wenn  man  BC  =  a  und  gemäss  der 

welche  durch  die  Mitte  einer  Seite  eines  Drei-  cj^        ^ 

ecks    und  durch  die   dieser  Seite  gegenüber-  Aufgabe  CD  =  —^  =  —  setzt: 
liegende  Ecke  geht,  hat  die  Eigenschaft,  dass  sie  ^  ^ 

1)  das    Dreieck   in  zwei  inhaltsgleiche  BD^  =  a*-|-|  — - 1 

Teüe  teilt,  ^  V  2  / 

nnd  oder 


2)  dass  sie  den  Schwerpunkt  des  Drei-     .  -  1  /  &  \2 

ecks  enthält,  a)  .  .  .  ^D  =  V  ««+  ( y  j 

solche  Transversalen  heissen  infolge  dieser  Eigen-  Tk  7  •  tx  t.  .  i 
Schäften  Mittellinien  oder  auch  Schwer-  ^^  ^  ^^^^^  gegeben,  so  muss  zunächst 
linien  (siehe  Kleyers  Lehrbttcher  der  Plani-  ^^  ^e  gegebenen  Stücke  ausgedruckt  werdec. 
metrie).  dies  kann  mittels  der  aus  dem  rechtwink- 
lig          Hülfsrechnung  1.  ligen  Dreieck  A  CB  sich  ergebenden  ßeladon 

BD  z=i^'  V4  +  ctg2  500  10'40"  -^  =  ctg« 


erhält  man  BD  wie  folgt:  man  erhält  hieraus: 

BD  =  0,79 \/4-f- 0,695266  (8.Httlf8r.2)   b)  .  .  .  &  =  a-ctg« 
BD  =  0  79  t/ 4  695266  "^^^   ^^^  Gleichungen  a)   und  b)  ertt 


log  BD  =  log  0,79  +  -^-log  4,695266 


man  nunmehr: 


Nun  ist:  BD  ^y  a-i-  l~2~  / 

log  4,695266=       0,6716541  ciA^r 

-+-  55,2 1  _   ,   ft,  ^^ 


0,6716602 
1 


B2> 


•-2  55  _  ^/4^g  +  «^'Ctg2ff 

- .  log  4,695266  =       0.3358301  V               4 

^        +  log  0,79  =  +  0,8976271  —  1  f^ 

log  B2>  =       1,2324572  -  1  BD  =y -^(4  +ctg2 «) 

oder  =       0,2324572  n^jthin: 

mithin:           _                           IgF"  A)  .  .  .  BD  =  ^  X^i+^^a 

BD  =  1,70788  als  allgemeine  Lösung  der  Aufgabe. 

^       Hülfsrechnung  2  ^  Rücksicht  detr  gegebenen  Zahlenweitc 

log  ctg«  600 10'  40"  =  2.  log  cti  600 10'  40"  f  ^^  "'^^  hiernach  fSr  die  gresucht^  Min4 


Nun  ist 


linie: 


log  ctg  500 10' 40"=    9,9210764-10  BD  =^  V^+c^bÖn¥W' 

log  ctg«  600 10'  40"  =  19,8421608  —  20  oder  nach  HOlfsrechnung  1 : 
oder=   0,8421608-1     i)  ...  ^p  =  1.70788  dm 

mithin:  373 

numlogctg«600  10'40" 
oder  ctg2  50»  10'  40"  =  0,696266 

Erkl.  211.  In  der  Geometrie  versteht  man 
unter  einer  Transyersalen  im  allgemeinen  jede 
gerade  oder  krumme  Linie,  welche  ein  System 
von  andern  Linien,  oder  eine  Figur  durch- 
schneidet. 


Angabe  196.    In  einem   rechtwinkligen 
Dreieck  sei  die  Hypotenuse  c  =  182,07  m  f  c=  182  07m 

und  ein  spitzer  Winkel  a  =  12^  41'  45".  Man  Gegeben:  |  ^  __.  ^2041'  45" 

soll  hieraus  die  beiden  Mittellinien  oder  Schwer- 
linien berechnen,  welche  durch  die  Mitten  der        Andeutung.     Die  Auflösung  dieser  Anfeat 
Katheten  und  die  ihnen  gegenüberliegenden  "^  analog  der  Anflönmg  der  Autigabe  194- 
Ecken  gehen. 
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=  160  0'40'* 


Gegeben:  l^^g^^^^ 


Ani^be  196.  Man  soll  aus  dem  Winkel 
=  15*^0'  40"  nnd  der  Kathete  a  =  9,4  dm 
i«s  rechtwinkligen  Dreiecks  dieLänge  der  Andeutung.  Mittels  des  gegebenen  Win- 
KD  Winkel  a  halbierenden  Transversale  y.^i^  ^^^  ^er  gegebenen  Kathete  berechne 
K^!^^'*-  man  zuerst  die  andre  Kathete;  dann  beachte 

man,  dass  man  ein  rechtwinkliges  Dreieck 
hat,  in  welchem  eine  Kathete  und  ein  Winkel 
(die  Hälfte  des  gegebenen)  bekannt  ist,  und 
dessen  Hypotenuse  berechnet  werden  soll 


Aufgabe  197.  Die  Hypotenuse  c  eines 
Kht^^inkligen  Dreiecks  sei  =  100  m  und 
te  einen  der  spitzen  Winkel,  z.  6.  den 
iTmkel  a  halbierende  Transversale  Wa  messe 
IHiq:  wie  gross  sind  die  Kathete  und  ein 
pskA  des  Dreiecks? 

'  EiU*  211a*      In    diesem    Buch    sind    die 
linkelhalbierenden  Transversalen  im  all- 

reinen  durch  den  Buchstaben  w  bezeichnet, 
lididem  eine  solche  Transversale  ic  den 
Tsikd c, /}  oder  y  halbiert,  ist  dieselbe  bezw. 
iard  r^,  ico  oder  te    bezeichnet. 


Gegeben:  j^^^ 


=  100m 
80  m 


Andeutung.    Die  Auflösung  dieser  Au^be 
ist  analog  der  Auflösung  der  Aufgabe  196. 


Angabe  198.  Wie  gross  ist  die  den 
Wiikel^  =  5®  3'  42"  halbierende  Transversale 
B  einem  rechtvnnkligen  Dreieck,  dessen  Hypo- 
lesose  r  =  0,08  m  misst? 


^ACTAVlAn  « 

ß- 

60  8' 

42^' 

V7V(^CUdi . 

c  — 

0,08 

m 

Gesucht: 

^ß  = 

? 

Andeutung.     Die  Auflösung  dieser  Aufgabe 
ist  analog  der  Auflösung  der  Aufig;abe  196. 


Aufgabe  199.  Die  eine  Kathete  a  eines 
RchtwiDkligen  Ihreiecks  wird  durch  die  den 
gmSbeiliegenden  Winkel  a  halbierende 
Tnmrersale  tr«  in  die  Abschnitte  ^  =  0,8  m 
Qi  9  =  0,2  m  geteilt  und  zwar  soll  der 
Akhnitt  q  der  andern  Kathete  b  anliegen; 
m  soll  hieraus  die  Seiten  und  Winkel  des 
IiRieckB  bestimmen. 

Figur  78. 


a^^^k^« .  1 1)  =  0,8  m  \  Abschnitte,  gebUdet 
Gegeben :  |  ^  —  0^2  m  /     ^^^  «^«  »^  «• 

Andeutung.  Man  berechne  zunächst  die 
Seiten  und  zwar  mittels  Benutzung  des  pytha- 
goreischen Lehrsatzes  und  mittels  Benutzung 
des  in  der  Erkl.  212  angeführten  planimetri« 
sehen  Satzes.  Ist,  siehe  Fignr  73,  ABC 
das  gedachte  Dreieck,  welches  den  Bedin- 
gungen der  Aufgabe  entspricht,  so  bestehen 
hiemach  die  Bestimmnngsgleichungen: 


und 


a) 


c«  =  6«  +  ö>  +  j)« 


b)  .    p:q  z^  c:h 

woraus  sich  die  Seiten  c  und  h  berechnen 
lassen.  Mittels  Benutzung  dieser  berechneten 
Werte  kann  man  dann  die  Winkel  bestimmen. 


lAL  212«    Ein   nlanimetidscher   Lehrsatz 

fcöit: 

^.DkHaftiexvnffBliBie  eines  Wfaikels  eines 
Brdedi  teOt  d^  gegenllberliegende  Seite 
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in  rwei  Äbacbmtte,   die  sich  yerhalten, 
wie  die  denietbeu  anliegeBden  Dreiecks- 

(Siehe  Eleyeis  Lehrbücher  der  Planimetrie.) 
Nadi  diesem  Lehrsatz  e^bt  dch  aus  der 

Figor  78,  wenn  ÄD  den  Winkel  a  halbiert, 

die  Belation: 

ft)  .  .  .  p:<i  =  e:h  


Anf^be  200.    Von  einem  Dreieck  sind 

die  beiden  dnrch  die  spitzen  Winkel  a  und  ß  f  «a  =  30  m 

dsBselben  gehenden  Schwerlinien  Sq  und   si,  ''^*''^''' {«  =  40  m 
,  (g.  Erkl.  210  ond  212*^)  gegeben  nnd  zwar 

Bd  »B  =  30,  «»  =  40m;   man  soll  hierana         i_j.„j a„„  j™  tt: n,    w» 

die  Winkel  md  Seiten  dps  Dreipcka  bercrhnpn  Andeutunp.     Aus  der  Figur  74  ergebeo 
tue  winKei  antt  jseiten  aes  ureiecKs  Derectinen.  ^^^^  ^m-  Berechnnng  der  Katheten  «  BDd  i  ' 

ErU.  218..     In   diesem   Buch   sind   die  *"«  Bestinmiungsgleichongen : 
Schwerlinien  ^odei  Uittellinieu)  eines  Drei-  ,  .  — /"^V-l-M 

ecks  im  allgemeinen  dnrch  den  Budistaben  *  '■■*"  —  ^gji""  , 

bezeichnet.     Je  nachdem  eine   solche  Schwer-  qq^ 

linie  dnrch  die  Mitten  der  Seiten  a,  h  oder  e  /&V 

geht,  ist  dieselbe  he«w.  mit  Sa,  st  oder  Sc  be-  b)  .  .  ,  s*t  =  o*  -f-  I -5- 1 

zeichnet.  ^    ' 

figor  74.  Hat  man  aus  denselben  a  und  b  berechne:. 

so  lumn  man  leicht  die  Hypotenuse  c  hdc 

A  die  Winkel  ond  den  Inhalt  des  Dreiecks  ^  1 


Aoi^be  20L    Die  eine  Katbete  a  eines  r  a  =  lOO 

rechtwinkligen  Dreiecks  sei  gleich   100  dm,        Gegeben:  { ,»  =  62»  lO- 4»;' 
der  ihr  anliegkde  spitze  Winkel ,»  sei  =  62»  l  ^  8«"^*  ™  Verhältnis  2 : 8 

10'  42";  die  andre  Kathete  b  sei  im  VerhÄJt-  Andeutung.  Man  berechne  znent  di( 
nis  von  2 : 3  geteilt  nnd  zwar  so ,  dass  der  Kathete  b ,  dann  nach  dem  gegebenen  Ver- 
kleinere Abschnitt  an  der  Kathete  a  liegt,  hältnis  die  einzelnen  Abschnitte  derselben: 
nnd  der  Teüpnnkt  sei  mit  dem  Scheitel  des  hierauf  kann  man  nach  dem  pythagoreischen 
Winkels  jJ  verbunden.  Wie  lang  ist  diese  Ver-  Lehrsatz  die  gesuchte  Länge  der  Verbin- 
blndongslinie  und  wie  gross  sind  die  Winkel,  dnngslinie  berechnen  und  mittels  der  tri?- 
weldie  sie  mit  den  anliegenden  Seiten  bildet.  Funktionen  die  gesuchten  Winkel  anf  ein- 
fache Weise  bestimmen. 


An^be  202.  Von  einem  rechtwinkligen 
Dreieck  ist  die  Kathete  a  =  52,8  m  und  der 
ihr  gegenüberliegende  Winkel  a  =  6*  40'  10" 
gegeben,  femer  ist  eine  Transversale  ge- 
zogen ,  welche  den  andern  spitzen  Winkel  ß  AadentUBg.  Uan  beret^e  znerst  deo 
im  Verhältnis  von  p:q^l:2  teilt  und  zwar  Winkel  ß  durch  Abzug  des  Winkels  "  von 
so,  dass  der  grössere  Teil  jenes  Winkels  an  90",  dann  berechne  man  die  einzelnen  T«Ie 
der  Kathete  a  liegt.    Uan  soll  aus  diesen  des  Winkels  ß,  in  welche  derselbe  durch  di" 
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ogaben  berechnen,  in  welchem  Verhältnis  gedachte  Transversale  nach  dem  gegebenen 
irch  jene  Transversale  die  Kathete  b  ge-  Verhältnis  geteilt  werden  soll;  hierauf  be- 
sJt  vird.  rechne  man  den  an  der  Kathete  a  liegei^den 

Abschnitt  der  Kathete  b  und,  nachdem  man 
mittels  der  Kathete  a  nnd  des  Wmkels  a  die 
ganze  Kathete  b  berechnet  hat,  auch  den 
andern  Absclmitt  dieser  Kathete.  Das  ge- 
suchte Verhältnis  der  beiden  Abschnitte  wird 
alsdann  durch  die  für  dieselben  gefiin(!enen 
Masszahlen  ausgedrückt 


d)  Aufgaben,  in  welchen  die  Differenz  zweier  Winicel  gegeben  ist. 


Aufgabe  203.  Die  Differenz  der  beiden 
fitzen  Wink^  a  und  ß  eines  rechtwinkligen 
Dreiecks  sei  =  51**  3' 10'',  die  Hypotenuse 
r=  SO^  m;  yne  gross  sind  die  Winkel,  die 
E&theten  und  der  Inhalt  dieses  Dreiecks? 


Gegeben:  I         ^  =  8o,5ni 


Andeutung.  Aus  der  gegebenen  Differezn 
der  beiden  Winkel  a  und  ß  und  aus  der  he- 
kannten  Summe  derselben  (dieselbe  ist  =  90^) 
berechne  man  zunächst  die  Winkel  a  und  ß; 
dann  berechne  man  mittels  dieser  Winkel  und 
der  gegebenen  Hypotenuse  die  Katheten  und 
den  Lihalt,  wie  in  der  gelösten  Aufgabe  5  ge- 
zeigt wnrde. 


Gegeben- I        *  =  19.064 n 
uegeoen-  |  <,  _  ^  ^  go  4'  6,8 


m 


Au&abe  204.    Die  zur  Hypotenuse  ge- 
k*~Tige  Hohe  h  eines  rechtwinkligen  Dreiecks 
sei  =  13,064  m,   die  Differenz  der  spitzen        Andeutung.     Die  Auflösung  dieser  Aufgabe 
TVkkd  a  imd  ß  des  Dreiecks  betrage  2®  4'  jgt  analog  den  Auflösungen  der  vorigen  Auf- 
i>":  wie  gross  sind  die  Winkel,  Seiten  und  gäbe  2Ö3  und  der  Aufgabe  186. 
der  Inhalt  des  Dreiecks? 


Angabe  206.    Die  beiden  spitzen  Winkel  ah      ja  —  /3  =  10o 

an«  r^twinkligen  Dreiecks  differieren  um  Gegeben:  |       m  =  a,6dm 

\(^:  der  an   dem  kleineren   dieser  Winkel 

legende  Abschnitt,  welcher  die  Höhe  auf  der        Andeutung.     Die  Auflösung  dieser  Aufgabe 

HTpotöiüse  abschneidet,  sei  =?=  2,6  dm;  wie  i»^  analog  den  Auflösungen  der  Aufgabe  203 

poss  sind  die  Seiten,  Winkel  und  der  In-  ^^  ^«^  Aufgabe  187, 
hk  des  Dreiecks? 


•)Aafgaben,  in  welchen  die  Summe  oder  Differenz  zweier  Seiten  gegeben  ist. 

Angabe  206.  Die  Summe  der  beiden 
Katheten  eines  rechtwinkligen  Dreiecks  sei 
#  =  112  mt  eip  Winkel  desselben  «  =  38^ 
4<V.   Wie  gross  sind  die  drei  Seiten  dieses 

Dreiecks? 

Figur  75. 


Gegeben:  1*+^^ 


=:«=liam 
880  4(y 


Auflösung  1  (analytisch).  Ist,  s.  Figor  75 
und  Erkl.  213,  ABC  das  rechtwinklige 
Dreieck,  welches  den  Bedingungen  der  Auf- 
gabe entspricht,  so  bestehen  zur  Berechnung 
der  gesuchten  Katheten  a  und  b  die  Rela- 
tionen: 


imd 


a)  .  .  .  a.-J- 1  =  « 


b)  .  .  .  y  =  tga 


a  * 


Aus  diesen  Gleichungen  findet  man  a  nnd 
b  wie  folgt: 
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Ans  Gldchnng  a)  ergibt  sich: 

Erkl.  218.  Ist  in  einer  Aufgabe  die  Snmme  c)  .  .  .  fe  =  s  —  a 

oder  die  Differenz  zweier  Strecken  gegeben,  setzt  man  diesen  in  s  und  a  ausgedrüdki 
80  ist  dies  in  der  anf  jene  Aufgabe  bezug  haben-  ^Ve^  für  6  in  Gleichung  b)  ein ,  so  erhS]l 


Stäben,  durch  welchen  die  zweite  jener  Strecken  Diese  Gleichung  nach  a  aufgelöst,  giliti 

bezeichnet  wird,  ein  Plus-  bezw.  ein  Minus-  der  Reihe  nach: 

zeichen  yorgesetzt  ist.  a  =  (s-^a)  tga 

In  der  Figur  75  z.B.  deuten  hiemach  die  a  =  «'tga  — a-tg« 

Bezeichnungen  a -f-iuid-|- 6  an,  dass  die  Summe  a-ha-tga  =  B-tga 

a-j-h  der  Strecken  a  und  h  gegeben  ist.  «(l-j-tga)  =  «-tg« 

oder 

Erkl» 214»  Eine goniometrische Formel heisst :  i^x          a  =  s •    ^" 

1  +  tg«  =  -^ — i^^ — Xfz  Um  für  a  einen  zur  logarithmisch«i  Be- 

ya.  ,.    T.       ,  *  «  .    T^?^^"    X  ,_  1.    V  ^  rechnung  bequemen  Wert  zu  erhalten,  beachte 

(Siehe  Formel  128  in  Kleyers  Lehrbuch  der  ^^^^  ^gg  j^^i  den  in  den  ErkL  120  imd2U 

Gomometne.)  angeführten  goniometrischen  Formeln: 

sin« 

tg«  = 

®         cos« 

und  _ 

Hfilfsrechnimg  1.  i  _l  to-    —  V^2^- «n  (^*^  +  «) 

Aus  ^  A-f*«:«—  ^g^ 

a=  112       sjn98°40'  gesetzt  werden  kann;  man  erhält  hiernach: 
\/2"-sm830  40'  sta« 

erhält  man  a  wie  folgt:  a  =  «• ^^^" 

loga  =  logll2H-log8in88040'-f4-^^S2+  V^- 8in(45o  +  ic) 

^  \   oder  '"*« 

logsin  830  40')  gin„ 

Nun  ist :  ^^  y^ .  gin  (45«  -f-  a) 

[1-1  a  =  112»— T= 

ir  Iog2+logsin83040'  =  ±  10,1478664  -r  10*  l/2  •  sin  (45«  +  88«  40*) 

2                               J        ± oder: 

log  a  =         1,6970046  gin  330  40' 

0898  a  =  112 =- 


*  8.  HtUfsrechnung  2.  48"  \/2  •  sin  83»  40' 

— ^^         und  hieraus  erhält  man  nach  Hülfsrechnimg  l 
mithin:  2,6  für  die  Kathete  a: 

a  =  49,78468  1)  .  .  .  a  =  49,78468m 

Die  Kathete  b  könnte  man  nunmehr  aus 
dem  für  s  gegebenen  und  dem  für  a  berech- 
neten Werte  vermittels  der  Gleichung  c)  l^e 
Httlfsreehnnng  2»  stimmen;  man  kann  sie  aber  auch  u nab- 

log 2=      0,3010300  hängig  von  dem  bereits  für  a  gefundeneo 

J.  Wert  in  analoger  W^eise  berechnen.    Setzt 

man  den  aus  Gleichung  a)  fdr  a  sich  ergeben- 


•T 


0,1505160  ^^n  Wert- 

+  log  sin  830  40'  =  +  9,9973414  -  10  ^^  -    _  1» 

ilog2-+-log830  40'=     10,1478564  —  10  .     ^,  ,  ^^^  .  .  .  a  —  «      b 

2    *     '     *^  in  Gleichung  b),   so  erhält  man  filr  h  äa 

Bestimmungsgleichung : 

f)  .  .  .  ^-^  =  tga 
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Ans 


Httlfsrechnnng  8. 

6  =  112.^"^*'*^ 


\/2  .  sin  830  40' 
erhält  man  h  wie  folgt: 

log5  =  log  112  +  log  cos  380  40'  -'(-^'log2']- 

logBin830  40'^ 

Xon  ist: 

log  112=        2,0492180 
-f  log  cos  380  40'  =  +   9,8925365—10 


11,9417545  —  10 

[i.Iog2+log8in83040'l  =  +  10,1478564  q-  10* 


*  B.  HälfsrecbinmK  2. 


log&=         1,7988981 

8951 

W 


Diese  Gleichung  nach  b  aufgelöst,  gibt 
der  Reihe  nach: 

8  —  h  =2  b'tga 
8  =  h-j-btga 
&(l  +  tg«)  =  s 

8 

B) . . .  &  =  r+ 1^;, 

oder,* wenn  man  nach  der  ErkL  214  für: 

\/2.  Bin(450  +  «) 
l  +  tg«  =  -  

setzt  und  reduziert: 

^^^  •  •  •  *  ^  *V2'-8in(450  +  c) 

In  Rücksicht  der  für  5  und  «  gegebenen 
Zahlenwerte  erhält  man  hiemach: 

cos  380  40' 


COSce 


COSre 


h  =  112. 


28 


nüthin: 


b  =  62,21548 


2 
2,1 


oder 


vT.  sin (450 +  380 40') 


,,^       COS  380  40' 

b  =  112 :=r 


HfUfsrecliiinng  4. 

log  49,784532  =  2.log  49,78458 

Nim  ist: 

log  49,78453  =  1,6970946*) 
.2 

log  49,784532  =1  3,3941892 
*  1889 


3 
1,75 


mithin: 


49,784532  =  2478,5017 


1,25 
1,23 


*)  Den  Logarithmos  von  49,78453  kann  man  der 
HiiIfsTeclmang  1  entnehmen. 

Hfilfsrechnnng  5. 

log  62,215432  =  2.log  62,21543 

Nim  ist: 

log  62,21548  =  1,7938981 

2 


log  62,215432  =  3,5877962 

7895 


67 
56 


mithin  f 


62,215432  =  3870,7598 


11 
10,1 

0,9 
0,9 


HtUfsreehniing  t* 

^^  c=  \/6349,2615 

eiiiält  man  c  wie  folgt: 

Im 


V 2.  sin 830 40' 
und  hieraus  ergibt  sich  nach  der  Hülfsrech- 
niuig  B: 

2)  .  .  .  fe  =  62,21543m 

Zur  Kontrolle  für  die  Richtigkeit  der 
für  a  und  b  berechneten  Werte  besteht  die 
Relation  a  +  &  =  112,  die  Probe  ergibt  einen 
kleinen  Fehler,  was  seinen  Grund  darin  hat, 
dass  sich  bei  der  Rechnung  mit  Irrational- 
zahlen, durch  welche  die  Logarithmen  und 
die  goniometrischen  Funktionswert«  darge- 
stellt werden,  eine  absolute  Genauigkeit 
nicht  erreichen  lässt. 

Die  gesuchte  Hypotenuse  c  kann  man  nun- 
mehr mittels  des  pythagoreischen  Lehrsatzes 
aus  den  bereits  berechneten  Katheten  a  und 
b  berechnen,  man  erhält  nach  demselben: 

C)  .  .  .  c  =  V'^^+b^ 

und  in  Rücksicht  der  für  a  und  &  berechneten 

Zahlenwerte : 

a=  V'4dJ84532  -Y  62,215432 

oder  nach  den  Hülfsrechnungen  4  und  5: 

c  =  1/2478,6017  +  3870,7598 

c=  \/6349,2615 
und  schliesslich  nach  Hülfsrechnung  (5: 

3)  .  .  .  c  =  79,68225  m  (s.  ErkL  215). 
Auflösung  2  (synthetisch).  Anschliessend 
an  die  planimetrische  Konstruktion  eines  recht- 
winkligen Dreiecks  aus  der  Summe  der 
beiden  Katheten  und  einem  Winkel,  kann 
man  die  geforderten  Stücke  auch  wie  folgt 
berechnen : 
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Nun  ist: 

log  6349,2615 


3,8027190 

+  40,8    \ 
-    0,68}  = 
--    034 J 


Geometrische  Analysis  (s.  ErkL  2W;. 
Ist,  siehe  Figur  76,  ABC  das  i-echtwink- 


+  42 


3,8027282 

1 

'_J_ 

log  c  =z  1,9018616 
3602 


mithin: 


14 
11 


c  =  79,68226 


Erkl.  215.  Die  in  der  Aufgabe  206  zu  be- 
rechnende Hypotenuse  c  kann  man  auch  mit- 
tels Anwendung  der  Moll  weide  sehen  Formel  89 : 

(a  4"  6)  :  <J  =  cos  — 5"^  :  cos  — ^-^ 

berechnen,  wenn  man  in  derselben  gemäss  der 
Aufgabe: 

a-f-6  =  8 

also 

und 

«  — /?  =  880  40' —  (900  —  880  40') 

=  880  40' —  öl  0  20' 

=  —  120  40' 

also 

ß  —  ß 

—-^  =  -6020' 

setzt  und  berttoksichtigt,  dass  nach  der  Erkl.  126 : 
cos  (—  60  20')  =  cos  60  20' 

ist;  man  erhält  in  Bücksicht  dessen  aus  jener 
Fofmel  89: 

.    .  cos  450 

a)  .  .  .  c-«-^.oge„20' 
oder  wenn  man  nach  der  Erkl.  216: 


üge  Dreieck,  von  welchem  der  Winkel  u  und 
die  Summe  s  der  beiden  Katheten  a  und  h 
gegeben  sind,  und  man  denkt  sich  die  Summe 
s  der  beiden  Katheten  a  und  b  dadurch  ge- 
bildet, dass  man,  wie  die  Figur  76  zeig:. 
b  auf  der  Verlängerung  von  a  nach  CD  ab- 
trägt und  dann  A  mit  D  verbindet,  so  er- 
hält man  das  schiefwinklige  Dreieck  ABIf 
und  das  rechtwinklig-gleichschenklige  Dreieck 

ACD,     Von  ersterem  kennt  man  die  Seite 

/• 

BD  =  a  +  b=^  8,  den  Winkel  ADB  =  ^- 

(s.  Erkl.  217),  und  den  Winkel  BAD  =  a+^ 

Nach  dieser  Betrachtung  kann  man,  (sieb^ 
Erkl.  218)  ganz  analog  wie  in  der  AuflösaD^' 
der  Aufgabe  117  gezeigt  wurde,  die  Seiten 
AB  und  AD  berechnen. 

Analog  der  Auflösung  zur  Aufgabe  11' 
erhält  man  aus  dem  Dreieck  ABD  niittel> 
Anwendung  der  Sinusregel: 


setzt: 


cos  450  =  —  \/2 


b)  .  .  .  c  =  — 


oder 


8        Bin(«-f4) 

I. 

sin  450 


2     cos  60  20' 


Erkl«  216«    Ein  goniometrischer  Satz  heisst: 

„Der  Sinus  und  der  Kosinus  des  Winkels 
von  450  sind  einander  gleich  und  zwar  je 

(Siehe   die  Auflösung   der    Aufgabe  9    in 
Kleyers  Lehrbuch  der  Goniometrie.) 

Erkl«  217«      Ein   planimetrischer  Lehrsatz 
heisst: 

„Li  jedem  gleichschenkligen  Dreieck  ist 
der  an  dem  Scheitel  liegende  Aussenwinkel 
doppelt  so  gross  als  einer  der  Basiswinkel." 

(Siehe  Kleyers  Lehrbücher  der  Planimetrie). 


'  sin(a-|-450) 

wonach  c,  wenn  für  s  und  a  die  gegebenen 
Zahlenwerte  substituiert  werden,  berechnet 
werden  kann. 

Femer  erhält  man  aus  dem  Dreieck  ABh 
nach  der  Sinusregel: 

sin/3 


AD 


8 


oder 


sin(«  +  f-) 


.  ^-=  sin  (900  _  «) 

a)  .  .  .  AD  =  «--T— 7 — ,        ' 

sm  (« -+-  450) 

wonach  man  4^1  wenn  maa  für  ^  und  << 
die  gegebenen  Zahlenwerte  substituiert,  bt^ 
rechnen  kann. 

Ist  AD  hiemach  berechnet,  so  kann  man 
aus  dem  rechtwinklig-gleichschenkligen  Drei- 
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Nach  diesem  Satz  ist  in  der  Fignr  76: 
tf^ÄCB=i2-<^CAD  oder  =2-  ^  ADC, 
U  nnn  -«^^CjB  =  Ä  ist,  so  ergibt  sich  hieraus: 

ErÜ.  218.  Wie  in  Antwort  der  Frage  28 
Rfähnt,  ist  es  bei  der  synthetischen  Auf- 
gang einer  trig.  Aufgabe  meistens  nicht  er- 
farderiidif  dass  man  £e  planimetxische  Eon- 
itniktioii,  welche  der  eigentlichen  Berechnung 
icnoszngehen  hat,  in  Wirklichkeit  ausführt, 
Üem  in  vielen  Fällen  die  geometrische 
luljds  (s.  Erkl.  200)  genügt,  um  die  zur  Be- 
Kchnung  erforderlichen  Beziehungen  zu  er- 
sten, ähnlich  wie  sich  aus  der  Analysis  die 
lET Konstruktion  erforderlichen  Beziehungen 
OEtben  nnd  wie  in  nebenstehender  Auflösung  2 
f^ttigt  ist. 


eck  BCD  nach  der  Aufgabe  112  die  Ka- 
thete b  bei'echnen.  Ist  b  auf  diese  Weise 
berechnet,  so  findet  man  auf  einfache  Weise 
die  Katbete  a  aus  der  gegebenen  Beziehung: 

a-j-b  =z  8 

Man  kann  auch,  wenn  c  berechnet  ist, 
zur  Berechnung  der  Katheten  a  imd  b  die 
Bestimmungsgleichungen : 

a-^b  =  8 
und  a«  -f  &2  =  c2 
benutzen. 


Figur  77. 


ML  219*  Man  kann  die  synthetische  Auf- 
\m^  der  Aufgabe  206,  siehe  nebenstehende 
AilllsDg  2  und  Figur  76,  auch  dadurch  aus- 
£iins.  dass  man,  wie  in  der  Figur  77  ange- 
4ntei  ist,  die  Kathete  a  an  die  Kathete  b 
ucsCD  anträgt  (s.  Erkl.  220)  und  2^  mit  Z> 
TB^!&4et  Man  erhält  alsdann,  siehe  Figur  77, 
^ reditwinklig-gleichschenklige  Dreieck  BCD 
nd  du  schiefwiiüdige  Dreieck  ABD;  in  letz- 
tsroi  kennt  man  die  Seite  AD  =z  a-\-b  =^  s 

tl  die  Winkel  ADB  =  ^  (siehe  Erkl.  217) 


2 


R 


BID  =  o  nnd  ABD  =  Ä  —  «  +  ^  oder 

=  -^  -  er.   Aus  dem  Dreieck  ABD  kann  man 

i:<ait  mittels  Anwendung  der  Sinusregel,  analog 
*K  in  nebenstehender  Auflösung  2  gezeigt 
^^,  die  Hypotenuse  c  berechnen,  u.  s.  f. 

Erti.  330.  Sobald  man  zum  Zweck  der  geo- 
ftetiiscfaen  Analysis  einer  Aufgabe  die  Summe 
(der  di e  D  i  f f  e  r e  n  z  zweier  aneinanderstossen- 
^  Strecken  in  der  zugehörigen  Figur  (siehe 
^-  200)  bilden  will ,  so  befolge  man  die 
pnktiscbe  Regel,  dass  die  Summen-  oder 
I^icrenzenbildnng  solcher  Strecken  dadurch  ge- 
fite  mnss,  dass  man  von  dem  Punkt  aus, 
iB welchem  jene  Strecken  zusammenstossen, 
^  m  Strecke  an  die  andre ,  bezw.  auf  der 
adem  abtrtgt.  (Siehe  Kleyers  Lehrbücher  der 
Rasimetrie.) 


Aufgabe  207.  Die  Stunine  der  zwei  Ka- 
rten eines  rechtwinkligen  Dreiecks  ist 
=  *ö  m  und  der  der  Kathete  a  gegenüber- 
K?eiide  spitze  Winkel  «  ißt  =  1^^  15'  36^^-, 
m  berechne  die  Seiten  und  den  Inhalt  dieses 
feiwks. 


\ 


\ 


;\ 


V 


V 


\ 


a 


LX 


D 


G(^geben:{'*  +  J  =  ^^^ 


n 


160  15'  86,7 


And9uitmg.     Die  Auflösung  dieser  Aufgabe 
ist  analog  der  Auflösung  der  Aufgabe  206. 
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Aufgabe  208.  Die  Differenz  der  zwei 
Katheten  b  und  a  eines  reehtwinklij^en  Drei- 
ecks sei  (5?  =  23  dm,  ein  spitzer  Winkel  des- 
selben sei  ß  =  71^  4'  31,3" ;  wie  gross  sind 
die  drei  Seiten  des  Dreiecks? 

Figur  TO. 


-a 


Erid.   221.      Eine    goniometrische    Formel 
heisst: 

,       ,  v/2.  sin(450  — «) 

1  —  tg«  =  — — 


cos  CK 


(Siehe  Formel  124  in  Kleyers  Lehrbuch  der 
Goniometrie.) 

Httlftirechniing  1« 

23.C0S  710  4' 31,3" 


Ans 


a  = 


t 


V2.  sin 260 4' 81,3" 
erhält  man  a  wie  folgt: 
log  a  =  log  23  +  log  cos  71o  4'  81,3"  - 

1  y .  log  2  +  log  sin  260  4'  31,3"! 

Nnn  ist: 

log  28=      1,3617278 
•    +  log  cos  710  4'  31 ,8"  =  +  9,5109794—10* 

10,8727072  — 10 
T-i.  log  2 -flog  sin  2604' 31,8"!  =  ±  9,7935262  -r-  10 

log  a  =      1,0791810 
♦  8.  Htilfsr.  2.    t  8.  HtOfsr.  3.  1812 

mithin: 

a  =  12,000 

Httlfsrechnung  2. 

log  cos  710  4'  81,3"  =  9,5109874  —  10 

—  61.4)  jvv 

9,5109794  —  10 

Hfllfsrechnnng  8. 

log  2  =       0,8010300 

1 


-i-.log2=       0,1505150 
+  log  sin  260  4'  31,3"  ==  +9,6430112—  10* 

-i- .  log  2  +  log  sin  260  4'  31  ^3''  =      9,7985262  —  10 

*  8.  Hülfsrechnung  4. 


Gegeben:  | 


b  ^  a  =  d  z=z2Säm 
ß  =  710  4' 81,3 


n 


Auflösung  1  (analytisch).  Ist,  siehe  Fig.  7^ 
und  Erkl.  213,  ABC  äs,^  rechtwinklige  Drei- 
eck, welches  den  Bedingungen  der  Aufgale 
entspricht,  und  berücksichtigt  man,  ^ass  der 
Winkel  a  der  Komplementwinkel  des  geg^ 
benen  Winkels  ß  ist,  und  dass  hiemach  jener 
Winkel  a  gemäss  des  für  ß  gegebenen  Zafaleo- 
werts  kleiner  als  der  gegebene  Winkel  <^ 
sein  muss  und  dass  infolgedessen  und  nacL 
der  Erkl.  181  die  Kathete  a  kleiner  als 
die  Kathete  b  sein  muss,  so  bestehen  zni 
Berechnung  der  gesuchten  Katheten  a  und  /' 
die  Relationen: 


und 


a)  .  .  .  b  —  a  =  (f 


b)  .  .  .  -  =  tg/s 


Aus  diesen  Gleichungen  findet  man  a  xaAi< 
wie  folgt: 

Aus  Gleichung  a)  ergibt  sich: 

c)  .  ,  ,  b  :=  a-\-  d 

setzt  man  diesen  in  a  und  d  ausgedriickti« 
Wert  für  6  in  Gleichung  b)  ein,  so  erh5h 
man  für  a  die  Bestimmungsgleichung: 

a 

Diese  Gleichung  nach  a  aufgelöst,  gilt 
der  Beihe  nach: 

a-^d  =z  a-tgß 
a  —  a  tgfl  :=  —  (2   • 
a(l~tg^)  =  -d 


oder 


A)  .  .  .  a  = 


—  (i 


l-tg/3 

Um  für  a  einen  zur  logarithmiscfaen  Bc 
rechnung  bequemen  Wert  zu  erhalten,  \^ 
achte  man,  dass  nach  der  in  der  Erkl.  221 
angeführten  goniometrischen  Formel: 

1      ^.^  \/2.8in(450--/g) 
^'^  ■"  cos/J 

gesetzt  werden  kann;  in  Rücksicht  dessen 
erhält  man: 

—  d 

a  = ■r= 


1/2  ■  sin  (450  —  ß) 


oder 


cos/9 


A,)  ...  a  =  —  d* — -:= 


cos/? 


\/2  .  sin  (460  —  ß) 

In  Rücksicht  der  für  d  und  ß  gegebenea 
Zahlenwerte  ist  hiemach: 


Aufgaben  über  das  rechtwinklige  Dreieck  im  allgemeiuen. 
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HUfsrechniug  4« 

log  8m  260  4' 31,3"  =  9,6430056  —  10 

-|"  56(g.nach8t.  61eich.a) 

9,6430112—10 

Die  für  1,8"   zu  addierenden   Proportionalteile  x 
ergeben  sich  ans  der  Proportion  : 

«:  430  =1,3":  10" 

Kuerbfilt: 

_  430.1,3 

*""      10 
ar  =  43.1,3 

oder  abgerundet: 
a)  ...  X  =  56 

HUlfgrechmuifr  ^* 

35»  =  3535 


oder 


cos  710  4' 81^" 

O,  Z^.  —  5sd  • z:z " 

V2  .  sin  (450  —  710 4'  3i,8'0 


a  =  —23.—-= 


cos  710  4'  31,3") 


l/2.8in(— 280  4'31,8'0 
oder  da  nach  der  ErkL  127: 

sin  (—  260  4'  31^3")  =  —  sin  26«  4'  31,3" 
ist  * 

—  23. cos  710  4' 31,8" 


a  = 


oder 


—  \/2.  sin 260 4' 31 .3" 


a 


23.COS  710  4' 81,8 


// 


175 

105 

352  =  1225 

mUfsreehnnng  6 

Vit 

i 

J  69  =  87 

64 

4 

16 
k2 

49 
49 


Fignr  79. 


Erkl.  222.  Nach  der  Erkl.  72  ist  jeder  der 
Basiswinkel  des  rechtwinklig-gleichschenkligen 

Dreiecks  ^  CD  in  Figur  79  =  -^;  femer  ist  der 

qntze  Winkel  o  des  rechtwinkligen  Dreiecks 
BäC=z  R  —  /9,  da  nun  in  dem  Dreieck  ABD: 

^-  so  ist  Meniach: 

<D^B  =  4  — « 

^  2 


oder 


^I>AB^ß^^ 


1/2.  sin  260  4' 31,3" 

und  hieraus  erhftlt  man  nach  der  Hülfsrech- 
nung  1: 

1)  ...  a  =  12  dm 

Die  Kathete  h  könnte  man  in  ganz  ana- 
loger Weise  unabhängig  von  dem  für  a 
berechneten  Wert  berechnen,  wie  es  mit  der 
Berechnung  der  Kathete  h  in  der  Auflösung  1 
der  Aufgabe  206  geschah ;  man  kann  sie  aber 
auch  mittels  der  Gleichung  a)  bestimmen. 

Aus  derselben  erhält  man: 

B)  .  .  .  5  =  d^  -|-  d 

setzt  man  in  derselben  den  für  d  gegebenen 
und  den  für  a  berechneten  Wert,  so  erhält 
man  ftir: 

6  =  23  +  12 
oder 

2)  ...  6  =  35  dm 

Die  gesuchte  Hypotenuse  berechnet  man 
auf  einfache  Weise  mittels  der  Relation: 

C)  .  .  .  c  =   \/S'+6« 

indem  man  in  diese  die  für  a  und  h  berech- 
neten Werte  substituiert;  man  erhält: 

c=:  1/12« +  35« 

c  =  1/144  +  1225  (s.  Hülfsr.  5) 

c=  \/l369 
oder  nach  Htilfsrechnung  6): 
8)  .  .  c  =  87  dm 

Aaflösnng  2  (synthetisch).  Anschliessend 
an  die  geometrische  Konstruktion  eines  recht- 
winkligen Dreiecks,  aus  der  Differenz  der 
beiden  Katheten  und  einem  W^inkel,  kann 
man  die  verlangten  Stücke  auch  wie  folgt 
berechnen: 

Geometrische  Analysis  (s.  Erkl.  200). 
Ist,  siehe  Figur  79,  ABC  das  rechtwink- 
lige Dreieck,  von  welchem  der  Winkel  (i 
und  die  Differenz  d  der  beiden  Katheten  a 
und  h  gegeben  sind,  und  man  denkt  sich  die 
Differenz  d  der  beiden  Katheten  dadurch  ge- 
bildet, dass  man  z.  B.,  wie  die  Figur  79 
zeigt,   die  grössere  Kathete  h  von  C  aus 


1 
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Erkl«  228«  Man  kann  die  synthetische  Auf- 
lösung der  Anfgabe  208,  siebe  nebenstehende 
Auflösung  2  und  Figur  79,  auch  dadurch  aus- 
ftihren,  dass  man,  wie  in  der  Figur  80  an- 
gedeutet ist,  die  kleinere  Kathete  a  auf  die 
grössere  Kathete  b  nach  CD  abtrftgt  (siehe 
Erkl.  220)  und  D  mit  B  verbindet.  Man  er- 
hält alsdann,  siehe  Figur  80,  das  rechtwinklig- 
gleichschenklige Dreieck  BCD  und  das  schief- 
winklige Dreieck  ÄBD\  in  letzterm  kennt  man 
die  Seite  ÄD^h'-a=.ä  und  die  Winkel 

uiJ5D  =  /9  — y;   BAD  =  a  oder  =Ä  — /J, 

ADB  =  2R-^  oder  =  ^ 

Aus  dem  Dreieck  ADB  kann,  man  somit 
mittels  Anwendung  der  Sinusregel  die  Hy- 
potenuse c  berechnen,  wie  in  nebenstehender 
Auflösung  2  gezeigt  wurde. 

Figur  80. 


auf  der  kleinem  Kathete  a  nach  CD  abträgt, 
(s.  Erkl.  220,  222  und  223),  und  dann  i 
mit  D  verbindet,  so  erhält  man  das  schief- 
winklige Dreieck  ABD  und  das  rechtwinklig- 
gleichschenklige Dreieck  ADC,  Von  ersteren 
kennt  man  die  Seite  BD  =  b  —  a  =  d,  den 

Winkel  ADC  =  —(ß.  Erkl.  72),  den  Winkel 

R 
ABD  =  2B—ß;xmddenWuike\DAB=^ß-- 

(s.  Erkl.  222). 

Nach  dieser  Betrachtung  kann  man  ganz 
analog,  wie  in  der  Auflösung  der  Aufgabe  117 
gezeigt  wurde,  die  Seiten  AB  ^=  c  und  .42) 
berechnen. 

Man  erhält  nämlich  mittels  Anweadnng 
der  Sinnsregel: 

•in    * 

c ^T 


oder 


A) 


c  =  d 


fiin(/J-f) 
sin  450 


sin  0»  — 460) 

wonach  c,  wenn  für  d  und  ß  die  gegebenen 
Zahlenwerte  substituiert  w^en,  berechnet 
werden  kann. 

Femer  hat  man  nach  der  Sinusregel  .- 


AD    __  sin(2J?--^) 


oder 


8in(/J-f) 


sin  (1800-/?) 
a)  .  .  .  ^D  -  d.-g-^^— ^ 


wonach  AD,  wenn  man  für  d  und  ^  die  ^ 
gebenen  Zahlenwerte  substituiert,  berechnet 
werden  kann. 


Ist  AD  berechnet,  so  kann  man  ans  des 
rechtwinklig-gleichschenkligen  Dreieck  ACV 
nach  der  Aufgabe  112  die  Kathete  b  be- 
rechnen, Ist  b  auf  diese  Weise  berechnet 
so  findet  man  auf  einfache  Weise  die  Kathete  a 
aus  der  gegebenen  Beziehung: 

h  —  a  =z  d 


Anfgabe  209.  Die  zwei  Katheten  eines 
rechtwinkligen  Dreiecks  differieren  um  338  m, 
ein  Winkel  misst  63^  30'  40" ;  wie  gross  sind 
die  drei  Seiten  des  Dreiecks? 


Gegeben 


■I 


a— ^  =  8d8m 

«  =  680  80*40'' 


Andeirtung.    Die  Auflösung  der  Au^be  209 
ist  analog  der  Auflösung  der  Au^be  S06. 


Aufgabe  210.  Die  eine  Kathete  eines 
rechtwinkligen  Dreiecks  übertrifft  die  andere 
um  0,84  m,  der  jener  Kathete  gegenüber- 
liegende Winkel  misst  48^  50'  0,8" ;  wie  gross 
sind  die  Seiten  dieses  Dreiecks? 


nn«ni»«« .  i  6  —  a  =  0,84  m 
Gegeben:  I        ^  =  480  50'0,8" 

Andeutung.     Die  Auflösung  dieser  Aufg&he 
ist  analog  der  Auflösung  der  Aufgabe  206. 


Aufgaben  über  das  rechtwinklige  Dreieck  im  allgemeinen. 
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Aufgabe  311.  Die  Summe  der  Hypo- 
tennse  c  und  einer  Kathete  b  eines  rechtwink- 
ligen Dreiecks  sei  «  =  128  m ;  der  von  beiden 
eing:eschlossene  Winkel  sei  a  =  48^53'  16"; 
wie  gross  sind  die  drei  Seiten  des  Dreiecks? 

Figur  81. 


Figur  82. 


Figur  88. 


Gegeben:  i 


c  +  &  =  «  =  128  m 
a  =  480  53'  iß" 


Andentnngen:  1).  (analytisch)  Ist,  siehe 
Fig. 81,  gemäss  der  Aufgabe: 

a)  .  .  .  c  +  6  =  «(=  128) 

so  beachte  man,  dass  sich  aus  der  Figur  die 
weitere  Relation: 


b) 


cosa  =  — 
c 


ergibt.  Aus  diesen  beiden  Gleichungen  kann 
man  durch  Substitution  die  Kathete  b  und 
die  Hypotenuse  c  berechnen,  dann  die  dritte 
Seite  auf  mehrere  Arten  bestimmen; 

2).  (synthetisch)  Denkt  man  sich,  wie  in 
der  Figur  82  angedeutet,  die  gegebene 
Summe  b-^c  gebildet,  indem  man  die  Ka- 
thete b  an  die  Hypotenuse  c  ange- 
tragen denkt,  siehe  Erkl.  220,  so  erhält 
man  das  schiefwinklige  Dreieck  BDC, 
in  welchem  man  eine  Seite  (BD  =  b-^c  =  s) 
und  sämtliche  Winkel  kennt,  da  die  Basis- 
winkel ADC  und  ÄCD  des  gleichschenk- 

ligen  Dreiecks  ÄCD  je  ==  ■ö*  sü^d   (siehe 

Erkl.  217).  Aus  dem  Dreieck  BCD  kann 
man  die  Kathete  a  mittels  der  Sinusregel 
bestimmen;  dann  kann  man  aus  a  und  a  die 
Kathete  b  bestimmen  u.  s.  f. ; 

3).  (ebenfalls  synthetisch)  Denkt  man  sich, 
wie  in  der  Fig.  83  angedeutet  ist  (s.  Erkl.  220), 
die  gegebene  Summe  b  -j-  c  gebildet,  indem 
man  die  Hypotenuse  c  an  die  Kathete  b 
angetragen  denkt,  so  erhält  man  das  recht- 
winklige Dreieck  2)5  C,  von  welchem  man 
die  Seite  Z)C  (=  ft  +  c  =  ä)  und  den  Winkel 

BDC  (=  ^)  kennt.  Aus  diesem  Dreieck 
kann  man  die  Kathete  a  mittels  der  Eelation: 

bestimmen  u.  s.  f. 


Aufgabe  212.  Die  Differenz  zwischen 
lerHypotmuse  und  einer  Kathete  eines  reeht- 
^^inkligen  Dreieck  sei  d  =  72  dm,  femer  sei 
ier  dieser  Kathete  gegenüberliegende  Winkel 
» =  8«  46'  80,5" ;  wie  gross  sind  die  drei 
äeiten  des  Dreiecks? 


Gegeben : 


^1 


c  —  a=:d  =  72dm 
:  80  46'  80,5" 


a 


Andeutung.  Die  Auflösung  dieser  Auf- 
gabe 212  kann  in  analoger  Weise  wie  die 
Auflösung  der  Aufgabe  211  in  verschiedener 
Weise  erfolgen,  nämUch  einmal  (analytisch), 
indem  man,  siehe  Figur  84,  die  zwei  Be- 
stimmungsgleichungen: 
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Figur  84. 


und 


a) 


b)  . 


c  -  a  =  rf  (=  72) 


sin«  = 


Figur  85. 


ansetzt  nnd  aus  denselb^i  znnftchst  a  und  e 
berechnet;  oder  (synthetisch)  indem  msL 
siehe  Figur  84  und  Erkl.  220,  die  Differew; 
c  —  b  dadurch  bildet ,  dass  man  die  Ka* 
thete  b  auf  der  Hypotenuse  c  abträgt 
und  aus  dem  schiefwinkligen  Dreieck 
BDC  mittels  der  Sinusregel  die  Kathete« 
zunächst  berechnet;  oder  auch  (ebenfalls  sju- 
thetisch)  indem  man,  siehe  Figur  85  und 
Erkl.  220,  die  Differenz  dadurch  bildet,  dass 
man  die  Hypotenuse  c  auf  der  Kathete  & 
abträgt  und  aus  dem  rechtwinkligen  Drei- 
eck BCD  zunächst  die  Kathete  a  berechnet, 
u.  8.  f. 


Aufgabe  213.  Von  einem  rechtwinkligen 
Dreieck  kennt  man  die  Summe  der  Hypo- 
tenuse c  und  der  Kathete  a  und  zwar  sei 
c  +  a  =  60  m ;  femer  weiss  man ,  dass  der 
der  Kathete  a  anliegende  Abschnitt  m,  welchen 
die  zur  Hypotenuse  gehörige  Höhe  auf  der 
Hypotenuse  abschneidet  =  12,5  m  ist.  Wie 
gross  sind  die  Seiten  und  die  Winkel  des 
Dreieeks? 


nA».^KA« .  f  c  -I-  a  =  60  m 
Gegeben:  I    ^^^^^fim 

Andentung.  Für  die  gesuchten  Seitai 
c  und  a  hat  man  gemäss  der  Aufgabe  die 
Bestimmungsgleichung : 

a)  .  .  .  c  -|-  a  =  60 

femer  ergibt  sich  durch  Anwendung  des  in 
der  Erkl.  204  angeführten  planimetrischeo 
Lehrsatzes  die  weitere  Bestimmungsgleichung: 

b)  .  •  .  o*  =  c»m 

Aus  diesen  Gleichungen  berechne  man  ß 
und  c,  Mittels  dieser  berechneten  Werte  kam 
man  dann  auf  einfache  Weise  die  Kathete  i 
und  die  Winkel  bestimmen. 


Aufgabe  214.  Dieselbe  Aufgabe  wie  Auf- 
gabe 213,  nur  soll  der  gegebene  Abschnitt 
der  Hypotenuse  nicht  der  Kathete  a,  sondern 
der  andern  Kathete  b  anliegen. 


Gegeben:  I    ^„^^^^ 


m 
6  m 


Andeutung.     Die  Auflösung  ist  analog  der 
Auflösung  der  vorigen  Au^be. 


Gegeben:  1 


c  —  a  =  S5m 
m  =  3m 


Aufgabe  216.    Die  Differenz  der  Hypo- 
tenuse c  und  der  Kathete  a  eines  rechtwink- 
ligen Dreiecks  ist  35  m;  der  der  Kathete  a        Aadeiiteng.    Die  Auflösung  ües^  Anf^ 
anliegende  Abschnitt  m  der  Hypotenuse,  ge-  ist  analog  der  Auflösung  der  Anf^be  213. 
bildet  durch  die  zugehörige  Höhe,  ist  =  3  m. 
Man  berechne  die  Seiten  und  Winkel 


Au%abe  216.  Dieselbe  Aufgabe  vde  die 
vorige  Aufgabe  215,  nur  soll  der  gegebene 
Abschnitt  der  Hypotenuse  nicht  der  Kathete  a, 
sondem  der  Kathete  b  anliegen. 


Gegeben:  | 


c  —  a  =  35  m 
n  =  dm 


Andeutung.     Die  Auflösung  dieser  Ao^^ 
ist  analog  der  Auflösung  der  Aufgabe  213. 
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Aufgabe  217.    Die  Summe  der  zwei  Ka-  Gegeben:  |«  +  ^  =  150m 

tlieten  a  und  h  eines  rechtwinkligen  Drei-  i    c :  o  =  7 : 4 

eeks  ist  150  m;  die  Hypotenuse  c  verhält  Andeutung.  Mittels  dem  in  der  Aufgabe 
sich  zur  Kathete  «wie  «:4;  wie  gross  sind  gegebenen  Verhältnis  zwischen  der  Hypo- 
die  Seiten,  die  Winkel  und  der  Inhalt  des  ^^nuse  und  einer  Kathete  berechne  man  zu- 
^*^^^-  nächst  unter  Berücksichtigung  der  Definition 

der  trig.  Funktionen  die  Winkel  des  Dreiecks. 
Dann  verfahre  man  im  weiteren  wie  in  der 
Auflösung  der  Aufgabe  206  gezeigt  wurde. 


=  45m 
5 


Angabe  218.    Die  Summe  der  zwei  Ka-  Gegeben-  |*  +  ^  =  ^ 

ilieten  a  und  h  eines  rechtwinkligen  Dreiecks  *  1    a :  6  =  4 : 

\>i  45  m,  deren  Verhältnis  a:^>  ist  =  4:5.  Andeutung.     Die  Auflösung  dieser  Aufgabe 

Wie  gross   sind   dieselben  und  die  Winkel  ist  ganz  analog  der  Auflösung  der  Aufgabe  217. 
des  Dreiecks? 


—  6  =  10m 
8:7 


Au^abe  219.  Die  beiden  Katheten  a  Gegeben:  |^~"^  ~ 
und  h  eines  rechtwinkligen  Dreiecks  differieren  '  \  ß  •  <J  = 
am  10  m  und  die  Kathete  a  steht  zu  der  Andeutung.  Die  Auflösung  dieser  Auf- 
Hypotenuse c  im  Verhältnis  von  3:7;  wie  ^y,^  jg^  analog  der  Auflösung  der  Aufgabe 
gm  nnd  die  Seiten  imd  Winkel  dieses  217.  Man  berechne  zuerst  die  Winkel  und 
^^""  verfahre  dann  wie  in  der  Auflösung  zur  Auf- 
gabe 208  gezeigt  wurde. 

An^be  220.    Die  Hypotenuse  c  eines  Gegeben-  («  +  «  =  "^0,810 

rechtwinkligen  Dreiecks  misst  zusammen  mit  '\a:5  =  l:2 

dessen  EaUiete  a  gerade  75,3  m  und  die  Andeutung.  Man  berechne  auch  hier, 
Kathete  a  verhält  sich  zur  andern  Kathete  h  wie  in  der  Andeutung  zur  Aufgabe  217  ge- 
vie  1:2;  wie  gross  sind  die  Seiten  und  sagt  ist,  zuerst  die  Winkel  mittels  dem  ge- 
Winkel jenes  Dreiecks?  gebenen  Verhältnis  und  verfahre  im  weiteren 

wie  in  der  Andeutung  zur  Aufgabe  211  ge- 
sagt ist. 

Aufgabe  22L    Die  Hypotenuse  c  eines  ftpirfthPti- l^~"^  =  ^»^^ 

rechtwinkügoi  Dreiecks  tibertriflt  dessen  Ka-  iregeoeu.  |   2, :  a  =  8 : 2 

thete  h  um  6,45  dm  und  diese  Kathete  steht        Andeutung.     Die  Auflösung  dieser  Angabe 
Dut  der  andern  Kathete  a  im  Verhältnis  von  ist  ganz  analog  der  Auflösung  der  Aufgabe  217. 
3:2;  wie  gross  sind  die  Seiten  und  Winkel 
üeses  Dreiecks? 


Aufgabe   222.    Die  Siunme   der  beiden  Gegeben- 1^*^^  ~  ^^'^ 

Katheten  a  und  h  eines  rechtwinkligen  Drei-  '  1        <^  =  70,008 


=  102.089  m 
m 

ecks  ist  =  102,089  m,  die  H3T)otenuse  c  misst  Andeutung,  Man  berechne  zuerst  die 
70,008  m ;  wie  gross  sind  die  Winkel  des  Katheten  a  und  h  mittels  der  in  der  Aufgabe 
Dreiecks?  gegebenen  Bestimmungsgleichung: 

a  +  6  =  102,089 

«  und  mittels   der  nach  dem  pythagoreischen 

Lehrsatz  sich  ergebenden  werteren  Bestim- 
mungsgleichung: 

a«  -|-  68  =  70,008« 

und  bestimme  dann  mittels  der  für  a  und  h 
gefundenen  Werte  die  Winkel  a  und  ß\ 

oder:  Man  bringe  die  Formel  89: 

a  —  ß  nA-  ß 

(a  +  6)  :  c  =  cos         ^  :  cos      ' 
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in   Anwendimg    und    berncksichtige ,    dass 

a  +  ß      900 

2     =  -o"  =  4:5"  und  das8  also 

«  +  /^  n  1         .- 

COS  —g—  =  COS  45^  =  -g-  V  2  (Siehe  Erkl.  21?} 

ist,  und  dass  femer  jS  =  90^—  a,  mithin  ^^  = 

«  _  (900  _-  c) 

2 oder  =  «  —  45^  ist,  und  dass  ako 

cos     Q     =  cos  (a  —  45®) 

ist.  Berechne  ans  der  somit  sich  ergebenden 
Gleichung  den  Winkel  a  —  45®  und  bestiauLe 
hiernach  a  u.  s.  f. 


Gegeben:  | 


c  -|-  a  =  20  dm 
6  =  4dm 


Aufgabe  223.    In  einem  rechtwinkligen 
Dreieck  ist  die  Summe  der  Hypotenuse  c  und 

der  Kathete  a  =  20  dm  und  die  Kathete  b  Andeutung.  Die  Auflösung  dieser  Aufgabe  kx 
misst  4  dm ;  wie  gross  smd  die  Winkel  und  analog  der  Auflösung  der  vorigen  Aufgabe  223. 
die  Kathete  a? 


Aufigabe  224.     Man    kennt   von    einem  ßoiroho«  ./»—&  =  808,68  m 

rechtwinkligen  Dreieck  die  Diiferenz  der  Ka-  wegeoen.  |         ^  _  ^^4001 

Sfi?a  '*  "^^  ^u'^i  ^"^"^  ^f'^r.  ^^'^.^^®  Andeutung.  Man  verfahre  im  allgemeinem 
808,63  m;  die  Hypotenuse  c  desselben  misst  analog  wie  in  der  Andeutung  zur  Aufgabe  222 
1240  m;  wie- gross  smd  die  Wmkel:  •   gesa^  ist.    Bei  der  in  jener  Aufgabe  ange- 

deuteten  zweiten  Auflösungsmethode  mm 
man  jedoch  bei  nebenstehender  Aufgabe  die 
Formel  90  in  Anwendung  bringen. 


Gegeben:  j^~^  = 


—  a  =  10  m 
10  m 


Aufgabe  225.    Die  Hypotenuse  c  imd  die 
Kathete  a  eines  rechtwinldigen  Dreiecks  diffe- 

Äirin^""'    ^'^  andere  Kathete  misst        Andeutunfl.     Die  Auflösung  dieser  Aufjcabe 
ebenfalls  10  m;   wie  gross  sind  jene  Stücke  ist  analog  der  Auflösung  der  Au&abe  222: 
und  die  Winkel  des  Dreiecks?  ©  *« 


Aufgabe  226.  In  einem  rechtwinkligen 
Dreieck  ist  die  Differenz  zwischen  der  Hy- 
potenuse und  der  grösseren  Kathete  gleich 
der  Differenz  zwischen  den  beiden  Katheten; 
wie  gross  sind  die  Winkel? 

Figur  86. 


c —  b  =z  h  —  a 


Gegeben:  c  —  &  =  ft  —  a 

Auflösung  (analytisch).  Ist,  siehe  Fig.  SG, 
ein  solches  Dreieck,  welches  den  gegebenen 
Bedingungen  entspricht,  so  besteht  gemäss 
der  Aufgabe  die  Relation: 

a)  .  .  .  c  — b  =  h  —  a 
femer  besteht  zwischen  den  drei  Seiten  nach 
dem  pythagoreischen  Lehrsatz   die  j^eitere 
Relation: 

b)   .   .   .  C2  =  «2-^52 

Substituiert  man  nunmehr  den  aus  Glei- 
chung b)  für  c  sich  ergebenden  Wert  in 
Gleichung  a),  so  erhält  man: 

Va^+h^  —  t  =  6  —  a 
und  aus   dieser  Gleichung   erhält  man  der 
Reihe  nach: 


in  Frankfurt  a.  M.  1881. 


Der  ausführliche  Prospekt  und  das  ausführliche  In- 

lialtsyerzeichnis  der  „vollständig  gelösten  Aufgabensammlung 
von  Dr.  Ad.  Kleyer"  kann  von  jeder  Buchhandlung,  sowie  von 
der  Verlagshandlung  gratis  Ulld    portofi^ci  bezogen  werden. 

Bemerkt  sei  hier  nur: 

1).  Jedes  Heft  ist  anfgeschnitten  and  gut  brochiert,  nm  den  aofortigen  and  dauern- 
den Gebranch  zn  gestatten. 

2).  Jedes  Kapitel  enthalt  sein  besonderes  Titelblatt,  Inhaltsverzeichnis,  Berichtignngen 
ond  Erklärungen  am  Schiasse  desselben. 

3).  Aof  jedes  einzelne  Kapitel  kann  abonniert  werden. 

4).  Monatlich  erscheinen  3—4  Hefte  zn  dem  Abonnementsprelfe  von  26Pfg.  pro  Heft. 

5).  Die  Beihenfolge  der  Hefte  im  nachstehenden,  knrz  angedeuteten  Inhaltsverzeich- 
nis ist,  wie  aus  dem  Prospekt  ersiohtUoh,  ohne  Jede  Bedeutung  für 
die  Interessenten. 

6).  Das  Werk  enthält  AUes,  was  sich  überhanpt  anf  mathematische  Wissenschaften 
bezieht,  alle  Lehrsätze,  Formci^  ^nd  Regeln  etc.  mit  Beweisen,*  aUe  praktischen 
Aufgaben  in  voUständig  gelöster  Form  mit  Anhängen  angelöster  analoger  Auf- 
gaben und  vielen  vortrefflichen  Figuren. 

7).  Das  Werk  ist  ein  praktischeB  Lehrbuch  fßr  Sohfiler  aUer  Schulen,  das 
beste  Handbuch  fflr  Lehrer  und  Examinatoren,  das  Torsüglichste  Lehrbuch 
sum  Selbststudium,  das  Tortrefllichste  Nachschlagebuch  für  Fachleute  und 
Techniker  jeder  Art. 

8).  ADe  Buchhandlungen  nehmen  Bestellungen  entgegen. 


Das  vollstBndige 

Inhaltsyerzeichiiis 

der  bis  jetzt  erschienenen  Hefte  1 — 266 

Am  durch  jede  Buchhandlung  bezogen  werden. 


Halbjährlich  erscheinen  Nachträge  Über  die  inzwischen  neu  erschienenen  Hefte. 


Draek  tob  Cftrl  Hftmiisr  bk  Btottgart« 


268.  Heft. 


KO^a  61886  flOaiAe4^ 

^*^"'    I     Ebene  Trigonometrie. 

■^  "«««»     B  p^jrts.  V.  Heft  267.  —  Seite  161-176. 

Alt    pP       E  l^it  9  Figuren. 


VoHständig  gelöste 


Aufgaben  -  Sammlung 


-  nebst  Anhängen  ungelöster  Aufgaben,  für  den  Schul-  &  Selbstunterricht  — 

mit 

loiitlw  md  EntficUmg  der  benntzten  Sitze,  Formeln,  Regeln  in  Fragen  nnd  Antworten 

erläutert  durch 

viele  Holzschnitte  &  lithograph.  Tafeln, 

aui  allen  Zweigen 
^  BeehoikaBsty  der  Biederen  (Algebra,  Planimetrie,  Stereometrie,  ebenen  u.  iphftrischen 
Trigonometrie,  synthetiBehen  Geometrie  etc.)  u.  höheren  Mathematik  (höhere  AnalytiB, 
Differential-  u.  Integral-Rechnung,  analytische  Geometrie  der  Ebene  u.  des  Baumes  etc.);  — 
M»  aUen  Zweigen  der  Physik,  Mechanik ,  Graphostatik,  Chemie.  Geodleie,  Nautik , 
■athemat.  Geographie,  Astronomie;  des  Maschmen-,  Strafeen-,  ifisenbahn-,  Wasser-, 
Arlcken-  u.  Hoehban's;  der  KonstrnJEtlonslehren  als:  darstell.  Geometrie,  Polar-  u. 

ParalleloPerspeetiTe,  Schattenkonstmktionen  etc.  etc. 

fOr 

Schüler,  Studierende,  Kandidaten,  Lehrer,  Techniker  jeder  Art,  Militärs  etc. 

zum  einzig  richtigen  und  erfolgreichen 

Studium  y  zur  Forthfilfe  bei  Schularbeiten  und  zur  rationellen  Verwertung 

der  exakten  Wissenschaften, 

herausgegeben  von 

Dr.  Adolph  lileyer, 

Mathematiker,  rereideUr  kOnigl.  preuta.  Feldmetter,  yereideter  groiah.  hsiaitolier  Qeometer  I.  Klats« 

in  Frankfurt  a.  BL 
unter  Mitwirkung  der  bew&hrtesten  Kr&fte« 


J^__I-  -^_J_^.L   -^rI_-'^X-^'^J_,L 


Ebene  Trig^onometriee 

Fortsetzung  v.  Heft  267.—  Seite  161—176.   Mit  9  Figuren. 

Inhalt: 

Aorgab«!!  ttbar  das  rechtwinklige  Dreieck,  in  welchen  Summen  und  Diflforensen  zwieohen  der  sur  Hypotenuse 
gehörigen  Hohe  ,    der  Hypotenuseniegmente   und  der  Dreieuktaeiten  gegeben  sind  ;  in  welchen  die  Summen 

oder  Differenzen  dreier  Seiten  gegeben  lind. 

^  Stuttgart  1886. 
Verlag  von  Julius  Maier. 


^  iliizaliiM 


■■■  Di«te  Aufgabtnfammhing  «rtchelnt  fortlaufend,  monatlich  7—4  Haft«.  ^» 
Huplkapitai  sind  mit  aigaiwr  Paginierung  vartthen,  so  data  Jedat  dtrtalben  ainen  Band  bilden  wird 


Das  vollständige  Inhaltsverzeichnis  der  bis  jetzt  erschienenen  Hefte  1—26 
kann  durch  jede  Buchhandlung  bezogen  werden. 


Preisgekrönt  in  Frankfurt  a>  M.  1881. 

PROSPEKT. 

DieseB  Werk,  welcbem  kein  Umlicbes  zur  Seite  lieht,  erscheint  monatlich  in  ^-4 
Heften  za  dem  biUiir^ii  Preise  von  25  ^  pro  Heft  and  bringt  eine  Sammlang  der  wichtig- 
Bten  and  pr^tiscbsten  Aufgaben  ans  dem  Gesamtgebiete  der  Mathematik  9  Physik, 
Mechanik,  math.  Geographie^  Astronomie^  des  Maschinen- ^  Strassen-,  Eisenbahn-, 
Brücken-  und  HochbaneSy  des  konstraktiren  Zeidinens  etc.  etc.  und  zwar  in  TOllstindi; 
gelöster  Form,  mit  yielen  Figaren,  ErklArnngen  nebst  Angabe  and  Entwidelmg  der 
benntiten  S&tiCy  Formeln,  Regeln  in  Fragen  mit  Antworten  etc.,  so  dass  die  Lösnof 
jedermann  yerstftndlich  sein  kann,  bezw.  wird,  wenn  eine  grossere  Anzahl  der  Hefte  er- 
schienen  ist,  da  dieselben  sich  in  ilirer  Gesamtheit  erginaen  and  alsdann  auch  alle 
Teile  der  reinen  and  angewandten  Mathematik  —  nach  besonderen  selbständigen  Kapi- 
teln angeordnet  —  vorliegen. 

Fast  jedem  Hefte  ist  ein  Anhang  Ton  nngelSsten  Anfgaben  beigegeben,  welche  der 
eigenen  Lösang  (in  analoger  Form,  wie  die  bezflglichen  gelösten  Anfgaben)  des  Stadierendea 
überlassen  bleiben,  and  zugleich  Yon  den  Herren  Lehrern  für  den  Schulnnterricht  benntst 
werden  können.  —  Die  Lösungen  hierzu  werden  sp&ter  in  besonderen  Heften  f&r  die  Hand  det 
Lehrers  erscheinen.  Am  Schlosse  eines  jeden  Kapitels  gelangen:  Titelblatt|  InhaltsTerseiek- 
niSy  Berichtigungen  und  erlftntemde  ErklSmngen  Aber  das  betrelTende  Kapitel  zur  Ausgabe. 

Das  Werk  behandelt  zun&chst  den  Hauptbestandteil  des  mathematisch-naturwissen- 
schaftlichen ünterricbtsplanes  folgender  Schulen:  Bealsehnlen  I.  nnd  IL  Ord.,  gleich- 
berechtigten höheren  BOrgersehnlen,  PrlTatschnlen,  Gymnasien,  Realgymnasien,  Prs- 
gymnasien,  Schallehrer -Seminaren,  Polytechniken,  Techniken,  Bangewerksebnlea, 
Gewerbesehnlen,  Handelsschulen,  techn.  Torbereitangsschnlen  aller  Arten,  gewerbllclie 
Fortbildungsschulen,  Akademien,  üniTcrsitäten ,  Land-  und  ForstwissenschallsscliiileB, 
HtUUrsehnlen,  Torbereitnngs- Anstalten  aller  Arten  als  s.  B.  für  das  Eii^älirig^-Frei- 
willige-  und  Offliiers-Examen,  etc. 

Die  Schüler,  Studierenden  und  Kandidaten  der  mathematischen,  technischen  und 
naturwissenschaftlichen  Fächer,  werden  durch  diese,  Schritt  für  Schritt  gelöste,  Aufgaben- 
sammlung immerwihrend  an  ihre  in  der  Schule  erworbenen  oder  nur  gehörten  Theorien  etc 
erinnert  und  wird  ihnen  hiermit  der  Weg  zum  unfehlbaren  Auffinden  der  Lösungen  de^ 
jenigen  Aufgaben  gezeigt,  welche  sie  bei  ihren  Prüfungen  zu  lösen  haben,  zugleich  aber  auch 
die  überaus  grosse  Fruchtbarkeit  der  mathematischen  Wissenschaften  vorgeführt. 

Dem  Lehrer  soll  mit  dieser  Aafgabensammlung  eine  kriftige  Stfitie  für  den  Schal- 
Unterricht  geboten  werden,  indem  zur  Erlernung  des  praktischen  Teües  der  mathematischen 
Disziplinen  —  lum  Auflösen  Ton  Aufgaben  —  in  den  meisten  Schulen  oft  keine  Zeit  er- 
übrigt werden  kann,  hiermit  aber  dem  Schüler  bei  seinen  h&uslichen  Arbeiten  eine  yoü- 
st&ndige  Anleitung  in  die  Hände  gegeben  wird,  entsprechende  Aufgaben  zu  lösMi,  die  ge- 
habten Regeln,  Formeln,  Sfttze  etc.  anzuwenden  und  praktisch  zu  rerwerten.  Lust,  Hebe 
und  Terstftndnts  für  den  Schul-Ünterricht  wird  dadurch  erhalten  und  belebt  werden. 

Den  Ingenienren,  Architekten,  Technikern  und  Fachgenossen  aller  Art,  MlUtirt 
etc.  etc  soll  diese  Sammlung  zur  Aufflrlschung  der  erworbenen  und  vielleicht  Yergesseneo 
mathematischen  Kenntnisse  dienen  und  zugleich  durch  ihre  praktischen  in  aUen  BemC^ 
iweigen  Torkommenden  Anwendungen  einem  toten  Kapitale  lebendige  Kraft  verleihen  und 
somit  den  Antrieb  zu  weiteren  praktischen  Terwertungen  und  weiteren  Forschungen  geben. 

Alle  Buchhandlungen  nehmen  Bestellungen  entgegen.  Wichtige  und  praktische  Anf- 
gaben werden  mit  Dank  von  der  Redaktion  entgegengenommen  und  mit  Angabe  der  Namen 
verbreitet  —  Wünsche,  Fragen  etc,  welche  die  Redaktion  betreffen,  nimmt  der  Yei&sser, 
Dr.  Kleyer,  Frankfurt  a.  M.  Fischerfeldstrasse  16,  entgegen  und  wird  deren  Erledignng 
thonlichst  berücksichtigt. 

Stattgart.  Die  Yerlagshandlung. 
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Vä^+^  =  2&  —  a 
(  Y^^fi^Tfif  =  (2&  —  o)2 

02  +  52  =  452  — 4afe  +  a2 
4ab  =  352 
4a  =  36 

oder 

1)  .  .  .  rt  :  &  =  3  :  4 

Durch  Diskussion  dieser  Gleichung  er- 
gibt sich  zunächst,  dass  jedes  recht- 
winklige Dreieck,  in  welchem  das 
Verhältnis  der  beiden  Katheten  =  3:4 
ist,  der  Bedingung  der  Aufgabe  ent- 
spricht. 

Zur  Berechnung  des  Winkels  a  besteht 
nach  der  Figur  86  die  Relation; 

a 

oder  in  Rücksicht,   dass  nach  vorstehendem 
a :  ft  =  3  :  4  sein  muss : 

2)  .  .  .  tg«  =- 

und  hieraus  erhält  man  «  wie  folgt: 
log  tg  a  =  log  3  —  log  4 

Nun  ist: 

(+ 10)  (-  30) 

log  3  =       0,4771213 
—  log  4  =  —  0,6020600 


log  tg  «  =       9,8750613  —  10 

0541 

72 
43,9 


28,1 

mithin:  26,3 

«  =  360  52'  10" 

+  1" 

+  0,«" 
«  =  360  52' 11,6" 

Der  eine  der  gesuchten  Winkel  ist  also: 

A)  .  .  .  «  =  360  52' 11,6', 

Den  andern  Winkel  ß  kann  man  durch 
Abzug  des  Winkels  a  von  90*^  oder  unab- 
hängig von  dem  Winkel  a  in  gleicher  Weise 
wie  a  berechnen. 


Auigabe  227.    In  einem  rechtw^ikligen  f  c  +  a  =  20  m 

Dreieck  ist  die  Summe  der  Kathete  a  imd  Gegeben:  \c-^b::^  16m 

ier  Hypotenuse  c  =  20  m  und  die  Summe 

ier  H;T)otenuse  c  und  der  andern  Kathete  b  Andeutung.  Man  versuche  zunächst  emen 
=^  15  m:  wie  gross  sind  die  Winkel  und  die  der  gesuchten  Winkel  zu  bestimmen.  Wdl 
leiten  dieses  Dreiecks?  man  z.  B.,   siehe  Figur  87,   den  Wmkel  « 

berechnen,  so  verfahre  man  wie  folgt: 

Aus  dem  Dreieck  ABC  ergibt  sich  direkt 
die  Relation: 


b 
cos  «  =  — 
c 


oder  was  dasselbe  ist: 
Kleyer,  Ebene  Trigonometrie.  11 
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Figiir  87. 


c 


cos« 


ß^^ 


gegeben:  c-^a 
und 

c  +  h 

ErkL  224*  Ein  Lehrsatz  ans  der  Proportions- 
lehre  heisst: 

„In  jeder  Proportion  verhält  sich  die 
Snmme  oder  die  Differenz  der  Glieder  des 
ersten  Verhältnisses  zur  Summe  oder  Diffe- 
renz der  Glieder  des  zweiten  Verhältnisses 
wie  ein  paar  homologe  Glieder." 

Ist  z.  B.  die  Proportion: 

a  c 

gegeben,  so  ist  nach  diesem  Satz: 

und,  da  in  jeder  Proportion  die  inneren 
Glieder  unter  sich,  oder  auch  die  äusseren 
Glieder  unter  sich  vertauscht  werden  können, 
80  ist  hiemach  auch: 

'  a  c 

(Siehe  das  Heft  7  der  Kleyerschen  Encyklo- 
pädie.) 


Bringt  man  nunmehr  in  bezng  auf  die^ 
Proportion  den  in  der  Erkl.  224  angeführtea 
Summensatz  in  Anwendung,  so  erhäJt  man: 

h-\-c cos  «  + 1 

~c~""        i 
oder,  wenn  man  nach  der  Erkl.  104: 


1  +  cos  «  =  2  cos* 


2 


setzt : 


c  2 


Femer  erhält  man  aus  dem  Dreieck  ABC 
die  Relation: 

a 

sm«  =  — 
c 

oder,  was  dasselbe  ist: 

a  sin  « 

Biingt  man  in  bezug  aui  diese  Proportkc 
wiederum  den  in  der  Erkl.  224  angefühilfa 
Summensatz  in  Anwendung,  so  erhält  man: 

a  +  c sin  «  + 1 

T~~        1 

Berücksichtigt  man  nun,  dass  a  und  ^  ai^ 
spitze  Winkel  eines  rechtwinkligen  Dreieck^ 
Komplementwinkel  sind,  dass  also 

sin  «  =  cos  (90^  —  a)  und  hiemach : 

o+c  _  cos(900— c)  +  I 

c    ""  i 

ist,  und  dass  analog  wie  vorhin  nach  der 
ErkL  104: 

1  +  cos  (900  —  «)  =  2cos2  (^^^") 
gesetzt  werden  kann,  so  erhält  man  weitei. 


a-f"  c 

c 


=  2  cos« 


oder 


b)  .  .  . 


a'\'  c 


=  2  cos« 


900  — c 
2 


(«.-!) 


Dividiert  man  nunmehr  die  Gleichnng  l 
durch  Gleichung  a),  so  erhält  man  nach  en: 
sprechender  Reduktion : 


oder 


cos  (450  —  |.) 


cos -5 


cos«  (450  — |-) 


cos«! 


l/g  +  g 

-  V  h+c 


Setzt   man   nunmehr    nach   der   in  der 
Erkl.  225  angefühlten  Formel: 
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cosfiSo—  -H")  =  co8  450cos-ö-  +  8iu45<^-8in 


2 

so  erhält  man: 


COS  460  COS -5-  + sin  450  sin -^  /^  _|_  c 


oder 


v^ 


cos  460 -|- sin  450  < 


sin  TT 


=v?^ 


2        1/  «  +  <^ 


a  ?    O  +  C 

COS -2 


und  wenn  man  berücksichtigt,  dass  nach  der 
Erkl.  216: 

cos  450  =  sin  46®  =  — 1/2" 
ErkL  225.      Eine   goniometrische    Formel  2  ^ 

leisst:  ist  imd  dass 

cos  («  —  /J)  =  cos  a  cos/9  -f-  sin  a  sin/9  sin  ~ 

(Siehe  Formel  44  in  Kleyers  Lehrbuch  der  —  ^^  ^~q 

rtniometrie.)  cos  -^ 

Setzt  man  in  diese  Formel  für:  gesetzt  werden  kann: 


2  I^/tt/^^ix^Ai/ä-I-c 


0  geht  dieselbe  über  in:  2"  ^^  V  "t"  **"2j  ~  V  6+"« 

»»(«»- 1)  =  cos460co8|-  +  Bin460  8in|-  1  +  tg-J  =|/|^  :  i-^/ä 


oder 


+ 


^)---*«l=«V^-i 


nach  welcher  Gleichung  a  berechnet  werden 
kann. 


Au%abe  228.    In  einem  rechtwinkligen 
)reieck  sei  die  Summe  s  der  beiden  Katheten  Gegeben-  |  «  +  2>  =  «  =  400,06  m 

und  6  =  400,05  m  und  die  zur  Hypotenuse  '  \        ^=  ^^0,22  m 

:ehörige  Höhe  h  =  160,22  m;  man  soll  die  ^   a     4^        ^r     v       v  «1.^11. 

Wten  nnd  Winkel  dieses  Dreiecks  berechnen.  ^.  ^^^,!,^*5^«- J^^  ^^^^^^®  ™5^'^'  '^^^ 

Figur  88,  den  Winkel  a  wie  folgt: 

Figur  88.  Gemäss  der  Aufgabe  ist: 

a)  .  .  .  a-\-b  =:  8 

Aus  dem  Dreieck  ABC  ergibt  sich  die 
Relation: 

Schreibt  man  diese  Relation  in  der  Form: 

a  _  tg« 

und  bringt  in  bezug  auf  diese  Proportion 
den  in  der  Erkl.  224  angeführten  Summen- 
satz in  Anwendung,  so  erhält  man: 

a-\-h tg«  +  l 


a  + 
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Erkl«  226«  Eine  goniometrische  Fonnel  heisst : 

cos  2  a 

"2  80  erhält  man: 


oder  in  Rücksicht  der  Gleichung  a): 

b)  .  .  .  y  =  1+tga 

Um  nun  die  unbekannte  Kathete  b  hieran* 
zu  eliminieren ,  beachte  man ,  dass  sich  au« 
dem  Dreieck  ^Z>C  die  Relation: 

h 
am  «  =  -r- 

0 

ergibt  und  dass  hiemach: 

C)     .    .    .    5   =    --; 

sm« 
ist    Substituiert  man  diesen  Wert  für  A  in 
Gleichulng  b),   so   erhält  man  die   goni)' 
metrische  Gleichung: 

,.  8*since       ,   , 

d)  .  .  .  — ^ —  =  1  +  tg« 

in  welcher  nur  noch  der  unbekannte  Winkd  a 
vorkommt. 

Um  die  verschiedenen  Funktionen  de^ 
Winkels  a  auf  eine  einzige  zurückzuluhrtn 
(siehe  Kleyers  Lehrbuch  der  Goniometrie  iinl 
zwar  den  Abschnitt,  welcher  über  die  gom 
metrischen  Bestimmungsgleichungen  handeln 
verfahre  man  weiter  wie  folgt: 

Setzt  man  nach  der  Erkl.  120: 

sina 


-; -—  tg«  = 

^° «  —  y         2  so  erhält  man : 

(Siehe  Formel  58  in  Kleyers  Lehrbuch  der  s-sma  __      .  sine 

Goniometrie.)  h               '  cos  et 

oder 

Erkl«  227«  Eine  goniometrische  Formel  heisst :  8  •  sin  a  •  cos  k 


im «  =  y  — 


=cosa-|-8ina 

cos  2«  '^ 


sm«  —  y 2 und  wenn  man  nach  den  in  den  Erkl.  52. 

(Siehe  Formel  57  in  Kleyers  Lehrbuch  der  f^  7^^227    angeführten   goniometrische. 
Goniometrie.)  Forme]n  fhr: 

8m2a 
sm  « •  cos  a  =  — - — 


-..                            ^/T-f-cÖ82a 
für :  cos  «  =  y  — -~^ 

und  für: 


»m «  =  1/  — 


— cos2« 
smi 


2 
setzt : 


i<.sin2«_^ /l+cos2a    .   -^/l— c<j$S^ 
~  2Ä~  "■  V         2           ■"  V         2 
Durch  Quadratur  dieser  Gleichung  erhiJt 
man  femer:  

\r2jr)  =[y — 2 — +y—r^f 


oder 


g2.8in22ff  _  1+0082«  ^/l+co82ff    ,  A  — co82g  .   1— <^jj: 

-     I  «       .     .      -k  /(l  +  C0S2ff)  (1— C082«)    ,    -  ,o 

=  l  +  co82«  +  4  .  y  ^^-^ ^-j £^1— a^^S" 


»s.ginzg« 

2Ä2 
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Erid.  228.  Aus  der  nebenstehenden  Gleichung:  und  wenn  man  reduziert  und  nach  der  in  der 

^r2.sm22«  _  .  Erkl.  37  angeführten  algebraischen  Formel  für: 

"TÄi       ~  l  +  8m2«  (1  — cos2«)(l  +  co82a)  =  12  — cos22« 

hält  man  sin 2«  wie  folgt:  setzt: 

.811^2«      .  o  ,  s2.sin22a       ^  ,    4     r- — r- 

-fT^ sm2«=l  ___:=2  +  ^/l-co822« 

4Ä2   .  ^         4Ä2  oder 
^.v.__.8m2«  =  —  *a.8in22« 


2Ä2 


=  2-|-2l/l  — cos«2a 


\^ 


4^2 

g2.sin2  2ff 

4Ä2 


***     •    O        ,    /SÄZY  _  4Ä2         /2Ä2\2  SSÄ-' 

'.i^-—.%m^a-\-\-^j  —  —  i-^— j         g^^^t  man  nunmehr  nach  der  Erkl.  145: 
.  2Ä2\2       4Ä2      4Ä*    '  1  —  CDS« 2«  =  sin« 2a 

^'^~Ä)  "~^"^~ir  und  dividiert  die  ganze  Gleichung  mit  2,  so 

9^2  r^ißj p\  geht  vorstehende  Gleichung  über  in: 

«^-V  =  ±VirO_+^)  -";^;:^-  =  i+v^2ä^ 

ki,-_?^  +  ?^l/ü±^  oder  in: 

L  2A2      2Ä    ,      .   ^  41^2       =l  +  8in2« 

*        **  und  dies  ist  in  bezug  auf  die  Unbekannte 

^     ,  sin 2«  eine  unrein  quadratische  Gleichung; 

Bii i  =  ^  (_  Ä  +  y  «2  _[-  Ä2)  löst  man  dieselbe  in  bezug  auf  sin  2  a  auf, 

*^         ~  so  erhält  man  nach  der  Erkl.  228: 
Beriiisichtigt  man,  dass  das  zweite,  das  2ä 

atfirive  Vorzeichen  der  Quadratwurzel,  der  gin2a  =  —  (—  ä+  V«2-|-  ä«) 

AübW  Dicht  entsprechen  kann,   indem  sin 2a  ^ 

lezätiT  wfirde  und  in  diesem  Fall  der  Win-        Hat  man  mittels  dieser  Gleichung  aus  den 

)i  u  ein  Winkel  sein  müsste,  der  grösser  als  für  A  und  s   gegebenen  2iahlenwerten   den 

fisi  (s.  Erkl.  229),  was  aber  hier  nicht  mög-  Winkel  2a,  bezw.  den  Winkel  a  berechnet, 

jan  kann,  da  der  Winkel  «  als  spitzer  g^   kann   man   im   weiteren  nach   der   Auf- 

KJSÄCerwS^^^  ^5^   206   verfahren   oder  m^  kann.auch 

^W^xM  mnss,  sS  erhält  man:  5^^^»   ^f^'  gegebenen  Höhe  h  und  jenem 

2Ä  Wmkel  die  Kathete  o  bereclmen  u.  s.  f. 

>in2a  =  — (-_Ä+i/sr:FÄ^) 

ErkL  m.  Die  Werte  der  Funktion  „Sinus" 
fc  ille  zwischen  0^  imd  180o  liegenden  Winkel 
fei  joMtiT,  hingegen  sind  die  Werte  der 
Fabion  ^Sinus"  für  alle  zwischen  180»  und 
fliegenden  Wmkel  negativ.  (Siehe  Kleyers 
l*kWb  der  Goniometrie,  Abschnitt  10). 


Aufgabe  229.    Die   beiden   Katheten  a  fa  —  &=38  06m 

ßi  \'  eines  rechtwinkligen  Dreiecks  diffe-  Gegeben:  {         ^  __  2o'oo8m 

[»9  um  38,06  m,  die  zur  Hypotenuse  ge-        .  ,    .         t^.     *  ^„  !,.         *  ^    t. 

feHoheÄ  misst  2,008  m;  wie  gross  sind  .^  Andeutuiig.    Die  Auflösung  dieser  Aufgabe 

&  Seiten  und  Winkel  diese^  Dreiecks?  ^«*  "^^^«  ^^'  Auflösung  der  Aufgabe  228. 

Aufgabe  230.    Die   Summe   der  beiden  r  « -I-  fe  =  108  06  dm 

Katetai  a  ond  h  eines  rechtwinkligen  Dre^-  Gegeben:  \     '^ ^  ==  62  8  dm 

«b  sei  .v  =  108,06  dm,  die  nach  der  grosse-  * 

^^.w  Katheten,  nämüch  nach  h  gezogene        Andeutung.     Zur   Berechnung   der    ge- 

-ffsr-  oder  Mittellinie  si,  (s.  Erkl.  210)  sei  suchten  Kathete  aus  der  gegebenen  Mittel- 

r.b:>  in.  Man  soU  hieraus  die  Seiten  und  ünie  ^^  =  62,8  dm  und  der  Summe  a  +  ft 

^"a^el  des  Dreiecks  berechnen.  =  i08,06   dm   bestehen    die    Bestimmungs- 

gleichuBgen : 
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und 


2)  .  .  .  a  +  h  =z  108,06 

Hat  man  hieraus  a  und  b  berechnet,  $o 
kann  man  leicht  die  Winkel  und  die  Hypo- 
tenuse bezeichnen. 


Gegeben:  | 


h+m  =  12m 

«  =  280 13'  45" 


Andeutung.  Man  beachte,  siehe  Figur  ^^j 


f)  Aufgaben,  in  welchen  Summen  und  Differenzen  zwischen  der  zur  Hypotenuse 
gehörigen  Höhe,  der  Hypotenusensegmente  und  der  Dreiecksseiten  gegeben  sind. 

Aufgabe  231.  Die  Höhe  h,  welche  zur 
Hypotenuse  eines  rechtwinkligen  Dreiecks 
gehört  und  der  eine  Abschnitt  m  messen  zu- 
sammen «  =  12  m;  der  dem  Abschnitt  m  nicht 
anliegende  spitze  Winkel  a  misst  28^  18'  45'' ; 

wie  gross  sind  die  Seiten  und  der  Inhalt  des  dass  die  zur  Hypotenuse  c  gehörige  H5be  h\ 
Dreiecks  ?  das  rechtwinklige  Dreieck  in  zwei  andre  reclit 

winklige  Dreiecke  zerlegt,  und  dass  man  ^ 
Figur  89.  Kathete  a,  in  Rücksicht,  dass  mit  dem  W 

kel  a  auch  der  Winkel  ß  gegeben  ist,  m 
;rxA  ^®™  rechtwinkligen  Dreieck  BDC,  wie  c 

der  Auflösung  der  Aufgabe  206  gezeigt  wvm 
berechnen  kann.  Ist  die  Katiiete  a  berechne: 
so  kann  man  leicht  mittels  derselben  ^ 
andre  Kathete  b  und  den  Inhalt  berechnen 


Aufgabe  232.  In  einem  rechtwinkligen 
Dreieck  sei  die  Summe  der  Kathete  a  und  der 
zur  Hypotenuse  gehörigen  Höhe  h  =  0,684  km, 
femer  sei  der  jener  Kathete  a  gegenüber- 
liegende Winkel  a  =  4^3' 8,4".  Man  be- 
rechne die  Seiten  und  den  Inhalt 


Gegeben:  I     ^«^4^3.8,4- 

Andeutung.    Die  Auflösung  dieser  Xuie»^ 
ist  analog  der  Auflösung  der  Au^be  231,  m 
in  Rücksicht,  dass  mit  dem  einen  spitsen  Wink 
eines  rechtwinkligen  Dreiecks  auch  der  aniia 
gegeben  ist,  im  weiteren  analog  der  Aufgabe  SU 


Au&abe  283.  Welche  Resultate  ergibt 
die  Auflösung  der  vorigen  Aufgabe,  wenn 
nicht  die  Summe  der  Kathete  a  und  der 
Höhe  h,  sondern  deren  Unterschied  =  0,684  km 
beträgt? 


Gegeben:  I         „  =  40 3' 8,4 


km 

f4 


Andeutung«  Die  Auflösung  dieser  Avd^^^ 
ist  analog  den  Auflösungen  der  Aufgaben  23 
und  212. 


Aufgabe  284.  Die  Summe  der  zur  Hypo- 
tenuse gehörigen  Höhe  und  des  einen  Seg- 
ments, welches  die  Höhe  von  der  Hypotenuse 

abschneidet,  ist  =  40  dm;  die  diesem  Segment  .  ,  **"••"«•"»•    ^*«  f  ™"''^  "^f  «f  t^l 
anliegende  Kathete  a  ii;t  =  22,5  dmf  wie  "^^^^^  ^'^  Auflösungen  der  Aufgaben  ^ 
gross  sind  die  nicht  g^ebenen  Seiten  und 
die  Winkel  dieses  Dreiecks? 


Geireben-  i^  +  ^  =  ^^^ 
wegeoen.  I  a  =  22,5  dm 

Andeutung.    Die  Auflösimg  dieser  Aufgal-i 


Aufgabe  286.  Die  Höhe  h  eines  recht- 
winkligen Dreiecks  differiert  mit  dem  einen 
Abschnitt,  welchen  sie  von  der  Hypotenuse 
abschneidet,  um  0,098  m  und  die  diesem  Ab- 


Gegeben:  I  a  =  21608  m 
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soimitt  anliegende  Kathete  a  misst  2,608  m;        Andeutung.    Die  Auflösung  dieser  Aufgabe 

me  gross  sind  die  beiden  nicht  gegebenen  ist  analog  den  Auflösungen  der  Aufgaben  281 

Seiten  des  Dreiecks,  wie  gross  die  Winkel  ^^^  ^^* 
und  der  Inhalt  desselben? 


Angabe  236.  Die  Summe  der  Kathete  a 
und  der  Höhe  h  eines  rechtwinkligen  Dreiecks 
ist  =  0,89  km;  das  Segment  m,  welches  die 
Höhe  k  auf  der  Hypotenuse  c  abschneidet 
und  der  Kathete  a  anliegt,  verhält  sich  zu 
dieser  Kathete  a  wie  1 : 2.  Die  Seiten  und 
Winkel  dieses  Dreiecks  sind  zu  berechnen. 


Andeutung.  Mittels  des  gegebenen'Ver- 
hältnisses  berechne  man  zunächst  die  Winkel 
des  Dreiecks,  dann  verfahre  man  im  weiteren 
analog  wie  in  den  Andeutungen  zu  den  Auf- 
gaben 231  nnd  211  gesagt  ist. 


Aufgabe  237.  Welche  Resultate  ergibt 
die  Auflösung  der  vorigen  Aufgabe,  wenn 
anstatt  der  Summe  der  Kathete  a  und  der 
Höbe  Ä,  deren  Differenz  =  0,89  km  beträgt? 


Gegeben:  | 


a  —  Ä  =  0,89  km 
m'.a^=.  1:2 


Andeutung.  Die  Auflösung  dieser  Aufgabe 
ist  analog  den  Auflösungen  der  Aufgaben  286 
und  212. 


Aufgabe  238.  Die  Katliete  a  eines  recht- 
winkligen Dreiecks  misst  zusammen  mit  dem 
Abschnitt  w,   welcher  von  der  Hypotenuse 


Gegeben:  | 


a-^m  =  4,683  m 
m:A  =  8:4 


Andeutung.    Die  Auflösung  dieser  Aufgabe 


dorch  die  zugrehörige  Höhe  A  abgeschnitten  ^  —  »"l;^  XuflöTung  Her  AtrfgabÄe 
Wird  and  jener  Kathete  anliegt  =  4,683  m,  .,- j  oi  i  *  ® 


nnd  das  Verhältnis  jenes  Abschnitts  m  zur 
Höhe  h  ist  =  3 : 4;  man  soll  die  Seiten  und 
Winkel  des  Dreiecks  berechnen. 


Aufgabe  239.  Welche  Resultate  ergibt 
<üe  Aoflösong:  der  vorigen  Aufgabe,  wenn 
anstatt  der  Summe  der  Kathete  a  und  des 


^^^^-■{'zrKZtu 


Andeutung.    Die  Auflösung  dieser  Aufgabe 


Abscbmtu  m  deren  Differenz  =  4.683  m  ist?  ^  -•--;„  Tuflar^Sener  A^rf^bÄe 

und  212. 

Auijgabe   240.     Man  kennt  von    einem  r  ä  -f  m  =  10  068  dm 

rechtwinkligen  Dreieck  die  Summe  der  zur  Gegeben:  |     ^-a  — 2,1:6,4 

Hypotenuse  gehörigen  Höhe  ^  und  einem  der        .  ,    ,         ^.        *«„      *    ,.'        *   -    ,. 
Abschnitte  m  und  n,  in  welche  diese  Höhe  .^  Andeutung.    Die  Auflösung  dieser  Aufgabe 
die  HypotenneezerWt  und  zwar  sei  Ä  +  m==  f^^"^^  ^'^  Auflösungen  der  Aufgaben  286 
10,058  dm;  feiner  ist  bekannt,  dass  das  Ver- 
hältnis zwischen  dem  Abschnitt  m  und  der 
demselben  anliegenden  Kathete  a  =  2,1 : 5,4 
ist   Man  berechne  die  Seiten  und  Winkel 
des  Dreiecks. 


Auijgabe  241.  Welche  Resultate  ergibt 
die  AiSösimg  der  vorigen  Aufgabe,  wenn 
nicht  die  Summe  A  -f-  m  bekannt  ist,  sondern 
wenn  die  Höhe  h  und  der  Abschnitt  m  um 
2,009  dm  differieren? 


Gegeben:  | 


Ä  —  w  =  2,009  dm 
m :  a  =  2,1 :  6,4 

Andeutung.  Die  Auflösung  dieser  Aufgabe 
ist  analog  den  Auflösungen  der  Aufgaben  236 
und  207. 


Aufgabe  242.   Die  Kathete  a  eines  rech^  r  «  4-  ä  —  8  qju  iim 

winkligen  Dreiecks  misst  mit  der  zur  Hypo-  Gegeben:  {    /!  5  Z  0  8%(S 

tenuse  gehörigen  Höhe  h  zusammen  8,284  dm  xv.  '       ' 

und  jene  Kathete  a  verhält  sich  zur  andern  .  ,  Andeutung.    Die  Auflösung  dieser  Aufgabe 

Kathete  h  =  0,8:0,09.   Wie  gross  sind  die  IfL"??^«  ^'"^  Auflösungen  der  Aufgaben  286 
leiten,  die  Whikel  und  der  Inhalt  dieses  * 

Dreiecks? 
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Aufgabe  243.    Welche  Resultate  ergibt  r  a  —  ä  =  0  68  dm 

die  Auflösung  der  vorigen  Aufgabe ,  wenn  Gegeben ;  |     a:h  =  Ofi: 0,09 

nicht  die  Summe  von  a  und  h  gegeben  ist,  ...          T^•     /  i^v          j'        *  r  ^ 

sondern  Wemi  der  Unterschied  zwischen  der  ,  ,  Andeutung.    Die  Auflösung  dieser  Aiifgal. 

Kathete  a  und  der  Höhe  h  =  0,68  dm  beträgt?  1  tit^  '^'''  Auflösungen  der  Aufgaben  23^ 


Aufgabe  244.  Die  Differenz  der  beiden 
Segmente  m  und  m,  in  welche  die  Hypotenuse 
eines  rechtwinkligen  Dreiecks  durch  die  zu- 
gehörige Höhe  geteilt  wird,  betrage  d  =  0,45  m 
und  der  dem  Segment  n  anliegende  Winkel  (z 
sei  =  22®  11' 12,4";  wie  gross  sind  die  drei 
Seiten  dieses  Dreiecks? 


Gegeben:  | 


»I  —  fi  =z  d  :=  0.45  m 
«  =  220 11' 12,4" 


Figur  90. 


Andeutungen:  1).  (analytisch)  Stellt 
siehe  Fig.  90,  ABC  das  Dreieck  dar,  welche- 
den  Bedingungen  der  Aufgabe  entspricht,  s<> 
bestehen,  in  Rücksicht,  dass  ß  grösser  als  .- 
ist  und  dass  dem  grösseren  Winkel  (i  <!?> 
kleinere  Segment  m  der  H3'pot«nuse  anliegen 
muss,  zur  Berechnung  der  Segmente  m  und  • 
die  Relationen: 

a)  .  .  .  n  —  m  =.  <f  (=:  0,45  m) 


b)  .  .  .  tff«  =  — 


und 


c)  .  .  .  Ä2  =  m-n  (s.  Erkl.  205) 

Aus  diesen  drei  Gleichungen  kann  mar 
z.  B.  //  wie  folgt  berechnen: 

Aus  Gleichung  c)  erhält  man: 

d)  .  .  .  Ä  =  \/^'ii 

diesen  Wert  für  h  in  Gleicliung  b)   substi- 
tuiert, gibt: 


tg«  = 


» 


oder 


oder 


e) 


•     •     • 


tg 


t« 


m 


Löst  man  diese  Gleichung  in  bezug  aut 
auf,  so  erhält  man: 

m 


tg2«  = 


11 


oder 


f)  .  .  .  m  =  U'tg^tt 

Aus  den  Gleichungen  a)  und  f)  erhält  man 
hiemach  für  n  die  Bestimmungsgleichnn«;: 

n  — V'tg^a  =  d 
und  hieraus  erhält  man: 

«(1  —  tg2«)  =  (f 
oder 

g)...n  =  j-^^^ 

mittels  welcher  Gleichung  man  das  Segment 
berechnen  kann.     In  analoger  Weise   kauD 
man  m,  und  dann  kann  man  mittels  des  tüT 
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Figur  91. 


B' 


Erkl.  290.    In  Figur  91  ist: 
|l  . .  <  BEC  =<^EBC  =  ß  oder  ^B  —  a 

btr  ist: 

h.<AEC=2R-'<^BEC=2R  —  {R—a) 

oder  =z  B-\-a 

hn.  a : 

.11      <E€A  =  2R  —  <^AEC—<^EAC 

=  2Ä  — Ä— a  — « 
=  Ä  — 2« 

ErkL  28L  Eine  goniometrische  Formel  heisst : 

sin  (i?  -f- «)  =  cos  « 
(Skfae  Formel  35  a  in  Eleyers  Lehrbach  der 

feicioBietrie).  


die  Hypotenuse  c  =  m-\- n  sich  ergebenden 
Werts  die  Katheten  a  und  b  berechnen. 

2).  (sj^nthetisch)  Man  denke  sich,  siehe 
Figur  91,  den  kleinem  Abschnitt  m  auf  dem 
grossem  Abschnitt  n  so  abgetragen,  wie  die 
Figur  91  zeigt,  und  E  mit  C  verbunden; 
man  erhält  alsdann  das  gleichschenklige 
Dreieck  BCE  und  das  schiefwinklige  Drei- 
eck AEC;  in  letzterem  kennt  man  die 
Seite  AE,  dieselbe  ist  gleich  der  gegebe- 
nen Differenz  w  —  ni  =  d^  und  die  sämt- 
lichen Winkel;  letztere  haben  die  in  der 
Figur  91  verzeichneten  Weite  (s.  Erkl.  230); 
mitteis  der  Sinusregel  erhält  man  aus  dem 
schiefwinkligen  Dreieck  -4  J5^C  zur  Berechnung 
der  Kathete  b  die  Relation: 


8in(i?  + «)  ^8in(^--2ff) 
oder,  da  nach  der  Erkl.  231 : 

sin(/?-|-")  =  cos« 
und  nach  der  Erkl.  19: 

8m(i?  — 2«) : 

ist,  die  Relation: 

b 


cosa 


woraus  sich: 


A)  .  .  .  6  = 


ergibt. 


cos  2« 

d 
cos  2  tt 

d • cos  « 
cos  2« 


Abgabe  245.  Die  Hj'potenuse  c  eines 
!RtktTsinkligen  Dreieck«  misst  51,09  m,  die 
te  gehörige  Höhe  teilt  dieselbe  in  zwei 
i^-jcliittewi  und  ;?,  deren  Differenz  =  30,8  m 
^%t.  AVie  gross  sind  die  Seiten  und  Winkel 
fe^  Dreiecks? 


Gegeben  •  I  ^  —  51,09  m 

LregeDen  •  |  „^  _  ,j  ^  30  g  ^ 

Andeutung.  Aus  der  gegebenen  Differenz 
der  Abschnitte  m  und  7i  und  aus  deren  Summe, 
welche  gleich  der  gegebenen  Hypotenuse  c  ist, 
berechne  man  die  Segmente  m  imd  n\  dann 
bestimme  man  unter  Anwendung  des  in  der 
Erkl.  204  angefahrten  planimetrischen  Satzes 
jede  einzelne  Kathete  und  hierauf  mittels  der 
berechneten  Stücke  die  Winkel. 


Aufgabe  246.  Die  Segmente  m  und  v, 
111  wdche  die  Hjrpotenuse  eines  rechtwink- 
fca  Dreiecks  durch  die  zugehörige  Höhe 
Ntft  wird,  differieren  um  8^/c  m  und  die 
^^  grosseren  jener  Segmente  liegende 
^thete  ff  ist  15,9  m.  Man  berechne  hieraus 
^^  Hypotenuse,  die  andere  Kathete  und  die 
^nikfl  des  Dreiecks. 


Gegeben:  i 


m  —  n  =  8^6  m 
a  rz:  15,9  m 


Andeutung.  Mittels  der  gegebeneu  Dif- 
ferenz der  Hj^potenusensegraente  m  und  n, 
und  mittels  des  in  der  Erkl.  204  angeführten 
planimetrischen  Satzes  bestimme  man  die 
Segmente  in  und  n^  indem  man  die  sich 
hiemach  ergebenden  zwei  Gleichungen  mit 
den  zwei  Unbekannten  tn  und  «  auflöst. 
Dann  berücksichtige  man,  dass  w  -f- 11  gleich 
der  gesuchten  Hj'potenuse  ist.    Die  andere 
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Kathete  und  die  Winkel  lassen  sich  alsdajiii 
mittels  der  berechneten  und  der  gegebenen 
Stücke  auf  einfache  Weise  berechnen. 


Aufgabe  247.  Die  zur  Hypotenuse  eines 
rechtwinkligen  Dreiecks  gehörige  Höhe  h 
misst  41,68  m  und  die  Differenz  der  zwei 
Segmente,  in  welche  diese  Höhe  die  Hypo- 
tenuse teilt,  ist  =  6,432  m.  Man  berechne 
aus  diesen  Angaben  die  Seiten  und  Winkel 
des  Dreiecks. 


Gegeben:  (^^;-^l^ 


=  41,68  m 
432  m 


Andeutung.  Durch  die  gegebene  Differenz 
der  Abschnitte  m  und  n  hat  man  eine  Be- 
stimmungsgleichung für  m  und  n ;  eine  zweite 
Bestimmungsgleichung  erhält  man,  wenn  man 
den  in  der  £rkl.  205  angeführten  planimetri- 
sehen  Satz  in  Anwendung  bringt.  Aas  diesen 
beiden  Gleichungen  bestimme  man  m  und  ^. 
Dann  berechne  man  aus  m  und  h,  bezw.  aoi 
ii  und  h  die  Winkel  und  die  Katheten  dn 
Dreiecks. 


Aufgabe  248.  Die  Summe  der  Hypo- 
tenuse c  eines  rechtwinkligen  Dreiecks  und 
die  zu  ihr  gehörige  Höhe  h  beträgt  s  = 
608,08  m;  einer  der  spitzen  Winkel  sei 
a  =  26^  0'  48" ;  wie  gross  sind  die  Seiten 
dieses  Dreiecks? 


Figur  92. 


Gegeben 


■■{ 


c  +  Ä  =  «  =  608,08  m 
«  =  260  0'  48" 


Andeutung.    Zunächst  berechne  man  die 
Hypotenuse  c  wie  folgt: 

Gemäss  der  Aufgabe  besteht  die  Relatioii: 

a)  .  .  .  e-^-h  z=i  8 

Zur  Elimination  der  Höhe  h  beachte  nuu 
folgendes : 

Aus   dem  rechtwinkligen  Dreieck  ÄDi\ 
siehe  Figur  92,  erhält  man: 

h 

sm«  =  -r- 
0 

oder 

b)  .  .   .  A  =>&-8iUfe 

und  aus  dem  rechtwinkligen  Dreieck  AB*' 
erhält  man: 


cos  «  =  — 
c 


oder 


C)    .    .    .   &  =  C*COS(K 

Substituiert  man  den  durch  Gleichung  c» 
in  c  und  a  ausgedrückten  Weit  in  Gleichung  b< 
so  erhält  man  für  die  Höhe  h\ 

h  =:  o*cosa*sin<c 
oder 

<;*2sinaco9cK 


Ä  = 


2 


und  in  Rücksicht  der  in  der  ErkL  52  ang«- 
führten  Formel: 

,.            7        c»8in2a 
d)  .  .  .  h  =  — 2 

Setzt  man  diesen  Wert  für  A  in  Gleichung  «•. 
so  erhält  man: 

,  o*sin2ie 

CH =  8 
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oder 


/    ,  sin2«\ 

2  4- sin  2« 
c =  s 


mithin  : 


e)   .  .  .  c  = 


2-9 


2  +  sin2o 
wonach  man  c  berechnen  kann:  n.  s.  f. 


Angabe  249.  Die  Hypotenuse  c  und  die 
ihr  zugehörige  Höhe  h  messen  zusammen 
.?]=  640,887  m,  der  eine  Abschnitt  m  der 
Hypotenuse  hat  eine  Länge  von  489,004  m; 
wie  gross  sind  die  Seiten  und  die  Winkel 
des  Dreiecks? 


Gegeben:  | 


c  +  Ä=:«  =  640,887m 
m  =  489,004  m 


Figur  93. 


Andeutung.  Mittels  der  in  der  Aufgabe 
gegebenen  Gleichung: 

und  der  nach  der  ErkL  205  sich  ergebenden 
Gleichung: 

b)  .  .  .  h^^^m'^c  —  m) 

kann  man  zunächst  die  Höhe  h  berechnen; 
dann  kann  man  aus  m  und  h  den  Winkel  a 
und  die  Kathete  a  berechnen  u.  s.  f. 

Man  kann  aber  auch  zunächst  einen  der 
W^inkel,  z.  B.  den  Winkel  ß  berechnen  und 
zwar  wie  folgt: 

Ist,  siehe  Figur  93,  ÄßC  das  rechtwink- 
lige Dreieck,  welches  den  Bedingungen  der 
Aufgabe  entspricht,  so  kann  man  ausser  der 
in  der  Aufgabe  gegebenen  Gleichung: 

*i)  •  •  •  c-\-h  =  8 

folgende  weitere  Gleichungen  ansetzen: 

tg/5  =  —  (ergibt  sich  aus  dem  Dreieck  B  CD) 

oder 

b,) . .  Ä  =  m*tg/9 

und 

cos  /J  =  —  (ergibt  sich  aus  dem  Dreieck  ÄBCf) 


c 


oder 

c) . . .  c  ^ 

femer : 


cos^ 


m 


cos/J  =  —  (ergibt  sich  aus  dem  Dreieck  B  CD) 


oder 

d) . . .  a  = 


ni 


cos^ 


Aus  den  Gleichungen  c)  und  d)  erhält  man 
zunächst : 

e)  .  .  .  c  =:  — j- 

Substituiert  man  die  Werte  für  c  und  h 
aus  den  Gleichungen  e)  und  bi)  m  Gleichung 
ai),  so  erhält  man: 
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C08«^ 

nämlich  eine  gonio metrische  Gleichung, 
in  welcher  der  gesuchte  Winkel  ß  vorkommt. 
Diese  goniometrische  Gleichung  muss  nun  zur 
Bestimmung  von  ß  so  umgeformt  werden,  dass 
nur  eine  goniometrische  Funktion  des  unbe- 
kannten Winkels  ß  vorkommt ;  dies  kann  man 
wie  folgt: 

-±-  +  t^ß^± 

1     j^sin^  .*>■ 

"r 


CQS^ß  '   cos^  m 

1  +  sin /S- 008/5 s 

co8*/J  m 
j    ,    8in2/S 


■^       =  —  (8.  Erkl.  52) 


C082  ß  m 

2  +  8m2^  —  A 
2c082^  m 

1+^  =  ±  (8.  Erkl.  226) 
1  +  C082/9        m 

2m-f-m8in2/S  =  8-\-8'C0s2ß 

7M-8in2/J  —  8-co92ß  =.  s  —  2m 

sm2i5 cos2ä= 

m  m 

Diese  Gleichung  kann  man  nunmehr,  ^^e 
in  Kleyers  Lehrbuch  der  Goniometrie,  Ab- 
schnitt L),  gezeigt  ist,  durch  Einführung  de? 

Hülfswinkels  9  wie  folgt  weiter  auflösen. 
Man  setze: 

1)  .  .  .  —  =  tgy  (s.  Erkl.  140) 

und   berechne  hieraus  den  Winkel  ff:  jene 
Gleichung  geht  in  Röcksicht  dessen  über  in: 

•    r^  ^  «>.        **  —  2»! 

8m2/9-"  tgy-co82^  =  

Erkl«  282«  Eine  goniometrische  Formel  heisst :  *n 

sin(a  -ß)  =  sin« cos/S  —  cosa-smß  ^-^^g . _ 55iE.co82/J  =  ^^^^ 

(Siehe  Formel  42  in  Kleyers  Lehrbuch  der  cosy  m* 

Goniometrie).  .^^  ^^.  «-—2  m 

Setzt  man  diese  Formel:  sm^ß-costf  -  cos^ß-suKf  =  — jjj cosy 

"  =  ^"                                          und  hieraus  erhält  man  nach  der  Erkl.  232: 
ß  =  <f                                                                                     8  — 2m 
so  erhält  man:  2)  .  .  .  sin (2/9  —  y)  =  — cosy 


m 


8in(2«-v)  =  8in2«.co8».-co82«8inv  gat    man   also    nach   GleicUnng  1)    den 

Hiilfswinkel  (p  berechnet,  so  kann  man  ans 
Gleichimg  2)  den  Winkel  {2ß  —  <p)  berechnen, 
wonach  sich  ß  leicht  ergibt.  Sind  auf  diese 
Weise  die  Winkel  des  Dreiecks  bereclmet, 
so  kann  man  leicht  die  Seiten  berechnen. 
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Aufgabe  260.  Die  Kathete  a  eines  recht- 
winkligen Dreiecks  sei  =  2,5  m;  die  Summe 
der  Hypotenuse  c  und  des  der  Kathete  a  nicht 
anliegenden  Segments  n  der  Hypotenuse  sei 
^=  12,04  m;  man  berechne  die  Seiten  und 
Winkel  dieses  Dreiecks. 


Gegeben:  {^^«  =  f. 5m^2 04m 

Andeutung.  Zunächst  berechne  man  die 
Hypotenuse  c  aus  der  durch  die  Aufgabe 
gegebenen  Gleichung: 

a)  .  .  .  c  -[-  n  =  ij 

und  aus  der  Gleichung,  welche  man  erhält, 
wenn  man  den  andern  Abschnitt  der  Hypo- 
tenuse durch  c  —  n  ausdrückt  und  den  in  der 
Erkl.  204  angeführten  planimetrischen  Satz 
in  Anwendung  bringt;  diese  hiemach  erhal- 
tene Gleichung  heisst: 

b)  .  .  .  a^  z=  C'{c  —  n) 

Hat  man  c  berechnet,  so  kann  man  leicht 
die  übrigen  Stücke  finden. 

Oder  man  verfahre  analog  wie  in  den 
Andeutungen  zu  den  Aufgaben  248  und  249 
angegeben  ist 


in%abe  251.  In  einem  rechtwinkligen 
Dreieck  differieren  die  beiden  Katheten  a  und  h 
m  d  =  39,08  m  und  die  beiden  Abschnitte 
w  und  n  der  Hypotenuse  differieren  um  c/,  = 
41,07  m;  wie  gross  sind  die  Seiten  und  die 
Winkel  dieses  Dreiecks,  wenn  der  Abschnitt  m 
der  der  Kathete  a  anliegende  Abschnitt  ist? 


Gegeben:  |^_^^^^^4i, 


=  89,08  m 
07  m 


Figur  94. 


.'^\A 


Andeutung.  Man  bestimme  zunächst  die 
Winkel  des  Dreiecks  wie  folgt: 

Gemäss  der  Aufgabe  ist: 

a)  .  .  .  a  —  h  •=.  d 
und 

b)  .  .  .  m  —  H  =.  d^ 

Ist  nun,  siehe  Figur  94,  ABC  das  recht- 
winklige Dreieck,  welches  den  Bedingungen 
entspricht,  so  erhält  man  femer  aus  dem- 
selben: 

c)  .  .  .  rt  =  c»8in«  (s.  Erkl.  50) 

und 

d)  .  .  .  &  =  c-cosa  (s.  Erkl.  51) 

Substituiert  man  die  Werte  für  a  und  h 

aus  den  Gleichungen  c)  und  d)  in  Gleichung  a), 

so  erhält  man: 

c-sina  —  C'COS«  =  d 

oder 

d 

1)  .  .  .  smcis  —  cos«  =  — 

'  c 

Femer  ergibt  sich  aus  dem  rechtwinkligen 

Dreieck  BCL: 

*'* 
a 

oder 

m  =  a-cos/J 

oder,  wenn  man  für  cosß  =  sin«  und  nach 

Gleichung  c)  für  a  =  r-sin«  setzt: 

m  ■=.  C'Sinw'Sin« 

oder 

e)  .  ,  .  f w  =  C'Sin«« 
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Erkl.  288«     Eine   goniometriscbe   Formel 
heiBBt: 


Aus  dem  rechtwinkligen  Dreieck  ADC 
ergibt  sich  weiter: 

n  =:h'COBa  (s.  ErkL  51) 

oder,  wenn  man  nach  Gleichung  d)  fnr 
h  =  c-'cosa  setzt: 

f)  .  .  .  n  =  C'cos^a 

Sabstitniei*t  man  die  Werte  für  m  nnd  n 
ans  den  Gleichungen  e)  und  f)  in  Gleichung  b), 
so  erhält  man: 

C'Bin^a  —  C'COB^a  =  d, 
oder 

2)  .  .  .  sin^a  —  cos^a  =  — ^ 

e 

Mit  den  Gleichungen  1)  und  2)  hat  man 
somit  zwei  Gleichungen,  in  welchen  die  üa- 
bekannten  c  und  a  vorkommen.  Dividiert 
man  zur  Elimination  von  c  die  Gleichung  2) 
durch  die  Gleichung  1),  so  erhält  man: 
sins«  —  cos*a  __  d, 
sino  — cosa         d 

und  diese  goniometrische  Gleichung  muss  man 
in  bezug  auf  eine  trigonometrische  Funktioi 
des  gesuchten  Winkels  a  auflösen;  dies  kas£ 
man  wie  folgt: 

Zerlegt  man  den  Zähler  links  nach  der 
Formel: 

a2— 62  =  (a  +  5)(a  — 5) 

so  erhält  man: 

(sin«  "1-  costt)  (sing  —  cosa) d^ 

sina  —  cosa  d 

oder 


sina  +  cosa  =  .V^' 8in(450-f-a)  sina-f-cosa  = -^ 

oder  =  V^'  cos  (450-  «)  g^^zt  man  jetzt  nach  der  Erkl.  233: 

(Siehe  die  Formehi  108  und  110  in  Kleyers  ,  ,/?>-,.    ^».^  •     x 

Lehrbuch  der  Goniometrie.)  sma  +  cos«  =  V^  (8m45o-|-«) 

so  erhält  man: 

\/2'.8m(45o  +  «)  =  A 

oder 
A)...8m(46o  +  „)  =  y;^ 

mittels  welcher  Relation  man  den  Winkel 
(45^ +  a)  und  somit  auch  a  berechnen  kann; 
u.  s.  f. 


An^be  252.     Die  Summe   der  Hypo- 


z=8  =  340  dm 


tenuse  c  und  der  Kathete  a  eines  rechtwink-  Gegeben:  \  f^H ^  =  ^4js  dim 

ligen  Dreiecks  sei  «  =  340  dm,  die  Diflferenz        .  ,    »         ,r        _/.,..         i        *rr  • 
der  beiden  Hypotenusensegmente  m  und  n,  ^ie^?ÄTdS^^^^ 
von  welchen  m  der  Kathete  a  fliegt,  sei  ^^  ^^^^^  ^^^  ^^^e  sowohl  die  iegebäe 
tf  =  245  dm ;  wie  gross  smd  die  Winkel  und  Summe  «,  als  auch  die  gegebene  DiffereuÄ  d  in 
Seiten  dieses  Dreiecks?  die  Hypotenuse  c  und  in  die  spitzen  Winkel  « 

und  ß  aus,  eliminiere  dann  fl  und  lOse  8chlidt»$* 
lidi  die  erhaltene  goniometrische  Gleichung  ani 
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Angabe  253.     Die   Summe  der  1137)0- 

«Duse  c  und  der  zugeliöiigen  Höhe  h  sei 
=  100  m,  die  Differenz  der  beiden  Hypo- 
sasenabsclmitte  m  und  n  sei  d  =  75  m; 
lie  gross  sind  die  Seiten  und  Winkel  des 


Gegeben 


Ireiecks? 


Andeutung.  Man  Terfahre  in  analoger  Weise 
wie  bei  der  Anflösnng  der  Anfgabe  251  lud 
berechne  znerst  einen  Winkel,  indem  man  so- 
wohl die  gegebene  Snmme  s  als  auch  die  ge- 
gebene Differenz  d  in  einen  jener  spitzen  Winkel 
des  Dreiecks  und  in  die  Hypoteouse  c  ausdrückt 
und  alsdann  c  eliminiert. 

Man  kann  auch  zuerst  mittels  den  in  der 
Aufgabe  gegebenen  Gleichungen  und  des  in  der 
Erkl.  205  angeführten  planimetrischen  Satzes 
die  Hypotenuse  c  berechnen. 


f)  Aufgaben,  in  welchen  die  Summen  oder  Differenzen  dreier  Seiten  gegeben  sind. 


Au%abe  254.  Der  Umfang  u  eines  recht- 
nakügen  Dreiecks  beträgt  12  m  und  ein 
pzei  Winkel  desselben  misst  a  =  35^; 
irk  2T0SS  siod  die  drei  Seiten? 

Figur  95. 


Gegeben:  I  ^ 


-j-b  +  c  =  22  =  12m 
«  =  350 


EitL  284«    Ein  Lehrsatz  aus  der  Propor- 
^^efare  heiffit: 


Auflösung  1  (analytisch).  Ist,  s.  Figui*  95, 
^^C  das  rechtwinklige  Dreieck,  welches  den 
Bedingungen  der  Aufgabe  entspricht,  so  be- 
steht nach  der  Sinusregel  die  laufende 
Proportion: 

.  a     b    c 

sm«       Bmß       BmH 

und  mittels  dieser  Relation  kann  man  jede 
der  drei  Seiten  a,  b  und  c  berechnen.  Die 
Berechnung  der  Hypotenuse  c  z.  B.  gestaltet 
sich  wie  folgt: 

Nach  dem  in  der  Erkl.  234  angeführten 
Summensatz  ergibt  sich  aus  der  vorstehenden 
Proportion  die  Gleichung: 

a-^b-\-c  c 


rln  jeder   laufenden  Proportion    (siehe 
Eikl.88)  verhält  sich  die  Summe  der  ersten 
Glieder  der  Verhältnisse  zur  Snmme  der  der  Anfgabe: 
zweiten  Glieder  der  Verhältnisse  wie  die 
Glieder  irgend  eines  der  Verhältnisse.^ 

Hat  man  z.  B.  die  laufende  Proportion: 


sin  a  -|-  sin^  -f-  sin  Ä       sin  R 
Berücksichtigt  man  nunmehr,  dass  gemäss 


a)...  —=z^=z^  =  — 
'  '  '   a         b         e         d 

sc  igt  nach  jenem  Satz : 

^'  ^tyt^+^=-oder=  y- 


a  +  h  +  e  +  d 


a 


oder  =  —  oder  =  -^ 
c  d 


a-{-  6  +  c  =:  u 

und  dass  nach  der  Erkl.  99: 

sini?  =:  1 

ist,  und  dass  a  und  ß  Komplementwinkel  sind, 
dass  also  nach  Erkl.  19: 

sin/)  =  cosa 
gesetzt  werden  kann,  so  erhält  man: 

u  c 

"T 


sina  +  cosa-f-l 
Hat  man  femer  Z.B.  die  laufende  Proportion:  ^^  ^^^™^^  ®^^^^  ^^'' 


a        —  b       —  c 
ii  itt  nach  jenem  Satz: 

t,.      .  9 __       _         ^^gy         _       ff 


A) 


c  = 


u 


(s.  Erkl.  235) 


a—  h  —  e        a 
oder  =  ^  oder  =  ""  ^ 


—  fe 


l-|-sin«-f-co8c« 

In  Eücksicht  der  für  11  und  a  gegebenen 
Zahlenwerte  ist  hiemach: 

12 


c  = 


oder  =  — 
—  c  c 


1  + sin  350  + cos  360 
oder,  wenn  man  die  Werte  für  sin  35®  und 


Ebene  Trigononielrie. 


:r  in  uebenstehender  Anf- 

Gleichnug  Ä): 


cos  35"  ans  ^er  trii^onometrisclien  Tafel  en:- 
nimmt  (siehe  Erkl.  235) : 


-)-  ain  B  -|-  (^8  « 

.  der  iu  der  Erkl.  233  an- 

icheo  Formel  für: 

iemacli: 

-fl/2-äD(45«+«) 
nach  der  in  der  Erkl.  283 

trischen  Formel  für: 
/B-  oob(45o  — ß) 

Udaim: 

-f  V'S  cos(469— n) 
b)  nnd  c)  können  bei  den 
nuDgen    mit  Vorteil  dann 
■enn  «  ein  solcher  Winkel, 

nicht  entnommen  werden 
[littels  einer  log.  trig.  Tafel 
Jen.  Von  diesen  Gleichungen 
i  bei  nnmeriscben  Berech- 
;  b)  dann  anwenden,  wenn 
t ;  ist  hingegen  a  grüsser 
die  Gleichung  c)  anwenden. 


"  1+ 0,5736 +  0,81»2 


logc  =  logl3- 

-log  2,3928 

log  13  = 

log  2,3928  =  - 

1,0791812 

-  0,3789064 

logc  = 

0,7002748 
2708 

■echnniig  1. 

01504 -ain  35« 

^Igt: 

,01504 -|- log  ain  36» 


=  2,87H5I 

rectanuDg  2. 

015O4-COS350 

,01 504  + log« 

o,f350 

504=       0,7002748») 
35"  =  +9.9133645 - 

10 

,gb=     10.6136393- 
ig  5  =       0,6136393 
6304 

äifi 
=  4.10808 

10 

von  (.  bezw,  von  &,015«  kiaia 
lenilen  loearithmisi-hen  Berecb- 

1)  .  .  .  e  =  5,01504ro 

Auf  dieselbe  Weise,  wie  mittels  der  P^•- 
portion  a)  c  berechnet  wurde,  kann  mau  ancL 
die  Eatlieten  »  und  h  berechnen:  einfacl!--! 
gestaltet  sich  diese  Berechnong  jedoch,  weiui 
man  den  iHr  die  Hypotenuse  r  berechnet«^ 
Wert  benutzt  und  die  Katheten  «  und  >>  als- 
dann mittels  der  Relationen:  1 

B)  .  .  ,  o  =  c-Biuo  (H.  Erkl.  50)  ' 
nnd 

C)  .  .  .  b^  c-eoso  (s.  Erkl.  51) 
berechnet.     Für  die  Kathete  n   erhalt  iitm  | 
hiemach : 

a  =  5,01504  sinSöo 
oder  nach  der  HülfsrechnuDg  ] : 

2)  .  .  .  a  =  2,87651  m 
und 

b  =  5,01504.  COB  350 
oder  nach  der  Hfllfsrechnnng:  2: 

3)  ...  6  =  4,10808  m 

Anflösong  3  (synthetisch).  Aiuclilie^^aid 
an  die  planimetrische  Konstruktion  eines  recin- 
winkligen  Dreiecks  aas  der  Summe  der 
drei  Seiten  (dem  Umfang)  nnd  einem 
spitzen  Winkel  desselben  kann  man  die  ge- 
forderten Stücke  auch  wie  folgt  berci' 

tJeometrisehe  Analyais  (s.Erkl.  2(>0i 
Ist,  siehe  Figur  96,  ABC  das  rechtwinklitrr 
Dreieck,  von  welchem  der  Winkel  a  und  dtt 
Umfang  h  gegeben  sind,  nnd  man  denkt  A'^i 
den  Umfang  u  des  Dreiecks  dadurch  gebild-"!- 
dass  man,  wie  die  Figui'  96  zeigt  («ii-he 
Erkl.  220)  auf  der  Verlängenmg  vod  a  -ü' 
Kathete  h  nach  CD  und  die  Hypotenust-  ■ 
nach  Bf  abtrilgt  nnd  dann  A  mit  f  und  /' 
verbindet,  so  erhält  man  das  rech t wink! i^'- 
gleichschenklige  Dreieck  A  CD  und  das  scliie:- 
winklige  Dreieck  jli>^;  von  letzterem  kecir 
man  die  Seite //)  =  '■  +  «  +  &  =  u  und  sam;- 


Preisgekrönt  in  Frankfurt  a.  M.  1881. 


Der  ausführliche  Prospekt  und  das  ausführliche  Inhalts- 
Yerzeichnis  der  „YoUständig  gelösten  Aufgabensammlimg  von 
Dr.  Ad.  Kleyer**  kann  Ton  jeder  ßnchliandlnng,  sowie  Yon  der 
Verlagshandlung  gratis  und  portofrei  bezogen  werden. 

Bemerkt  sei  hier  nur: 

1).  Jedes  Heft  ist  aafgeschnitten  nnd  gat  brochiert  um  den  tofortigeii  nnd  dauern- 
den Gebranch  zn  gestatten. 

2).  Jedes  Kapitel  enthält  sein  besonderes  Titelblatt,  Inhaltsverzeichnis,  Berichtignngen 
und  Erklänmgen  am  Schlosse  desselben. 

8).  Aof  jedes  einzelne  Kapitel  kann  abonniert  werden. 

4).  Monatlich  erscheinen  3 — 4  Hefte  zn  dem  Abonnementspreiae  von  25  Pfg.  pro  Heft 

5).  Die  Beihenfolge  der  Hefte  im  nachstehenden,  kurz  angedeuteten  Inhaltsver- 
zeicbnis  ist,  wie  aus  dem  Prospekt  ersichtlich,  ohne  jede  Bedeutung 
fftr  die  Interessenten. 

6).  Das  Werk  enthält  AUes,  was  sich  überhaupt  auf  mathematische  Wissenschaften 
bezieht,  alle  Lehrsätze,  Formeln  und  Regeln  etc.  mit  Beweisen,  alle  praktischen 
Aufgaben  in  vollständig  gelöster  Form  mit  Anhängen  ungelöster  analoger  Auf- 
gaben nnd  vielen  vortrefflichen  Figuren. 

7).  Das  Werk  ist  ein  praktisches  Lehrbuch  für  Schüler  aUer  Schtüen,  das 
beste  Handbuch  für  Lehrer  und  Examinatoren,  das  yorsüglichste  Lehrbuch 
Eom  Selbststudium,  das  yortrefTlichste  Nachschlagebuch  für  Fachleute  und 
Techniker  jeder  Art. 

8).  Alle  Buchhandlungen  nehmen  Bestellungen  entgegen. 


Das  vollständige 

InhaltsYorzeichnis 

der  bis  jetzt  erschienenen  Hefte  1—266 

bau  durch  jede  Buchhandlung  bezogen  werden. 


Halbjährlich  erscheinen  Nachträge  über  die  inzwischen  neu  erschienenen  Hefte. 


Druck  Ton  Carl  Hammer  in  Stuttgart. 


NÜVlö  m^ /tsiTu^.yy  ^^oyi^. 


269.  Heft. 


Ebene  Trigonometrie. 

des  Heftes     ,  ^^^^^  ^  ^^^^  ^es.  —  Seite  177—192. 

mjC    Pf      I  ^i'  S  Figuren. 


Vollständig  gelösi 


//■:tr^.^..:« 


/C 


Aufgaben-  Sammlung 

~  nebst  Anhängen  ungelöster  Aufgaben,  für  den  Schul-  &  Selbstunterricht  - 

mit 

In^  md  EntilcUimg  der  benutzten  Sätze,  Formeln,  Regeln,  in  Fragen  ond  Antworten 

erl&atert  dnrch 

viele  Holzsclmitte  &  lithograph.  Tafeln, 

ans  allen  Zweigen 

der  Reeheakmisty  derniedereB  (Algebra,  Planimetrie,  Stereometrie,  ebenen  u.  sphftriBchen 
Trigonometrie,  synthetisdien  Geometrie  etc.)  a.  hdlieren  Mathematik  (höhere  Analysis, 
i>inerential-  n.  Integral-Rechnnng,  analytische  Geometrie  der  Ebene  a.  des  Banmes  etc.);  — 
ans  allen  Zireigen  der  Physik,  Mechanik,  Graphostatik,  Chemie,  GeodSsie,  Nantlk, 
mathemat.  Geographie,  Astronomie;  des  Masehinen-,  Strassen-,  Eisenbahn-,  Wasser-, 
Brlekea-  n.  Hoehlian's)  der  KoBStrokttonslehren  als:  darstelL  Geometrie,  Polar-  n. 

Parailel-PerspcktlTe,  Sehatteiikonstniktionen  etc.  etc. 

fOr 

Schüler,  Studierende,  Kandidaten,  Lehrer,  Techniker  jeder  Art,  Milit&rs  etc. 

zum  einzig  richtigen  und  erfoigreiolien 

Stadium,  zur  ForthGUb  bei  Schalarbeiten  nnd  znr  rationellen  Verwertung 

der  exakten  Wissenschaften, 

herausgegeben  yon 

Dr»  Adolph  Kleyer^ 

Mathematiker,  Tereideter  kOnlgl.  preuss.  Veldmetter,  vereldetef  grotsh.  hettlsober  Oeometer  I.  Elaste 

in  FranlLfiirt  a.  M. 
nnter  Mitwirkung  der  bewfthrtesten  Kräfte. 


i_Ji_l._' L     ^    _I^ 


Sibene  Trig^onometrie. 

Fortsetzung  v.  Heft  268.  —  Seite  177—192.   Mit  8  Figuren. 

Inlialt: 

Aufgaben  nber  das  recbt-winklige  Dreieck ,  in  iwelchen  die  Sammen  oder  Differensen  irgend  dreier  Strecken 

gegeben  sind;  In  welchen  besug  anf  den  Flftcheninhalt  gonommen  ist  (auch  Teiinngt aufgaben) ;  femer  solche 

Aufgaben,  welche  sich  auf  eine  Verbindung  mehrerer  reohtwinkliger  Dreiecke  beliehen. 

t  Stuttgart  1886. 
Verlag  von  Julius  Maier. 
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MM  DitM  Aaifgab«Mamiiilung  trtclMint  fortiauftml,  monatlidi  S— 4  Htfto.  .■.- 
Nanptkapit*!  sind  mit  aiemtr  Paeinitrang  verMhan ,  so  data  Jadta  daraalban  alnan  Band  MMm  wird. 


Das  vollstftndige  Inhaltsverzeichnis  der  bis  jetzt  erschienenen  Hefte  1 — ^266 


PreisgekrSnt  in  Frankfnrt  a.  M.  1881. 

PROSPEKT. 

Dlasei  Werit,  welchem  kein  Ilmllehes  cor  Seite  ttelit,  encheint  monatlich  In  8-4 
Heften  sn  dem  bUllf en  Preise  Yon  25  ^  pro  Heft  nnd  bringt  eine  Sammlung  der  vichtif 
sten  und  praktiichiten  Anfgaben  ans  dem  Geaamtgeblete  der  Mathematik,  Phyilk, 
Meehanik,  mattu  Geographie,  Astronomie,  des  Maschinen-,  Strassen-,  Eisenbahn-, 
Brücken-  and  Hoehbanes,  des  konstruktlren  Zeichnens  etc.  etc.  und  iwar  in  ToUstftndig 
gelöster  Torrn,  mit  fielen  Figuren,  Er^lmngen  nebst  Angabe  und  Entwickeinng  der 
benntiten  Sitxe,  Formeln,  Segeln  in  Fragen  mit  Antworten  etc.,  so  dass  die  Losnof 
Jedermann  TersULndlich  sein  kann,  besw.  wird,  wenn  eine  grihisere  Ansahl  der  Hefte  e^ 
schienen  ist,  da  dieselben  sich  in  ihrer  Gesamtheit  erginsen  und  alsdann  auch  alle 
Teile  der  reinen  und  angewandten  Mathematik  —  nach  besondermi  selbständigen  Kapi- 
teln angeordnet  —  Yorliegen. 

Fut  jedem  Hefte  ist  ein  Anhang  Ton  nngelSsten  Aufgaben  beigegeben,  welche  der 
eigenen  Lösung  (in  analoger  Form,  wie  die  beiflglichen  gelösten  Aufgaben)  des  Studierenden 
Qberlauen  bleiben,  und  lugleich  yon  den  Herren  Lehren  fftr  den  Schulunterricht  benutit 
werden  können.  —  Die  Lösungen  hienu  werden  sp&ter  in  besonderen  Heften  för  die  Hand  des 
Lehrers  erscheinen.  Am  Schlüsse  eines  jeden  Kapitels  gelangen:  Titelblatt,  InhaltsTeraeleh- 
nis,  Beriehtignngen  und  erlftntemde  Erklimngen  tber  das  betreifende  Kapitel  sur  Ausgabe. 

Du  Werk  behandelt  snnAchst  den  Hauptbestandteil  des  mathematisch-naturwissen- 
schaltlichen  ünterrichtsplanes  folgender  Schulen:  Boalsehnlen  L  nnd  DL  Ord.,  gloieh- 
berechtigten  höheren  BIrgersehnlen,  PriTatsehnlen,  Gymnasial,  Bealgymnasien,  Pro- 
gjmnasien,  Schnllehrer-Sominaren,  Polytechniken,  Teehnlken,  Baugewerksdinlen, 
Gowerbesehnlen,  Handelssehnlen,  teehn.  Torbereitnngsschnlen  aller  Arten,  gewerbliche 
Fortbildnngsschnlen,  Akademien,  üniTersltiten ,  Land-  nnd  Forstwissensehaftsaehnlen, 
Militirsehnlon,  Torbereitnngs- Anstalten  aller  Arten  als  s.  B.  flbr  das  Bii^Uuig-Frel- 
willige-  nnd  Ofllsiers-Examen,  etc. 

Die  Sehüler,  Studierenden  und  Kandidaten  der  mathematischen,  technischen  und 
naturwissenschaftlichen  Fächer,  werden  durch  diese,  Schritt  IBr  Schritt  gelöste,  Aufgaben- 
sanunlung  immerwährend  an  ihre  in  der  Schule  erworbenen  oder  nur  gehörten  Theorien  etc. 
erinnert  und  wird  ihnen  hiermit  der  Weg  lum  unfehlbaren  Auffinden  der  Lösungen  der- 
jenigen Aufgaben  geieigt,  welche  sie  bei  ihren  PrflflangMi  su  lösen  haben,  sugleich  aber  auch 
die  flberans  grosse  Fmchtbarkeit  der  mathematischen  Wissenschaften  Torgef&hrt 

Dem  Lehrer  soU  mit  dieser  Aufgabensammlung  eipe  krlfUge  Stiltso  fflr  den  Schul- 
unterricht geboten  werden,  indem  sur  Erlernung  des  praktischen  Teiles  der  mathematisches 
Disciplinen  —  inm  Auflösen  yon  Aufgaben  —  in  den  meisten  Schulen  oft  keine  Zeit  er- 
fibrigt  werden  kann,  hiermit  aber  dem  Schaler  bei  seinen  hauslichen  Arbeiten  eine  yoU- 
standige  Anleitung  in  die  H&nde  gegeben  wird,  entsprechende  Anfgaben  in  lösen,  die  ge- 
habten Begeln,  Formeln,  SItse  etc.  ansnwenden  und  praktisch  su  yerwerten.  Lust,  Liebe 
und  Terstindnis  far  den  Schul-Unterricht  wird  dadurch  erhalten  und  belebt  werden. 

Den  Ingenieuren,  Architekten,  Technikern  und  Fachgenossen  aUer  Art,  Mllltirs 
etc.  etc.  soll  diese  Sammlang  mr  AnfMschnng  der  erworbenen  und  rielleicht  yergessenen 
mathematischen  Kenntnisse  dienen  und  sugleich  durch  Ihre  praktischen  in  allen  Bemfs- 
■weigen  Torkonunenden  Anwendungen  einem  toten  Kapitale  lebendige  Kraft  yerleihenuad 
soBBlt  den  Antrieb  su  weiteren  praktischen  Terwertnngen  und  weiteren  Forschungen  geben. 

Alle  Buclihandlungen  nehmen  Bestellungen  entgegen.  Wichtige  und  praktische  Auf* 
gaben  wordin  mit  Dank  yon  der  Bodaktion  entgegengenommen  und  mit  Angabe  der  Namea 
imbidlsL  —  Wflnsche,  Fragen  etc.,  welche  die  Bedaktion  betreffen,  nimmt  der  Terteser, 
Dr.  Kloyor,  Frankftirt  a.  M.  Flscherfeldstrasso  1%,  entgegen  nnd  wird  deren  Erledigung 
Ibnnllchst  berttcksichtigi 

Stuttgart  IM«  Yerlagshandlung. 


Aufgaben  über  das  rechtwinklige  Dreieck  im  allgemeinen. 
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ErU.  286.    In  der  Figur  96  ist:  üche  Winkel,  welche  nach  der  Erkl.  236  die 

1)    <iADC  =  ^  CAD  =  —  <i:  -4  CB  =  —  ^°  ^^^  Figur  96  verzeichneten  Werte  haben. 

^  ^         Nach  der  Sinusregel  erhält  man  aus  dem 


2 
(8.  Erkl.  217) 


2 


Dreieck  ADF: 


u 


AD 


sm 


H 


(»iehe  Erkl.  21 7  und  beachte,  dassa -1-/9=  üf  ist)  «.-y«  i    ^^        "—    2 

^'^  oder,  wenn  man  berücksichtigt,  dass  nach  der 

^)<FÄD  =  ^FAB'{r<^BAC+^CAD  Erkl  231' 
R—tt  .       .    R 


sin(Ä  +  |) 


2     +«+2 
R—u-\-2a  +  R  _  2R+a 


sin(Ä  +  |-)  =  C08| 


:'der 


2 


ft 


ist  und  wenn  man  jene  Gleichnung  nach  AD 
autlöst: 


=  *^T 


Figur  9«. 


A 


-K 


F 


f^ 


a  +  b  +c  -u. 


sm 


A)  .  .  .  AD  =  u 


a 
COSg- 


Hat  man  hiemach  die  Sti'ecke  A  D 
berechnet,  so  kann  man  aus  dem  recht- 
winklig-gleichschenkligen Dreieck  auf 
einfache  Weise  nach  der  Auflösung 
der  Aufgabe  112  die  Kathete  h  und 
mittels  des  für  h  gefundenen  Wertes 
und  des  gegebenen  Winkels  die  andern 
Seiten  a  und  c  berechnen. 


a-+-&-f-c  =  u=  126,8  m 
«  =  180  0'  10'' 


Aufgabe  256.   Der  Umfang  u  eines  recht- 

riokügen  Dreiecks  misst  125,8  m,  ein  Winkel 

ie5.s€lben  =  1S<*0'10":  wie  gross  sind  die        .  ^    .         t^-     *  in«         j-         a  ^j^v 
;gj|.^  9  *  ^  Andeutung.    Die  Auflösung  dieser  Aufgabe 

ist  analog  der  Auflösung  der  Aufgabe  254. 


Gegeben:  | 


An^be  256.  Die  Summe  der  drei  Seiten 
•  6  und  c  eines  rechtwinkligen  Dreiecks  ist 
20.8  m  und  es  verhält  sich  die  Kathete  a 


Gegeben: i 


o-f-ft-j-c  =  120,8  m 
a :  6  =  4 :  6 


Andeutung.   Man  bestimme  zuerst  mittels  des 


i!'**;*j  rfo^--^'  ^^  ^'''  «'"*  ^''  geg:srerferSuki™.:st  wsr^-^i^dch 


«ten  und  Winkel? 


die  Tangens,  bezw.  die  Kotangens  der  spitzen 
Winkel  des  Dreiecks  gegeben  sind,  diese  Winkel, 
verfahre  dann  weiter,  wie  in  Auflösung  der  Auf- 
gabe 254  gezeigt  wurde. 


Aufgabe  257.  Von  einem  rechtwinkligen 
^ieck  kennt  man  die  Differenz  zwischen  der 
Qi&me  der  beiden  Katheten  a  und  h  und  der 
Hypotenuse  c  und  zwar  ist  dieselbe  (/  =  14  m; 
^er  kennt  man  einen  der  spitzen  Winkel 
e^^selben,  nftmlich  «  =  68^  9'  12".  Man  be- 
lehne hierans  die  einzelnen  Seiten  jenes 
teiecks. 


Gegeben 


■■{' 


-|-6  —  (;  =  d=:14m 
a  =  680  9'  12" 


Andeutung.  Man  verfahre  im  allgemeinen 
analog  wie  in  der  Auflosung  der  Aufgabe  254 
gezeigt  wurde,  indem  man  aus  der  Proportion : 

a    h     c 

sin  «       sin  ^       sin  Ä 
bezw.  aus  der  Proportion: 

a  b  —  c 


sin  a       siVL  ß       —  sin  R 


Xleyer,  Ebene  Trigonometrie. 
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rj-:'.»T^- 
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nach  der  Erkl.  234  die  Gleichang: 

a-{-h  —  c  a 

sin  «  -|-  ain^  —  sin  üf       sin  « 

[oder  =  -r-r  oder  = 7-75 
sm/J                — -8in/^J 

bildet  nnd  in  derselben: 

a-\-h  —  c  =:  d 
siu^  =  cos« 
8ini?=  1 

setzt,  dann  noch  die  Erkl.  235  beiücksichti^t 
und  ans  der  somit  erhaltenen  Gleichnng  die 
Kathete  o  bestimmt. 


Aufgabe  268.  In  einem  rechtwinkligen 
Dreieck,  dessen  Katheten  mit  a  nnd  b  und 
dessen  Hypotenuse  mit  c  bezeichnet  sind,  ist 
a-rc  —  6  =  85,03  m;  femer  ist  der  jener 
Kathete  a  gegenüberliegende  Winkel  «  = 
30^  41' 32";  wie  gross  sind  die  drei  Seiten 
und  der  Inhalt  dieses  Dreiecks? 


Gegeben:  j 


a  4-  c  —  6  =  85,03  in 

«  =  800  41' 32" 


Andeutung.    Die  Auflösung  dieser  Aufgab:- 
ist  analog  der  Auflösung  der  Aufgabe  257. 


Aufgabe  259.  In  einem  rechtwinkligen 
Dreieck,  dessen  Katheten  durch  a  imd  b 
und  dessen  Hypotenuse  durch  r  bezeichnet 
sind,  sei: 

f/  -f-  ft  —  r  =  1000  m 
femer  sei  das  Verhältnis: 

c  :  a  =  10  : 1 
man  soll  hieraus  die  Seiten  und  Winkel  be- 
rechnen. 


Gegeben:  1  ^ 


+  6  —  c  =  1000  m 
c :  a  =  10 :  1 


Andeutung.  Man  berechne  zuerst  mittel  des 
gegebenen  Verhältnisses  die  Winkel  und  ver- 
fahre dann,  wie  in  der  Andeutung  zur  Acf- 
gäbe  257  gesagt  ist. 


Aufgi^be  S60.  In  einem  rechtwinkligen 
Dreieck,  dessen  Katheten  mit  a  und  b  und 
dessen  Hjrpotenuse  mit  c  bezeichnet  wer- 
den, ist: 

a-^h  +  r  =z  40  m 
imd  n  +  b  —  c  =    6  m 
Wie  gross  sind  die  einzelnen  Seiten  und 
die  Winkel  dieses  Dreiecks? 


Gegeben:  |«:j:JJ:^  = 


=  40m 
6m 


Andeutung.  Durch  Addition  der  beidt« 
gegebenen  Gleichungen  erhält  man  a^'f 
setzt  man  diesen  Wert  in  die  erste  der  'it- 
gebenen  Gleichungen,  so  erhält  man  r  uoi 
man  hat  im  weiteren  die  einfachere  Aufgi» 
zu  lösen:  von  einem  Dreieck  kennt  man  d^ 
Summe  der  beiden  Katheten  und  die  Hrj«> 
tenuse;  wie  gross  sind  die  Seiten  und  dk 
Winkel  dieses  Dreiecks? 


Aufgabe  261.  In  einem  rechtwinkligen 
Dreieck,  dessen  Katheten  mit  a  imd  b  und 
dessen  Hypotenuse  mit  c  bezeichnet  sind,  sei : 

-\-b  -\-  r   =    140  dm 


a 


imd  <|2-f  ft2-u  r«  =  7450  dm 

Man  soll  hieraus  die  Seiten  und  die  Winkel 
berechnen. 


n^rp^Kn«  ./a+fc+c=140dm 
Gegeben:  l^:^^^:^^,^  7^^ 

Andeutung.  Beachtetman,  dass^^-r^'- 
er^  ist,  80  kann  man  in  Riicksicht  dessen  au 
der  gegebenen  zweiten  Gleichung  die  Hjpo 
tenuse  c  berechnen.  Setzt  man  diesen  Wer 
für  r  in  die  gegebene  erste  Gleichmig.  y 
hat  man  im  weiteren  die  einfachere  An! 
gäbe  zu  lösen:  von  einem  Dreieck  kennt  nuu 
die  Summe  der  beiden  Katheten  a  nnd  ^  qd* 
die  Hypotenuse  c  imd  soU  hieraas  die  Seit^i 
und  Winkel  des  Dreiecks  berechnen. 
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Angabe  862.  Der  Umfang  u  eines  recht- 
winkligen Dreiecks  ist  =  1004|5  dm  und  die 
EnrH\'potenase  gehörige  Höhe  h  misst  105  dm; 
man  berechne  hieraus  die  Seiten  und  die 
Winkel  des  Dreiecks. 


Gegeben:  I  ^ 


-|-  5  +  c  =  M  =  1004,6  dm 
Ä  =  106  dm 


Figur  97. 


<xA 


£rkl.  2S7.  Aus  den  rechtwinkligen  Drei- 
ecken äCD  und  ABCj  siehe  Figur  97,  ergeben 
sieb  nach  der  Erkl.  50  die  Relationen : 

nnd 

h  =  C'Staß 
und  hieraus  erhält  man  durch  Substitution : 

\)  ,  ,  ,  h  =z  C'Sin/S'SiniK 
woraus  sich: 

2)   .    .    .     C=  -r 

er^bt. 


^  sinn- sin j9 


ErU,  288*  Bezeichnet  man  mit  a,  ß  und  / 
lie  drei  Winkel  eines  beliebigen  Dreiecks, 
io  besteht  die  Relation : 

i)  i^intt  +  sin/J  +  ßiiiy  =  4«cos— «cos-^-cos-^ 

(Siehe  Formel  269  in  Kleyers  Lehrbuch  der 

Toniomctrie.) 

I$t  jenes  Dreieck  ein  rechtwinkliges  und 
ind  tt  und  ß  die  spitzen  Winkel  dieses  Drei- 
«ks,  so  geht  jene  Formel  für  diesen  Fall  über  in: 

mtt'^aiiß-\-BmB  =  4  cos -5- «cos -^' cos -5- 

A  2s  a 

Berftcksichtigt  man,  dass  nach  der  Erkl.  99: 

sini2=  1 

Ad  dass  nach  der  Erkl.  216 

£        1     /— 
C08-2  =-2-V^ 

^*  80  geht  jene  Oleiehung  ttber  in : 

a  S      \ 

ana-j-sin/J-l-l  =  4-cos— .cos-—-—  \/2 

JB  Sa         Ja 

M  hieraus  erhält  man : 

)  .  .  .  sina  +  sin^  +  l  ==  2  \/2  •  co8-ö--cos-^ 

ar  den  Fall,  dass  «  und  ß  die  spitzen 
Kinkel  eines  rechtwinkligen  Dreiecks 
fdeuten. 


Andeutung.  Man  kann  zwischen  den 
Seiten,  der  Höhe  h  und  den  Abschnitten,  in 
welche  die  Höhe  h  die  Hypotenuse  teilt,  mit 
Hülfe  planimetrischer  Sätze  eine  entsprechende 
Anzahl  von  Gleichungen  aufstellen,  aus  welchen 
sich  die  Seiten  bestimmen  lassen.  Die  Auf- 
lösung jener  Gleichungen  wird  jedoch  eine 
sehr  miihsame  sein;  besser  gelangt  man  bei 
diesen  und  ähnlichen  Aufgaben  zimi  Ziel,  wenn 
man  zuerst  die  Winkel  zu  bestimmen  sucht, 
alsdann  mittels  derselben  die  Seiten  berechnet. 

Bei  der  Berechnung  der  Winkel  «  imd  jj, 
siehe  Figur  97,  beachte  man,  dass  man  deren 
Summe  kennt,  indem: 
1)  .  .  .  a  +  /?  =  900 

ist,  und  dass  man  diese  Winkel  hiemach  leicht 
bestimmen  kann,  wenn  auch  deren  Differenz 
bekannt  wäre.  Diese  Differenz  kann  man 
nun  wie  folgt  bestimmen: 

Nach  der  Sinusregel  erhält  man  aus  .dem 
Dreieck  ABC,  siehe  Figur  97,  die  Pro- 
portion : 

a    h    c 

sina       sin/J       sinÄ 

imd  hieraus  kann  man  nach  der  Erkl.  234 
die  Gleichung  ableiten: 

a-\-h'\-c  c 

sin  cf  -[-  sin/9  -|-  sini?       sin  fi 

Femer  besteht  nach  der  ErkL  237  zwischen 
der  Höhe  ä,  der  Hypotenuse  c  und  den  Win- 
keln a  und  ß  die  Relation: 

1. 

b)   .   .   .   C  =  -r 


sma*8m/9 

Aus  den  Gleichungen  a)  und  b)  ergibt  sich, 
in  Rücksicht,  dass: 

und  dass  nach  der  Erkl.  99  sin  i^  =  1  ist, 
die  goniometrische  Gleichung: 

u  h 

^  '  '  '  8in«-|-sin^-|-l       8ina*sin/9 

in  welcher  die  unbekannten  Winkel  a  und  ß 
vorkommen.    Setzt  man  nunmehr  nach  der 

Erkl.  238  für: 

/—  a  8 

8ina-|-sin/J-|-l  =  2  V2  -cos— -cos—- 

SO  erhält  man: 

u  h 


a/a.cosf.cosl-       8m<..8in;J 
Fonnt  man  diese  Oleiehung  wie  folgt  tun: 
K*  sina  •sin/9  =:  2ä  V^'  cos-^-cos-^ 
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und  bringt  in  bezug  auf  sina  and  sin/j  «üe 
Formel: 

sin«  =  2sin-^  cos-^  (s.  Erkl.  52) 

in  Anwendung,  so  erhält  man: 

a  (t  SB  r—  a        i 

«•2-Bin-o-C08-5-  •  2-8in-ö-  •  cos ^  =  2h  V2  •  cos -^ cos- 

oder 

^  .    a   .    ß       2h  V^  I 

28in-^  sm-^  =  —TT 

2        2  2-M  I 

Setzt   man   nunmehr   nach    der   in  der| 
Erkl.  239  angetlihrten  goniometrischen  Formel 
für: 

28m— -sm-l-  =  cos — ^  — cos— r-- 
80  erhält  man: 

Erkl.  289.      Eine   goniometrische   Formel  coo"^^      co3^"^^=:^^ 

heisst:  2  2  u 

co8(«-/9)-cos(«  +  /J)  =  28in«.sin^  Rücksicht    dass  "  +  ^  -  45^  i^ 

(Siehe  Formel  194  in  Kleyers  Lehrbuch  der  ^^®^  ^  ÄUCKsicnt,  oass       ^      —  *ö   is^ 
Gomometrie.)  ^g  ^^^  ^^l^  ^^^  2^^.^  giß: 

gesetzt  werden  kann: 

und  hieraus  ergibt  sich  schliesslich: 

008—^  =  —^^ h 


cos 


2  t«        '      2 

a  —  ß  _  2h^/^'\^■uV% 
2      ""  2m 

a  —  ß  _  V2(2Ä  +  tt) 


oder 

A)  .  .  .    COB      j,       _  jj^ 

Setzt  man  in  dieser  Gleichung  die  Inr  - 
und  u  gegebenen  Zahlenwert«,  so  kann  vm 

hieraus  — r — ,  bezw.  a  —  ß  berechnen.   It^ 

man  aus  dem  für  a  -\-  ß  bekannten  Wen 
(=  90^)  und  aus  dem  für  a  —  ß  berechnetec 
Wert  ^e  Winkel  a  und  ß  bestimmt,  so  kacs 
man  mittels  dieser  tlir  a  und  ß  gefundenen 
Werte  und  dem  für  h  gegebenen  Wert  die 
Katheten  a  und  b  berechnen  und  dann  die 
Hypotenuse  c  aus  der  Gleichung: 

bestimmen. 


Aufgaben  ttber  das  rechtwinklige  Dreieck  im  allgemeinen. 
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I  Aufgaben,  in  welchen  die  Summen  oder  Differenzen  irgend  dreier  Streoicen, 
als:  Höhen,  Hypotenusensegmente  und  Dreiecicsseiten  gegeben  sind. 

Geireben-  1"  +  *^  +  ^  =  12,456  m 

Andeutung.  Man  berücksichtige,  dass  mit 
dem  Winkel  a  zugleich  auch  der  Winkel  ß 
gegeben  ist;  berechne,  siehe  Figur  98,  zu- 
erst die  Kathete  a  und  zwar  aus  dem  recht- 
winkligen Dreieck  CDBj  ganz  analog  wie  in 
der  Aufgabe  254  gezeigt  wurde;  dann  be- 
stimme man  mit  Hülfe  des  für  a  gefundenen 
und  mittels  des  für  a  gegebenen  Wertes  die 
übrigen  Seiten. 


Angabe  263.  In  dem  durch  die  Figur  98 
irgestellten  rechtwinkligen  Dreieck  ist: 

ö  +  m-f-Ä  =  12,456  m 
i    and  «  =  66^  40' 

^  Man  soll  die  Seiten  dieses  Dreiecks  be- 
Idioen. 

Figur  98. 


Aifpbe  S64.  In  dem  durch  die  Figur  98 
taräteüten  rechtwinkligen  Dreieck  sei: 

Ä  4-  w  —  a  =  50,08  dm 
sBd     '  a  =  S^4'  12" 


Gegeben:  | 


h  +  m  —  a  =  50,08  dm 

a  =  80  4'12" 


Andeutung.   Man  verfahre  analog  wie  in. 
der  Andeutung  zur  Aufgabe  263  gesagt  ist 
Im  soll  die  Seiten  dieses  Dreiecks  be-  und  berechne  aus  dem  Dreieck  CDB,  wie  in 

üei^  der  Andeutung  zur  Aufgabe  257  gesagt  ist, 

zuerst  die  Kathete  a. 


Aoi^be  265.  In  dem  durch  die  Figur  98 
te&4eQten  rechtwinkligen  Dreieck  sei: 

Ä  +  w  +  a  =  0,943  km 
end  e:b  =  12:5 


Gegeben 


■I 


h  +  m  +  a  =  0,943  km 
c:b  =  12:5 


Andeutung.  Man  bestinmie  zuerst  mittels 
des  gegebenen  Verhältnisses  einen  der  Winkel 
Ib  soll  die  Seiten  und  die  Winkel  des  und  verfahre  dann  im  weiteren,  wie  in  der 
te«ks  bestimmen.  Andeutung  zur  Aufgabe  263  gesagt  ist 


i)  Aufgaben,  in  welchen  Bezug  auf  den  Flächeninhalt  genommen  ist 

(auch  Teilungsaufgaben). 


An^be  286.  Der  Flächeninhalt  F  eines 
»iitwmkligen  Dreiecks  sei  =  28  Ar;  wie 
ins  ist  die  Hypotenuse  c  dieses  Dreiecks, 
^m  ma  weiss,  dass  der  eine  spitze  Winkel  a 
fadben  =  44^  38^^  20''  ist? 


(F  =  28  Ar 
«  =  440  38-20" 


Auflösung.    Nach  der  Formel  32  besteht 
zwischen  dem  gegebenen  Flächeninhalt  F  des 
gedachten  rechtwinkligen  Dreiecks,  der  ge- 
ErkL  340.  Da  dem  Flächenmass  „ Ar**  d.  s.  suchten  Hypotenuse  c  und  dem  gegebenen 
=l^^qm,  kein  Längenmass  entspricht,  so  kann  spitzen  Winkel  a  desselben  die  Relation: 


Fikbenmass  in  keiner  numerischen  Berech- 
■Ef  mitgeffihrt  werden ,  d.  h.  es  dürfen  bei 
^  muDeriflchen  Berechnung  keine  Masszahlen 
J'^en,  die  sich  auf  „Ar"  beziehen,  wenn 
■  ^r  Bechmmg  auch  Längenmasse  vor- 
»^a  Am  diesem  Grund  muss  man  in 
Kielen  Fällen  die  auf  „Ar^  sich  beziehendtn 
«^^en  in  solche  Masszahlen  umrechnen, 
^e^eb  auf  ein  Flächenmass  beziehen,  welchen 
aungcnmagg  entspricht,  wie  z.  B.  das  Quadrat-  oder 
^-  welchem  das  Längenmass  „Meter"  ent- 


a) 


F=:  —  8in2a 
4 


Löst  man  diese  Gleichung  in  bezug  auf 
die  gesuchte  Hypotenuse  ^  auf,  so  erhält  man 
der  Reihe  nach: 

<?2-sin2a  =  AF 

c«  = 


sin2ff 


b) 


^  V  8in2< 
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Aus 


c 


Hilfsrecimang. 


11200 


sin  890 16' 40" 
erhftlt  man  c,  wie  folgt: 

log c=~(log  11200  —  log  sin  890 16'  40") 

Nnn  ist: 

(+ 10)  (-  10) 

log  11200=       4,0492180 
—  log  sin  890 16'  40"  =  +  9,9999655  -^  10 

"T- 


nnd  hkraus  erhält  man  in  Rücksicht,  da>ä 
ein  negativer  Wert  für  die  gesuchte  Hy^v 
tenuse  keinen  Sinn  ziürisst: 


A)  .  .  .  c  =  V   .   , 
'  V  sm2« 


Setzt  man  hierin  die  tür  Fnnd  a  gegebeDdi 
Zahlenwerte,  so  erhält  man  in  Rücksicht  da^i 
28  Ar  =  2800  qm  sind,  siehe  Erkl.  240: 


4,0492525 
1 

'2 


oder 


log  c  =       2,0246963 

6088 

175 
164 


V  sin (2.^ 


2800 


(2. 440 38' 20") 


Meter 


11200 


sin  89«  16' 40" 
und  nach  nebenstehender  Hülfsreclmong: 
1)  .  .  .  c  =  105,88  m 


mithin : 


c  z=  105,8343 


11 
12,3 


Aufgabe  267.  Der  Flächeninhalt  F  eines 
rechtwinkligen  Dreiecks  beträgt  250,04  qm,  em 
spitzer  Wmkel  desselben  ist  «  =  74<>8'14,5"; 
wie  gross  sind  die  Seiten  dieses  Dreiecks? 


n^^^i..,,    /  F  =  250,04  qm 
Gegeben:  1^^^  7^0  8' 14,5 


4/ 


Andeutung.  Zar  Berechnung  der  Hjyr 
tenuse  c  benutze  man  die  Flächeninhalts- 
formel  32  und  löse  dieselbe  nach  r  auf.  Zg: 
Berechnung  der  Katheten  a  und  b  benutze  inJ) 
die  Flächeninhaltsformeln  16  und  28  und  l<v 
dieselben  bezw.  nach  a  und  b  auf. 


Aufgabe  268.  Die  eine  Kathete  emes 
rechtwinkligen  Dreiecks  sei  a  =  8,45  cm;  der 
Flächeninhtdt  desselben  sei  JF  =  10,017  qcm; 
wie  gross  sind  die  Winkel  und  die  Seiten 
dieses  Dreiecks? 


Andeutung.  Man  berechne  nacli  der  Fe 
mel  4  aus  dem  gegebenen  Flächeninhalt  a 
der  gegebenen  Kathete  zunächst  die  am 
Kathete;  dßun  kann  man  aus  den  beiden  Kv 
theton  die  Hypotenuse  und  die  Winkel  V^ 
rechnen;  oder:  man  benutze  zur  Berechnoid 
der  Winkel  und  der  Hypotenuse  bezw.  ir 
Formehl  8,  16  und  28. 


Aufjgabe  269.  Man  kennt  den  Inhalt  F 
eines  rechtwinkligen  Dreiecks  und  die  Hypo- 
tenuse c  und  soll  hieraus  die  Katheten  und 
Winkel  des  Dreiecks  berechnen  und  zwar  für 
den  Fall,  dass: 

-P=  100  qdm 
und  c  =  20,009  dm  misst? 


n^^^i.^«    /  -F  =  100  qdm 
Gegeben:  I  ,^20.009  dm 


Andeutung.    Die  Auflösung  dieser  Am; 
ist  analog  der  vorigen  Aufgaoe  268. 


j 


Aufgabe  270.  Die  zur  Hypotenuse  ge- 
hörige Höhe  eines  rechtwinkligen  Dreiecks  ist 
h  =  10,1  m,  der  Inhalt  desselben  105,682  qm; 
welches  sind  die  Seiten  und  Winkel  dieses 
Dreiecks? 


n«..n>.o«.  i  ^  =  105,682  qm 
Gegeben:  I^^^Q^j'^   ^ 

Andeutung.    Man  berechne  aus  dem 
gebenen  Flächeninhalt    und    der  gegebei 
Höhe  zunächst  die  Hypotenuse  r;  dann  kii 
man  zur  Berechnung  eines  der  Winkel 
Formel  32  benutzen:  u.  s,  f. 
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Aufgabe  271.    Das  Verhältnis  der  beiden  /     jp  _  j-q  ^ 

Katheten  a  und  h  eines  rechtwinkligen  Drei-  Gegeben:  1  ^ .  5  —  g 453 . 3  012 

ecks  sei  rt:6  =  6,453:3,012;  der  Flächen-         .    ^     ,  „•     /.    '    '      ^ 

inbalt  i^  desselben  sei  =  150  qm.   Wie  gross  ^    Andeutung.    Mittels  des  gegebenen  Ver- 
and  die  Seiten  und  die  Winkel  des  Dreiecks?  naltnisses  berechne  man  zuerst  die  Winkel 

und  benutze  dann  zur  Berechnung  der  Seiten 
die  betreffenden  Inhaltsforraeln  16,  28  und  32, 
welche  für  das  rechtwinklige  Dreieck  auf- 
gestellt wurden. 

Aufgabe  272.    Der  Inhalt  F  eines  recht-  /       ^  _.  j^qq 

«inkligen  Dreiecks  ist  =  1 200  qm ;  die  Summe  Gegeben :  |  ^  ^  5  .«  ^"L-  59  ^ 

der  beiden  Katheten  a  und  b  misst  .<?  =  50  m; 

wie  gioss  sind  die  Seiten  und  die  Winkel   ,  ,  Andeutung.    Man  drücke  den  gegebenen 
dieses  Dreiecks?  Inhalt  in  die  beiden  gesuchten  Katheten  a 

und  b  aus,  und  berücksichtige,  dass  durch  die 
Aufgabe  in  bezug  auf  a  und  b  noch  die 
weitere  Bestimmungsgleichung  a  -\-  b  =  .s 
gegeben  ist.  Hat  man  aus  diesen  Gleichungen 
a  und  b  berechnet,  so  kann  man  auf  einfache 
W'eise  die  Hypotenuse  r  und  die  Winkel  be- 
stimmen. 

Aufgabe  278.  Die  Differenz  der  Katheten  /       f  =  142  am 

ff  und  b  eines  rechtwinkligen  Dreiecks  ist  Gegeben  M  «  _  5  _  20  m 

20  in.  der  Inhalt  F  desselben  ist  142  qm;  ...         t^.    *  ,«..         j.        a  i,    v    •  . 

wie  ^oss  sind  jene  Katheten,  die  Hypotenuse  „„.f"^*??""?' J?"  Auflosung  dieser  Aufeabe  ist 

und  die  Winkel  jenes  Dreiecks?  ^°^^"g  ^^^  Auflösung  der  yongen  Aufgabe  272. 


Aufgabe  274.    Die  drei  Seiten  a,  b  und  c  ,  F  =  100  qm 

eines  rechtwinkligen  Dreiecks  messen  zusam-  Gegeben:  ]  ^  1  ^  1.  ^  __  ^  =  100 m 

men  u  =  loo  ra,  der  Flächeninhalt  F  des-  ^  ~ 

<<€lben  ist  =  100  qm;  wie  gross  ist  jede  Andeutung.  Man  bilde,  wie  in  der  Auf- 
einzelne jöier  Seiten  und  wie  gross  sind  die  lösung  der  Aufgabe  254  gezeigt  wurde,  die 
Winkel  dieses  Dreiecks?  Gleichung: 

.  u  c 

sin  a  -|-  cos  «  -|-  1         1 
beachte  femer,  dass  nach  der  Formel  32 : 

c« 
h)  .  .  .  F  =  -r--sin2« 

4 

ist.   Substituiert  man  den  sich  aus  Gleichung  b) 
für  c  ergebenden  W^ert: 


c)  .  .  .  c  =   1/  -^-^ 


Erkl.  Ul.      Eine    goniometrische    Fonnel  ^  ^¥^^^&^^):  »«  ^^^^^^^  "^^  ^^  ^^^i^" 
htfisst:  metrische  Gleichung: 

cos (« -[-/?)-[- cos («  —  /J)  =  2co8«'Cos/9  u  _  1  /  ^^ 


i=\/i 


(Siehe  Formel  190  in  Kleyers  Lehrbuch  der  sin  « -|- cos  « -f"  ^        V  sin  2« 

joniometrie,)  j^  welcher  nur  noch  der  unbekannte  Winkel  a 

vorkommt.  Diese  Gleichung  muss  zunächst 
mm  so  umgefoimt  werden,  dass  sie  nur  eine 
Fimktion  des  imbekannten  Winkels  «  enthält; 
diese  Umformung  kann  man  wie  folgt  vor- 
nehmen : 

Berücksichtigt  man,  dass  in  dem  gedachten 
Dreieck : 

cos  w  =  sin  /9 
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ist,  and  dass  man  hiemach  und  nach  der 
Erkl.  288: 

j —  <z  ^ 

8ina-|-co8a+ 1  =  Bina  +  8in/9+ 1  =  yS  •  cos-^-cos^ 

setzen  kann,  so  geht  jene  Gleichung  in  Rück- 
sicht dessen  üher  in: 


u 


2.  \/2  -008-1- «cos 4 


V  sind« 


hiingt  man  in  hezug  anf  sin2(x  die  in  der 
Erkl.  52  erwähnte  Formel  in  Anwendnng  nnj 
qnadriert  die  erhaltene  Gleichnng,  so  erMlt 
man: 

«g  _        4F 

4.2.C08«-^.C0B«|~"28in«.COB« 

oder,  wenn  man  reduziert  nnd 

cosa  =  sin^ 
setzt: 

«2  4F 


4.co82|.co824       Bin«.Bin/J 
setzt  man  femer  noch  nach  der  Erkl.  52 


und 


sm«  =  28m-ö-*cos-ö- 


sm-^  =  2-8m~-co8-^ 


so  erhält  man: 

u«  4F 


4'C082-|-«co8*^       2  sin -2-008-^  «2  «in  4-.  COS -^ 

oder 

«8  _         F 

•  COS -5-- 008^      sm-^'sm^ 

a      »     ß 

smY-sin^         ^2 


C0B-5--C08-^  ^^ 

28m|.8in|-  „2 


2C0S-J-C08^  ^^ 

bringt  man  in  bezug  anf  den  Zähler  link- 

die  in  der  Erkl.  239  angeführte  Formel  und 

in  bezug  auf  den  Nenner  die  in  der  ErkL  241 

angeführte  Formel  in  Anwendung,  indem  mau 

ff  ß 

in  jenen  Formeln  «  =  -q   und  ft  =  -^  setzt 

so  erhält  man: 

cos  ~2-'-  —  cos  -^  ^2 


cos -~^  +  COS  — g-^  *^ 

n     I     Ä 

berücksichtigt  man  jetzt,  dass     T-    =4o '. 
dass  also  hiemach  und  nach  der  ErkL  21<>: 
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COB      '  ^  =  C08450  =  -—  V 2 


ist,  80  erhält  man: 

oder  i/2  +  co8^7-^        ^^ 

4ir.co8^-^  /2-=^V2 +««.co8?^ 
4ir.co8?^^  — tt2.cos^^^  =  y  \/2 +2F1/2" 


a  —  ß 

cos 


(4F— tt«)  =  \/2  »     ^ 


2        V—  "/  r-  2 


cos  — ^  =  1/2  . 


2  •         2(4F— «2) 

oder 

a^ß  t/«  +  4F 

^>-'^*"-y-=|/2-(4F-«2) 

Mittels  welcher  Gleichung  man  ^  ,  be- 
ziehungsweise a  —  ß  berechnen  kann,  da 
femer  a-{-ß  =  90®  ist,  so  kann  man  hier- 
nach die  Winkel  a  und  ß  berechnen  und 
dann  nach  der  Aufgabe  254,  oder  mittels 
Benutzung  der  Flächeninhaltsformeln  16,  28 
und  32  die  drei  Seiten  a,  b  und  e  berechnen. 


Angabe  276.    Der  Flächeninhalt  Feines  r  _  iica 

echt  winkligen  Dreiecks  sei  =  150  qm,  die  Gegeben:  |   ^      wZ  i^^?nn 

«flerenz  der  Quadrate  über  den  beiden  Ea-  1  a  -  0  —  a  -  du  qm 

teten  a  nnd  b  betrage  rf  =  50  qm ;  wie        Andeutung.  Zur  Berechnung  von  a  und  6 

JSck?  ""  ''""^  ^^'^^^  bestehen  die  Bestimmungsgleichungen: 

a)  .  .  .  cfi  —  h^  =  d 
und 

Aus  denselben  kann  man  die  Katheten  a 
und  b,  und  mittels  der  für  a  und  b  gefundenen 
Werte  kann  man  leicht  die  Hypotenuse  c  und 
die  Winkel  berechnen. 


Att%abe  278.     Das  Rechteck,  welches  _^__oara 

an  aus  der  Hypotenuse  c  imd  der  einen  Gegeben:  |  ^'^  z{r"1       ^ 

athete  a  eines  rechtwinkligen  Dreiecks  büden  ^    m  — »öurn 

m^  habe  einen  Inhalt  /-von  2050  qdm,  der        Andeutung.  Zur  Berechnmig  von  a  und  c 
aer  Kathete  a  anhegende  Abschnitt  m  der  bestehen  dieBestimmungsgleichungen: 
ypotenuse  messe  95  dm;  wie  gross  smd  die  .  _  ^ 

nten  mid  Winkel  des  Di-eiecks?  ^^  a)  .  .  .  a-c  - ; 

b)  .  .  .  a«  =  cm  (8.  Erkl.  204) 

Aus  denselben  kann  man  die  Kathete  a 
und  die  Hypotenuse  ^,  und  mittels  der  für 
a  und  c  gefundenen  Werte  kann  man  leicht 
die  andere  Kathete  und  die  Winkel  berechnen. 
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Aufgabe  277.  Der  Inhalt  F  eines  recht- 
winkligen Dreiecks  ist  =  154,4  qm,  die  eine 
Kathete  desselben  ist  gleich  dem  ihr  nicht 
anliegenden  Abschnitt  der  Hypotenuse.  Man 
berechne  die  Seiten  und  die  Winkel  des 
Dreiecks. 


Figur  99. 


Gegeben:  {^=i«4'*1"' 

Andeatung.  Ist,  siehe  Figur  99,  AB^' 
das  rechtwinklige  Dreieck,  welches  den  z^ 
gebenen  Inhalt  F  hat,  und  in  welchem  z.  B. 
die  Kathete  b  gleich  dem  ihr  nicht  anliegen- 
den Segment  m  der  Hypotenuse  ist,  so  be- 
rechne man  zunächst  ans  der  letzten  Anga:-^ 
die  Winkel  des  Dreiecks,  wie  folgt : 

Aus  dem  rechtwinkligen  Dreieck  -1^'' 
ergibt  sich  die  Relation: 

oder 

a)  .  .  .  6  =  rt-tg/9 

ferner  ergibt  sich   aus  dem  rechtwinkligr« 
Dreieck  BCD  die  Eelatton: 


cos/J  = 


m 

a 


oder 


b)  .  .  .  w  r=  a- cos/9 

Da  mm  gemäss  der  Aufgabe: 

c)  .  ,  .  m  =  6 

sein  soll,  so  erhält  man  in  Rücksicht  des^^s 
aus  den  Gleichimgen  a)  und  b): 

a-tgß  ^=  a-cioßß 
oder 

d)  .    tg/J  =  COBß 

und  diese  goniometrische  Gleichung,  i- 
welcher  zwei  verschiedene  Funktionen  <le* 
unbekannten  Winkels  ß  vorkommen,  kam 
man,  damit  nur  eine  Ftmktion  des  iml«* 
kannten  Winkels  vorkommt,  wie  folgt  ui- 
fonnen : 

^  =  008/?  (8.  Erkl.  120) 

ainß  =z  cos*/? 

sin/J  =  1  —  8in«/J(8.Erkl,14^ 
sin«/?  -j-  BULß  =  1 

sinv + sin/j + (ly = 1 + (ly 

(8in/J  +  iy  =  l  +  l 

«m/J  +  Y  =  ±V-^ 


M=-i±V4 


sm 


Reduziert  man  diese  Gleichung  und  b*- 
rticksichtigt  man,  dass  der  Winkel  {i  rii 
spitzer  Winkel  sein  muss,  dass  also  n.i«ii 
der  Erkl.  229  das  zweite,  das  negativ ^ 
Vorzeichen  der  Wurzel  keinen  Smn  zuI;N-t 
so  erhält  man: 
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^ß  =  -i+i^^ 


sm 


oder 


A)  .  .  .  8in/9  =  l(-^l  +  /5) 

nach  welcher  Gleichnng  man  den  Winkel  ß 
berechnen  kann.  Ist  ß  berechnet,  so  kann 
man  mittels  dieses  Winkels  ß  und  der  For- 
meln 20,  24  nnd  B6  die  Seiten  a,  h  und  c 
unabhängig  von  einander  berechnen. 


Aufgabe  278.  In  einem  rechtwinkligen 
Dreieck  ist  ein  Winkel  =  60^  und  dieses 
Dreieck  wird  durch  eine  vom  Scheitelpunkt 
jenes  Winkels  ausgehende  Gerade  halbiert. 
In  welchem  Verhältnis  teilt  diese  Halbierangs- 
linie  jenen  Winkel  ? 

Figur  100. 


( rt  =  600 
Gegeben:  \      Das  Dreieck  wird  von  einer  dnrch  den 
\  Winkel  a  gehenden  Transversale  halbiert. 

Auflösung.  Um  das  Verhältnis  der 
Winkel  zu  bestimmen,  in  welche  der  ge- 
gebene W^inkel  a  durch  die  das  Dreieck 
halbierende  Gerade  geteilt  wird,  kann  man 
zunächst  jene  Winkel  berechnen  und  zwar 
wie  folgt: 

Ist,  siehe  Figur  100,  ABC  em  recht- 
winkliges Dreieck,  in  welchem  der  Winkel 
a  =  60^  ist,  und  ist  AD  die  Gerade,  welche 
das  Dreieck  halbiert,  welche  also  nach  den 
Erkl.  242  bis  244  die  Seite  B  C  halbiert,  und 
bezeichnet  man  den  Winkel  J)AC  mit  <f„  so 
hat  man  zur  Berechnung  dieses  Winkels  d^ 
die  Relationen: 


und 


a 


Erkl.  S42«  Wenn  gesagt  ist,  eine  Linie 
Ulbiert  oder  teilt  eiuDreieck  (oder  irgend  eine 
udre  Figur),  so  ist  stets  darunter  zu  verstehen, 
^  sich  diese  Teilung  auf  den  Inhalt  des 
Dreiecks  (oder  der  Figur)  bezieht. 

ErkL  24$.  Ein  planimetrischer  Lehrsatz 
heis« : 

.fDreiecke  Ton  gleichen  Grundlinien  und 
Höhen  sind  einander  gleich." 

(Siehe  Eleyers  Lehrbücher  der  Planimetrie.) 

£rk].  244.  Soll  eine  durch  eine  Ecke  eines 
[Dreiecks  gehende  Gerade  dieses  Dreiecks  hal- 
bieen,  also  nach  der  Erkl.  242  das  Dreieck  in 
cwei  inhaltsgleiche  Teile  teilen,  so  muss  nach 
dem  in  der  Erld.  243  angegebenen  Satz  diese  Teil- 
ünie  durch  die  Mitte  der  jener  Ecke  ^egen- 
ftberliegenden  Seite  gehen.  Ist  z.  £. ,  m  der 
Figur  100  ^i>  die  Halbierungslinie  des  Dreiecks 
^BC  und  nimmt  man  BD  und  DC  als  die 
Grundlinien,  also  AC  als  die  gemeinschaft- 
liche Höhe  der  hierdurch  entstandenen  Tell- 
<h«iecke  an,  so  mttssen  jene  Grundlinien  ein- 
«nder  gleich  sein. 


a) 


b) 


^^^^  =  2^ 


tg600  = 


a 


Setzt  man  den  aus  Gleichung  b)  für  a 
sich  ergebenden  Wert :  ä  .  tg  60^  in  Grleichung  a), 
80  resultiert  fürcf,  die  Bestimmungsgleichung: 


2'b 


oder 


0...   tg..  =  ^ 


und  hieraus  erhält  man  nach  der  Hülfsrech- 
nung  1: 

1)  .  .    cT,  =  400  53'  36,2" 
Da  femer: 

«  =  <f ,  -|-  (J 

ist,  so  erhält  man  t1lr  den  andern  Winkel  ö: 

ff  =  o  —  <f  1 

<r  =  600—400  53'  36,2" 

oder 

2)  .  .  .  <r  :^  190  6'  23,8" 

Für  das  gesuchte  Verhältnis  hat  man  also : 
<r :  <r,  =  190  6'  23,8" :  40©  53'  36,2" 
oder  nach  den  Hülfsrechnungen  2  und  3: 

(T :  (T,  =  68783,8"  :  147216,2" 
oder 

A)  .  .  .  cT :  cT,  r=  687838  :  1472162 
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Ans 


Httlfsrechnangr  h 


erhält  man  cfj  wie  folgt: 

log  tg  (fj  =  log  tg  600  —  log  2 

Nnn  ist: 

log  tg  600  =       10,2385606  —  10 
—  log  2  =  —   0,8010300 


log  tg  <f ,  =        9,9376306  —  10 

5042 

264 
255 


mithin: 


9 
8.5 


<r,  =  400  53'  30" 

+  6" 
-h0,2- 

<r,  ==  400  63'  36,2" 

Hfilfsrechnung  2. 

400  58'  36,2"  =  40  •  60 .  60"  +  63  •  60"  +  36,2" 
'  =  144000  +  3180  ~  36,2 
=  147216,2" 

Hfllfsrechnang  8. 

190  6'  23,8"  =  19 .  60 .  60"  +  6 .  60"  +  23,8" 
=  68400"  +  360"  +  23,8" 
=  68783,8" 


Aufgabe  279.     In   welchem  Verhältnis  ^  =,,    r.  •  t  .«i  ^  ^    t.   « 

«v.naa    Ai^    TT*»..«.^««^^    ^4«.««      ^«Vi.    2  IT  nt^r*ti\Mirt '  j  ^^  DrBieok  wird  durch  eine  znr  Hrpo- 

muss  die  Hypotennse    eines  rechtwinkligen  begeben:  |      ^^^^^^  senkrechte  Gerade  h»ibieit. 
Dreiecks  geteilt  werden,  damit  die  in  dem 
betreffenden  Teilpnnkt  zur  Hj'potenuse  er- 
richtete Senkrechte  das  Dreieck  halbiert? 


Figur  101. 


Auflösung.  Ist,  siehe  Figur  101,  ABC 
ein  rechtwinkliges  Dreieck,  und  teOt  der 
Punkt  P  die  Hypotenuse  c  in  zwei  solche 
Abschnitte  m  und  n,  dass  die  in  P  auf  r 
errichtete  Senkrechte  PD  das  Dreieck  ABC 
kalbiert,  also  in  zwei  inhaltsgleiche  Teile 
teilt,  so  bestehen  zur  Berechnung  des  ge- 
suchten Verhältnisses  der  Abschnitte  m  und  n. 
wenn  man  den  Inhalt  des  Dreiecks  ABC  mt 
F  und  den  Inhalt  des  durch  PD  davon  ab- 
geschnittenen Dreiecks  ÄPF  mit  F,  bezeich- 
net und  diese  Inhalte  in  die  Abschnitte  m  und  n 
und  den  Winkel  a  ausdrückt,  die  Belationen: 

a)  .  .  .  F=  <üt±^*.8in2a    ^^'Sg^^' 

b)  .  .  .  F,  =  ^.tg« 


(vergl.  hiermit  die  Formel  3( 
oder  Fonnel  28} 


und  gemäss  der  Aufgabe: 

c)  .  .  .  F,  =  i  1^ 

Aus  diesen  drei  Gleichungen  erhält  man 
die  Relation: 

1)  .  .  .  -g-tg«  =  y  ^^ — ^— ^•8m2« 

und  lüeraus  kann  man  das  gesuchte  Verhält- 
nis m\ii  wie  folgt  bestimmen: 
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Setzt  man  nach  den  in  den  Erkl.  120  und 

52  vorgeführten  goniometrischen  Formeln: 

sin« 

tg«  = 

cos« 

nnd 

sin  2«  =  2  sin«  cos« 

so  geht  die  Gleichung  1)  über  in: 

n2    sin«        1     (m-4-n)2  ^  . 

-— =  — -.^ — '- — ^.2sma-cosa 

2    cos«        2  4 

Diese  Gleichung  reduziert,  gibt: 

rß    _  (m  +  «)2 


cos«  2 

n2  cos2« 


•  cos« 


(Ml  +  W)2  2 

^  /         «2*         -.  /  cos«  « 

V  (/w  +  »)2  ""  V  ~2~ 


cos« 


[m  +  »)i 

» 

m  +  n  ~  1/2" 

m  +  n  _  -/äT 

n  cosa 

Bringt  man  nunmehr  den  in  der  Erkl.  224 
erwähnten  Differenzensatz  in  Anwendung,  so 
erhält  man: 

(m  +  w)  —  n \/2 — cos« 


oder 


n 


A)  .  .  .  ^  = 
n 


cos« 
\/2  — cos« 


cos« 


Gegebe: 


fa  =  100m  1 
11:  \  h  =  20m    }  (S.Fi 
l  c  =  50  m  J 


Figur  102.) 


l)  Aufgaben,  weiche  sich  auf  eine  Verbindung  melirerer  reclitwinidiger  Dreiecice 

bezieiien. 

Aufgabe  280.  In  den  Endpunkten  ^  und  ^ 
^lOOm  messenden  Strecke  a,  siehe  Fig.  102, 
«ftidie  Perpendikel  5  =  20  m  und  c  ==  50  m 
niehtet.  Man  soll  auf  der  Strecke  a  den 
Päikt  P  80  bestiinmen,  dass  wenn  man  P 
mCmiD  verbindet,  der  Winkel  DPB 
^>*  80  gross  als  der  Winkel  CPA  ist; 
1  welcher  Entfemimg  von  a  muss  dieser 
Ito  ?  liegen? 


Figur  102. 


Auflösung.  Bezeichnet  man,  siehe  Fig.  102, 
die  gesuchte  Entfernung  des  Punkts  P  von  A 
mit  Xf  also  die  Entfernung  des  Punkts  P 
von  B  mit  a — x,  und  den  Winkel  CPA  mit  a, 
also  gemäss  der  Aufgabe  den  Winkel  DPB 
mit  2  a,  so  ergeben  sich  aus  den  rechtwink- 
ligen Dreiecken  C^P  und  DBP  die  Rela- 
tionen: 

b 


und 


a) 


b) 


.tg«  =  - 


tg2a 


a  —  X 


und  man  hat  zwei  Gleichungen  mit  den  drei 
Unbekannten  o?,  a  und  2  a.  Aus  diesen  beiden 
Gleichungen  kann  man  mit  Hülfe  der  in  der 
Erkl.  245  angeführten  goniometrischen  Formel, 
indem  man  nach  derselben  in  Gleich,  b)  fOr: 

2tff« 
tg2«=       ^ 
^  1— tg2« 
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setzt,  zwei  Gleichungen  mit  zwei  Unbekannten 
«  wi    «js       17-  4.  •   i.     Tl.        1   hei-stellen;  in  Rücksicht  dessen  geht  nämlich 

heiJt  gomometrische    Formel   ^i^ichung  b)  über  in: 

^             2tff«  X  2tg«               c 

^             1  —  tg2«  1  —  tg2«        a  —  jr 

(Siehe  Kleyers  Lehrbuch  der  Goniometrie,        Eliminiert  man  aus  dieser  Gleichung  tga, 

Formel  53.)  indem    man    dafür    nach   Gleichung   a)   fSr 

tg«  =  —  setzt,  so  erhält  man  für  x  die 
Bestimmungsgleichung : 

d) .  .  . 


Diese  Gleichung  nach  x  aufgelöst,  gibt  der 
Reihe  nach: 

2&  =  c 5" 

^abx  —  ^hx^  =  cj-2  — c-52 
C.&2  —  cj-s  +  afej«  — 2a&x 
ar2(c4-2&)  — 2a&x  =  c-b^ 


2        g^^ 

3^2 r-^r:r-.r 


c  +  2b       "  c  +  2b 

(    ab_Y  __cb^     ,  (     ab   V 
c  +  2b'''^\c  +  2b)   -c  +  2b'^\c  +  üh) 

\^^-c  +  2b)   -c  +  2fe"^(cH-26)« 


Ä"  — 


«  ^     —  + 1 /l5!i£  +  2  ^)  +  »*  ** 


c  +  2&""~V  (c  +  2t)2 


•^^     +— 1— \/&2(c2-f-2fcc-f-a2) 


fl?  = 


c  +  2b-^c  +  2b 

c-f-2&-^c-|-25 
oder 

In  Rücksicht  der  für  o,  ft  und  c  gegebenes 
Zalüenwerte  ist  also  hiernach: 

^        .  [lOO  +  v'50«  + 2.20.604-100^1 


50  +  2. 20 
Uttlferechnung.  oder 

log  VT46ÖÖ  =  i. log  14500  ^  =  g  [100  ±  >/ 25004- 2000  +  10000] 

log  14500  =  4,1613680  ^  =  •§■  •  [lOO  ±  \/l4500] 

2  2  rif^i_iQf^Aifn  (siehe  nebenstehende  Hcl'*' 

log  /ÜÖÖÖ  =2,0806840  ^  -  9  UOO  ±  lA),4iej  „ctonnffl 

-ilHi.  hieraus  erhalt  man 

214 

mithin:  216  ^  2  qq(\ai(i 

14500  =r  120,416  ^^  —  9--'^»*^^ 

440,832 
^1  —       9 


Aufgaben  über  das  rechtwinklige  Dreieck  im  allgemeiuen. 
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A) 


oder 

.  j-j  =  48,981  m 

und 

:r.  =  4 .  —  20,416 


9 


u:-«  ==  — 


40,832 
9 


oder 
B)  .  .  .  jTj  =  —  4,537  m 

Der  nach  dieser  Gleichung  für  .r  gefundene 
negative  Wert  lässt  insofern  eine  Deutung 
zu,  als  es  einen  zweiten  Punkt  noch  gibt, 
welcher  nicht  auf  der  Strecke  AB  selbst, 
sondern  auf  der  über  A  verlängerten  Strecke 
AB  liegt. 

Dieser  zweite  Punkt,  welcher  mit  P^  be- 
zeichnet sei,  erfüllt  jedoch  die  Bedingungen 
der  Aiifgabe  nicht  ganz,  indem  bei  Annahme 
desselben  der  Winkel  DP,B  =  2'-^CP^A 
wäre,  was  nicht  gefordert  ist. 


Angabe  881.  £rrichtet  man,  s.  Fig.  103, 
kdem  Endpunkt  B  der  Strecke  a  =  2  m  die 
hte  5C  =  3  m  und  teilt  dieselbe  in 
gleiche  Teile  b  und  verbindet  den  End- 
C,  sowie  die  Teilpunkte  E  und  D  mit 
andern  Endpunkt  A  der  Strecke  a,  so 
•tih  man  die  Winkel  a,  a,  und  a,.  Man 
aC  untersuchen,  in  welchem  Verhältnis  diese 
ira  Winkel  zu  einander  stehen. 


Figm  103. 


Gegeben:  {  ^  Z  ?  ^  }  (s.  Figur  103).) 


Auflösnng.  Aus  dem  bei  B  rechtwink- 
ligen Dreieck  ABD,  siehe  Figur  103,  ergibt 
sich  zur  Berechnung  des  Winkels  a  die  Re- 
lation: 

a)  .  .  .  tg«  =  — 

a 

und  hieraus  erhält  man  in  Rücksicht,  dass 
gemäss  der  Aufgabe  a  =  2  m  und  b  =  l  m 
misst: 

1 

oder  nach  Hülfsrechnung  1: 

A)  .  .  .  a  =  260  33'  54,2" 

Zui*  Berechnung  des  Winkels  a^  verfahre 
man  wie  folgt: 

Aus  dem  bei  B  rechtwinkligen  Dreieck 
ergibt  sich  die  Relation: 

b)  .  .  .  tg(«-|-«,)  = 


a 


Am 


HlllliBreehBung  1. 


tg«=:  2- 

^\t.  man  a  wie  folgt: 

tg«  =  0,6 
logtg«  =  log  0,5 


Setzt  man  nunmehr  nach  der  in  der  ErkL  246 
angeführten  goniometrischen  Formel: 

^y    ^    i^        l-tga.tg«! 

SO  erhält  man: 

tg«  +  tg«i        26 
1  —  tgcx-tgffj         a 

und  wenn  man  hierin  nach  Gleichung  a)  für 
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Ebene  Trigonometrie. 


Nun  ist: 


log  0,5  =  0,6989700  —  1 
oder  logtg«  =  9,6989700—10 

9480 

220 
210,4 


tga  =  —  setzt,  so  erhält  man  für  tg«,  die 


a 


Bestimmungsgleichimg  : 


mithin: 


9,6 
10,5 


«  =  260  33'  60" 

-1-4" 

oder  a  =  260  33'  54^" 


Erkl.  246«     Eine    goniometrische    Formel 
heisBt : 

^^«-ta;      l~tg«.tg/? 

(Siehe  Formel  45  in  Kleyers  Lehrbuch  der 
Goniometrie.) 


1_       tg«, 


26 
a 


Löst  man  diese  Gleichung  in  bezng  aiii 
tgftj  auf,  80  erhält  man  der  Reihe  nach: 

—  «a  +  a-tg«,  :=  26  —  26« — »tRa. 


atg«, 


262 


a 


tga,  =  26  —  6 


Aus 


Hfilfsrechnung  2. 

_       2.1 
^«1  —  2« +  2. 12 
erhält  man  it,  wie  folgt: 

2 

logtg«,  =  log  2 —  log  6 

Nun  ist: 

(-h  10)  (- 10) 

log  2  =       0,3010800 
—  log  6  =  —  0,7781513 


log  tg  «,  =       9,5228787  —  10 

8379 

408 
351 

mithin: 

57 

56,2 

«,  —  180  26' 0" 

+  5" 

4-0,8" 

oder 

«,  —  180  26'  5,8" 

Aus 

Hfilfsrechnung  8« 
2.1 

'**'«       224-6.1« 

erhält  man 

o,  wie  folgt: 

2 

^''«-4  +  6 

2 
^««-10 

logtg  «8  =  log2  — loglO 

Nun  ist: 

(+ 10)             (- 10) 
log  2  =       0,3010300 
—  log  10  —  —  1,0000000 

IjA^I^  . 

log  tg  ßj  =       9,3010300  —  10 

09670 

262 
atg«,  +  — tg«,  =  6 

a2-U2&2 

^ tg«,  =  6 

a 


oder 


c)  .  .  .  tg«,  = 


ah 


02-1-262 

und  hieraus  erhält  man  in  Rücksicht,  dass 
a  =  2  m  und  6  =  1  m  misst: 

_       2.1 
^"»  ~  22 -f.  2.1« 

oder  nach  der  Hülfsrechnung  2: 
B)  ...«,  =  180  26'  5,8" 

In  analoger  Weise  wie  a,  berechne  man 
jetzt  «j  wie  folgt: 

Aus  dem  bei  B  rechtwinkligen  Dreieck 
ABC  ergibt  sich  die  Relation: 

tg(«  +  «i  +  «j)  =  — 

Fasst  man  nunmehr  die  Summe  (a  -f-  a,) 
als  einen  Winkel  zusammen,  so  kann  man 
nach  der  in  der  Erkl.  246  angeführten  gonio- 
metrischen  Formel  für: 

tgl(«  +  «,)-h«J  -  l_tg(«-h«,).tg«, 

setzen  und  man  erhält: 

tg(tt-f-a,)-htgc,   _36 
l-t»(a  +  «i)-tga,         a 

oder,  wenn  man  nach  vorstehender  Gleichung  b) 
für: 


tg(«  +  «,)  =  -- 


setzt : 


26 


+  tg«« 


1         26    .^ 
1 ;^.tg«. 


86 

a 


630 


Diese  Gleichung  in  bezug  auf  tga  auf- 
gelöst, gibt  der  Reihe  nach: 


Preisgekrönt  in  Frankfurt  a.  M.  1881. 


Der  ansfttlirliclie  Prospekt  und  das  ansfUhrlicIie  In- 

Iialtsyerzeichnis  der  „vollständig  gelösten  Aufgabensammlung 
von  Dr.  Ad.  Kleyer**  kann  von  jeder  Buchhandlung,  sowie  von 
der  Verlagshandlung  gratis  und    portofrei  bezogen  werden, 

Bemerkt  sei  hier  nur: 

1).  Jedes  Heft  ist  aufgeschnitten  und  gnt  hrochiert,  um  den  sofortigen  and  dauern- 
den Gebrauch  zu  gestatten. 

2).  Jedes  Kapitel  enthalt  sein  besonderes  Titelblatt,  Inhaltsverzeichnis,  Berichtigungen 
und  Erklärungen  am  Schlüsse  desselben. 

3).  Auf  jedes  einzelne  Kapitel  kann  abonniert  werden. 

4).  Monatlich  erscheinen  3—4  Hefte  zu  dem  Abonnementspreiae  von  2öPfg.  pro  Heft. 

5).  Die  Beihenfblge  der  Hefte  im  nachstehenden,  kurz  angedeuteten  Inhaltsverzeich- 
nis ist,  wie  aus  dem  Prospekt  erslohtlioh,  ohne  jede  Bedeutung  fOr 
die  Interessenten. 

6).  Das  Werk  enthält  AUes,  was  sich  überhaupt  auf  mathematische  Wissenschaften 
bezieht,  alle  Lehrsätze,  Forme^Q  ^q^  Regeln  etc.  mit  Beweisen,  alle  praktischen 
Aufgaben  in  voUständig  gelöster  Form  mit  Anhängen  ungelöster  analoger  Auf- 
gaben und  vielen  vortrefflichen  Figuren. 

7).  Das  Werk  ist  ein  praktisches  Lehrbuch  ffir  Schüler  aUer  Schulen,  das 
beste  Handbuch  für  Lehrer  und  Examinatoren,  das  vorsüglichste  Lehrbuch 
aum  Selbststudium,  das  vortreflUchste  Nachschlagebuch  für  Fachleute  und 

Techniker  jeder  Art. 
8).  Alle  Buchhandlungen  nehmen  Bestellungen  entgegen. 


Das  vollständige 

Inhaltsverzeichnis 

der  bis  jetzt  erschienenen  Hefte  1 — 266 

kann  durch  jede  Buchhandlung  bezogen  werden. 


Halbjähriich  erscheinen  Nachträge  über  die  Inzwischen  neu  erschienenen  Hefte. 


Draok  Ton  Carl  Hammer  in  Stattgar*. 


*}*»^1 


-^ ,  y339lA 


I 
I 


I 


274  Heft. 


dA8  Heftes 

«5  Pf. 


/\1S     1 

Ebene  Trigihiom^tner 

Forts.  V.  Heft  269.  —  Sei 

Mit  8  FigareD. 


m^} 


/       '  ~»tV  "'- 


cia-M-i  .A 


Vollständig  gelöste 

Aufgaben  -  Sammlung 

-  nebst  Anhängen  ungelöster  Aufgaben,  für  den  Schul-  &  Selbstunterricht  — 

mit 

ii^  nd  BntlIcUliiig  der  beutiten  Sfttie,  Formebi,  Rogebi  in  Fragen  nd  Antworten 

erl&utert  durch 

viele  Holzschnitte  &  lithograpL  Tafeln, 

aus  allen  Zweigen 
der  SeehenkiiBSty  der  niederen  (Algebra,  Planimetrie^  Stereometrie,  ebenen  n.  sphArischen 
Trigonometrie,  Bynthetiflchen  Geometrie  etc.)  n.  höheren  Mathematik  (höhere  AnalyBis, 
Düferential-  n.  Integral-Rechnung,  analytische  Geometrie  der  Ebene  u.  des  Raumes  etc.);  — 
ans  aflen  Zweigen  der  Physik,  Meehanik,  Graphostatlk,  Chemie.  Geodiaie,  Vantik, 
■athenuit.  Geegranhiei  Astronomie^  des  Kaschinen*.  Strafeen-,  Eisenbahn«)  Wasser-^ 
BrVeken«  n.  Hoehban'si  der  Konstraktionsiehren  au:  darstell.  Geometrie^  Polar-  n. 

ParaUel-PerspeetiTey  Sehattenkonstrnktionen  etc.  etc. 

für 

Schfiler,  Studierendet  Kandidaten,  Lehrer,  Techniker  jeder  Art,  Militärs  etc. 

zum  einzig  richtigen  und  erfolgreichen 

Stadium  t  zur  Forthfilfe  bei  Schularbeiten  und  zur  rationellen  Verwertung 

der  exakten  Wissenschaften, 

herausgegeben  von 

Dr.  Adolpb  Hleyer^ 

llaUieinatiktr,  rereideter  kOnigl.  prtuM.  Feldmesser,  vereideter  groseh.  beBsisober  Geomeier  I.  Klasse 

in  Frankfurt  a.  H. 
unter  Mitwirkung  der  bew&hrtesten  Er&fte. 


j:^^— L    '_L.j  j  ■/,  i_^_:. 


Eibene  Trlg^onometriee 

Fortsetzung  von  Heft  269.  —  Seite  193—208.    Mit  8  Figuren. 

IzihAlt: 

Aufffftben  über  das  rechtwlnkliße  Dreieck,  in  welobes  die  Beweise  trigonometr.  Formeln  und  SäUe  verlangt 
werdsD  —  Aofgaben  Ober  das  glelcbsohenkligo  Dreieck,  in  welchen  dasVerhÄltnis  «weier  Seiten;  Beziehun- 
gen zwischen  den  Seiten  und  der  Höhe;  beide  Höhen  und  Transversalen,  sowie  Summen  und  Differenzen 

von  Dreieoksseiten  und  Höhen  vorkommen. 


0  Stuttgart  1886. 
Verlag  von  Julius  Maier. 


MM  OieM  Aufiabemammhing  ertchtint  fortlaufend,  monatlich  8—4  Hefte.  «>■ 
«f  etazemen  Hauptkapitel  tind  mit  eigener  Paglniening  vertehen,  so  das«  Jedes  derselben  einen  Band  bilden  wird 


Das  vollständige  Inhaltsverzeichnis  der  bis  jetzt  erschienenen  Hefte  1— 2G 


in  Frankfurt  a.  M.  1881. 


PROSPEKT. 


DieBeB  Werk,  welchem  kein  ähnliches  zar  Seite  steht ,  erscheint  monatlich  in  3 — 4 
Heften  zn  dem  billigen  Preise  von  25  ^  pro  Heft  und  bringt  eine  Sammlung  der  wichtig- 
sten nnd  praktischsten  Aafgaben  ans  dem  Gesamtgebiete  der  Malhematik^  Physlky 
Mechanik,  math«  Geographie ^  Astronomie ,  des  Maschinen- ^  Strassen- y  Eisenbahn«, 
Brflcken-  nnd  Hochbanes,  des  konstruktiren  Zeichnens  etc.  etc.  und  zwar  in  TOllstSndIg 
gel9«iter  Form,  mit  vielen  Figuren,  Erklärungen  nebst  Angabe  und  Entwickelnng  der 
benntxten  Sätze,  Formeln,  Regeln  in  Fragen  mit  Antworten  etc.,  so  dass  die  Losung 
jedermann  yerstftndlich  sein  kann,  bezw.  wird,  wenn  eine  grössere  Anzahl  der  Hefte  er- 
schienen ist,  da  dieselben  sich  in  ihrer  Gesamtheit  ergänien  und  alsdann  anch  alle 
Teile  der  reinen  und  angewandten  Mathematik  —  nach  besonderen  selbständigen  Kapi- 
teln angeordnet  —  Yofliegen. 

Fast  jedem  Hefte  ist  ein  Anhang  von  nngel9sten  Aufgaben  beigegeben,  welche  der 
eigenen  Lösung  (in  analoger  Form,  wie  die  bezüglichen  gelösten  Aufgaben)  des  Studierenden 
Qberlassen  bleiben,  und  zugleich  von  den  Herren  Lehrern  fflr  den  Schulunterricht  benutzt 
werden  können.  —  Die  Lösungen  hierzu  werden  später  in  besonderen  Heften  für  die  Hand  des 
Lehrers  erscheinen.  Am  Schlüsse  eines  jeden  Kapitels  gelangen:  Titelblatt,  InhaltsTeneich« 
nis,  Berichtigungen  und  erläuternde  Erklärungen  über  das  betreffende  Kapitel  zur  Ausgabe. 

Das  Werk  behandelt  zunächst  den  Hauptbestandteil  des  mathematisch-naturwissen- 
schaftlichen ünterrichtsplanes  folgender  Schulen:  Realschulen  I.  nnd  II.  Ord.,  gleich- 
berechtigten höheren  Bürgerschulen,  PriTatschnlen,  Gymnasien,  Realgymnasien,  Pre- 
gymnasien,  SchnUehrer- Seminaren,  Polytechniken,  Techniken,  Bangewerkscbnlen, 
Gewerbeschulen,  Handelsschulen,  techn.  Torbereitnngsschnlen  aller  Arten,  gewerbliche 
Fortbildungsschulen,  Akademien,  ünirersi täten ,  Land-  nnd  Forstwissenschaltssehulen, 
Milltärschnlen,  Torbereltnngs- Anstalten  aller  Arten  als  z.  B.  für  das  El^fährig-Frel- 
willige-  und  Offliiers-Examen,  etc. 

Die  Schaler,  Studierenden  und  Kandidaten  der  mathematischen,  technischen  und 
naturwissenschaftlichen  Fächer,  werden  durch  diese.  Schritt  für  Schritt  gelöste,  Aufgaben- 
sammlung immerwährend  an  ihre  in  der  Schule  erworbenen  oder  nur  gehörten  Theorien  eta 
erinnert  und  wird  ihnen  hiermit  der  Weg  zum  nnfehlbaren  Auffinden  der  Lösungen  der- 
jenigen Aufgaben  gezeigt,  welche  sie  bei  ihren  Prüfungen  zu  lösen  haben,  zugleich  aber  auch 
die  überaus  grosse  Fruchtbarkelt  der  mathematischen  Wissenschaften  vorgefahrt. 

Dem  Lehrer  soll  mit  dieser  Aufgabensammlung  eine  kräftige  Stütze  f&r  den  Schul- 
unterricht geboten  werden,  indem  zur  Elrlernung  des  praktischen  Teiles  der  mathematischen 
Disziplinen  —  xum  Auflösen  tou  Aufgaben  —  in  den  meisten  Schulen  oft  keine  Zeit  er- 
übrigt werden  kann,  hiermit  aber  dem  Schüler  bei  seinen  häuslichen  Arbeiten  eine  voU- 
Btändige  Anleitung  in  die  Hände  gegeben  wird,  entsprechende  Aufgaben  zu  lösen,  die  ge- 
habten Regeln,  Formeln,  Sätze  etc.  anzuwenden  und  praktisch  zu  rerwerten.  Lust,  Liebe 
und  Yerständnis  für  den  Schul-Ünterricht  wird  dadurch  erhalten  und  belebt  werden. 

Den  Ingenieuren,  Architekten,  Technikern  und  Fachgenossen  aller  Art,  Militärs 
etc.  etc.  soll  diese  Sammlung  zur  Auffrischung  der  erworbenen  und  vielleicht  vergessenen 
mathematischen  Kenntnisse  dienen  und  zugleich  durch  ihre  praktischen  in  allen  Berufs- 
zweigen  Torkommenden  Anwendungen  einem  toten  Kapitale  lebendige  Kraft  verleihen  un«* 
somit  den  Antrieb  zu  weiteren  praktischen  Terwertungen  und  weiteren  Forschungen  geben. 

Alle  Buchhandlungen  nehmen  Bestellungen  entgegen.  Wichtige  und  praktische  Auf- 
gaben werden  mit  Dank  von  der  Redaktion  entgegengenommen  und  mit  Angabe  der  Namen 
verbreitet.  —  Wünsche,  Fragen  etc.,  welche  die  Redaktion  betreffen,  nimmt  der  Verfasser, 
Dr.  Kleyer,  Frankfurt  a.  M.  Fischerfeldstrasse  16,  entgegen  und  wird  deren  Erledigung 
thunlichst  berücksichtigt. 

Stuttgart  Die  Yerlagshaudlimg. 


Anfgaben  über  das  rechtwinklige  Dreieck  im  allgemeinen. 
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mithin: 

«2=  110 18' 30" 

-f  5,8"  Es.  nachtt.  Gl«ich.  a)] 

oder  «,  =  110 18'  85,8" 

Die  für  630  noch  zu  addierenden  Sekunden  x  findet 
man  aus  der  Proportion : 

lOM  :  630  =  10"  :  a?" 
Man  erhält : 


2b                                           2b 
—  a  +  a-tgtt^  =:  3b  —  36 tga- 

6  62 
2&-|-atg«2  =  36 tg«2 


a 


630,10 

X  — 

1094 

6300 

ar=: 

lOM 

X  = 

5,758 

oder  abgerundet: 

a)  .  .  .  j:  — 

5,8" 

2a6  +  rt«tg«5  =  8a6  — 66«'tg«5 

«^♦««2H-6^tg«2  =  3a  6  — 2a  6 
(a2-[-662).tgrt2  =  ab 
oder 

d)  .  .  .  tg«j  = 


ab 


Hlllfsrechsiuig  4. 

260  33'  54^2"  =  26  •  60  •  60"  +  33  •  60"  +  54,2" 
=  93600  + 1980  +  54,2 
=  95634,2" 


Httlflirechniuig  5 

180  26' 5,8"  —  18.60.60"  +  26.60"4-5,8 
=  64800"  +  1560"  +  5,8" 
=  66365,8 


4t 


\tl 


Hfllfsrechnnng  6. 

11018' 35,8"  =  11.60-60" +  18-60" +  35,8 
=  39600"  +  1080"  +  36,8" 
=  40715,8 


a2  +  662 

In  Rticksicht,  dass  «  =  2  m  ist  und  h  = 
1  m  iet,  erh&lt  man  hiernach: 

t       -      21 
^'*«  —  22  +  612 

oder  nach  Hülfsrechnung  8): 

C)  .  .  .  tg«,  =  110 18' 35,8" 

Das  gesuchte  Verhältnis  der  drei  Winkel 
(T,  a^  und  a,  ist  also: 

« : «, :  «2  =  260  33'  54,2" :  I80  26'  5,8" :  1  lo  18'  35,8" 
oder  nach  den  HiUfsrechnungen  4,  5  und  6: 

D)  .  .      « :  «1 :  «2  =  95634,2  :  66365,8 :  40715,8 

^^®^        « : «, :  «2  =  956342 :  668658  :  407168 

Das  durch  diese  Proportion  ausgedrückte 
Zahlenverhältnis  für  die  drei  Winkel  kann 
man  noch  vereinlachen,  wenn  man  den 
grössten  gemeinschaftlichen  Teiler  dieser  drei 
Zahlen  sucht  und  diese  Zahlen  durch  den- 
selben dividiert.  Dividiert  man  durch  den 
gemeinschaftlichen  Teiler  2,  so  erhält  man 
für  das  gesuchte  Verhältnis: 

a :  «, :  «2  =  478171 :  331829  :  203679 

Für  dieses  Verhältnis  kann  man  noch  Nähe- 
rungswerte berechnen,  siehe  Kleyers  Lehr- 
buch der  Kettenbrnche  und  Teilbruchreihen. 


Aufgabe  282.  Von  einem  Punkt  p,  siehe 
Figur  104,  der  auf  einem  Schenkel  des  Win- 
kels a  =  60®  liegt,  wird  auf  den  andern 
Schenkel  eine  Senkrechte  gefällt,  und  hierauf 
wird  aus  dem  Fusspnnkt  dieser  Senkrechten 
auf  den  ersten  Schenkel  wieder  eine  Senk- 
rechte gefällt  u.  s.  f.  bis  ins  Unendliche. 
Wie  gross  ist  die  Summe  dieser  imendlich 
vielen  Senkrechten,  wenn  die  Länge  der 
ersten  Senkrechten  m  =  20  cm  beträgt? 


Andeutung.  Diese  trig.  Aufgabe  gehört 
ihrem  Wesen  nach  in  das  Gebiet  der  geo- 
metrischen Progressionen,  sie  ist  vollständig 
gelöst  in  Kleyers  Lehrbuch  der  arithmetischen 
und  geometrischen  Progressionen,  Seite  47. 

Figur  104.  "b 


Kleyer,  Ebene  Trigonometrie. 
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Aufig^abe  283.    Man  soll  die  Summe  der 
Projektionen  bereclmen ,   welche  die  in  Aul-        AndeuluiMi    Die  Auf  lößunir  dieser  Aufirabe  ist 
gbe   282   erwähnten  Perpendikel    auf  den  ^^      ^^,  Auflösung  zur  vorigen  Au^be. 
Winkelschenkehi  bilden,  wenn,  siehe  Flg.  104,  *  ««e  •©        «*© 

die  Entfernung  d  des  Punkts  p  vom  Scheit«! 
des  Winkels  a  =  40  cm  misst. 


I)  Aufgaben,  in  welchen  die  Beweise  gewisser,  auf  das  rechtwinklige  Dreieck 
Bezug  habender  trigonometrischer  Formeln  und  Sätze  verlangt  werden. 

Anmerkung  14.  In  sämtlichen  in  diesem  Abschnitt  enthaltenen  Aufgaben  haben  die 
Buchstaben  a,  b,  c,  a,  ß  und  h  die  aus  nachstehender  Figur  105  leicht  erkennbaren 
Bedeutungen. 

Figur  105. 


Aufgabe  284.   Man  soll  in  Rücksicht  der 
vorstehenden  Anmerkung  die  Eichtigkeit  der 

Relation :  ^  ^  ^  Anflötung.  Aus  dem  recht^ilnkligen  D^e^ 

tg  («  —  450)  —  eck,  siehe  Figur  105,  ergibt  sich  die  Relation: 

nachweisen.  ^^ « 

tg«=y 

formt  man  diese  Gleichung  in  Räcksicht  der 
Erkl.  120  wie  folgt  um: 

sina        a 


cosa 


und  bringt  man  in  bezug  auf  diese  Propor- 
tion den  in  der  ErkL  119  angeführten  Summen- 
Erkl.  247.      Eine    goniometrisebe   Formel  ^^  Differenzensatz  in  Anwendung,  so  erhält 

heisst:  M^aii: 

/— ,       ^^^        .  sina  —  cosa       a  —  b 

sma  +  cosa  =.  V  2«(co9  450  — a)  -: i — ^ = — r— r 

,«.  ,     -^        y  ,.^  .     ^1           X  t.  /    1.  ^  sma  +  cosa       a  +  b 

(Siehe  Formel  110  in  Eleyers  Lehrbuch  der  '                    ' 

Goniometrie.)  und  hieraus  ergibt  sich  in  Rücksicht  der  in 

der  Erkl.  247  und  248  angeführten  Formehd: 

Erkl.  248.      Eine    goniometriflche    Formel  i/J.  8in(a  —  40«)       a~6 

heisst:  — ;= =  — r~i: 

,-  l/2  .  cos  (450  —  a)       a  +  ö 

sm«  — cosa  =  V2 -sin (o  — 460)  »^             ^ 

(Siehe  Formel  111  in  Kleyers  Lehrbuch  der  oder,  da  nach  der  Erkl.  249  cos  (45^  —  «)  = 
Goniometrie.)  C08(a  — 45°)  ist: 


Aufgaben  über  das  rechtwinklige  Dreieck  im  allgemeinen. 
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sin («--450)  _a^b 

C08  (a  —  450)  a  -4-  d 
Erkl.  249.    Nach  der  ErkL  126  besteht  die                           \            /         T 

Eelation:  luid  hieraas  erhält   man  in  Rücksicht  der 

cos(— a)  =  cosa  ErkL  120: 

hiemach  ist  auch:  ..  ^    ,        .-rt.       a  —  b 

A)  .  .  .  tg  («  —  450)  = 


oder 


cos  [—  (460  _  a)]  =  cos  (46©  —  «) 


a  +  h 


mithin; 


cos  (—  460+  «)  =s  cos  (460—  «) 
cos  («  —  450)  =  cos  (460  —  a) 


was  zu  beweisen  war. 


Anijgabe  285.  Man  soll  in  Bücksicht  der 
vorstehenden  Anmerkung  14  die  Richtigkeit 
der  Relation: 


c+  a 
nachweisen. 


-a_    tg(460-|) 


BlU«  250*     Eine   goniometrische   Formel 
heiast: 

1  — sin«       x-jo/jeA       a\ 

(Siehe  Formel  181  in  Eleyers  Lehrbuch  der 
Goniometrie.) 


Auflösung.  Aus  dem  rechtwinkligen  Drei- 
eck, siehe  Figur  106,  ergibt  sich  die  Relation: 

a 
sm«  =  — 

c 

# 

formt  man  diese  Gleichung  wie  folget  um: 

c  __    1 
a       sin« 

und  bringt  man  in  bezug  auf  diese  Propor- 
tion den  in  der  Erkl.  119  angefahrten  IMe- 
renzen-  und  Summensatz  in  Anwendung,  so 
erhält  man: 

c —  a 1  —  sin« 

€-{-  a       l-[-sin« 

Bringt  man  nunmehr  in  bezug  auf  den 
rechten  Quotienten  die  in  der  ErkL  260  vor- 
geführte goniometrische  Formel  in  Anwen- 
dung, so  erhält  man: 

oder 

i^  =  tg(460-|).tg(46.-|) 

oder,  da  nach  der  Erkl.  15 : 

und  da  hierin  nach  der  Erkl.  19: 
ctg(450-|)=tg(45o+|.) 

gesetzt  werden  kann: 


A)  .  .  . 


,,       tg(46o^f) 


^H-«      tg  (450+1) 

nämlich  die  zu  beweisende  Relation. 

Man  kann  dieselbe  auch  mittels  des  Tan- 
gentensatzes herleiten,  wobei  man  be- 
rücksichtigen muss,  dass  ß  =  90^  —  a  ist. 
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Aufgabe  286.  Man  soll  in  Rücksicht  der 
vorstehenden  Anmerkung  14  die  Richtigkeit 
der  Relation: 

a  =  ::± — ■ 

V  2  •  cos  («  —  450) 
'  nachweisen. 


Erkl«  251«    Ein  Lehrsatz  aus  der  Propor- 
tionslehre heisst: 

„In  jeder  Proportion  verhält  sich  die 
Summe  oder  Idfferenz  der  Glieder  des 
ersten  Verhältnisses  zur  Summe  oder 
Düferenz  der  Glieder  des  zweiten  Verhält- 
nisses wie  ein  paar  homologe  Glieder.'' 

Besteht  die  Proportion: 

a:h  z=z  cid 

so  ist  nach  diesem  Satz: 

a  +  b        a  /  -  b\ 

oder,  wenn  man  die  inneren  Glieder  dieser 
Proportion  vertauscht: 

2)  .  .  .  ^  —  ^  =  ^^^ 
^  '  '  '       a  c 

oder,  wenn  man  beide  Verhältnisse  dieser  Pro- 
portion umkehrt: 

a  c 

^^  '  '  '  t±h  ~  7±d 

(Siehe  Eleyers  Lehrbuch  der  Buchstabenrech- 
nung.) 


Andeutung.  Man  benutze  die  aus  dem 
Dreieck,  siehe  Figur  105,  sich  ergebende 
Relation : 


a 


forme  dieselbe  wie  folgt  um: 


a 
T 


smce 
cosa 


bringe  dann  den  in  der  Erkl.  251  ange- 
führten Summensatz  in  Anwendung,  wonach 
man: 

a-\-h sin« -f- cos« 

a  sin« 

erhält ;  löse  schliesslich  diese  Gleichung  nach 
a  auf  und  bringe  in  bezug  auf  sina  und  cosa 
die  in  der  Erkl.  283  erwähnte  goniometrische 
Formel  in  Anwendung. 


Aufgabe  287.    Desgleichen: 

(ff  +  h)  cos  ff 


V'2  cos  (ff  —  460) 


Andeutung.  Die  Auflösung  dieser  Aufgabe  ist 
ganz  analog  der  Auflösung  der  vorigen  Auf- 
gabe 286. 


Aufgabe  288.    Desgleichen: 

(a  —  b)  sin  « 


Andeutung.     Die  Auflösung  dieser  Au^be 
ist  analog  der  Auflösung  der  Aufgabe  286. 


a 


'  1/2.  sin  (ff  — 450) 


Aufgabe  289.    Desgleichen: 

,  (a  —  b)  cos  « 

""  1/2.  sin  (ff  — 450) 

Aufgabe  290.    Desgleichen: 

2C082-| 


Andeutung.  Die  Auflösung  dieser  Angabe 
ist  ebenfalls  analog  der  Auflösung  der  Auf- 
gabe 286. 


Andeutung.  Man  benutze  die  aus  dem 
Dreieck  ÄBC^  siehe  Figur  105,  sich  er- 
gebende Relation: 

a 
cos5  =  — 
c 

schreibe  dieselbe  als  die  Proportion: 

a  coB/^ 

T""    1 


Aufgaben  über  das  rechtwinklige  Dreieck  im  allgemeinen. 
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bringe  dann  den  in  der  Erkl.  251  angeführten 
Krkl.  252.     Eine   goniometrische   Formel  Summensatz  in  Anwendung  und  setze  schliess- 
lich nach  der  Erkl.  252: 
l  +  cos«  =  2cos2|-  1  +  cos/J  =  2C08iJ^ 


(Siehe  Formel  66^^  in  Kleyers  Lehrbuch  der 
Goniometrie.) 


2 


Aufgabe  291.    Desgleichen: 


2sin2|- 


Angabe  298.    Desgleichen: 


c  = 


vT-  cos  («  —  450) 


Aufgabe  293.    Desgleichen: 

a  — & 


>/2  .  cos  («  —  460) 


Angabe  894.    Desgleichen: 

o  +  Ä=:c(  sin  «  +  —  sin  2«! 


Andeutung.  Die  Auflösung  dieser  Aufgabe 
ist  ganz  analog  der  Auflösung  der  vorigen  Auf- 
gabe 290. 


Andeutung.  Die  in  dieser  Aufgabe  ge- 
gebene Eelation  kann  man  herleiten,  wie  in 
der  Auflösung  der  Andeutung  zur  Aufgabe  286 
gesagt  wurde. 


Andeutung.  Die  Auflösung  dieser  Aufjgabe 
ist  ganz  analog  der  Auflösung  der  vorigen  Auf- 
gabe 292. 


Andeutung.  Man  drücke  mit  Hülfe  der 
Figur  105  zuerst  a  in  a  und  c  aus,  desgl. 
drücke  man  ^  in  a  und  a  (bezw.  in  a  und  ß) 
und  mit  Hülfe  der  zuerst  erhaltenen  Relation 
in  c  und  a  aus,  addiere  die  somit  erixal- 
tenen  Relationen  und  forme  die  hiemach  er- 
haltene Gleichung  entsprechend  um. 


Aufigabe  895.    Desgleichen: 


a  +  h=i 


262  8in«'Cos2-J 


C'COS*« 


Aufgabe  896.    Desgleichen: 

-^  =  ysm2«.tg/S 


Andeutung.  Die  Auflösung  dieser  Aufgabe 
ist  ganz  analog  der  Auflösung  der  vorigen 
Aufgabe. 


Andeutung.  Aus  dem  rechtwinkligen  Drei- 
eck ABCj  siehe  Figui*  105,  ergeben  sich  die 
Relationen : 


und 


a)  .  .  .  ,  —  =  sin/9 


b)  .  .  .  .  —  =  cosa 


aus  welchen  sich  durch  Multiplikation  die 
weitere  Relation  ergibt: 

---  =  sm/9'C08o 

Multipliziert  und  dividiert  man  die  rechte 
Seite  dieser  Gleichung  mit  sina,  so  erhält 
man: 

62  _  sin/S 


c2 


sma 


•  sina  •  cosa 
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Aufgabe  297.    Desgleichen: 

2ah 


c2 


=  8in2a 


Setzt  man  nunmehr  nach  der  ErkL  52 : 

sin  2a 


smct-cosa  =i 


2 


und  nach  der  Erkl.  19  : 
sin«  =  008^ 
80  erhält  man: 

b^  smß     sm2a 

C«  C08/S  '       8 

und  hieraus   ergibt    sich   in  Rücksicht  der 
Erkl.  120: 

h^        1 
A)  .  .  .  .-^  =  -g-sm2a.tg/J 

nämlich  die  herzuleitende  Relation. 


Andeutung.  Man  beachte,  siehe  Figur  105, 
dass: 


a 


a)  .  .  .  .  —  =  cosa 


Aufgabe  298.    Desgleichen: 

-j—  =  sma'tgo 
bc 


b)  .  .  .  .  —  ^  sina 
c 

ist  Durch  Multiplikation  dieser  beiden  Glei- 
chungen und  mittels  Anwendung  der  in  der 
ErkL  52  angef fihrten  goniometrischeD  Formd 
erhält  man  die  zu  beweisende  Relation. 


Andeutung.    Die  Auflösung  dieser  Aufgabe 
ist  analog  der  Auflösung  der  vorigen  Aufgabe. 


Aufgabe  299.  Sind  a,  j3  und  >'  die  drei 
Winkel  eines  gedachten  Dreiecks  und  es 
besteht  zwischen  denselben  die  Relation: 

sin«  +  sin /5 

smy  =: \ 

'        cosa-J-cos^ 

so  muss  jenes  Dreieck  ein  rechtwinkliges 
sein.    Diese  Aussage  ist  zu  beweisen. 


AuflSaung.  Setzt  maA  nach  der  in  der 
Erkl.  253  vorgeführten  goniometrischen  For- 
mel in  der  durch  die  Aufgabe  gegebenen 
Relation  für: 

sing  +  sin /?  ^-j-ß 

cosa  +  cos/J      ^     2 

so  geht  dieselbe  über  in: 

8my  =  tg— ^ 

Berücksichtigt  man  nunmehr,  dass  a,  ß 
und  y  die  Winkel  eines  Dreiecks  sind, 
dass  also  y  und  a-^-ß  Supplementwink«! 
sind,  dass  man  also  hiemach  und  nach  der 
Erkl.  66: 

siny  =  sin  («  -f-  /J) 

setzen  kann,  so  erhSIt  man  in  Rücksicht  dessen 
aus  jener  Gleichung  die  Beziehung: 


8hl(a  +  /5)  =tg 


2 
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Erkl.  258.     Eine   goniometrische   Formel 
helBst: 

8in«  +  flin/g  _      «  +  /? 

(Siehe  Formel  185  in  Kleyers  Lehrbnch  der 
Goniometrie.) 


Erkl«   254«     Eine   göniometrische   Formel 
heisst*. 

1)  .  .  .  sin2tt  =:  2flina*co8a 

(Siehe  die  Erkl.  52  oder  die  Formel  49  in 
Kleyers  Lehrbnch  der  Goniometrie.) 

Setzt  man  in  dieser  Formel  für: 


Setzt  man  ferner  in  dieser  Gleichung  nach 
der  Erkl.  254  für: 

a  +  ß 


8in(a  +  /9)  =  2.8in5^i^ 


cos 


und  berücksichtigt  man   die  Erkl.  120,  so 
erhält  man: 

«  +  /? 

2 


_   .    a  +  ß        a-\-ß 
28m  — ^  cos  — ^  = 


sm 


cos 


«  +  /? 


Reduziert  man  diese  Gleichung  und  löst 

a  +  ß 

dieselbe  dann  in  bezug  auf  cos — ^  auf,  so 
erhält  man  der  Reihe  nach: 


cos 


2 
80  geht  dieselbe  über  in: 

8m2  •  — ^  =  2sm — ^ 
imd  hieraus  erhält  man: 

2)  .  .  .  giii(«  +  /9)  =  2.8in^^i^. 


2.  cos« 


cos* 


cos 


a  +  ß  _ 


2 


=  1 


2     ""  2 

a  +  ß 


a  +  ß 


=Vi 


cos 


2 

a  +  ß 
2 


cos 


oder 


1) 


cos 


a  +  ß  _  2 
2      ■"  4 


2  2 

Da  man  nun  weiss,  dass  nach  der  Erkl.  216 : 

2)  .  .  .  cos460  =  i  y^2 

ist,  so  folgt  aus  diesen  beiden  Gleichungen, 
dass: 

^=460 

oder,  dass: 

3)  .  .  .  «  +  /S  =  90o 

sein  muss ;  ist  aber  die  Summe  jener  Winkel 
a  und  ß  des  gedachten  Dreiecks  =  90^, 
so  muss  der  dritte  Winkel  /  ebenfalls  =  90^ 
sein,  d.  h.  das  gedachte  Dreieck  muss  ein 
rechtwinkliges  sein. 


Aufgabe  300.  Sind  in  einem  rechtwink- 
ligen Dreieck  die  Masszahlen  der  Seiten  drei 
aufeinanderfolgende  ganze  Zahlen,  so 
besteht  in  l)ezng:  auf  den  einen  spitzen  Win- 
kel a  dieses  Dreiecks  die  Relation: 

(1  —  sin«)  sina-|-  (1  —  cos«)  coa«  =  —  coa« 

Diese  Aussage  ist  zu  beweisen. 


Auflösung.  Ein  rechtwinkliges  Dreieck, 
bei  welchem  die  Masszahlen  der  Seiten  ganze 
Zahlen  sind,  ist  ein  rationales  oder  ein 
pythagoreisches  Dreieck,  siehe  die 
ErkL  174.  Das  einfachste  pythago- 
reische Dreieck  ist  dasjenige,  dessen  Seiten 
die  Masszahlen  3,  4  und  5  haben,  welche 
Zahlen  drei  aufeinanderfolgende  ganze 
Zahlen  sind,  siehe  Figur  106  und  die  Erkl.  255. 

Die  zu  beweisende  Relation  kann  man  aus 
dem  durch  die  Figur  106  dargestellten  ratio- 
nalen Dreieck  hiemach  wie  folgt  herleiten: 
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Figur  106.  Aus  der  Figoi*  106  ergeben  sich  die  Rela- 

tionen : 

^  a)  .  .  .  sina  ^  -r- 

und 


^ 


S.> 


/ 


VN  ^ 

D)   .   .   .   COS«  =  -17- 

Durch  Addition  derselben  erhält  man: 

sin«  -|-  cos  a  =  "i"  +  T" 

0         5 

sma  +  cosa  =  -=- 

5 


Erkl.  255.     Bezeichnet   pan    die    ganze  ^ 

Masszahl,  welche  der  kleinsten  der  Katheten  "^^^ 

eines  rechtwinkligen  Dreiecks  entspricht,  mit  n,  c)  .  .  .  sina-l^cos«  =  l-f^-'- 
alsodieMasszahl,  welchegemässderAufgabedOO  ^ 

mäss  der  Hypotenuse  entsprechen  soll,  mitn-f-2,   ^®^  ^^*^-  ^*'^- 

so  besteht,  da  das  Dreiedi  rechtwinklig  sein  d)  ...  für  1  =  sin^a-f-cos'a 

SReStio^?*^^''"^  ^''''^'  ganzen  2khl  «   ^^  ^^.g  ^^^^  ^^^  Fi^^  ^^^ 

(«  +  2)«  =  ««  +  (»  +  l)2  für  -i=:co8« 

Löst  man  diese  Gleichung  in  bezug  auf  n 

auf,  so  erhält  man  für  n  den  positiven  Wert:  ^^g  ^^  ^^.  i_.A-_i.cosa 

«=3  26-2 

Die  Masszahlen,  welche  also  den  drei  Seiten  ^  ^        - 

des  der  Aufgabe  300   entsprechenden,  recht-   e)  .  .  .  für  —- =  —  cos« 
winkligen  Dreiecks  zukommen  müssen,  sind  also:        *  &        2 

für  die  eine  Kathete:  m  =  3  gesetzt  werden  kann,   so  geht  in  Rücksicht 

für  die  andre      „        «  +  1=3  +  1  oder  =  4  dessen  die  Gleichung  c)  über  in : 

und  für  die  Hypotenuse :  «  +  2  =  3  +  2  od.  =  6       „;«  ^  _l_  /».v« «;««    _i_  ^^-9    _l    ^  ^^« 

•'*^  '  '  sina  +  cos«  =  sm*a  +  co8*a+  —cos« 

und  hieraus  erhält  man: 

sina  —  sin^a  +  cos«  —  cos^«  =  -—  cosa 

oder 

A)  (1  —  sin(ie)sina  +  (l — cosa) cosa  =  -^cosa 

nämlich  die  herzuleitende  Relation. 


>*  ■>)>(<   >^ 


8).  Aufgaben  über  das  gleichschenklige  und  das  recht- 
winklig-gleichschenklige Dreieck  im  allgemeinen. 

a)  Aufgaben,  in  welchen  das  Verhältnis  zweier  Seiten  vorkommt. 

Aufgabe  301.    Das  Verhältnis  des  Schen- 
kels a  zur  Basis  h  eines  gleichschenkligen  Gegeben:    a:&=  V^ \  Vb 
Dreiecks  sei  =  \/8^:  \/5;   wie  gross  muss 

der  Scheitelwinkel   eines    solchen   Dreiecks        Andeutung.    Ist,  siehe  Figur  107,  Ji^^B 
^^^^  ein  gleichschenkliges  Dreieck,  in  welchem 

das  Verhältnis  eines^  der  Schenkel  a  zur 
Basis  h  =  yT :  Yh  ist,  und  man  fUlt  die 
Höhe  //,  so  teilt  dieselbe  das  gleichschenk- 
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lige  Dreieck  in  die  zwei  rechtwinkligen  Drei- 
ecke. In  dem  Dreieck  ÄDB  ist  nach  vor- 
stehendem das  Verhältnis  der  Hypotenusen^ 

und  der  Kathete  ÄD  =  V^3":-ö-  V^6^,  oder 
es  ist  hiemach  das  Verhältnis  der  Kathete  ÄD^ 

zur  Hypotenuse  AB  =  y  V^  '-  V^   i"id 

dieses  Verhältnis  ist  gleich  dem  Sinus  des 
halben  Scheitelwinkels  ß^  man  hat  also  zur 
Berechnung  des  gesuchten  Scheitelwinkels  ß 
die  Relation: 

A)  .  .  .  sm  -^  =  4-  V^'  V^ 

wonach  man  -|-  berechnen  und  dann  ß  be- 
stimmen kann. 


Aufgabe  302.  In  einem  gleichschenk- 
ligen Dreieck  sei  der  Scheitelwinkel  ß  = 
10^  12'  38,3";  in  welchem  Verhältnis  muss 
der  Schenkel  a  zur  Basis  h  eines  solchen 
Dreiecks  stehen? 


Gegeben:    /9  =  IQO 12'  88,3" 

Andeuttuig.  Ist,  siehe  Figur  107,  AA^B 
ein  gleichschenkliges  Dreieck  in  welchem  der 
Scheitelwinkel  ß  gleich  dem  gegebenen  ist, 
und  man  fällt  die  Höhe  h,  so  ergibt  sich  aus 
dem  rechtwinkligen  Dreieck  ADB  zur  Be- 
stimmung des  gesuchten  Verhältnisses  die 
Belation: 


oder 


sm  -T-  =  -;r  •  ö 
2        2 

.    ß         h 
8m4-  =  — 


2         2a 

formt  man  diese  Relationen  wie  folgt  um: 

h  8 

—  =  2.8in"^ 
a  2 


oder 
A). 


a 

a 
T 


28in4 


28in| 


so  kann  man  hiemach  das  gesuchte  Ver- 
hältnis aih  berechnen. 


b)  Aufgaben,  in  welchen  Beziehungen  zwischen  den  Seiten  und  der  Höhe 

gegeben  sind. 


Angabe  SOS.  Wie  gross  ist  der  Scheitel- 
ii^inkel  eines  gleichscheoädigen  Dreiecks  und 
in  welchem  Verhältnis  muss  die  Basis  zum 
Schenkel  stehen,  wenn  die  Basis  dieses  Drei- 
ecks gleich  der  Höhe  desselben  sein  soll? 


Gegeben:    h  :=.h 

Andeutung.  Ist,  siehe  Figur  107,  AA^B 
ein  gleichschenkliges  Dreieck,  in  welchem 
die  Höhe  h  gleich  der  Grundlinie  h  ist,  so 
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ergibt  sich  aus  dem  rechtwinkligen  Drei- 
eck ABB  znr  Berechnung  des  gesuchten 
Scheitelwinkels  ß  die  Belation: 

a)  •  •  •  t«Y  =  -2"-^ 
oder,  da  gemäss  der  Aufgabe  A  =  5  ist : 

b)...tg|-  =  |:6 


oder 


A)...tg|-  =  | 


mittels  welcher  Relation  der  Winkel  ß  be- 
rechnet werden  kann. 

Zur  Bestimmung  des  gesuchten  Verhält^ 
nisses  zwischen  der  Basis  h  und  dem  Schen- 
kel a  ergibt  sich  femer  aus  dem  rechtwink- 
ligen Dreieck  ^^2>  die  Belation: 


c) 

...  sin 

'4= 

h 
2 

:a 

nnd  hieraus  erhält 

man: 

h 
2a  " 

am  ^ 

h 

sin  4 

2a  ~~ 

1 

oder 

B) 

1        •        • 

b:a  =z 

.  2-8in 

ß  , 
2 

1 

mittels  welcher  Relation  man  das  gesuchte 
Verhältnis  h:a  berechnen  kann,  w»m  man 
in  derselben  den  nach  Gleichung  A)  berech- 
neten Wert  für  -^  substituiert 


Angabe  304.   Die  halbe  Grundlinie  eines 

gleichschenkligen  Dreiecks   ist   gleich  dem  /. . „t.^_  .  (  Eine  geometrische  BeEiehnng  zwischen 

kleineren  Abschnitt  des  nach  dem  goldenen  ^'*^"^"*  \         der  Basis  nnd  dem  Schenkel. 

Schnitt  geteilten  Schenkels.    Wie  gross  sind 

die  Wii^el  des  Dreiecks?  Andeutung.  Bezeichnet  man  den  Schenkel 

des  gedachten  gleichschenkligen  Dreiecks  mit 
a,  den  kleineren  Abschnitt  desselben,  welchen 
man  erhält,  wenn  man  sich  den  Schenkel 
nach  dem  goldenen  Schnitt  geteilt  denkt 
(s.  Erkl.  256),  mit  m,  also  den  andern,  den 
grösseren  Abschnitt  desselben  mit  (a  —  t»), 
so  besteht  nach  der  Erkl.  256  die  Relation: 

a)  .  .  .  a:{a  —  m)  =i  (a -^  m) :  m 
Bezeichnet  man  femer  die  Basis  des  Drei- 
ecks mit  b,  also  die  halbe  Basis  mit  -g-,  bo  ist 
gemäss  der  Aufgabe  und  nach  vorstehendem: 

b)  .  .  .  ~  =  w 

Diese  beiden  Gleichungen  sind  direkt  durch 
die  Aufgabe  gegeben. 
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ErU.256.  Unter  dem  „goldenen  Schnitt'', 
(lat.  Sectio  anrea  oder  Sectio  divina)  versteht 
man  die  Teilnnff  einer  gegebenen  Strecke 
nach  stetiger  rro|^ortion,  oder  was  dasselbe 
ist:  die  Teilnne  emer  gegebenen  Strecke  in 
zwei  Teile,  weMe  die  Bedingung  erfüllen,  dass 
der  ^Ossere  Teil  die  mittlere  geometlisofae  Pro- 
portionale zwischen  der  gegebenen  Strecke  nnd 
dem  andern,  dem  kleinem  Teil  derselben  ist. 

Ist  die  Strecke  a  gegeben  und  man  teilt 
dieselbe  nach  dem  goldenen  Schnitt,  be- 
zeichnet den  kleinern  Teil  mit  m,  also  den 
grössern  mit  (a  —  m),  so  mnss  hiemach  die 
Proportion  bestehen: 

a:{a  —  m)  =  (a  —  in):m 

(Siehe  Eleyers  Lehrbnch  der  Planimetrie.) 


Erkl.  2S7»    Ein  Satz  ans  der  niederen  all- 
gemeinen Arithmetik  heisst: 

„Null  dnrch  jede  Zahl  dividiert,  gibt  Nnll^. 

(Siehe  Kleyers  Lehrbflcher  der  Arithmetik.) 

Nach  diesem   Satz  ist  z.  B.  —  =  0  oder 

a 

--  =  0.    Die  Richtigkeit  dieses  Satzes  ergibt 

sich  ans  der  Definition  der  Division. 


Will  man  nun  einen  der  geforderten  Win- 
kel des  Dreiecks  berechnen,  so  mnss  man 
den  Wert  einer  trig.  Funktion  desselben, 
bezw.  nach  der  Definition  der  trig.  Funk- 
tionen, das  Verhältnis  der  halben  Grund- 
linie b  zu  dem  Schenkel  a  bestimmen,  indem 
z.  B.,  siehe  Figur  107: 

C)  .  .  .  COSn  =:  

ist. 

Dieses  Verhältnis,  -q''^»  bezw.  den  cosce 

kann  man  aus  den  vorstehenden  Gleichungen 
a)  und  b)  wie  folgt  berechnen: 

In  Rücksicht  der  Gleichung  b)  geht  Glei- 
chung a)  über  in: 

"=("-!) =("-l)4 

und  hieraus  erhält  man: 

h  /  h\2 


2 


Dividiert  man  diese  Gleichung  zum  Zweck 
der  Bildung  jenes  Verhältnisses  -q-  :  a  durch 
a',  so  erhält  man: 

b_  /b\2 

^^   +  -^^  =  0  (8.  Erkl.  267) 


1  —  8. 


a« 


oder 


Setzt  man  hierin  nach  Gleichung  c)  für: 

2 


a 


=  COS« 


so  hat  man  in  bezug  auf  cos  a  die  goniometri- 
sche  Bestimmungsglelchung: 

e)  .  .  .  cos*«  —  3*cos«  =  —  1 

Dieselbe  nach  cosa  aufgelöst,  gibt  der 
Reihe  nach: 

co82«-8.co8«  +  (|-y  =  -l  +  (|.y 


(cos«-|y=-i+A 


cos 


.-i=±V^ 


co8«  =  -2  ig"  ^^ 
<'^«'*    f)...co8«  =  |(3±l/6) 
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Berücksichtigt  man,  dass  1/5  =  2,236 
ist,  so  ergibt  sich  aus  dieser  Gleichung,  dasa 
man  bei  der  Benutzung  des  oberen  Vor- 
zeichens 4-  der  Wurzel  für  cos  a  einen  Wert 
erhält,  der  grösser  als  1  ist.  Da  aber  die 
Kosinus  sämtlicher  Winkel  kleiner  als  1 
sein  müssen  (s.  ErkL  144),  so  ist  das  Vor- 
zeichen 4-  doi*  V^  unzulässig  und  man  liat 
zur  Bereclmung  von  a  die  bestimmtere  Re- 
lation : 

A)  '.  .  .  cos«  =  -_-(8—  -^/ö) 

Hieraus  kann  man  den  Wert  für  cos« 
berechnen  und  a  selbst  mittels  einer  trig. 
Tafel  oder  mittels  einer  log.  trig.  Tafel  be- 
stimmen. 


€)  Aufgaben,  in  welchen  beide  Höhen  und  Transversalen  des  gleichschenkligen 

Dreiecks  vorkommen. 


Aufgabe  306.  Die  Höhe  h  eines  gleich- 
schenkl^en  Dreiecks  misst  20,5  dm,  die  zu 
einem  der  Schenkel  gehörige  Höhe  h^  misst 
10,5  dm;  wie  gross  sind  die  W^inkel  dieses 
Dreiecks? 


Gegeben:  l^^^jQ^g^ 


Andeutung.  Ist,  siehe  Figur  108,  AA^B 
das  gleichschenklige  Dreieck,  in  welchem  die 
Höhen  h  und  h^  gleich  den  gegebenen  sind, 
so  kann  man  zur  Berechnung  des  gesuchten 
Basiswinkels  a  folgende  Eelationen  aufstellen: 
nämlich  die  aus  dem  rechtwinkligen  Dreieck 
AFA^  sich  ergebende  Relation: 


a) 


sma 


_  K 


und    die    aus    dem   rechtwinkligen  Dreieck 
A^DB  sich  ergebende  Relation: 


b) 


tg«  = 


h^ 

2 


oder  = 


^h 


Dividiert  man  die  Gleichung  a)  durch  die 
Gleichung  b)  und  reduziert,  so  erhUt  man: 

sino        h^    2h 


oder 


tga 

b   '  b 

sina 

sina 

h,        b 
b    '  2h 

cosa 

COS«  sina 
smn 

2h 

.  .  .  cosa  — 

2h 

A) 


Setzt  man  in  diese  Gleichung  die  für  A 
und  h^  gegebenen  ZaJüenwerte,  so  kann  man 
hieraus  den  gesuchten  Basisi^inkel  a  be- 
rechnen. 
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Aufgabe  306.  Zu  der  Basis  eines  gleich- 
schenkligen Dreiecks,  dessen  Schenkel  a  = 
40,281  m  und  dessen  Scheitelwinkel  ß  = 
27^  20'  ist,  ist  eine  Parallele  so  gezogen,  dass 
dieselbe  gleich  der  Summe  der  von  ihr  ge- 
bildeten Schenkelabschnitte  ist,  welche  an 
der  Basis  des  Dreiecks  liegen ;  wie  gross  ist 
jene  ParaUele? 


Figur  109. 


^  .B 


a.^^i..«    /  «  =  40,281  m 
Gegeben:  |^_.  27^20' 

Andeutung.  Ist,  siehe  Figur  109,  ^^^^ 
das  gleichschenklige  Dreieck,  welches  den 
Bedingungen  der  Aufgabe  entspricht,  und  ist 
FG  die  zu  AA^  Parallele,  welche  die  Eigen- 
schaft hat,  dass: 

FG  =  AF-^A,G 

ist,  und  man  denkt  sich  die  Höhe  BD  ge- 
zogen, so  halbiert  dieselbe  nach  der  Erkl.  56 
die  Grrundlinie  AA^  des  gleichschenkligea 
Dreiecks  ^^jl?  und  auch  die  Grundlinie  FG 
des  Dreiecks  FGB,  welches  Dreieck,  da 
FG  II  AA^  ist,  ebeni'alls  ein  gleichschenk- 
liges Dreieck  sein  muss. 

Berücksichtigt  man  femer,  dass: 

AF=AG 

sein  muss,  indem: 

BA  =  BA 

imd  BF=BG 

also  BA  —  BF=BA  —  BG 

ist,  so  muss  in  der  Figur  109; 

FH=FA  =  HG  =  GA 

sein.  Bezeichnet  man  nun,  siehe  Figur  109^ 
die  gesuchte  Länge  der  Parallele  FG  mit 
2  a:,  also  jede  der  Strecken  -FJTund  AF  mit 
X,  dementsprechend  BFmt  a  —  Xj  so  er- 
gibt sich  aus  dem  rechtwinkligen  Dreieck 
BHF  zur  Berechnung  von  x  die  Bestim- 
mungsgleichung : 

ß  X 

a)  .  .  .  sm  -^  = 

Diese  Gleichung  in  bezug  auf  x  aufgelöst> 
gibt  der  Keihe  nach: 

(a  —  ar)  •  sin  -^  =  a? 
a-sm-^ — X'Bin-^  =  X 


•    ß  '     ß 

a?  +  X'8m-^  =  a-sm-Q- 

j?  ( 1 -|- sin -|- j  =  a-sin 


ß_ 
2 


ErU.   258«      Eine   goniometrische  Formel 
heisst : 

1 4-  Bin«  =  2.C082  ^450  —  -|-^ 

(Siehe  Formel  125  in  Kleyers  Lehrbuch  der 
Goniometrie.) 


•    ß 
a  •  sm  ^ 

1  +  sin  |- 
oderwenn  man  nach  der  Erkl.  258  für: 


l  +  8in|-  =  2.co82 


(«.-£) 


setzt : 


X  = 


•    ß 
a  •  sm  ^ 


2-C082 


(450  -  4) 
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Die  gesuchte  Länge  2x  der  Strecke  FG 
kann  man  hiemach  mittels  der  Gleichung: 


A)  .  .  .  20-  = 


•   ß 

4 


berechnen. 


C082(46<^-|.^ 


ß=  1200 


(begeben:  {  und  zwei  diesen  Winkel 
\  teüende  Ttansversalen. 


teilt  wird. 


Figur  110. 


%^ 


Aufgabe  307.  Der  Scheitelwinkel  ß  eines 
gleichschenkligen  Dreiecks  ist  =  120^  und 

dieser  Winkel  ist  durch  zwei  vom  Scheitel  *,.           t       .ut^. 

ausgehende  Geraden  in   drei   gleiche  Teüe  Andeutung.    Ist,  siehe  Figur  110,  ^^i  5 

geteüt;  man  soU  berechnen  in  welchem  Ver-  ein  gleichschenkBges  Dreieck,  dessen  Scheitel- 

hflltnis  durch  diese  Teillinien  die  Basis  ge-  ^'"^®^   8:leich   dem  gegebenen   Winkel    ist, 

welche  den  Winkel  |3  in  drei  gleiche  Teile 
teilen,  und  man  fällt  die  Höhe  A,  so  ent- 
stehen die  rechtwinkligen  kongruenten  Drei- 
ecke ÄDB  und  A^DB,  die  rechtwinkligen 
kongruenten  Dreiecke  FDB  und  Fi  DB  und 
die  schiefwinkligen  kongruenten  Dreiecke 
ÄfB  und  Ä^FiB]  aus  der  Kongruenz  dieser 
Dreiecke  ei^ibtsich,  dass  AF= 
Ä^Fj^  =  7/1  und  dass    FD  = 

FiD  =  ^  ist. 

Zur  Bestimmung  des  gesuch- 
ten Verhältnisses  der  drei  Ab- 
schnitte hat  man  also  hiemach 
zunächst  nur  das  Verhältnis  der 
Abschnitte  m  und  n  zu  berech- 
neu;  dies  kann  man  wie  folgt: 
r^*  Aus  dem  rechtwinkligen  Drei- 
eck ÄDB  ergibt  sich  in  Rück- 

>     sieht,  dass  -«^  ABD  =  -|-  ist. 

und  dass  ^2)  =  w*  -|~  "ö"  i®^»  ^^ 
Relation: 

+    M 

a)  .  .  .  tg-^  =  — Ä— 

femer  ergibt  sich  aus   dem  rechtwinkligen 
Dreieck  FDBia  Rücksicht,  dass  -^FBD  = 

y  ist,  die  Relation: 

b)..,tg|=Ä 
Aus  der  Gleichung  b)  erhält  man: 


Fi   'V^5  "^  \ 


U :.^> 


^1> ^ 


n  /9 

c)...  2-  =  Ä.tg-|- 


und 


d)  .  .  .  H  =  2A*tg 


6 


Aus  Gleichung  a)  erhält  man  femer 

m  +  |-  =  Ä.tg-^ 
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oder  in  Bücksicht  der  Gleichung  c): 


oder 


»»  +  Ätg-^  =  Ä.tg|- 

B  8 

e)  .  .  .  m  =  Ä.tgy--Ätg-^ 


Dividiert  man  nonmehr  zur  Bildung  des 
Verhlütoiases  min  die  Gleichung  e)  durch 
Gleichung  d),  so  erhält  man: 

^^fe-tgf-^fe.tg^ 
^  2Ä.tg4 

Den  Quotienten  rechts  kann  man  wie  folgt 
reduzieren: 

Erkl.  259.     Eme    goniometrische   Formel  w^  __  ^2" ""^6" 

^        ^^      cosa-cos/}  Bringt  man  in  bezug  auf  den  Zähler  rechts 

(Siehe  Formel  152  in  Kleyers  Lehrbuch  der  die  in  der  £rkl.  259  aufgestellte  goniometrische 
Ooniometiie.)  Formel  in  Anwendung,   indem  man  in  der- 

selben: 

und/J  =  -^ 
setzt,  80  erhält  man: 


oder 


^*        cos|--cos^        ^*  "X 


.    38^8  8 

m  8"^-V^         cosf 


B-,o.(\tiE.      QsiniL 


**        cosj-cos^     2sin^ 
**        cos|--28in|--co8^ 


setzt  man  jetzt  nach  der  Erkl.  52: 
28Ü.|.co8A  =  8m(2|) 
SO  erhält  man  weiter: 


'    ß     ^.ß 

m 

sm-|-cos^ 

n 

cos  "l-  •  sin  -^ 

oder 

m 

sin  ^- cos  ^ 

n 

cos  -^  •  sin  •!• 

mithin: 

ß 

m 

cos^ 

f ) 

•  •  . 

n 

cos  4 

für   das  gesuchte  Verhältnis   der   drei  Ab- 
schnitte erhält  man  also  hiemach: 
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ß  ß  ß 

A)  .  .  .  fn:n:mz=  cos  "S"  •  ^^^  o  •  ^^  -^ 

o  2  6 

Setzt  man  für  ß  den  gegebenen  Zahlen- 
wert  und  berechnet  cos  -|-  und  cos  4-,  so 

kann  man  hiernach  das  gesuchte  Verhältnis 
berechnen. 


d)  Aufgaben,  in  welchen  die  Summen  oder  Differenzen  von  Dreiecksseiten  und 

Höhen  vorkommen. 


Aufigabe  308.  Von  einem  gleichschenk- 
ligen Dreieck  kennt  man  den  Scheitelwinkel  ß 
=  120^  und  die  Summe  s  =  50  m  des  Schen- 
kels a  und  der  Höhe  h;  wie  gross  sind  die 
Seiten  und  der  Inhalt  des  Dreiecks? 


^^«'^^^-■Uizl'^ 


50  m 


Andeutung.  In  Rücksicht,  dass  die  Höhe 
eines  jeden  gleichschenkligen  Dreiecks  das- 
selbe in  zwei  kongruente  rechtwinklige  Drei- 
ecke zerlegt,  deren  Hypotenusen  gleich  den 
Schenkeln  a,  deren  gemeinschaftliche  Kathete 
gleich  der  Höhe  h  und  in  welchen  je  ein  spitzer 

Winkel  gleich  -g-  ist ,  kann  man  diese  Auf- 
gabe auf  die  Aufgabe  227  zurückführen- 


Au^abe  309.  Der  Schenkel  a  und  die 
Höhe  h  eines  gleichschenkligen  Dreiecks  diffe- 
rieren um  9  m ;  die  Basis  b  misst  78  m ;  wie 
gross  sind  die  Winkel,  der  Schenkel  und  der 
Inhalt  dieses  Dreiecks? 


Gegeben:  |^""^Z 


—  Ä=:9m 
78  m 


Andeutung.  In  Rücksicht,  dass  die  Höhe 
eines  jeden  gleichschenkligen  Dreiecks  das- 
selbe in  zwei  kongruente  rechtwinklige  Drei- 
ecke zerlegt,  deren  Hypothenusen  gleich  den 
Schenkeln  a,  deren  gemeinschaftliche  Kathete 
gleich  der  Höhe  h  und  deren  andere  Katheten 
je  gleich  der  halben  Basis  h  sind,  kann  man 
diese  Aufgabe  auf  die  Aufg.  212  zurückführen. 


Anfgabe  310.  Die  Summe  der  Basis  b 
und  eines  Schenkels  a  eines  gleichschenk- 
ligen Dreiecks  ist  =  60  m,  ein  Basiswinkel  a 
misst  77®  18'  10":  wie  gross  sind  die  drei 
Seiten  und  der  Inhalt  des  Dreiecks? 

Figur  111. 


Gegeben:  | 


h-j-a  =  «  =  60m 
«  =  770 18'  10" 


Andeutungen:    1)  Ist,  siehe  Figur  111, 
ÄÄ^B  das  Dreieck,  welches  den  Bedingungen 
der  Aufgabe  entspricht,  so  hat  man  gemäss 
der  Aufgabe  die  Relation: 
a)  .  .  .  h'\-a  z=i  8 

Denkt  man  sich  die  Höhe  h  gefällt,  so 
ergibt  sich  femer  aus  dem  rechtwinkligen 
Dreieck  BDA^  die  Relation: 

D)  .  .  .  cosa  = 


2 


a 


Setzt  man  den  aus  Gleichung  b)  für  h 
sich  ergebenden  Wert: 

h  =  2a*C08a 

in  Gleichung  a),  so  erhält  man  eine  Bestim- 
mungsgleichung  für  a,  nämlich: 

2a'C08a-f"^  =  * 
welche  Gleichung  man  nach  a  auflösen  kann» 
u.  s.  t. 


Preisgekrönt  in  Frankfurt  a.  M.  1881. 
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PROSPEKT. 


Diaiei  Werk,  welchem  kein  fthnllches  sar  Seite  steht,  erscheint  monatlich  in 
Heften  ni  dem  billicren  Preise  yon  25  ^  pro  Heft  und  bringt  eine  Sammlang  der  wichtig 
sten  und  praktischsten  lofgaben  aas  dem  Gesamtgebiete  der  Hathematlk,  Phjilky 
Mechanik,  math«  Geographie^  Astronomie^  des  Maschinen-^  Strassen-,  Elsenbahm-, 
Brileken-  and  Hoehbanesy  des  konstroktlTon  Zeichnens  etc.  etc.  und  swar  in  Tollstlndlir 
gelöster  Form,  mit  rlelen  ligaren,  Erkllmngen  nebst  Angabe  und  Entfrlekelmg  der 
benntiten  Sltie,  Formeln,  Kegein  in  Fragen  mit  Antworten  etc.,  so  dass  die  Lösung 
Jedermann  Torst&ndlich  sein  kann,  beiw.  wird,  wenn  eine  grossere  Anaahl  der  Hefte  er- 
schienen ist,  da  dieselben  sich  In  Ihrer  Gesamtheit  erglnien  nnd  alsdann  anch  alle 
Teile  der  reinen  imd  angewandten  Mathematik  —  nadh  besonderen  selbständigen  Kapi- 
teln angeordnet  —  Torliegen. 

Fast  jedem  Hefte  ist  ein  Anhang  Ton  nngelMen  Aofgaben  belgegebeni  welche  der 
eigenen  LOsnng  (in  analoger  Form,  wie  die  besQglichen  gelösten  Aufgaben)  des  Stadierendea 
überlassen  bleiben,  nnd  mgleich  Ton  den  Herren  Lehrern  tut  den  Schnlonterricht  benntit 
werden  können.  —  Die  LQsangen  hiersn  werden  sp&ter  in  besonderen  Heften  ftlr  die  Hand  des 
Lehrers  erscheinen.  Am  SchloMeeinesjedenS^apitels  gelangen:  Titelblatt,  InhaltSToneleh« 
niSy  Berichtignngen  nnd  erlintemde  Erkllmngen  über  das  betrelTende  Kapitel  sor  Ausgabe. 

Das  Werk  behandelt  sunichst  den  Hauptbestandteil  des  mathematisch-naturwisaen- 
schafüichen  ünterrichtsplanes  folgender  Schulen:  Bealsehnlea  I.  nnd  IL  Ord.,  ^eleh- 
beroehtlgten  h5heren  BUrgersehnlen,  PrlTatschnlen,  Gyninasieny  Realgymnasien,  Pro- 
gymnasien,  Sehnllehrer- Seminaren ,  Polytechniken)  Techniken,  Bangewerksehnlen, 
GÖworbesehnlen,  Handelssehnlen,  teehn.  Torbereitnngssehnlen  aller  Arten,  gewerblieho 
Fortbüdnngssdinlen,  Akademien,  ünlTersItiten ,  Land-  nnd  Forstwlssensehaflssehnlen, 
Milltlrsehnlen,  Torbereltnngs- Anstalten  aller  Arten  als  s.  B.  fBr  das  Bi^Jikrlg^F^rei* 
willige-  nnd  ^Mfliiers-Examen,  etc. 

Die  Sehfller,  Stndlerenden  und  Kandidaten  der  mathematischen,  technisohen  ond 
naturwissenschaftlichen  Fächer,  werden  durch  diese,  Sehritt  fir  Sehritt  geltate^  An^iaben- 
Sammlung  inunerwihrend  an  ihre  in  der  Schule  erworbenen  «oder  nur  gehörten  Theorion  eta 
erinnert  und  wird  Urnen  hiermit  der  Weg  lum  nnfiehlbaren  Auffinden  der  Lösungen  der- 
jenigen Aufigaben  geieigt,  welche  sie  bei  ihren  Prllftingen  su  lösen  haben,  lugleich  aber  aack 
die  llberaas  grosse  Fmehtbarkeit  der  mathemaiischea  Wissenschaften  TorgefUirt 

Dem  Lehrer  soll  mit  dieser  Aufgabensammlung  eine  kräftige  StOtio  flir  den  Schul- 
ünterrieht  geboten  werden,  indem  lur  Erlernung  des  praktischen  Teiles  der  mathematischen 
Disdplinen  —  inm  Auflösen  Ton  Aufgaben  —  in  den  meisten  Schulen  oft  keine  Zeit  er> 
Qbrigt  werden  kann,  hiermit  aber  dem  Schiller  bei  seinen  häuslichen  Arbeiten  eine  toU- 
ständige  Anleitung  in  die  Hände  gegeben  wird,  entspreehende  Aufigaben  in  lösen,  die  ge» 
habten  Segeln,  Formeln,  Sätie  etc.  anmwenden  und  praktisch  in  Torwerten.  LnJst,  Lieb« 
nnd  Terständnis  für  den  Schul-Ünterricht  wird  dadurch  erhalten  nnd  belebt  werden. 

Deü  Ingenienren,  Architekten,  Teehnlkem  nnd  Faehgenossen  aller  Art,  MlUtira 
etc.  etc.  soll  diese  Sammlung  mr  Anfflrisehnng  der  erworbenen  nnd  Tielleicht  Tergessenem 
mathematischen  Kenntnisse  dienen  und  sugleich  durch  ihre  praktisehen  in  allen  Bemf^ 
iwelgen  TOrkommenden  Anwendungen  einem  toten  Kapitale  lebendige  Kraft  Terleihen  und 
somit  den  Antrieb  su  weiteren  praktischen  Terwertnngen  und  weiteron  Forsehnngen  geben. 

Alle  Buchhandlungen  nehmen  Bestellungen  entgegen.  Wichtige  nnd  prak^che  Auf« 
gaben  werden  mit  Dank  von  der  Redaktion  entgegengenommen  nnd  mit  Angabe  der  Namen 
fVbNÜsl  —  WOnsche,  Fragen  etc.,  welche  die  Bedaktloa  betreffen,  nimmt  der  Yerfhssftr, 
Dr.  Ktejer,  Frankfurt  a.  M.  Fischtffeldstrasse  16,  entgegen  nnd  wird  deren  Eiiedignttf 
IknnUchst  berfleksiehtlgt 

stattgmri  Dl»  Terlagshandlung. 
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Figur  112. 


2)  Ist,  siehe  Figur  112,  AA^B  das 
Dreieck,  welches  den  Bedingungen  der 
Aufgabe  genügt,  und  man  bildet  sich  die 
Summe  b  -{-  a,  indem  man  a  auf  der 
Verlängerung  von  b  nach  A^D  abträgt 
und  D  mit  B  verbindet,  so  erhält  man 
das  gleichschenklige  Dreieck  BA^^D  und 
das  schiefwinklige  BAD\  in  letzterem  ist 
die  Seite  AD  =  «  -]-  6  =  «  und  haben  die 
Winkel  desselben  die  in  der  Figur  ver- 
zeichneten Werte,  wobei  zu  berücksichtigen 
ist,  dass  <^  ^5^1  =  2Ä — 2a,   dass  dso 

<^^i?Z>  =  2Ä  — 2a  +  |-   oder=2Ä  — 
da 

-^  ist:  bringt  man  zur  Berechnung  der  Seite  a 

dieses  Dreiecks  die  Sinusregel  in  Anwen- 
dung, so  erhält  man: 

.     a 
8in-<r 

a  ^  2 


8 


oder 


8in(2Ä-^) 


A)  .  .  .  a  =  s 


.     a 

Bin -5^ 


mittels  welcher  Gleichung  man  in  Bück- 
sicht der  ErkL  66  den  Schenkel  a  berechnen 
t:ann,  u.  s.  f. 


Angabe  SIL  Die  zu  emem  Schenkel 
eines  gleichschenkligen  Dreiecks  gehörige 
Höhe  Aj  sei  '=  50  m;  wie  gross  ist  die  Summe 
der  Perpendikel,  welche  man  von  einem  be- 
liebigen Punkt  der  Basis  auf  die  beiden 
Schenkel  jenes  Dreiecks  fällen  kann. 


Gegeben:  Äj  =  50m 

Gesucht:    p-\-Piy  siehe  Figur  113. 

Auflösung.  Ist,  siehe  Figur  113,  AA^B 
ein  gleichschenkliges  Dreieck,  in  welchem 
die  Höhe  A^  gleich  der  gegebenen  ist,  und 
man  nimmt  auf  der  Basis  b  desselben  den 
Punkt  P  beliebig  an,  fäUt  von  demselben  auf 
die  Schenkel  AB  und  A^B  die  beiden  Perpen- 
dikel p  und  p^y  so  kann  man,  wenn  man  die  Ab- 
schnitte -4P  und  Ay^P,  in  welche  durch  den 
beliebig  angenommenen  Punkt  P  die  Basis  b 
geteilt  wird,  mit  m  und  n  bezeichnet,  zur 
Berechnung  der  Summe  dieser  Perpendikel  p 
und  p^  folgende  Eelationen  aufstellen: 

Aus  dem  rechtwinkligen  Dreieck  ADA^ 

ergibt  sich  die  Relation: 

\  •  A, 

a)  .  .  .  sma  =  — } — 

n%-\-n 

aus  dem  rechtwinkligen  Dreieck  AGP  ergibt 

sich  die  Relation: 


b) 


P 
sm«  =  ^^ 

m 


und  aus  dem  rechtwinkligen  Dreieck  A^FP 
ergibt  sich  die  weitere  Relation: 


c)  .  .  .  sm«  =  =^ 


Kleyer,  Ebene  Trigonometrie. 
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Ebene  Trigonometrie. 


Nach  diesen  drei  Relationen  besteht  die 
laufende  Proportion: 

m-|- w        m         n 
bringt  man  in  bezng  auf  dieselbe  den  in  der 
Erkl.  234   angeführten  Summensatz  in  An- 
wendung, so  erhält  man: 


oder 


ErU.  260«  Die  nebenstehende  Auflösung 
ist  ein  trigonometrischer  Beweis  des  planimetri- 
schen  Lehrsatzes: 

„Die  Summe  der  von  einem  beliebigen 
Punkt  der  Basis  eines  gleichschenkligen 
Dreiecks  auf  dessen  Schenkel  gefällten 
Perpendikel  ist  stets  gleich  der  zu  einem 
Schenkel  gehörigen  Höhe." 

(Siehe  Eleyers  Lehrbücher  der  Planimetrie.) 


oder 


2  (w  -f-  *i)  ♦»  "f~  w 

2  ^  1 

P+Pi  =2Äi— Äi 


A)  .  .  .  p+Pi  =  Äi 

d.  h.  die  gesuchte  Summe  jener  zwei  Perpen- 
dikel p  und  Pi  ist  gleich  der  gegebenen 
Höhe  /i^;  in  Rüchsicht  des  für  h^  gegebenen 
Zahlenwerts  ist  also: 

1)  .  .  .  p+Pi  =  60  m  (8.  Erijl.  260). 


Aufgabe  312.  Die  Summe  der  Höhe  h 
eines  gleichschenkligen  Dreiecks  und  der  zu 
einem  Schenkel  gehörige  Höhe  h^  desselben 
sei  8  =  240  dm ,  der  Basiswinkel  a  messe 
16®  40'  30" ;  wie  gross  suid  die  Seiten  des 
Dreiecks  und  welches  ist  dessen  Inhalt? 


Gegeben:  | 


Ä  +  Äi  =  «  =  240dm 
a  =  160  40'  30" 


Andeutung.  Ist,  siehe  Figur  114,  AA^B 
das  gleichschenklige  Dreieck,  welches  den 
Bedingungen  der  Aufgabe  genügt,  so  hat  man 
gemäss  der  Aufgabe  die  Relation: 

a)  .  .  .  Ä  -|-  Äj  r=  5 

femer  ergibt  sich  aus  dem  rechtwinkligen 
Dreieck  A^DB  die  Relation: 


oder 


tg«=:Ä:^ 


b)  .  .  .  Ä  =  -Q^iga. 


Weiter  ergibt  sich  aus  dem  rechtwink- 
ligen Dreieck  A^FA  die  Relation: 


sma  = 


oder 


c)  .  .  .  ^i  =  &*sina 


Substituiert  man  die  Werte  für  h  und  ä, 
aus  den  Gleichungen  b)  und  c)  in  Gleichung  a), 
so  erhält  man  für  die  Basis  h  die  Bestim- 
mungsgleichung : 

d)  .  .  .  —'tga-^h'faXLu^s 

Diese  Gleichung  in  bezug  auf  h  aufgelöst, 
gibt  der  Reihe  nach: 

&'tga-f-2&sinft  =  ^s 
6(tga  +  2sina)  =  2« 

2« 

e)  ...  &  =  7 ,  ^  . — 

tg  0-1-2  sma 
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Den  für  b  gefundenen  aJIgemeinea  Aus- 
druck kann  man  noch  wie  folgt  weiter  redu- 
zieren: 

^  =  .-snrfr-r-(«-Erki.i20) 

-\-2  sm« 


fe  = 


cosa 

28'COBa 


sin  » -J- 2  sin  a*  cosa 

Setzt  man  nach  der  Erkl.  52  fiii*: 

2sina*cosa  =  8in2a 

so  erhält  man  weiter: 

,  2g' cos c 

sina-|-8in2cx 

oder,  wenn  man  in  bezug  auf  den  Nenner 
die  in  der  Erkl.  118  angeftlhrte  goniometrische 
Formel  in  Anwendung  bringt,  indem  man  in 
derselben : 

^  =  2« 
setzt : 

- 2«  •  cos« 


2^.     a  +  2a  a  —  2a 

•Sm  -~ COS  — 2 — 


.  8'COBtt 

1)  :=.  - 


.     3a 
sm  y  •  COS 


(-*) 


oder,   wenn  man  berücksichtigt,  dass   nach 
der  Erkl.  126 : 


cos  (  —  «ö"  I  =  cos  -Q-  iBt. 


AN  r  «  •  cos« 

A)  .  .  .  0  =  - 


.     3a  a 

sm  -^  cos  -^ 


mittels  welcher  Gleichimg  die  gesuchte  Basis  b 
berechnet  werden  kann. 

Den  gesuchten  Schenkel  a  findet  man  mit- 
tels der  aus  dem  rechtwinkligen  Dreieck 
Ä^DB  sich  ergebenden  Relation: 

h 

cos  a  =  -^ :  a 

aus  derselben  erhält  man: 

6 


2*C0sa 

oder,  wenn  man  für  b  den  nach  Gleichung  A) 
gefundenen  allgemeinen  Wert  substituiert: 

8  •  cos  a 


a  = 


.     3  a     o 

sm  -5-«  •  cos-H-  •  2cosa 


oder 

8 


B)  .  .  .  a  = 


28m -5- «  •  cos-g 


mittels    welcher    Gleichung     der    gesuchte 
Schenkel   a  berechnet   werden  kann. 
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Äj  —  A  =  (2  =  15  dm 
a  =  50  40'  36" 


Angabe  313.    Die  Höhe  h  eines  gleich-  t 

schenkligen  Dreiecks  und  die  zu  einem  Schenkel  Gegeben :  | 

gehörige  Höhe  h^  differieren  um  (^  =  15  dm; 
der  Basiswinkel   a  messe   5®  40'  36" ;    wie        Andeutung.  Die  Auflösung  dieser  Aufgabe  ist 
gross   sind   die  Seiten,   wenn   die  Höhe  h^  ^xif^og  der  Auflösung  der  Aufgabe  312. 
grösser  als  die  Höhe  h  ist? 


e)  Aufgaben,  in  welchen  der  Umfang  des  Dreiecks  vorkommt. 


Aufgabe  314.  Der  Umfang  u  eines  gleich- 
schenkligen Dreiecks  misst  124  m,  ein  Basis- 
winkel a  =  36®12';  wie  gross  sind  dessen 
Seiten  und  dessen  Inhalt? 


Gegeben:  | 


&-|-2a  =  «  =  124m 
«  =  860 12' 


Andeutung.  In  Rücksicht,  dass,  siehe 
Fig.  111,  die  Höhe  h  eines  jeden  gleichschenk- 
ligen Dreiecks  dasselbe  in  zwei  kongruente 
rechtwinklige  Dreiecke  zerlegt,  deren  Hypo* 
tenusen  a  zusammen  gleich  der  Summe  der 
zwei  Schenkel  und  deren  Katheten,  welche  mit 
der  Basis  des  gleichschenkligen  Dreiecks  zu- 
sammenfallen, zusammen  gleich  der  Basis  des 
gleichschenkligen  Dreiecks  sind,  in  Rück- 
sicht also,  dass  die  Summe  der  Hypotenuse 
und  einer  Kathete  in  jedem  einzelnen  jener 
rechtwinkligen  Dreiecke  gleich  der  Hälfte 


u 


des  gegebenen  Umfangs  «,  also  =  -ö"  ist, 

kann  man  diese  Aufgabe  auf  die  Aufgabe  211 
zurückfuhren  und  nach  derselben  den  gesuchten 
Schenkel  (Hypotenuse),  bezw.  die  gesuchte 
Grundlinie  (doppelte  Kathete)  berechnen. 


Aufgabe  315.  Der  Umfang  u  eines  gleich- 
schenkligen Dreiecks  sei  =  500  m,  der 
Scheitelwinkel  ß  =  Kfi  W  45";  wie  gross 
sind  die  Seiten  und  der  Inhalt  dieses  Dreiecks? 


Geireben- I  2**  + ^  =  **  =  ^^°^ 
itegeoen .  |  ^  =  70©  10'  45" 

Andeutung.  In  RücksiGht,  dass  mit  dem 
Scheitelwinkel  ß  eines  gleichschenkligen  Dreiecks 
auch  dessen  Basiswinkel  a  gegeben  ist,  indem: 

2a-f^  =  1800 

ist,    ist  die  Auflösung  dieser  Aufgabe  ganx 
analog  der  Auflösung  der  vorigen  Aufgabe  314. 


Aufjgabe  316.  Die  Summe  der  drei  Seiten 
eines  gleichschenkligen  Dreiecks  ist  s  = 
1000  m,  die  Höhe  A  ist  =  15  m;  wie  gross 
sind  die  Winkel  und  die  Seiten  dieses  Dreiecks? 

Figur  115. 


Gegeben:  P«  +  J  =  J5^ 


=  «  =  1000  m 
m 


»< — 


-fl  a  -fb  -s~ 


Andeutung.  Die  Auflösung  dieser  Auf- 
gabe kann  in  analoger  Weise  wie  die  der 
Aufgaben  314  und  315  auf  die 
Auflösung  der  Aufgabe  211  zurück- 
geiiihrt  werden;  oder  sie  kann  wie 
folgt  geführt  werden: 

Ist,  siehe  Figur  115,  ÄÄ^B  das 
Dreieck,  welches  den  Bedingungen 
der  Aufgabe  genügt  und  denkt  man 
sich  die  Summe  der  drei  Seiten  ge- 
bildet, indem  man  den  Schenkel  a 
auf  den  Verlängerungen  der  Grund- 
linie h  nach  beiden  Seiten  hin,  nach 
äF  und  Ä^F^  abträgt,  und  B  mit 
i^und  F^  verbindet,  so  erhält  man 


Vi 
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das  gleichschenklige  Dreieck  BFF^;  fällt 
man  non  die  Höhe  AD,  so  erhält  man  das 
rechtwinklige  Dreieck  ^i>^,  in  welchem  die 

Kathete  BD  =  ä ,  die  Kathete  DF  =  -^ 

ist.  Aus  diesem  Dreieck  ergibt  sich  die  Re- 
lation: 


oder 


a) *»Y  =  T 


mittels  welcher  Gleichung  man  y,  bezw.  a 
berechnen  kann,  n.  s.  f. 


Aufjgabe  817.  Die  Grundlinie  b  =  15,368  m  f  &  =  15  368  m 

eines  gleichschenkligen  Dreiecks  mit  dem  Basis-  Gegeben  '•  {  ^  .-.  xio  25'  36'' 

Winkel  a  =  ll<>25' 36"  ist  nach  beiden  Seiten        ^   ^     ,         „     v       ^        .  i.   1:1.    ..r 
je  ran  den  Schenkel  des  Dreiecks  verlängert       Andeutung.  Man  berechne,  siehe  Fig.  115, 

und  die  Endpunkte  sind  dann  mit  der  Spitze  zi"^cli8t  den  Schenkel  a  mittels  der  aus  dem 

des  Dreiecks  verbunden;  wie  gross  sind  die  rechtwinkUgen Dreieck -BZ)^  sich  ergebenden 

Seiten  des  neu  entstandenen  xS-eiecks?  Relation: 

a)  .  .  .  cos«  =  -TT-  :a 

2 

in  welcher  b  und  a  gegebene  Werte  reprä- 
sentieren. Ist  hiemach  a  berechnet,  so  be- 
achte man,  dass  in  dem  Dreieck  BFI^  die 
Seite  FFj^  und  die  drei  Winkel  bekannt  sind, 
jene  Seite  ist  nämlich  =  2a  -f-  6  und  zwei 

der  Winkel  sind  je  =  -5-,  während  der  dritte 

Winkel:    =2Ä  — 2.~ 

oder  =  2i? — « 

ist;  mittels  der  Sinusregel  kann  man  hier- 
mit aus  diesem  Dreieck  die  noch  geforderten 
Stücke  berechnen. 


0  Aufgaben,  in  welchen  Bezug  auf  den  Flächeninhalt  genommen  ist. 

Angabe  318.     Der   Schenkel   a   eines  (  a  =  304  m 

gleichschenkligen  Dreiecks  misst  304  m,  der  Gegeben:  |  ^  __  ^^^^ 

Inhalt  F=  79459  qm.    Wie  gross  ist  der        .    ,    ^  J      v      .       j-     •      a  i. 

Scheitelwinkel  ß?  Andeutung.    Man  benutze  die  in  Auf- 

lösung der  Aufgabe  64  aufgestellte  Formel  60, 
löse  dieselbe  in  bezug  auf  sinjS  auf,  sub- 
stituire  die  fSr  a  und  F  gegebenen  Zahlen- 

werte  und  berechne  hieraus  y ,  bezw.  ß. 


Aufgabe  319.    Die  Basis  b  eines  gleich-  r  ^  •  a  =  5  *  8 

8chenkligen   Dreiecks  verhält  sich  zu  dem  Gegeben:  |    ■2P  =  84^8qm 

Schenkel  a  desselben  wie  5:8,  der  Inhalte       *   j    ^         tc     v     1..  '  j       j.   tt..!. 
des  Dreiecks  betragt  84,8  qm;  wie  gross  sind    .  Andeutung.    Man  beachte,  dass  ^e  Hohe 
die  Seiten  und  Winkel  dieses  Dreiecks?         eines  jeden  gleichschenkligen  Dreiecks  dasselbe 

in  zwei  rechtwinklige  Dreiecke  zerlegt,  und 
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dass  hiemach  und  gemäss  der  Aufgabe  in  jedem 
dieser  rechtwinkligen  Dreiecke  das  Verhältnis 

der   einen   Kathete   zur  Hypotenuse  ^  •  ® 

oder  =  5:16  ist.  Mittels  dieses  Verhalts 
nisses  kann  man  den  einen  spitzen  Winkel 
eines  jeden  dieser  rechtwinkligen  Dreiecke, 
bezw.  den  Basiswinkel  a  des  gedachten  gleich- 
schenkligen Dreiecks  berech^n ;  ist  hiemach 
a  berechnet,  so  benutze  man  zur  Berechnung 
der  gesuchten  Basis  6  die  in  der  Erkl.  64 
aufgestellte  Formel  56: 


-=^ 


tg« 


löse  dieselbe  in  bezug  auf  h  auf  und  sub- 
stituiere für  F  seinen  gegebenen  und  für 
a  seinen  berechneten  Wert.  Zur  Berechnung 
des  gesuchten  Schenkeis  a  kann  man  die  in 
der  Erkl.  67  anfgesteUte  Formel  64: 

benutzen,  dieselbe  nach  a  auflösen  und  wie 
vorhin  für  F  und  a  jene  Werte  substituier^L 


Aufgabe  320.  In  welchem  Verhältnis 
wird  (Se  Fläche  eines  rechtwinklig- 
gleichschenkligen Dreiecks  durch  die 
Halbierungslinie  eines  der  spitzen  AVinkel 
geteilt? 


Figur  116. 
B 


Auflösung.  Ist,  siehe  Figur  116,  AD 
die  den  spitzen  Winkel  BÄÄ^  des  rechtr 
winklig -gleichschenkligen  Dreiecks  BAA^ 
halbierende  Transversale,  und  bezeichnet  man 
den  Inhalt  des  Dreiecks  AA^D  mit  f^  d^ 
Inhalt  des  Dreiecks  ABB  mit  f^,  so  hat  man 
mittels  Benutzung  der  in  der  Erkl.  151  er> 
wähQten  Flächeninhidtsformel  und  unter  Be- 
rücksichtigung, dass  nach  der  Erkl.  72: 

^5^^,  =  -^  =  450 
ist,  dass  also  hiemach  und  gemäss  der  Aufgabe : 


ist: 


und 


a) 


f^ 


b)  .  .  .  A  = 


h-t 


a-t 


2 


sin 


am 


450 
2 

450 
2 


Durch  Division  dieser  beiden  Gleichungen 
erhält  man  für  das  gesuchte  Verhältnis  der 
Flächeninhalte  f  und  f^ : 

h.t 
f   _^    T 


oder 


.    45» 

sm-g- 


a 
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Berücksichtigt  man  noch,   dass  nach  der 
Foimel  76  (s.  Aufgabe  112): 

b  =  a  V^ 
ist,  so  erhält  man  hiemach: 

f  __a  V2 

A  ""     « 
oder  für  das  gesuchte  Verhältnis: 

A)  .  .  .  f:f,=  V2:l 


g)  Aufgaben,  in  welchen  die  Beweise  gewisser  auf  das  gleichsohenJclige  und 
das  rechtwinJciig-gleiohschenklige  Dreieck  Bezug  habender  trigcn.  Fcrmeln  und 

Sätze  verlangt  werden. 

Angabe  321.  Man  soll  nachweisen,  dass, 
wenn  in  einem  gedachten  Dreieck  zwischen 
zwei  Winkehi  a  und  ß  desselben  die  Relation 
besteht : 

sin« :  mß  =  cos/9 :  cosa  Auflösung.  Aus  der  gegebenen  Relation: 

dasselbe  ein  rechtwinkliges  oder  ein  sinaisin/?  =  cos^icos« 

gleichschenkliges  Dreieck  sein  muss.      erhält  man: 

sina*co8a  =  smfl'COSß 
2>8inacosa  =  2-8in/9co8^ 

oder  mittels  Anwendung  der  in  der  ErkL  52 
angeführten  goniometrischen  Formel: 

a)  .  .  .  8in2a  =  an2ß 

Dieser  Gleichung  wird  nur  dann  Genüge 
geleistet,  wenn  entweder: 

1)  ...  2«  und  2/9 

Supplementwinkel  sind,   da  nach  der 
Erld.  66    die  Sinus  vom  Supplementwinkel 
einander  gleich  sind,  wenn  also: 
2«+2/J  =  180o 

oder 

A)  .  .  .  «  +  ^  =  900 

ist,  oder  wenn: 

Erkl,  2ei»     Ein    planimetrischer   Lehrsatz  2)  ...  2«  =  2/5 
heiflst:  oder 

„Sind   in    einem  Dreieck    zwei  Winkel  B) a  =.  ß 

gleich,  so  sind  auch  die  diesen  Winkeln  ist. 

gBgenttberiiegendai  Seiten  gleich,  d.  h.  das        p^  nun  «  und  /3  die  zwei  Winkel  eines 

rSi^' mellTeS^^^^^^^  .  ^''^  «^^  ''  «^^^^  ^^^^  *^«  Gleichung  A), 

(Siehe  Kleyers  Lehrbücher  der  Planimetne.)  ^gg  ^^j.  ^^^  Winkel  des  gedachten  Drei- 
ecks ebenfalls  =  90^  sein  muss,  dass  also 
unter  Annahme  der  Gleichung  A),  das  ge- 
dachte Dreieck  ein  rechtwinkliges  sein 
muss;  femer  ergibt  sich  aber  auch  aus  der 
Gleichung  B),  dass  nach  der  Erkl.  261  das 
gedachte  Dreieck  ein  gleichschenkliges 
sein  kann. 


Aufgabe  322.  Bestehen  zwischen  der 
Seite  c,  den  derselben  anliegenden  zwei  Winkeln 
a  und  ß  und  dem  Lihalt  F  eines  gedachten 
Dreiecks  die  Relationen: 
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a)  .  .  .  l  +  ctg(460  — /9)  =  2:(1  — ctg«) 
und 

b)  .  .  .  4F=c« 

SO  muss  jenes  Dreieck  ein  rechtwinklig-        Auflösung.    Setzt  man  in  die  erste  der 


gleichschenkliges  sein.    Warum?  gegebenen  Relationen,  nämlich  in: 

a)  .  .  .  14-ctg(450  — ^)  =  2:(1  — ctg«) 
nach  der  Erkl.  262  für: 

c.«(45o_^)  =  l±|| 

und  setzt  man  nach  der  Erkl.  15  für: 

1 


Erkl«  262.     Eine   goniometrische   Formel 
heisst: 


ctga  = 


etg(46o-ii)=    ^  +  ^"  ^"^ 

1  — tga  80  geht  jene  Relation  über  in: 

(Siehe  Formel  122  in  BLleyera  Lehrbnch  der  i   i  ^  +  ^ß  __       ^ 

Goniometrie.)  ^  i  i  —  tg5  —  ]        i~ 

""tgö" 

Durch  weitere  Reduktion  erhält  man: 

^  —  tgß  +  l  +  tgß  _     2tgg 

l^tg/9  tg«  — 1 

2        __     2tgtt 
1— tgiJ  ""  tg«— 1 
2tg(x  —  2  =  2tga  — 2tga*tg/9 
—  2  =  — 2tgctg/9 
tgctg/J  =  1 

oder 
1)  .  .  .  tg«  = 


tgß 
Da  nun  nach  den  Erkl.  15  und  19: 

2)  .  .  .  tg«  =  ctg(90o  —  «)  =  ^ 


tg(900— «) 

ist,  so  kann  in  Rücksicht  dessen  die  Glei- 
chung 1)  nur  bestehen,  wenn: 

ß  =  900  —  « 
oder  wenn: 
A) a  +  ß=z900 

ist. 

Sind  aber  in  jenem  Dreieck  die  beiden 
Winkel  a  und  ß  zusammen  =  90^  so  muBS 
dasselbe  ein  rechtwinkliges  Dreieck,  und 
zwar  ein  solches  Dreieck  sein,  dessen 
Hypotenuse  gleich  der  Seite  c  ist. 
Setzt  man  nunmehr  in  Rücksicht  dessen  in 
der  zweiten  der  gegebenen  Relationen,  näm- 
lich in: 

b)  ...  4^  =  02 

nach  der  Formel  32  (s.  Aufgabe  5)  für : 

F  =z  — -.8m2ß 

4 

SO  geht  diese  Relation  über  in: 
4  ■  -T-8in2a  =  c2 

4 

und  hieraus  ergibt  sich  die  Relation: 

c)  .  .  .  sin2«  =  1 
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^  Da  man  nun  weiss,  dass  nach  der  Erkl.  263  : 

ErU.  268.     Eine   goniometrische   Formel  d)  .  .  .  sin  900  =:  1 

^^^«t:  ist,  SO  ergibt  sich  ans  den  Gleichungen  c) 

8in90o=:l  und  d),  dass: 
(Siehe  Abschnitt  10  in  Eleyers  Lehrbuch  der  2«  =  90> 

Goniometrie.)  bezw.  dass: 

B) «  =  460 

sein  muss. 

Nach  den  Gleichungen  A)  und  B)  ist  also 
in  dem  gedachten  Dreieck: 
C) «  =  /5  =  450 

woraus  sich  ergibt,  dass  dieses  Dreieck  ein 
rechtwinklig-gleichschenkliges  Dreieck 
sein  muss. 


> » < 


8).  Aufgaben  über  das  schiefwinklige  Dreieck  im  allgemeinen. 

a)  Aufgaben,  in  welchen  ausser  Seiten,  Beziehungen  zwischen  den  Winkeln  des 

Dreiecks  gegeben  sind. 

a  =  541  m 


Aufjgabe  323.   Von  einem  Dreieck  kennt 
man  die  Seite  a  =  541  m,  die  Differenz  der  Gegeben: 

Winkel  «  nnd  /? ,  welche  =  43<^  1'  36"  ist, 


«  -  /J  =  430 1'  86" 
y  =  600  65' 86,1" 


rechnen. 


und  den  Winkel  y  =  50^  55'  36,1" ;  man  soU        Andeutung.    ZimÄchst  berechne  man  ans 
die  nicht  bekannten  Seiten  und  Winkel  be-  der  Relation: 

a)  .  .  .  €i  +  ß  =  1800  — y 

die  Summe  (a-\-ß)y  dann  bestimme  man  aus 
der  hiemach  berechneten  Summe  a-\-ß  und 
aus  der  gegebenen  Differenz  a  —  /?  die  Winkel 
a  und  ß.  Hierauf  bringe  man  zur  Berech- 
nung der  Seiten  die  Sinusregel  (s.  Erkl.  80) 
in  Anwendung. 


Aufgabe  324.   Die  zwei  Seiten  a  und  b  (a  =  39,564m 

emes  Dreiecks  sind  bezw.  =  39,564  m  und  Gegeben :  j  5  =  65,269  m 

=  65,259  m,  der  Gegenwinkel  a  der  Seite  a  [az=2ß 

ist  doppelt  so  gross  als  der  Gegenwinkel  ß  f Andeutung.  Nach  der  Sinus re gel  be- 
der  Seite  b.  Man  soU  die  Winkel  des  Drei-  steht  zwischen  den  Seiten  a  und  6  eines  Drei- 
ecks berechnen.  ecks  und  den  denselben  gegenüberliegenden 

Winkehi,  die  Eelation: 

sin« a 

'  smß        h 

Da  nun  gemäss  der  Aufgabe: 
b)  .  .  .  .  a  =  2ß 
sein  soll,  so  hat  man  hiemach: 

sin  2^ a 

sin/S         h 
Setzt  man  nunmehr  nach  der  Erkl.  52: 
sin2/9  =  2sin/3coB/3 
so  erhält  man: 

2sinßcosß o 

flin/S  h 

a 
2C0S/5  =  -:r 
0 
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oder 


A) 


a 


C08/J  =  2fe 


wonach  man,  in  Rücksicht  der  für  a  nnd  b 
gegebenen  Zahlenwerte  den  Winkel  ß  be- 
rechnen kann.  Im  weiteren  benutze  man  die 
Sinnsregel. 


Angabe  325.  Die  zwei  Seiten  a  und  b 
eines  Ih'eiecks  messen  bezw.  17,004  m  und 
15,141  m,  die  Differenz  der  diesen  Seiten 
gegenüberliegenden  Winkel  a  und  ß  beträgt 
W  20'  40" ;  wie  gross  ist  die  dritte  Seite 
nnd  welches  sind  <Se  Winkel  und  der  Inhalt 
dieses  Dreiecks? 


Gegeben 


a  =  17,004  m 
15,141  m 
160  20'  40" 


Andeutung.  Zunächst  berechne  man  mit- 
tels Anwendung  des  Tangentensatzes 
(siehe  Antw.  der  Frage  21)  bezw.  mittels 
der  sich  hiemach  ergebenden  Relation: 


a) 


t«^:tg^  =  (a4-6):(a-5) 


Erkl.  264.     Die  der  Aufgabe  ^25  im  all- 
gemeinen analoge  Aufgabe: 

„Von  einem  Dreieck  kennt  man  die 
Seiten  a  und  c,  sowie  die  Differenz  der 
der  letztem  Seite  c  anliegenden  Winkel  a 
nnd  ß\  man  soll  hieraus  die  dritte  Seite 
und  die  Winkel  berechnen." 

kann  nicht  gelöst  werden  wie  jene  Aufgabe. 
Man  wird  bei  der  Auflösung  derselben  auf  eine 
höhere  Gleichung  kommen,  welche  nur  bei  ge- 

f  ebenen  Zahlenwerten  lösbar  ist.  (Siehe  Kleyers 
lehrbttcher,  welche  über  die  Auflösung  höherer 
Gleichungen  handeln. 


2     '  "^     2 
(siehe  Formel  91) 

die  halbe  Summe  bezw.  die  Summe  (a-^ß) 
der  Winkel  a  und  ß;  dann  bestimme  man 
aus  der  hiemach  berechneten  Sunmie  (a  +  ß) 
und  aus  der  gegebenen  Differenz  (a  —  ß)  die 
Winkel  «  und  ß.  Den  dritten  Winkel  y  findet 
man  aus  der  Relation: 

/=  1800  — («  +  /}) 

Hierauf  berechne  man  mittels  Anwendung 
der  Sinusregel  (s.  Erkl.  80)  die  Seite  e 
und  berechne  schliesslich  den  gesuchten  In- 
halt F  nach  dem  in  der  Erkl.  151  ange- 
führten Satz  (s.  die  Erkl.  264). 


Aufjgabe  326.  Die  zwei  Seiten  a  und  b 
eines  Dreiecks  sind  bezw.  =  25  m  und  =  22  m. 
Der  von  beiden  eingeschlossene  Winkel  y  soll 
halb  so  gross  sein  als  der  der  Seite  a  gegen- 
überliegende Winkel  «.  Wie  gross  ist  der 
Winkel  y? 


Gegeben 


a  =  25  m 
=  22m 


Andeutung.  Nach  der  Sinusregel  be- 
steht zwischen  den  Seiten  a  und  b  und  den 
denselben  gegenüberliegenden  Winkeln  a  und  ß 
die  Relation: 


a) 


a 
T 


sma 


Erkl.  265.     Die  in  der  Erkl.  66  erwähnte 
goniometrische  Formel: 

gm(2R  —  a)  =  sina 

hat  Gültigkeit  für  jeden  beliebigen  Wert  für  a. 

(Siehe  Abschnitt  13   in  Eleyers  Lehrbuch 
der  Goniometrie.) 


sin/9 

Da  nun  gemäss  der  Aufgabe: 
b)  .  .  .  .    «  =  2'/ 
und  da  femer  in  dem  gedachten  Dreieck: 

/9  =  2i?-(«  +  y) 
also 

/j  =  2/?~(2y  +  y) 
oder 

o) /J  =  2ß— 3y 

ist,  so  geht  in  Rücksicht  dessen  die  Glei- 
chung a)  über  in: 

a  sin2y 

T  ""8m(2Ä--8y) 

Setzt  man  nunmehr  nach  der  Erkl.  265: 

8in(2Ä  — 3y)  =  sinSy 
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ErU.  266.     £ine   goniometrische   Formel 
heisst: 

sinSa  =  Ssina  —  48in>a 

(Siehe  Formel  97  in  Kleyers  Lehrbuch  der 
Qoniometrie.) 

ErkL  267.    Nebenstehende  Gleichung  d) : 

a_ 2co8y 

b  ■"  8  —  4  (1  —  co8«y) 

in  bezTig  auf  cos/  aufgelöst,  gibt  der  Beihe 
nach: 

a_ 2co3y 

y  ""8  -4  +  4C08-V 

—  —         2co6y 
b        —  l+4co8*y 
—  o  +  4aco82^  =  2b  cosy 
4aco82y —  2b  cosy  =:  a 

2b  a 

cos'y  —  r—  cosy  =  -j— 
4a  4a 

C082y-_C08y  +  (-j    =  J^  +  (j^  j 

^       4a        —  V      (4a)« 

y  =  ^  +  ^  l/4(|2-|-6S 
4a  —  4a 

6+V/4a2  +  62 

cosy  =     "^       , 

4« 

Diese  Gleichung  kann  man  nunmehr  folgender 
Diskussion  unterziehen: 


-j-b^ 
0« 


cos 


cos 


Da  \/4a2+62>5 

ist,  80  kann  das  negative  Vorzeichen  der 
Wurzel  keine  Gültigkeit  haben,  indem  sonst 
eosy  negativ  würde,  woraus  nach  der  Erkl.  94 
2a  Bchliessen  wäre,  dass  y  ein  stumpfer 
Winkel  sein  müsste,  dies  ist  aber  nicht  möglich, 
da  der  Winkel  y  kleiner  als  der  Winkel  a 
(=  2y)  des  gedachten  Dreiecks  ist,  in  einem 
Dreieck  aber  keine  zwei  stumpfen  Winkel 
vorkommen  können.    Ip  Rücksicht  dessen  ist: 

b+  VTä^+¥ 

cosy  =s  — ■ — ^ ' 

4a 


so  erhält  man: 

a  sin2y 

b        sindy 

oder,  wenn  man  nach  der  Erkl.  52: 

8in2y  =  28iny  cosy 

und  nach  der  Erkl.  266: 

8in8y  =  Ssiny  —  4sin>y 
setzt: 

a  28inycosy 

b        3siny  —  4sinSy 
oder 

a_ 2co6y 

y"d  — 48in«y 

Setzt  man  noch  nach  der  Erkl.  145; 

8in2y  =1  —  cos^y 

so  erhält  man  schliesslich  für  aosy  die  gonio- 
metrische Bestimmungsgleichnng: 

a 2cosy 


d) 


3  —  4  (1  —  cos2y) 

Löst  man  diese  Gleichung  in  bezug  auf 
coBy  auf,  so  erhält  man  nach  der  ErkL  267: 


A) 


cosy  = 


_  b+  V4ai  +  b* 


4a 


Wonach  man  in  Rücksieht  der  für  a  und  b 
gegebenen  Zahlenwerte  den  Winkel  y  be- 
rechnen kann. 


flftirPhpn.  /«:^:y  =  5-7:11 
(rJegeben.  I  a  =  50m 


Angabe  327.  Die  Winkel  a,  jJ  und  y 
eines  Dreiecks  stehen  in  dem  Verhältnis 
5:7:11.  Wie  gross  sind  die  Seiten,  wenn  Andeutung.  Zunächst  berechne  man  die 
die  dem  Winkel  a  gegenüberliegende  Seite  drei  Winkel  a,  ß  und  y  aus  den  Relationen: 
a  =  50  m  misst?  a)  .  .  .  a :  ^ :  y  =  5 :  7  :  11 

und 

b)  .  .  .  a  +  ß  +  y  =  1800 
Dies  kann  man  wie  folgt: 
Nach  der  Erkl.  234  ergibt  sich  aus  Glei- 
chung a): 

5  +  7  +  11  =  T°^^'  =  y°^«  =  n 
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Setzt  man  nunmehr  nach  Gleichung  b)  für: 

<*+ß+y  =  1800 

so  erhält  man  zur  Berechnung  des  Winkels  a 
die  Relation: 

^> 6  -  5  +  7  +  11 

zur  Berechnung  des  Winkels  ß  die  Relation: 
^.  ß  _       1800 

und  zur  Berechnung  des  Winkels  y  die  Relation: 

y  _       1800 

^  •  •  •  •  11  ""  5  +  7  +  11 

Zur  Kontrolle  für  die  Richtigkeit  der  Rech- 
nung muss: 

u  +  ß  +  y  =  1800 

sein. 

Mittels  der  berechneten  Winkel  und  der 
gegebenen  Seite  a  kann  man  durch  Anwen- 
dung der  Sinusregel  die  Seiten  b  und  c  be- 
rechnen. 


Au^be  328.   Die  Seite  c  eines  Dreiecks  (  c  —  6,928305  m 

ist  =  6,928205  m,  femer  sind  zwischen  den         Gegeben:  \    tg« :  tgj«  =  i> :  ^r  =  2 : 1 


\ 


dieser  Seite  anliegenden  Winkeln  «  und  j5  l  <^08« '-  cos^  =  r :  s  =  5 : 6 

die  Beziehungen:  Andeutung.     Aus  den  in  der  Aufgabe 

tg« :  tg^  =  ^ :  g  =  2 : 1  gegebenen  Rdationen : 

und  a)  .  .  .  tg« :  tg/J  =  /) :  5 

C08«:c08/J  =  r:«  =  6:6  ^^^^      ,.  .       z,  _     .     t 

gegeben;  man  soll  die  Winkel  und  die  beiden  ».^„^^u  "«  w  i^  m*  i  i  ^  a 

indem  Seiten  dieses  Dreiecks  berechnen.        J^^^^«  "^  zunäcl«t  die  Wmkel  «  und  ß. 

Dies  kann  man  wie  folgt: 

In  Rücksicht  der  Erkl.  120  geht  die  Glei- 
chung a)  über  in: 

sina    C08/9       p 
cos  ff    sin  j9        ^ 
multipliziert  man  diese  Gleichung  mit   der 
Gleichung  b),  so  erhält  man: 

sina     coSjS     cos« pr 

cos«      Sin^       C08/J  Q9 

oder : 

sm«  pr 

sin/J        gs 
Bringt  man  nunmehr  in  bezug  auf  letztere 
Proportion  den  in  der  ErkL  119  angefahrten 
Summen-  und  Differenzensatz  in  Anwendung, 
Erkl,    268.     Eine   goniometrischc  Formel  so  erhält  man  weiter : 

heisst:  ». 

sm«  —  sin/g  _  jpr  —  gg 

sin«  +  sin/9      />r  +  5r5 

oder  nach  der  ErkL  268: 

tr.«  — ^ 
(Siehe  Formel  188  in  Kleyers  Lehrbuch  der  ^  ^     2       __  j>r  —  g^ 

Goniometrie.)  c;  .  .  .  .         a-^ß    ^/'f  +  J« 

^©     2 
Bringt  man  femer  in  bezug  auf  die  Pro- 
portion h  ebenfalls  jenen  Summen-  und  Diffe- 
renzensatz in  Anwendung,    so   erhält  man 
weiter: 


sina  +  sinjS  __ 

«•y 

sin«  — 8m/9 

«^ 

heisst 
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cos«  —  cofl^  _  r  —  s 

oder  nach  der  Erkl.  269: 

t      0 

ErkL  269.     Eine    goniometrische   Formel  ^~q~^ 


2  r  —  « 


coßa  —  cos/J  **    2 

r>nc^-i-^no/t  = ^TTT  oder,  beido  Seiten  dieser  Gleichung  mit  —  1 

cosa-t^osp  ctg-g^  multipliziert; 

(Siehe  Formel  189*)  in  Kleyers  Lehrbuch  tg^^         ^_^ 

der  Goniometrie.)  d)  ....  — 


ctg 


«  — ^         s-f-r 


*)  Die  in  Kleyers  Lehrbuch  der  Goniometrie  ent-  ^     2 

haltend  Formel  189  soM  nioht  heissen:  Dividiert  man  nunmehr  die  Gleichung  c) 

tfffi±^  durch  Gleichung  d),  so  erh£Ut  man: 

C08«-C08/g^  ^      2  a^ß  ^_ß 

co8a  +  c08/9  ^«— ^  *fif"X"        Ctg— g—    _jpr— g«     «  +  r 

sondern:  *^  tg"-iÄ         tg^^^tÄ     ~jpr  +  g«*«  — r 

co8a-co«/9         ^K--2-  oder  in  Rücksicht,  dass  nach  der  Erkl.  15: 

co8a  +  co8Ä~~  ^    a—ß  ^    a  —  ß     ^    a  —  ß        , 

ctg-^  tg__j:.Ctg--^  =  l 

ist: 

1         pr  —  qs    8-\-r 

Berücksichtigt  man  noch,  dass     T^    und 
Y  Komplementwinkel  sind,  indem  die  Winkel 

a,  ß  und  p/   einem  Di'eieck  angehören,   so 
kann  man: 

setzen  und  man  erhält: 

1  pr — qs    s-J-r 

ctg*y       pr-\-q8    8  —  r 
oder,  da  nach  der  Erkl.  15: 

=  tg 


ctg|  2 


gesetzt  werden  kann: 


^    2        j9r-(-gs    s  —  r 


imd  hieraus  erhält  man: 


'^  ^  2         V  />r-|-g5    s  —  r 

nach  welcher  Gleichung  man  den  Winkel  ^ 
berechnen  kann.  Hat  man  y  berechnet,  so 
kann  man  nach  der  ans  der  Gleichung  d) 
sich  ergebenden  Gleichung: 

B)  ....  tg-2-  =  ^^^.tg|- 

die  Differenz  der  Winkel  a  und  ß  berechnen^ 
da  femer  deren  Summe  =  180^  —  y  ist,  so 
ündet  man  hiemach  leicht  die  Winkel  a  und  ß. 
Aus  der  gegebenen  Seite  c  und  den  hiemach 
berechneten  Winkehi  kann  man  schliesslich 
mittels  Anwendung  der  Sinusregel  die  ge- 
suchten Seiten  des  Dreiecks  berechnen. 
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b)  Aufgaben,  in  welchen  das  Verhältnis  von  Seiten  (oder  keine  Seiten)  und 
Winkel  oder  Beziehungen  zwischen  den  Winkeln  gegeben  sind. 

Aofig^abe  329.    In  einem  Dreieck  sind  die  r «  —  qao  ao' 

Winkel  «  und  ^  bezw.  =  20<>  30'  und  bO^  40' ;  Gegeben  Aß^^^s 

in   welchem  Verhältnis    stehen    die    diesem 

Winkel  gegenüberliegenden  Seiten  des  Drei-        Andeutung.    Nach  der  Sinusregel  hat 
ecks  ?  man  zur  Berechnung  des  gesuchten  Yerhlüt- 

nisses  der  den  Winkel  a  und  ß  gegenüber- 
liegenden Seiten  die  Relation: 

.  a  since 

b       »mß 

Setzt  man  hierin  für  a  und  ß  die  gege- 
benen Zahlenwerte  und  bestimmt  mittels  einer 
trig.  oder  einer  log.  trig.  Tafel  die  Sinus 
dieser  Winkel,  so  erhält  man  das  gesuchte 
Verhältnis  a:b. 


Aufgabe   330.     Das    Verhältnis    zweier        Gegeben-  1  « •  ^  =  3,56-®  :  58,6349"*^ 
Seiten  a  und  6  eines  Dreiecks  ist  =  3,56""  ^ :  '  ^      «  =  25o  9'  37" 

58,6349~^  und  der  der  Seite  a  gegenüber-  Andeutung.  Nach  der  Sinusregel  be- 
liegende Winkel  a  beträgt  25^9'  37";  man  steht  zwischen  dem  Winkel  a  und  ß  und 
«oU  hieraus  die  beiden  andern  Winkel  des  den  denselben  gegenüberliegenden  Seiten  a 
Dreiecks  berechnen.  und  b  die  Relation: 

sin«        a 


Erkl«  270.     Ein  Satz  aus  der  Lehre  der  sin/S        b 

Potenzen  heisst:  Da  nun  gemäss  der  Aufgabe  a  und  das 

„Eine  jede  Potenz  mit  negative ni  Ex-  a 

ponenten  ist  gleich  dem  reciproken  Wert  Verhältnis  a :  b,  bezw.  der  Quotient  j  gegeben 

derselben   Potenz    mit   positivem  Expo-  ^^^   ^^  ^^^^  ^^  ^  Rücksicht  dieser  ge- 

nentött.  ^  ,  ,    ,    ^     ^^  ^  ,  gebenen  Werte  zur  Bestimmung  des  Winkels  ,^ 

WuSIffi  "  ""  ^^^  goniometrische  Gleichung: 

Nach  diesem  Satz  ist  z.  B. :  sin 260  9^37^^  ^     3,56'^ 

_  ^  __  JL^  ^^ß  58,6349"^ 

a)  .  .  .  a       —  ^^  ^^gj. 

,  .    ^       58,6349""^ 

b)  .  .  .  -1-  =  a"  ^'^ß  =     3^-8     •  8in2509'37" 


a"" 


m        ,j»  und  wenn  man  die  Erkl.  270  berücksichtigt 


^^  *  ■  '  6-"*        a»»  '    1  a^  A)  .  .  .  siu/J  =  5^^  •  8in2509'37" 

Erkl.  271.  Bei  allen  Berechnungen,  welche  wonach  man  ß  berechnen  kann. 
4arin  bestehen,  dass  aus  dem  bekannten  (ge-        oitkuttloii.    Zur  Untersuchung,  ob  nach  der 
^ebenen)  Sinus  eines  Winkels  dieser  Wmkel  ^^^  ^^j  ^^^  y^^^^  ^  ^^^.  ^^e  zukommen 

berechnet  werden  soll     ^1^^  ^*^J^  ^'!Ä  kömien,   beachte  manf  dass  der  Winkel  ß  ein 
dass,  wie  m  der  Erid.  189  bereits  angeführt  *  '  '^ 

ist ,    nach  der 

Formel:  sin (2 

einen  spitzen  Winkel  bedeutet,  jenem  Winkel 

zweiWerte"  ^^^  ^^^ 

lieh  der  direkt  zü  berechnende  entsprechende  deTldglibTeir^^^  is^si^hTdie 

spitze  Wmkel    und   dessen   Supplement.  ^^^^  ^    ^^  ^J  ^^^ 

Winkel,    dass    also    das    schiefwinklige  '  .  ,   ,     „   ,  ^     «  1  ^ 

Dreieck,  welchem  jener  Winkel  a  angehört,  ein        Den  Winkel  y  findet  man  aus  der  Relation: 

«pitzwinkliges  oder  auch  ein  stumpf  wink-  B)  .  .  .  ;'  =  1800  — («-|-/J) 

liges  sein  kann.  Mittels  der  in  den  betreffenden 

Aufgaben    enthaltenen    weiteren    Bedingungen 


liiLci  "«^.^»^\ f  "^J^  ^' *"-^*  man  leicht  aus  dem  gegebenen  Verhältnis  a  :  b 
f""^!!^'!.}'^^'^^:  ersehen  kann)  mid  w*^eü  der. Winkel  «  gemäas 
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und  Beziekunffen  hat  man  zu  entscheiden,  ob 
der  eine  oder  der  andere  jener  Winkel  oder 
beide  zugleich  der  Aufgabe  genügen.  Dies  gilt 
nnr  fttr  dtt  goniometiische  Funktion  „Sinus^. 


Angabe  881.  Die  zwei  Seiten  a  nnd  h 
eines  Dreiecks  stehen  in  dem  Verhältnis  = 
8 :  13,  das  VerhÜtois  der  diesen  Seiten  gegea- 
äberliegenden  Winkel  ist  =  1 : 2 ;  wie  gross 
sind  die  Winkel  und  in  welchem  Verhältnis 
stehen  die  drei  Seiten  a,  h  nnd  c  des  Dreiecks? 


o«««^-=(:;J=?;i 


ErkL  272.    Ein  Satz  ans  der  Proportions- 
lehre  heisst: 

„Eine  laufende  Proportion  bleibt  ihrem 
Wert  nach  unverändert,  wenn  man  die 
ersten  Glieder  aller  Verhältnisse  oder  auch 
die  zweiten  Glieder  aller  Verhältnisse,  aus 
welchen  sie  besteht,  mit  einer  und  derselben 
Zahl  multipliziert  oder  dividiert." 

(Siehe  Kleyers  Lehrbuch  der  Buchstabenrech- 

nnng.) 

Hat  man  z.  B.  die  laufende  Proportion: 

welche  man  nach  der  Erkl.  88  auch  in  der  Form 
schreiben  kann: 

b)  .  .  .  ,  x\y,z  z=.  a'.h:e 

80  ist  nach  jenem  Satz: 

nx ny nz 

a  b  c 


nnd 


nnd 


und 


1)  . 

oder 
la) 

2)  . 

oder 

2  a) 

3)  . 
oder 
3a) 

4)  . 
oder 

4a) 


nx :  nif :  m  =:  a  :  b  :  c 

X    _y_ _z_ 

n*a       n^b       n-c 

X  \y'.  z  •=.  na  \nb  \nc 

x\n  y\n z\n 

a  b  c 

X     y     z  , 

n     n     n 

X    _  ^    _    si 
ain        bin 

a 


Andeutung.  Nach  der  Sinusregel  be- 
steht zwischen  den  Winkeln  a  und  fi  nnd 
den  denselben  gegenüberliegenden  Seiten  a 
und  h  die  Relation: 

sin«  __  (i 
8m/9        b 

Da  nun  gemäss  der  Aufgabe: 

a:ß  =  1:2 

also 

b) ß=z2a 

und  da  das  Verhältnis  a :  b,  bezw.  der  Quotient: 
.  a__  8 

^^  •  •  •  •    6  ""  13 

ist,  so  ergibt  sich  ans  Gleichung  a)  in  Rück- 
sicht dessen  zur  Bestimmung  des  Winkels  a 
die  goniometrische  Gleichung: 

,  sina   8 

^>  '  '  •  '  Sn2^  -  13 

Um  hieraus  den  Winkel  a  berechnen  zu 
können,  darf  nur  eine  Funktion  des  ge- 
suchten Winkels  a  vorkonmien;  dies  erreicht 
man,  indem  man  nach  der  Erkl.  52  für: 

8iu2a  =  2sina  •  cos« 
setzt,  man  erhält  alsdann: 
sin«  8 

■  l3 

_  8^ 

2co8a  ""  13 
1  16 


2sina  •  cos« 
1 


oder 


cos  a      13 


13 


A)  .  .  .  .    cos«  =  -— 

lo 


c :  n 


x:y  :z  =z 


b      c 

n     n  '  n 

und  dies  kann  man  benutzen  zur  Verein- 
fachung (zur  Reduktion)  von  Verhältnissen, 
welche  durch  eine  laufende  Proportion  aus- 
gedrtlckt  werden. 


wonach  man  den  Winkel  a  berechnen  kann. 
Ist  a  berechnet,  so  kennt  man  auch  nach 
Gleichung  b)  den  Winkel  ß,  und  kann  y 
mittels  der  Relation: 

B)  .  .  .  y  =  1800  — {a  +  /J) 

bestimmen.  Das  gesuchte  Verhältnis  der  drei 
Seiten  a,  b  und  c  wird  dann  mittels  der 
Sinusregel  durch  die  Relation: 

C)  .  .  .  a  :  & :  c  =  ein« :  sin^ :  siny 

ausgedrückt,  nach  welcher  dasselbe  leicht 
bestimmt  werden  kann,  sobald  man  die  Sinus 
jener  berechneten  Winkel  «,  ß  und  y  hierin 
substituiert  und  die  erhaltene  Proportion  nach 
der  Erkl.  272  reduziert. 
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Aiifgabe332.   Die  drei  Winkel  «,  ^  nnd  y  Gegeben:    «:/?:y=  1:2:9 
eines  Ih*eieck8  verhalten  sich: 

a)  wie  1  •  2 '  3  Andeutung.  Man  berechne  znnftchst  aus 
Q^^j,          '  '  '  '  dem  gegebenen  Verhältnis  der  drei  Winkel 

b)  .  .  .  wie  2:3:4  ^^  einzehien  Winkel  a,  ß  und  y  wie  in  der 
Qder  Andeutung  zur  Aufgabe  327  gesagt  wurde. 

c)  .  .  .  wie  4:5:6  Zw  Bestimmung  des  gesuchten  VerhSJt- 
in  welchem  Verhältnis  stehen  in  jedem  ein-  Misses  der  drei  Sdten  besteht  alsdann  nach 
zehien  dieser  FäDe  die  drei  Seiten  «,  h  und  ^«^  Sinusregel  die  Relation: 

c  dieses  Dreiecks?  A)  .  .  .  a :  ft :  <?  =  sina : sin/J :  siny 

woraus  man  das  gesuchte  Verhältnis  der  drei 
Seiten  berechnen  kann,  wenn  man  in  diese  Fl*o- 
portion  die  zu  berechnenden  Werte  der  Sinus 
jener  bereits  bestimmten  Winkel  a,  ß  und  y 
substituiert  und  das  sich  hiemach  ergebende 
Verhältnis  der  drei  Seiten  reduziert  (siehe 
Erkl.  272). 

Aufgabe  833.    Die  drei  Seiten  a,  2»  und  c  Gegeben:    a:&:c  =  4:6:9 

eines  Dreiecks  verhalten  sich  zu  einander  :x     -^  ^% 

wie  4:6:9;  wie  gross  sind  die  drei  Winkel        Andeutung.   Nach  dem  in  der  Erkl.  273 
dieses  Dreiecks?  angeführten  dritten  Aehnlichkeitssatz  aus  der 

Planimetrie,  sind  alle  Dreiecke,  in  welchen 
das  Verhältnis  der  drei  Seiten  dasselbe  ist, 
einander  ähnlich,  und  da  nach  der  ErkL  7 
in  älmlichen  Dreiecken  die  homologen  Winkel 
einander  gleich  sind,  so  kann  man  die  in 
nebenstehender  Aufgabe  gesuchten  Winkel 
berechnen,  indem  man  sich  ein  Dreieck  denkt, 
dessen  Seite  a  =  4  irgend  welchen 
Längeneinheiten,  dessen  Seite  5  =  6 
derselben  Längeneinheiten  und  dessen 
Erkl.  273.  Die  vier  Aehnlichkeitssätze  Seite  c  =  %  derselben  Längeneinhdten 
über  das  Dreieck  heissen:  ist,  und  dann  die  Winkel  a,  ß  und  y  desselben, 

1)  „Zwei  Dreiecke  sind  ähnlich,  wenn  zwei  welche  bezw.  den  Seiten  a,  b  und  c  gegen- 
(bezw.  drei)  Winkel  in  dem  einen  Drei-  nberliegen,  wie  in  der  Auflösung  der  gelösten 
eck  gleich  sind  zwei  (bezw.  den  drei)  Win-  Aufgabe  119  gezeigt  wurde,  berechnet 
kehl  im  andern  Dreieck";  Nach  den  Formeln  173  bis  175,   welche 

2)  „Zwei  Dreiecke  sind  ähnlich ,  wenn  zwei  in  jener  Aufgabe  aufgestellt  wurden ,   wird 
Seiten  des  einen  Dreiecks  in  demselben  ^Q^n  erhalten: 

Verhältnis  stehen  als  zwei  Seiten  in  dem  «2  -u  q2  _  42 

andern  Dreieck,  und  wenn  die  von  jenen  A)  ...  cos«  =      "* — 

Seiten  eingeschlossenen  Winkel   einander  2*9*6 

gleich  sind"  42  +  9«-- 6« 

3)  „Zwei  Dreiecke  smd   ähnlich,  wenn  die  ^^  '  *  '  ^^P  —       2.4*9 
drei  Seiten  des  einen  Dreiecks  in  demselben  und 

Verhältnis  stehen,  als  die  drei  Seiten  des  42 -|- es  — 92 

andern  Dreiecks";  Q  •  •  •  cosy  =  — 2.4.6 — 

""i)  „Zwei  Dreiecke  sind  ähnlich,  wemi  zwei  woraus  man  die  gesuchten  Winkd  «,  ^  irnd 
^  SeUei  des  einen  Dreiecks  in  demselben  /  mi^hängig  von  emander  berechnen  kann. 
Verhältnis  stehen  als  zwei  Seiten  in  dem  Zur  Kontrolle  muss: 
andern  Dreieck,  und  wenn  der  der  grösseren  «  -j-  ^  -[-  y  =  180« 

von  jenen  beiden  Seiten  gegenüberliegende  gein. 
Winkel  im  ersten  Dreieck  gleich  dem  der 
grösseren  von  jenen  beiden  Seiten  gegen- 
überliegenden Winkel  im  zweiten  Dreieck 
ist". 
(Siehe  Kleyers  Lehrbücher  der  Planimetrie.) 


Preisgekrönt  in  Frankfurt  a.  M.  1881. 


Der  ausführliche  Prospekt  und  das  ansftthrliche  In- 

haltsyerzeichnis  der  „vollständig  gelösten  Aufgabensammlung 
von  Dr,  Ad.  Kleyer"  kann  von  jeder  Buchhandlung,  sowie  von 
der  Verlagshandlung  gratis  und   portofrei  bezogen  werden. 

Bemerkt  sei  hier  nur: 

1).  Jedes  Heft  ist  anfgeschnitten  and  gut  brochiert,  um  den  sofortigen  and  dauern- 
den Oebranch  zu  gestatten. 

2).  Jedes  Kapitel  enthält  sein  besonderes  Titelblatt,  Inhaltsverzeichnis,  Berichtigungen 
und  Erklämngen  am  Schlosse  desselben. 

8).  Auf  jedes  einzelne  Kapitel  kann  abonniert  werden. 

4).  Monatlich  erscheinen  3 — 4  Hefte  za  dem  Abonnementspreise  von  25Pfg.  pro  Heft. 

5).  Die  Reihenfolge  der  Hefte  im  nachstehenden,  kurz  angedeuteten  Inhaltsverzeich- 
nis ist,  wie  aus  dem  Prospekt  ersichtlich,  ohne  jede  Bedeutung  für 
die  Interessenten. 

6).  Das  Werk  enthält  AUes,  was  sich  überhaupt  auf  mathematische  Wissenschaften 
bezieht,  alle  Lehrsätze,  Formeln  und  Regeln  etc.  mit  Beweisen,  alle  praktischen 
Aufgaben  in  vollständig  gelöster  Form  mit  Anhängen  ungelöster  analoger  Auf- 
gaben und  vielen  vortrefflichen  Figuren. 

7).  Das  Werk  ist  ein  praktisches  Lehrbuch  für  Schüler  aUer  Schulen,  das 
beste  Hiindbuch  für  Lehrer  und  Examinatoren,  das  vorsügHchste  Lehrbuch 
zum  SeltMitstudium,  das  vortrefflichste  Nachschlagebuch  fUr  Fachleute  und 
Techniker  jeder  Art. 

8).  Alle  Buchhandlungen  nehmen  Bestellungen  entgegen. 


Das  voll8t8ndige 

Inlialtsyerzoichnis 

der  bis  jetzt  erschienenen  Hefte  1 — 266 

kann  durch  jede  Buchhandlung  bezogen  werden. 


Halbjährlich  erscheinen  Nachträge  Über  die  inzwischen  neu  erschienenen  Hefte. 


Druck  von  Gftrl  Hammer  In  Stattfart, 


r(£^'Oyr</V^  JiA^^^OfiXL'  3?C/ 
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-*  '    -        f 


"^  ■ 


276.  Heft. 


Preis 
des  HeflM 

«5  Pf. 


EbeneTiHädÄeifte.^^' 

Forts.  V.  Heft  275.  X^J^^^^tJj 


_i  _^_I '^i_L 


X»-.'       '  j- V, 


Vollständig  gelöste 


Aufgaben-  Sammlung 


—  nebst  Anhängen  ungelöster  Aufgaben,  für  den  Schul-  &  Selbstunterricht  - 

mit 

iBHabe  nnd  EntwlcUoBii  der  benntiten  Sätze,  Formeln,  Regeln,  in  Fragen  nnd  Antworten 

erl&ntert  durch 

viele  Holzschiütte  &  lithograpli.  Tafeln, 

auB  allen  Zweigen 

der  ReehenlniBsty  der  niederen  (Algebra,  Planimetrie,  Stereometrie,  ebenen  n.  Bph&rischen 
Tngonometiie,  synthetischen  Geometrie  etc.)  a.  höheren  Mathematik  (höhere  Analysis, 
Difeential-  n.  Integral-Rechnung,  analytische  Geometrie  der  Ebene  a.  des  Kanmes  etc.);  — 
ans  allen  Zweigen  der  Physik»  Meehanik.  Grapbostatik,  Chemie»  Geodlale»  Hantik» 
mathemat.  Geographie»  Astronomie;  des  masohinen-»  Strassen-»  Eisenbahn-»  Wasser*» 
Brflcken-  n.  llochoaa*B|  der  Konstmktionslehren  als:  darstelL  Geometrie»  Polar-  u. 

Parallei-PerspektlTe»  Schattenkonstmktionen  etc.  etc. 

für 

Schüler,  Studierende,  Kandidaten,  Lehrer,  Techniker  jeder  Art,  Milit&rs  etc. 

zum  einzig  richtigen  und  erfolgreichen 

Studium»  zur  Forthfilfb  bei  Schnlarbeiten  nnd  znr  rationellen  Verwertung 

der  exakten  Wiflsenschaften, 

herausgegeben  tou 

Dr«  Adolph  HJeyer^ 

Mathematiker,  vereideter  kOnigl.  preuie.  FeldmeBser,  vereideter  groeeh.  hea>iaoher  Geometer  I.  Klasse 

in  Frankfurt  a.  H. 
unter  Mitwirkung  der  bewfthrtesten  Kräfte. 


JL.   '—I.^. 


^I   -'^Ir 


Eibene  Trig^onometriee 

Fortsetzung  von  Heft  275.  —  Seite  225—240.     Mit  7  Figuren. 

Ixibalt: 

Aufgaben  Ober  da«  lohiefwioklige  Dreieck  im  allgemeinen,  Forteetsung.     Aufgaben,  in  welchen  Seiten,  Vor- 

hftltnieee  von  Seiten  und  Winkel  oder  Beziehungen  zwischen  letzteren  vorkommen ;   in  welchen  eine  Höhe 

gegeben  ist;  in  welchen  Segmente  von  Seiten,  bezw.  Projektionen  von  Seiten  gegeben  sind. 


r     L    Xr.\.    1^ 


G'^Stuttgart  1886. 
Verlag  von  Julius  Maier. 


■HB  DftM  AufgibentammlNnf  «rsclwiiit  ffortttoftiid,  monatlich  3-4  Htft«.  m^ 
Oie  «liii«!!!*!!  Hayptkapitol  sind  mit  «ioonar  Paginloninf  varMhan ,  lo  daat  Jadat  dartalban  alnan  Band  Mldan  wird. 


Das  vollständige  Inhaltsverzeichnis  der  bis  jetzt  erschienenen  Hefte  1—266 
kann  durch  jede  Buchhandluns  bezogen  werden. 


Preisgekrönt  in  Frankfurt  a.  M.  1881. 


PROSPEltT. 


Diem  Werk,  welchem  kein  ftknlietaes  lor  Seite  steht,  erscheint  monatlich  in  8 — 4 
Heften  ni  dem  billisreii  Preise  von  25  ^  pro  Heft  und  bringt  eine  Sammlang  der  wichtig 
sten  nnd  praktischsten  Aufgaben  ans  dem  Gesamtgebiete  der  Mathematik  ^  Phystk« 
Heehanik,  matiu  Geographie^  Istronomie^  des  Masohineii-)  Strassen-»  Eisenbahn-» 
Brfleken-  nnd  Hoehbanes»  des  konstruktlTon  Zeiohnens  etc.  etc.  nnd  iwar  in  yollständif 
gelöster  Form»  mit  yielen  Figuren»  Erklinmgen  nebst  Angabe  und  Entwiekelnng  der 
beantsten  Sfttse»  Formeln»  Regeln  in  Fragen  mit  Antworten  etc.,  so  dass  die  Lösong 
Jedermann  Terstftndlich  sein  kann,  besw.  wird,  wenn  eine  grossere  Ansahl  der  Hefte  er- 
schienen ist,  da  dieselben  sieh  in  ihrer  Gesamtheit  erginien  nnd  alsdann  aach  alle 
Teile  der  reinen  nnd  angewandten  Mathematik  —  nach  besonderen  selbständigen  Kapi- 
teln angeordnet  —  Torliegen. 

Fast  jedem  Hefte  ist  ein  Anhang  Ton  nngelOsten  Aufgaben  beigegebeni  welche  der 
eigenen  LOsnng  (in  analoger  Form,  wie  die  beiflglichen  gelösten  Aufgaben)  des  Studierenden 
flberlassen  bleiben,  und  lugleich  Ton  den  Herren  Lehrern  ftx  den  Schulunterricht  benutst 
werden  können.  —  Die  LOsnngen  hiersu  werden  später  in  besonderen  Heften  f&r  die  Hand  des 
Lehrers  erscheinen.  Am  Schlosse  einesjeden  Kapitels  gelangen:  Titelblatt»  InhaltsTorseick- 
nis»  Beriehtignngen  und  erlintemde  Erkllmngen  über  das  betrelTende  Kapitel  lur  Ausgabe. 

Das  Werk  behandelt  snnftchst  den  Hauptbestandteil  des  mathematisch-naturwissen- 
schaftlichen ünterrichtsplanes  folgender  Schulen:  Bealsohnlen  I.  nnd  IL  Ord.,  gleleh- 
bereehtigten  hlHieren  Bllrgersehalen»  PriTatschnlen»  Gymnasien»  Realgymnasien»  Pro- 
gymnasien» Sohnllehrer- Seminaren»  Polytechniken»  Techniken»  Rangewerksdinlen» 
Gewerbesehnlen»  Handolssehnlon»  teehn.  Torbereitnngsschnlen  aller  Arten»  gewerbliche 
Fortbildnngssehnlen»  Akademien»  UniTersitäten »  Luid-  nnd  Forstwissensehaftssehnlen^ 
Milit&rsehulen»  Torbereitnngs-Anstalten  aller  Arten  als  s.  B.  fttr  das  Eii^ilirig-Frei* 
wUligo-  nnd  OCflaiers-Examen»  etc. 

Die  SekUler»  Studierenden  und  Kandidaten  der  mathematischen,  technischen  und 
naturwissenschaftlichen  F&cher,  werden  durch  diese,  Sehritt  fttr  Schritt  gelltete»  Aufgaben- 
sammlung immerwährend  an  ihre  in  der  Schule  erworbenen  oder  nur  gehörten  Theorien  etc. 
erinnert  und  wird  ihnen  hiermit  der  Weg  sum  unfehlbaren  Auffinden  der  Lösungen  der- 
jenigen Aufgaben  geseigt,  welche  sie  bei  ihren  Prüfungen  su  lösen  haben,  sugleich  aber  aoch 
die  tlberans  grosse  Fruchtbarkeit  der  mathematischen  Wissenschaften  TorgeflQhrt. 

Dem  Lehrer  soll  mit  dieser  Aufgabensammlung  eine  kriftige  StOtse  für  den  Schul- 
unterricht geboten  werden,  indem  lur  Erlernung  des  praktischen  Teiles  der  mathematischen 
Disdplinen  —  mm  Auflösen  Ton  Aufgaben  —  in  den  meisten  Schulen  oft  keine  Zeit  er- 
flbrigt  werden  kann,  hiermit  aber  dem  Schüler  bei  seinen  h&uBlichen  Arbeiten  eine  toU- 
st&ndige  Anleitung  in  die  Hftnde  gegeben  wird,  entsprechende  Aufgaben  in  lösen»  die  ge- 
habten Regeln»  Formeln»  Sfttse  etc.  anrawenden  und  praktisch  lu  Torwerten.  Lniit»  Liebe 
und  Terstftndnis  fQr  den  Schul-Ünterricht  wird  dadurch  erhalten  und  belebt  werden. 

Den  Ingenieuren»  Architekten»  Technikern  und  Fachgenossen  aller  Art»  Militirs 
etc.  etc.  soll  diese  Sammlung  inr  AnffMsehnng  der  erworbenen  und  rielleicht  Tergessenen 
mathematischen  Kenntnisse  dienen  und  sugleich  durch  ihre  praktischen  in  allen  Bemfis- 
iweigen  Torkommenden  Anwendungen  einem  toten  Kapitale  lebendige  Kraft  Torleihen  und 
somit  den  Antrieb  su  weiteren  praktiseken  Terwertungen  und  weiteren  Forsehnngen  geben. 

Alle  Buchhandlungen  nehmen  Bestellungen  entgegen.  Wichtige  und  praktische  Auf- 
gaben werdiB  mit  Dank  Ton  der  Redaktion  entgegengenommen  und  mit  Angabe  der  Namen 
ietbt#let.  —  Wftnsche,  Fragen  etc.,  welche  die  Redaktion  betreifen,  nimmt  der  Yerfkiser, 
Dr.  Kleyer»  Frankftfft  a.  M.  Fischerfeldstrasse  lö,  entgegen  und  wird  deren  Erledigung 
tiiualichst  berflcksichtigt 

Stattgart  Dl«  Yerlagshandlung. 


Aufgaben  über  das  schiefwinklige  Dreieck  im  allgemeinen.  226 

-Mpabe    8S4.      Die    Tangens    der    drei  ß^.y,._.  |  Eine  Beziehung  zwischen  den 

Wmkel  «,  ß  und  y  eines  spitzwinkligen  iregeoen.  j     Tangens  der  drei  Winkel. 

Dreiecks  sind  drei  aufeinanderfolgende  ganze  a •*;!-*«♦«««  \i;^^*  «»««  ««  ai^  n^Äd««. 
7oK]<.«i.  ;«  »^i^v^^  T7^-.i.jn*^*  ^  v  ji«  AnaeutttÄff.  r«Jimmt  man  an  die  wosse 
Zahlen    m  welchem  Verhältius   stehen  die  ^^^  ^.^^  ^xriJ?!,^!        a  ««^  «  o^i  ««>  «n*»-^ 

drei  Seiten  dieses  Dreiecks?  JlJ^i JA  "bJ^^J  ^"  ""  "^ 

ausgedrückt,  und  bezeichnet  man  allgemein 
die  ganze  Zahl,  welche  der  Tangens  ß  ent- 
spricht, mit  n,  so  hat  man  hiemach  und  nach 

Erkl.  274.    Ein  goniometriBcher  Satz  heisat:  ^^^  ^'^  ^^^'      _ 
»Die  Tangens  eines  spitzen  (eines zwischen  a)  .  .  .  tg^  —  n 

00  und  900  liegenden)  Winkels  nimmt  mit  b)  .  .  .  tg«  =  n  —  1 

Zunahme  jenes  Winkels  zu,  mit  Abnahme  und 
jenes  Winkels  ab."  c)  .  .  .  tgy  =  n+  1 

(Siehe  Abschnitt  10  in  Eleyers  Lehrbuch  der        Zur  Berechnung  der  Winkel  a,  ß  und  /, 

Goniometrie.)  welche  diesen  Beziehungen  entsprechen  können, 

Hieraus  ergibt  sich,  dass  von  zwei  spitzen  verfahre  man  wie  folgt: 

Winkeln  dem  grösseren   derselben  auch  eine        Aus  den  Gleichungen  a)  und  b)  folgt : 
prössere  Tangens  zugehört.  _^  ^  f  z.      ^  /      » 

^  *  d)  .  .  .  tga  =  tg^  — 1 

und  aus  den  Gleichungen  a)  und  c)  folgt: 

e)  .  .  .  tgy  =  tg^+l 

Durch  Addition  der  Gleichungen  d)  und 
e)  erhält  man: 

f)  .  .  .  tga  +  tgy  =  2.tg^ 

und  durch  Multiplikation  dieser  Gleichungen 
erhält  man: 

tga.tgy  =  (tg/9  -  l)..(tgiJ+ 1) 
oder  nach  der  Erkl.  37: 

g)  .  .  .  tga.tgy  =  tg2/5  — 1 

Da  nun: 

a  +  y  =  1800  —  ^ 

also : 

tg(«  +  y)  =  tg(1800-/9) 

Erkl.  2175.     Bezeichnet  man  mit  a  einen  oder  nach  der  Erkl.  275 : 

spitzen  Winkel,  also  mit  2i2—  «  einen  stum-  ,  v  ♦»/'  _u>„\ t»/» 

pfen  Winkel,    so   besteht  die  goniometrische  ^^  •  •  •  ^V«-ry;  —      MSP 

Äelation:  nnd  da  femer  nach  der  Erkl.  246: 

tg(27?-«)  =  -tg«  ._...  .  .^_   tgg  +  tgy 

o^ler  tg(a  +  y)- 

tff  (1800  —  «)  =  —  tff«  ^»»15/ 

.^,      ^  ,  ,      folglieh  nach  der  Gleichung  h) : 

(Siehe  Formel  86  o  m  Kleyers  Lehrbuch  der  to-«-4-tirv 

Goniometrie.)  i)  .  .  .  —  tg/9  =  ,      P~^/ 

'  ^^        1  — tg«-tgy 

ist,  so  erhält  man,  wenn  man  in  diese  Gleichung 
aus  den  Gleichungen  f )  und  g)  die  Werte 
für  tga  +  tgy,  bezw.  für  tga  •  tgy  substituiert, 
ftir  ß  die  Bestimmungsgleichung: 

k)  .  .  .  -tg/5  =  ^_^^^_^ 

Diese  Gleichung  reduziert  und  nach  \%ß 
aufgelöst,  gibt  der  Reihe  nach: 

-1=  ^ 


1  — tgiJ/»+l 

2 


2-tg2/9 
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—  2  +  tg2/J  =  2 

tg«/9  =  4  ^ 

tgß  =  \/T 
oder 

A)  ...  tgß  =  2 

Nach  Gleichung  d)  erhält  man  also  hier- 
nach: 

B)  ...  tg«  =  1 

und  nach  Gleichung  e)  erhält  man  hiemach: 

C)  .  .  .  tgy  =  3 

Ans  den  Gleichungen  A),  B)  und  C)  kann 
man  die  Winkel  a,  ß  ond  y  berechnen  und 
dann  in  weiterem,  \¥ie  in  der  Andeutung  zur 
Aufgabe  332  gesagt,  das  gesuchte  Verhältnis 
der  drei  Seiten  a,  b  und  c  bestimmen. 


Aufgabe  385.  In  einem  spitzwinkligen 
Dreieck  ist  von  den  drei  Winkeln  a,  ß  und  y 
der  Winkel  a  durch  6,  der  Winkel  ß  durch 
7  und  der  Winkel  y  durch  8  teilbar.  Welche 
Winkel  können  diesem  Dreieck  genügen? 


{Jeder  der  drei  Winkel  eimM  Dreieck« 
ist  durch  Je  eine  bestimmte  ganze 
Zahl  teilbar. 

Andeutung.  SoU  der  Winkel  a  durch  die  Zahl 
6  teilbar  sein,  so  heisst  dies  nichts  anderes, 
als  dass  die  Division  des  Winkelwertes  « 
dui*ch  6  zum  Quotienten  eine  ganze  Zahl 
ergeben  soll;  bezeichnet  man  diese  unbekannte 
ganze  Zahl  mit  x^  so  besteht  hiemach  die 
Belation : 


oder 


Erkl.  270.  Ausführliches  über  das  Auflösen 
unbestimmter  Gleichungen  findet  man  in 
Eleyers  Lehrbuch  der  unbestimmten  Glei- 
chungen. 


a)  .  .  .  «  =  ö-a* 
In  analoger  Weise  ist: 

b)  .  .  .  /S  =  7-y 
und 

c)  .  .  .  y  =  S'Z 

Um  aus  diesen  drei  Gleichungen  die  den 
Winkeln  ce,  ß  und  y  zukommenden  Zahlen- 
werte  berechnen  zu  können,  muss  man  zu- 
nächst die  unbekannten  ganzen  Zahlen 
x,  if  und  z  berechnen.  Da  die  Summe  der 
drei  Winkel  eines  Dreiecks  =  180®  betragen 
muss,  so  besteht  zur  Berechnung  dieser 
ganzen  Zahlen  x,  y  und  z  die  Beziehung: 

d)  .  .  .  6a:+7y-f82r=  180 

Da  eine  weitere  Beziehung  zwischen  den 
Zahlen  x,  y  und  z  nicht  aufgestellt  werden 
kann,  so  hat  man  eine  Gleichimg  mit  drei 
Unbekannten,  also  eine  unbestimmte  oder 
diophantische  Gleichung  (s.  Erkl.  276). 


c)  Aufgaben,  in  welchen  Seiten,  Verhältnisse  von  Seiten  und  Winkeln  oder  Be- 
ziehungen zwischen  letzteren  gegeben  sind. 

Aufgabe  336.  Von  einem  Dreieck  kennt 
man  die  Seite  c  =  200  m,  den  dieser  Seite 
gegenüberüegenden  Winkel  y  =  76<>  10'  8,7" 


Gegeben : 


c  =  200  m 
y  =  760 10'  8,7" 
a :  &  =  4:5 
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und  das  Verhältnis  4:5  der  beiden  andern  Andentniig.  Ist,  siehe  Figur  117,  ABC 
Seiten  a  nnd  b-,  man  soll  hieraos  die  nicht  das  Dreieck,  welches  den  Bedingungen  der 
gegebenen  Seiten  und  Winkel  des  Dreiecks  Aufgabe  entspricht,  und  man  denkt  sich  vom 


berechnen. 


Scheitel  C  des  gegebenen  Winkels  y  auf  der 
Seite  a  vier  irgend  welche  Längenein- 
heiten und  auf  der  Seite  b  fünf  derselben 
Längeneinheiten  abgetragen  und  A^  mit  B^ 
verbunden,  so  muss  das  erhaltene  Dreieck 
CA^B^  nach  dem  in  der  Erkl.  273  ange- 
fühlten zweiten  Aehnlichkeitssatz  dem  zu 
berechnenden  Dreieck  ABC  ähnlich  sein, 
und  es  müssen  nach  der  ErkL  7  in  beiden  Drei- 
ecken bezw.  gleiche  Winkel  enthalten  sein, 
wie  in  der  Figur  angedeutet. 

Nach  dem  Tangentensatz  (siehe  Antw. 
der  Frage  21)  erhält  man  in  Rücksicht,  dass, 
dem  gegebenen  Verhältnis  der  Seiten  ent- 
sprechend, nach  der  Erkl.  181  der  Winkel  ß 
grösser  als  a  ist,  die  Relation: 

^^  5-4 


tg 


/?  +  «    ""5-f 4 


oder,  wenn  man  diese  Proportion  reduziert,  und 

ß-\-  a  y 

in  Rücksicht,  dass     L     und  y  Komplement- 
winkel sind  nach  der  Erkl.  19  für: 


tg 


ß  +  a_ 


2 


=  ctgy 


setzt,   und    diese  Gleichung   in    bezug  auf 
tg  — ^ —  auflöst : 


A). 


.  tg^  =  y.agy 


Hat  man  nach  dieser  Gleichung  ß  — « 
berechnet,  so  kann  man,  dsL  ß-j-a  =  lSO^  —  y 
ist,  leicht  die  W^inkel  a  und  ß  bestimmen; 
dann  mittels  der  Sinusregel  aus  der  gegebenen 
Seite  c  und  den  hiemach  berechneten  Winkeln 
die  geforderten  Seiten  bereclmen. 


Aufgabe  337.  Das  Verhältnis  der  zwei 
Seiten  a  und  b  eines  Dreiecks  ist  =  8 : 7, 
die  dritte  Seite  c  misst  8,045  km  und  der  der 
Seite  a  gegenüberliegende  Winkel  a  ist  = 
44®  30'  56".  Man  soll  das  Dreieck  trigono- 
metrisch berechnen. 


Gegeben: 


a :  &  =  8  :  7 
c  =  8,045  km 
«  =  440  30'  56" 


Andentnng.  Man  verfahre  analog  wie 
in  der  Andeutung  zur  vorigen  Aufgabe  336 
gesagt  wurde,  indem  man  sich  ein  dem  zu 
berechnenden  Dreieck  ähnliches  Dreieck 
denkt,  dessen  Seiten  a  und  b  bezw.  =  8  und 
=  7  irgend  welchen  Längeneinheiten  sind 
und  in  welchem  der  der  grösseren  dieser 
Seiten,  nämlich  der  Seite  a  gegenüber- 
liegende Winkel  gleich  jenem  gegebenen 
Winkel  a  ist,  siehe  den  vierten  Aehnlich- 
keitssatz in  der  Erkl.  273  imd  die  Erkl.  7. 
Dann  berechne   man  aus   diesem  gedachten 
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Dreieck,  wie  in  der  Anflösnng  der  Anfgabe  120 
gezeigt  wnrde,  die  Winkel  ß  and  y;  den 
Winkel  y  kann  man  anch  ans  der  Belation: 

y  =  1800— («  +  /?) 

berechnen.  Hat  man  diese  Winkel  ß  und  y 
berechnet,  so  kann  man  mittels  derselben  und 
der  gegebenen  Seite  c  des  zu  berechnenden 
Dreiecks  nach  der  Sinnsregel  die  Seiten  a 
und  b  bestimmen. 


Angabe  338.  Die  Seite  a  eines  Drei- 
ecks ist  =  87,0014  km,  das  Verhältnis  der 
beiden  anderen  Seiten  b  und  c  ist  9:8  und 
die  Differenz  der  diesen  Seiten  gegenüber- 
liegenden Winkel  ßmäy  beträgt  =  42^  28'; 
man  soU  das  Dreieck  trigonometrisch  auf- 
lösen. 


Gegeben 


■{ 


a  =  87,0014  km 
h:e  =  9:8 
/J  — y  =  420  28' 


Andeutung.  Man  denke  sich  ein  dem 
zu  berechnenden  Dreieck  ähnliches  Dreieck^ 
in  welchem  die  Seiten  b  und  c  bezw.  9  und  8 
irgend  welchen  Längeneinheiten  sind  und  in 
welchem  die  Differenz  der  diesen  Seiten  gegen- 
überliegenden Winkel  jJ  und  y  =  42^  28'  be- 
trägt Berechne  aus  diesem  Dreieck,  wie  in  der 
Andeutung  zur  Aufgabe  325  gesagt  ist,  mittds 
des  Tangentensatzes  die  Sunmie  (ß-{-y). 
Aus  dem  für  |S — y  gegebenen  und  dem  für  ^-f-/ 
gefundenen  Wert  kann  man  dann  leicht  die 
Winkel  ß  und  y  berechnen.  Da  man  alsdann 
in  dem  zu  berechnenden  Dreieck  die  Seite  a 
und  zwei  Winkel  ß  und  y  kennt,  so  verfahre 
man  im  weiteren  wie  in  der  Auflösung  der 
Aufgabe  117  gezeigt  wurde. 


d)  Aufgaben,  in  welchen 

Aufigabe  339.  Die  zwei  Seiten  a  und  b 
eines  Dreiecks  messen  bezw.  35,98  m  und 
22,004  m  und  die  zur  dritten  Seite  c  gehörige 
Höhe  he  misst  16,823  m;  man  soll  die  Seite  c 
und  die  Winkel  des  Dreiecks  berechnen. 


eine  Höhe  gegeben  ist. 

{rt  =  86,98  m    1 
&  =  22,004m  }  (s. 
he  =  16,828  m  J 


Gegeben; 


Erkl.  277.) 


Figur  118. 


Andeutung.  Ist,  siehe  Figur  118,  ABC 
das  Dreieck,  welches  die  gegebenen  Seiten 
a  und  b  und  die  gegebene  Höhe  he  enthält^ 
so  kann  man  mittels  der  aus  dem  rechtwink- 
ligen Dreieck ^CZ>  sich  ergebenden  Relation: 


A) 


sma  =. 


wenn  man  in  dieselbe  die  ftir  5  und  hc  ge- 
gebenen Zahlenwerte  substituiert,  den  Winkd  a 
berechnen.  Desgl.  erhält  man  den  Winkel  ß 
aus  der  Relation: 


B) 


.     -  he 

smß  =  — 


Da  man  nach  der  Erkl.  271  aus  jeder 
dieser  Relationen  A)  und  B)  für  a  und  ß 
zwei  Werte  erhält,  so  hat  man  zunächst 
zu  untersuchen,  welche  dieser  Werte  der 
Aufgabe  entsprechen.  Gemäss  der  Aufgabe 
ist  die  Seite  a  grösser  als  die  Seite  h, 
tolglich  muss  auch  a  grösser  als  ß  sein. 
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Figur  119. 


Erkl.  877.  In  diesem  Buch  sind  die  Höhen 
eines  Dreiecks  im  allgemeinen  mit  dem  Budi- 
fitaben  h  bezeichnet.  Je  nadidem  eine  Höhe 
znr  Seite  a,  oder  zur  Seite  h  oder  zur  Seite  c 
eines  Dreiecks  gehört,  ist  dieselbe  bezw.  durch 
h,  hb  oder  he  bezeichnet. 

Erkl.  878«  Bei  allen  Berechnungen,  in 
welchen  eine  Höhe  des  Dreiecks  in  Betracht 
kommt,  ist  folgendes  zu  beachten:  Hat  man, 
«ehe  die  Figuren  118  und  119,  ein  schiefwink- 
liges Dreieck  ABC  und  man  nimmt  eine  Seite 
des  Dreieck  als  Grundlinie  an  und  föllt  die 
2n  dieser  Seite  gehörige  Höhe ,  z.  B.  die  zur 
Seite  c  gehörige  Höhe  he,  so  fällt  der  Fuss- 
pnnkt  D  dieser  Höhe  in  die  Seite  c  selbst, 
wenn  die  der  (als  Grundlinie  angenommenen) 
Seite  c  anliegenden  Winkel  a  und  ß  beide,  spitze 
Winkel  sind,  siehe  Figur  118;  der  Fusspunkt  D 
föUt  hingegen  auf  die  Verlängerung  von  c,  wenn 
einer  der  der  Seite  c  anliegenden  Winkel  a  und 
ß  ein  stumpfer  Winkel  ist,  siehe  die  Figuren 
119  und  120. 

ErkL  279*  Unter  den  Abschnitten  oder 
den  Segmenten,  welche  durch  den  Fusspunkt 
einer  Höhe  eines  Dreiecks  auf  der  zugehörigen 
Seite  (Grundlinie)  gebildet  werden,  und  welche 
zugleich  die  rechtwinkligen  Projektionen 
der  beiden  andern  Seiten  des  Dreiecks  auf  jene 
dritte  Seite  sind,  versteht  man  die  Entfernungen 
des  Fusspunkts  jener  Höhe  von  den  Endpnnl^en 
der  zugehörigen  Seite  (Grundlinie). 

Sind  die  der  als  (Grundlinie  angenommenen 
Seite  anliegenden  Winkel  des  Dreiecks  spitze 
Winkel,  so  ist  diese  Seite  (Ghrundlinie)  gleich 
der  Summe  jener  Abschnitte,  so  ist  z.  B.  in 
Figur  118  c  =  c'  -|-  c" ;  ist  hingegen  einer  der 
jener  Seite  anliegenden  Winkel  ein  stumpfer 
Winkel,  so  ist  diese  Seite  gleidi  der  Differenz 
jener  Abschnitte,  so  ist  z.  B.  in  Figur  119 
cz:^c'  —  c"  und  in  Figur  120  ist  c  =  c"  —  c' 
(siehe  die  Erkl.  280). 

Erkl.  280*  Liegt  ein  Punkt  auf  einer  Strecke, 
wie  z.  B.  der  Fusspunkt  D  der  Höhe  he  in 
der  Figur  118,  so  teilt  dieser  Punkt  die  Strecke 
in  zwei  Abschnitte  (AD  und  BD)  oder  Seg- 
mente, welche  man  innere  Abschnitte  oder 
innere    Segmente    nennt;    liegt   hingegen   ein 


Dem  Winkel  a  kann  also  sowohl  ein  spitzer 
als  auch  ein  stumpfer  Winkel,  siehe  die 
Figuren  118  u.  119,  entsprechen,  dem  Winkel  ß 
jedoch  nur  ein  spitzer,  denn  ein  Dreieck 
mit  zwei  stumpfen  Winkeln  ist  nicht  möglich. 
Den  dritten  Winkel  y  findet  man  aus  der 
Belation: 
C)  .  .  .  y  =  1800  —  (« -f- /J) 

Die  Seite  c  kann  man  nunmehr  mittels 
der  Sinusregel  leicht  berechnen  oder  man 
kann  sie  auch  unabhängig  von  den  bereits 
berechneten  Stacken  wie  folgt  berechnen: 

Aus  der  Figur  118  ergibt  sich,  dass: 


a)  .  .  .  c=ze'  +  e" 

ist,  da  sich  nun  aus  dem  rechtwinkligen  Dreieck 
BDC  nach  dem  pjrtliagoreischen  Lehrsatz  für : 

b)  .  .  .  f '  =  +  Vai'-he^ 

und  aus  dem  rechtwinkligen  Dreieck  ^  Z>  C  für : 

c)  .  .  .  c"  =  ±  Yh^^he^ 
ergiebt,  so  erhält  man  hiemach: 

Diese  Gleichung  kann  man,  wie  folgt  dis- 
kutieren: 

Für  die  gesuchte  Dreiecksseite  muss  sich 
ein  positiver  W^ert  ergeben,  da  nun  gemäss 
der  Aufgabe  a>&  ist  und  demnach: 

/a«— Äc« >  Vb^  —  he* 

ist,  so  kann  das  negative  Vorzeichen  der 
ersten  Wurzel  keine  Gültigkeit  haben,  wäh- 
rend beide  Vorzeichen  der  zweiten  Wurzel 
Gültigkeit  haben  können;  man  erhält  also 
zur  Berechnung  der  Seite  c  die  Relationen: 

D)  .  .  .  c  =  Va^-  hc^+  Vh^  —  hc'^ 

und  

Dl)  .  .    c  =  y'ai^he^  —  \/fc2  —  hc 2 

Mittels  der  Gleichung  D)  erhält  man  die 
Seite  c  des  durch  die  Figur  118  dargestellten 
Dreiecks,  mittels  der  Gleichung  D^)  erhält 
man  die  Seite  c  des  durch  die  Figur  119 
dargestellten  Dreiecks. 

Dieselben  Gleichungen  hätte  man  erhalten, 
wenn  man  von  der  Figur  119  ausgeht,  nach 
welcher: 


ist  (siehe  die  Erkl.  277  bis  281). 
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Punkt  in  der  geradlinigen  Verlängernng  einer 
Strecke,  wie  z.  B.  der  Fnsspunkt  D  der  Höhe  hc 
in  der  Fi^r  119  oder  in  der  Figur  120,  so 
teilt  er  diese  Strecke  ebenfalls  in  zwei  Ab- 
schnitte (AD  nnd  BD)^  welche  man  äussere 
Abschnitte  oder  äussere  Segmente  nennt. 

Erkl.  281*  In  diesem  Buch  sind  die  Ab- 
schnitte oder  Segmente,  in  welche  eine  Seite 
durch  den  Fnsspimkt  der  ihr  zugehörigen  Höhe 
ffeteilt  wird  (s.  £rkl.  280),  im  allgemeinen  durch 
den  jene  Seite  bezeichnenden  Buchstaben  be- 
zeichnet, nur  ist  nach  diesem  Buchstaben  der 
Index '  oder  der  Index  *'  rechts  oben  klein  bei- 
gefügt und  zwar  ist  der  Abschnitt,  welcher  der 
Dreiecksseite  anliegt,  ^e  durch  einen  früheren 
Buchstaben  des  Alphabets  bezeichnet  ist,  durch 
den  Index',  der  andre  Abschnitt  durch  den 
Index  "  gekennzeichnet  Dementsprechend  ist 
z.  B.  in  der  Figur  118  der  Abschnitt  BD  der 
Seite  c  mit  c\  der  andre  Abschnitt  AD  dieser 
Seite  c  mit  c"  bezeichnet,  desgleichen  in  den 
Figuren  119  und  120. 


Figur  120. 


Gregeben: 


Äc  =  12  m 
6=  15  m 
ß  =  670  22^  48,6 


Aufgabe  340.  Von  einem  Dreieck  kennt 
man  die  zur  Seite  c  gehörige  Höhe  hc  = 
12  m,  die  Seite  &  =  15  m  und  den  der 
Seite  h  gegenüberliegenden  Winkel  ^  =  67«  Andeutung.  Die  Auflösung  dieser  Aufgabe 
22'  48,5'' ;  man  soll  hieraus  die  unbe-  igt  analog  der  Auflösung  der  Aufgabe  389. 
kannten  Seiten  und  Winkel  des  Dreiecks  be- 
rechnen. 


r  hc  =  31,07 

:  {    a  =  52,98 

[   «  =  7800' 


dm 
dm 
60" 


Aufgabe  341.    In  einem  Dreieck  ist  die 
zur  Seite  c  gehörige  Höhe  K  =  31,07  dm.  Gegeben 

die  Seite  a  =  52,98  dm  und  der  dieser  Seite  a 
gegenüberliegende  Winkel  a  =  78«  0'  50" ;  Andeutung.  Die  Auflösung  dieser  Aufgabe 
man  soll  hieraus  die  nicht  gegebenen  Seiten,  ist  ganz  analog  der  Auflösung  der  Aufgabe  339. 
Winkel  und  den  Inhalt  berechnen. 


f  hc  =  3,t 

:       y  =  68 

l    a  =  5,l 


hc  =  3,92  km 
680  85'  41" 
,84  km 


Aufgabe  342.    Die  zur  Seite  c  gehörige 
Höhe  he  eines  Dreiecks  misst  3,92  km,   der  Gegeben 

dieser  Seite  c  gegenüberliegende  W^inkel  y 
ist  =   68«  35' 41"   und   die  Seite  a  misst        Andeutung.    Die  Auflösung  dieser  Aul^be 
5,84  km ;  wie  gross  sind  die  nicht  gegebenen  igt  ganz  analog  der  Auflösung  der  Aufgabe  389. 
Stücke  dieses  Dreiecks  nnd  welches  ist  dessen 
Inhalt? 


Au^abe  343.  Von  einem  Dreieck  kennt 
man  die  zur  Seite  c  gehörige  Höhe  he  = 
0,305  m  und  die  beiden  jener  Seite  anliegen- 
den Winkel  a  =  64<>  22'  0,8"  und  ^  =  56<>  0'  6" ; 
man  soll  hieraus  die  Seiten  und  den  Inhalt 
berechnen. 


Gegeben 


^{■i 


hc  =z  0,305  m 

640  22^  0,8" 
560  0'  6" 


Andeutung.  Die  Auflösung  dieser  Auf- 
gabe ist  analog  der  Auflösung  der  Auf- 
gabe 339. 

Für  die  Seite  b  erhält  man; 

hc 


A) 


h=z 


für  die  Seite  a: 
B)  .  .  .  a  = 


Bina 


sinß 
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und  für  die  Seite  c  nach  der  Sinnsregel: 

c   siny 

a         sin« 

oder,   wenn  man  in  Rücksicht,   dass  y  = 
lSO^  —  (a  +  ß)  ist: 

siny  =  sin  [1800 —  («  + /J)]  =  Bm(a  +  ß) 
setzt  und  dann  Gleichung  B)  berücksichtigt: 

C)    .    c  =  ^^-»"^(«H-/?) 

sin/J  •  sina 

Für  den  Inhalt  F  erhält  man  nach  der 
Erkl.  151: 

F  =  -^  •  emy 

oder  in  Eücksicht  der  Gleichungen  A)  und 
B)  und  wenn  wie  vorhin  für: 

siny  =  Bin(«  +  yJ) 

gesetzt  wird: 

2sinr<  •  sin/? 


D)  .  . 


=  20m 

1240  68'  33,6'' 
430  86'  10,1" 


Aufjgpabe  344.   Von  einem  Dreieck  kennt 
man  die  zur  Seite  c  gehörige  Höhe  he  =  Gegeben 

20  m,  den  Winkel  /  =  1240  58'  B3,6"  durch 
welchen  diese  Höhe  geht  und  den  Winkel «  =  Andeutung.  Da  mit  den  zwei  Winkeln  « 
43^  36'  10,1" ;  nian  soll  die  Seiten  des  Dreiecks  und  y  eines  Dreiecks  auch  der  dritte  Winkel  ß 
berechnen.  gegeben  ist,  so  ist  die  Auflösung  dieser  Auf- 

gabe ganz  analog  der  Auflösung  der  vorigen 
Aufgabe  343. 


Aufgabe  345.  Gegeben  sind  von  einem 
Dreieck  die  Seite  c  =  1800  m,  die  zugehörige 
Höhe  hg  =  1610  m  und  der  der  Seite  c  an- 
liegende Winkel  «  =  70®  10' 40";  man  soU 
die  übrigen  Seiten  und  Winkel  berechnen. 


Gegeben : 


c=  1800m 
hc  =  1610  m 
«  =  700 10' 40" 


Andeutung.  Mittels  des  gegebenen  Win- 
kels VC  und  der  gegebenen  Höhe  he  kann 
man  zunächst  aus  einem  der  rechtwinkligen 
Dreiecke,  welche  durch  die  Höhe  he^  je  einem 
der  Abschnitte  der  Seite  c  und  je  einer  der 
Seiten  a  und  b  gebildet  werden  (siehe  die 
Erkl.  278—281),  zunächst  die  Seite  b  und 
den  jener  Seite  anliegenden  Abschnitt  der 
Seite  c  berechnen. 

Da  die  Seite  c  gegeben  ist,  so  kann  man 
hiemach  leicht  auch  den  andern  Abschnitt 
derselben  bestimmen  und  dann  aus  dem  zweiten 
jener  rechtwinkligen  Dreiecke  den  Winkel  ß 
und  die  Seite  a  berechnen. 


Angabe  346.  Die  Seite  c  eines  Dreiecks 
ist  =  150  dm,  die  zugehörige  Höhe  he  ist  = 
24  dm  und  die  Seite  a  misst  =  145  dm;  man 
soll  die  Winkel  und  die  Seite  b  des  Drei- 
ecks berechnen. 


Gegeben 


■Hs 


c  =  150  dm 
=  24  dm 
145  dm 


Andeutung.  Die  Auflösung  dieser  Aufgabe 
ist  analog  der  Auflösung  der  vorigen  Aufgabe  345. 
Man  beachte  hierbei  die  Erkl.  271. 
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Angabe  347.  Von  einem  Dreieck  kennt 
man  die  Seite  a  =  68  m,  die  zur  Seite  c  ge- 
hörige Höhe  Ac  ==  60  m;  man  soll  die  Winkel 
nnd  Seiten  dieses  Dreiecks  berechnen,  unter 
der  Voraussetzung,  dass  a  =  2ß  ist 


Gegeben 


M= 


=  68m 
60m 
2ß 


Andeutung.  Mittels  der  gegebenen  Seite  a 
und  der  gegebenen  Höhe  hc  kann  man  leicht 
den  Winkel  ß  berechnen;  da  gemäss  der  Auf- 
gabe: 

«  =  2/9 

sein  soll,  so  ist  alsdann  auch  a  bekannt.  Die 
Seiten  kann  man  hiemach  mittels  der  Siuus- 
regel  bestimmen. 


Aufgabe  848.  Die  zur  Seite  c  eines  Drei- 
ecks gehörige  Höhe  he  ist  =  7,04  m  und 
die  Winkel  /^  und  /g)  welche  diese  Höhe  mit 
den  beiden  andern  Seiten  a  und  b  bildet, 
sind  bezw.  =  84<>  6'  8,4"  und  53«  31'  22"; 
man  soll  die  Seiten  berechnen. 

Figur  121. 


Gegeben 


f  Äc  =  7, 
:      y,  =  8^ 


=  7,04  m 
840  6'  8,4" 
580  81'  22" 


^^B 


Figur  122. 


D^-cT-f 


Andeutung.  Denkt  man  sich  die  Aufgabe 
als  Eonstruktionsaufgabe ,  wie  es  die  syn- 
thetische Auflösung  einer  trig.  Aufgabe 
erfordert,  und  denkt  man  sich  diese  Kon- 
struktionsaufgabe gelöst,  so  eigibt  sich  ein 
spitzwinkliges  Dreieck,  wie  das  durch 
die  Figur  121  dargestellte,  und  auch  in  Bück- 
sicht, dass  gemäss  der  Aufgabe  yi  grösser 
als  72  ^^t  ^  stumpfwinkliges  Dreieck, 
wie  das  durch  die  Figur  122  dargestellte: 
beide  Dreiecke  gentigen  den  Bedingungen  der 
Aufgabe. 

Nach  dieser  Betrachtung  erhält  man  föi* 
den  gesuchten  W^üikel  y  des  Dreiecks: 
A)  .  .  .  y  =  y^  +  y,  (8.  Figur  121) 
und 

Ax)  .  .  .  y  ==/»-/,  (8.  Figur  122) 

Aus  den  rechtwinkligen  Dreiecken  CDB 
nnd  CDA  kann  man  in  weiterem  die  Seiten 
a  und  b  und  die  Winkel  a  und  ß  berechnen. 

Ftir  den  Winkel  ß  erhält  man  zwei  Werte, 
desgleichen  für  die  Seite  c,  welche  man  mittels 
der  Sinusregel  berechnen  kann. 


Aufgabe  349.  Der  Winkel  y  eines  Drei- 
ecks sei  =  15®  22'  37",  die  diesem  Winkel 
gegenüberliegende  Seite  c  =  90  m  und  die 
zu  dieser  Seite  gehörige  Höhe  he  =  120  m; 
man  soll  hieraus  die  nicht  gegebenen  Stücke 
und  den  Inhalt  des  Dreiecks  berechnen. 


Gegeben: 


y  =  150  22'  37 
c  ==  90m 
he  =  120m 


Andeutung.  Ist,  siehe  Figur  123,  ABC 
das  Dreieck,  welches  den  Bedingungen  der 
Aufgabe  genügt,  so  ergibt  sich  aus  dem  recht- 
winkligen Dreieck  CBD  die  Relation: 

a)  .  .  .  ^  =  a*8in/9  (s.  Erkl.  50) 

femei'  ergibt  sich  aus  dem  Dreieck  ABC 
nach  der  Sinusregel  die  Relation: 


Aufgaben  über  das  schiefwinklige  Dreieck  im  allgemeinen. 
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Figur  123. 


ErkU   282*     Eine    goniometrische    Formel 
heifist: 

cos (a  —  ß)  —  cos (a-\-ß)  =z  2sm«*8in;9 

(Siehe  Formel  194  in  Eleyers  Lehrbuch  der 
Goniometarie.) 


a 
e 


oder 


b)  .  ,  .  a  = 


smce 
siny 


c*sma 
siny 


Aus  den  Gleichungen  a)  und  b)  folgt  nun- 
mehr die  weitere  Grleichung: 

c*  sin«  Bin/9 

c)  '^   — 


hc  = 


smy 


Setzt  man  in  diese  Gleichung  nach  der 
Erkl.  282  für: 

oii.«  «n/»  —  COS  (tt  ~ />)  -  CO«  («  + />) 

8intf*sin/i  = Q 

so  erhält  man: 


hc  = 


[cos  (a  —  ft  —  cos  («  -|-  ß)] 


oder,  wenn  man  in  Rücksicht,  dass  (a-f-i') 
und  y  Supplementwinkel  sind,  nach  der  Erkl.  94 
für: 

cos  (a  -|-  /J)  =  —  cosy 
setzt: 

[cos  («  —  /J)  -f-  cosy] 


hc  = 


2siny 


und  diese  goniometrische  Gleichung  enthält 
nur  noch  die  unbekannte  Funktion  cos  (a  —  ß); 
löst  man  in  bezug  auf  diese  unbekannte  auf, 
so  erhält  man: 


2Äc  •  siny  ,         .v    , 

=  cos  («  —  /?)  -|-  cosy 


oder 


A)  .  cos  («  —  /9)  = 


2he  '  nmy 


cosy 


mittels  welcher  Gleichung  man  die  Winkel- 
differenz a  —  ß  berechnen  kann.  Aus  dem 
f\xr  a  —  ß  hiemach  berechneten  Wert  und 
aus  dem  für  «4*^  (=180**  —  /)  gegebenen 
Wert  kann  man  leicht  die  W^inkel  a  und  ß 
selbst  berechnen.  Die  gesuchten  Seiten  kann 
man  alsdann  einfach  nach  der  Sinusregel 
berechnen. 

Man  kann  die  Seiten  a  und  b  auch  un- 
abhängig von  dem  berechneten  Winkel, 
wie  folgt  berechnen: 

Nach  den  in  der  Erkl.  101  aufgestellten 
Formeln  88p  und  88 r  hat  man: 

aj)  .  .  ..  c«  =  (a  — 6)a  +  4a&.Bin2-|- 

und 

bi)  .  .  .  c2  =  (a  +  b)i  ~  4afe.C082-|- 

aus  diesen  Gleichungen  ergeben  sich  die  Be- 
ziehungen :  

Cj)  .  .  .  a  — 6  = '\/^c2--4a&.sin«|- 
und  

d,)  .  .  .  a-|-6  =  \^c8+4a6.cos2-|- 
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Berücksichtigt  man  nun,  dass  nach   der 

Erkl.  151: 

„       a^'Siny 

F  ;:= — 

2 

nnd  dass  auch: 

ist,   dass  man  also  nach  diesen  zwei  Glei- 
chungen : 

ab-sin;^ C'he 

oder  für: 

,         che 
ah  =  -. — 
smy 

setzen  kann,   so  gehen  in  Rficksicht  dessen 

vorstehende  Gleichungen  c^)  und  d^)  über  in: 


u)  .  .  .  a—b  =z  \/  c^ ; — 

^^  f  ßmy 

und 


8in2|- 


E,)   ...a  +  b=\c^  + ^ 


C08«-£- 

*'  '  f         '  smy 

Setzt  man  noch  nach  der  Erkl.  52: 

y       y 
siny  =  2sin  -~  cos  -— 

reduziert,  und  berücksichtigt  die  Erkl.  120 
und  121,  so  erhält  man  die  Relationen: 

B)  .  .  .  a  —  6  =  V<^^  — 2cÄr-tg|- 
und  

B,)  .  .  .  a  +  6  =  Vc8  +  2cÄc.ctg|- 

Nach  welchen  Gleichungen  man  a  -f-  6  und 
a  —  b  und  somit  auch  die  einzelnen  Seiten 
a  und  b  berechnen  kann. 


.Aufgabe  350.    Die  Seite  c  eines  Dreiecks  f         c  =  390m 

mlsst  390  m,   die   zugehörige  Höhe  h  ist  Gegeben:  l        Äc  =  252m      ^^ 

252  m  lang  und  die  Differenz  der  beiden  der  l  «  —  ^  —  22o  58  10' 

Seite  c  anliegenden  Winkel  a  und  ß  betra^rt  Andeutung.    Die  Auflösung  dieser  Aufgabe 

22^58'  10";  man  soll  hieraus  die  nicht  ge-  ist  analog  derAuflöaung  der  vorigen  Aufgabe  349. 

gebenen   Seiten   und  Winkel    des   Dreiecks  Auf  dieselbe  Weise  wie  dort  (a  —  ß)  l^rechnet 

berechnen.  wurde,   berechne  man  in  dieser  Aufgabe  zu- 
nächst (a  +  Ä- 


Aufgabe  861.   Der  Winkel  y  eines  Drei-  r      ^  _^  79045' 

ecks  ist  =  79®  45',  das  Verhältnis  der  beiden  Gegeben:  1  a :  6  =  4 : 1 

diesen  Winkel  einschliessenden  Seiten  a  und  b  (      /ic  =  60  m 

ist  =  4 : 1  und  die  zur  dritten  Seite  gehörige 

Höhe  hc  ist  60  m  lang ;  man  sali  hieraus  die  Andeutung.  Die  Auflösung  dieser  Am'- 
beiden  andern  Winkel  und  die  Seiten  des  S^^^  ^^  ^  allgemeinen  analog  der  Auflösung 
Dreiecks  berechnen.  ^^^  Aufgabe  336.    Man  berechne  zuerst  die 

W^inkel  eines  Dreiecks,  welches  dem  gefor- 
derten Dreieck  ähnlich  ist  und  zwar  ans 
dem  Verhältnis  4 : 1  zweier  Seiten  und  dem 
von  diesen  Seiten  eingeschlossenen  Winkel  / 
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(siehe  den  zweiten  Aehnlichkeitssatz  in  der 
Erkl.  273).    Dies  kann  man  wie  folgt: 

Nach  der  Sinnsregel  ist: 

sin«  a 

sin/J        b 
oder,  in  Rücksicht,  dass  gemäss  der  Aufgabe 

der  Quotient  y  =  y  ist 

sin«  4 

sin/9  ~"  1 

Nach  dem  in  der  £rkl.  119  angeführteo 
Summen-  und  Differenzensatz  ist  hiemach: 

8in'g-|-8in/g ^+1 

sin«  —  sin/J  "^4  —  1 
Erkl.  288«     Sind  a,  ß  und  y  die  Winkel     ,^^    ,„^„^   ^^„    ,.     .      ,^  ^,,   «oq   «« 
eines  Dreiecks,  bezw.  solche  Winkel,  welche  ^^^Jf'lJ^^  "**^  ^^®  "i  5^^  ^^^-  283  an- 
zMammen  =  1800  betragen,  so  bestehen  die  «rerährten  Formeln  benutzt: 

Relationen:  2co8^..co8|-         5 

a).  .  .  siii«  +  ain/»  =  2cos— ^.co8-|-  aeia""^  ■  sin  ^    ~^ 

b)  .  .  .  sin«  — 8in^  =  2Bm^!-s-e.gin-|-  '^**f~T~  *  *^2"  ~  3 

(Siehe  die  Formeln  261  und  262  in  Kleyem  "^^  ^"^^^  «^'»«*  "^  "^^  ^ß'"  ^'^  l^- 

Lehrbuch  der  Goniometrie.)  x\  ot«r  ^~~^  —  ^     f »  ^ 

-^;  •  .  •  cig  — g—  —  y  .  ig-g- 

und  nach  dieser  Gleichung  kann  man  a  —  ß 
berechnen. 

Da  femer  «  -{"  i^  =  180^  —  y  ^s^»  so  können 
hiemach  leicht  die  Winkel  a  und  ß  bestimmt 
werden. 


a  :  c  =^  4:3 
hc  =  6,928  m 


Angabe  352.    Das  Verhältnis  der  zwei 
Seiten  a  und  c  eines  Dreiecks  ist  =4:3,  Gegeben: 

der  von  diesen  Seiten  eingeschlossene  Wüikel  ß 

fet  =  60^  und  die  zur  Seite  c  gehörige  Andeutung.  Die  Auflösung  dieser  Aufgabe 
Höhe  hc  misst  6,928  m.  Man  soll  das  Dreieck  ist  im  allgemeinen  analog  der  Auflösung  der 
trigonometrisch  berechnen.  Aufgabe  351. 


Aufgabe  353.    Das  Verhältnis  der  zwei  r  a :  &  =  4 : 1 

Seiten  a  und  &  eines  Dreiecks  ist  =  4:1,  Gegeben:  l     hc  =  etfm 

die  zur  dritten  Seite  c  gehörige  Höhe  hc  ist  l      «  =  79o  46' 

=  60mund  der  Winkel  a,  welcher  de^^  Andeutung.    Durch  das  gegebene  Ver- 

gegenüberliegt,  i8t=  79« Tö';  man soU  hieraus  i^^t^is  4:1  der  Seiten  a  und  6  und  durch 
die  igelten  und  Wmkel  des  Dreiecks  berechnen,  ^^j^  ^er  grösseren  dieser  beiden  Seiten,  näm- 
lich durch  den  der  Seite  a  gegenüberliegenden 
W^üikel  a  ist  ein  Dreieck  bestimmt,  das  dem 
zu  berechnenden  Dreieck  ähnlich  ist  (siehe 
den  vierten  Aehnlichkeitssatz  in  der  ErkL  273). 
Analog  wie  in  der  Andeutung  zur  Aufgabe  336 
gesagt  ist,  kann  man  hiemach  zunächst  die 
Winkel  ß  und  y  bestimmen,  dann  kann  man 
weiter  verfahren  wie  in  der  Andeutung  zur 
Aufgabe  343  gesagt  wurde. 
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Au^abe  364.  In  einem  Dreieck  verhalten 
sich  die  Seiten  a  und  b  wie  1 : 1,2,  die  zur 
dritten .  Seite  c  gehörige  Höhe  he  beträgt 
5,5  m,  und  der  Sinus  des  der  Seite  a  gegen- 
überliegenden Winkels  a  ist  =  0,2345678. 
Man  soll  hieraus  die  Seite  c  berechnen. 


Gegeben 


f  a:6  =  l: 

:  I      hc  =  5,f 

[  sina  =  0,S 


a  :  6  =  1 : 1,2 
,5  m 
,2345678 


Andeutung.  Aus  der  gegebenen  Beziehung: 
A)  .  .  .  sina  =  0,2345678 

kann  man  zunächst  den  Winkel  a  berechnen, 
wobei  man  die  ErkL  271,  femer  aber  auch 
zu  berücksichtigen  hat,  dass  nach  dem  ge- 
gebenen Verhältnis  der  Seiten  a  und  b  die 
Seite  b  grösser  als  die  Seite  a,  folglich 
auch  der  Winkel  ß  grösser  als  der  Winkel  a 
sein  muss  und  dementsprechend  a  kein  stum- 
pfer Winkel  sein  kann. 

Ist  der  Winkel  a  berechnet,  so  ist  diese 
Aufgabe  354  auf  die  vorhergehende  zurück- 
geführt. 

Man  kann  auch  im  weiteren,  da  nicht  allein 
a  sondern  auch  sina  bekannt  ist,  wie  folgt 
verfahren: 

Nach  der  Sinusregel  ist: 

sina: sin/?  =:  a:b 

da  nun  gemäss  der  Aufgabe: 

a  :  fe  =  1 : 1,2 

ist,  so  erhält  man  hieraus: 

8ina:sin/9  =1:1,2 

oder,  wenn  man  für  sina  den  gegebenen 
Wert  substituiert  und  diese  Proportion  nach 
sin/3  auflöst: 

0,2345678 


A)  .  .  .  sin^  = 


1,2 


Aus  dieser  Gleichung  kann  man  ß  be- 
rechnen, welchem  Winkel  nach  der  Erid.  271 
und  nach  dem  vorstehend  gesagten  zwei 
Werte  entsprechen  können.  Mittels  der  be- 
rechneten Winkel  a  und  ß  und  der  gegebenen 
Höhe  hc  kann  man  im  weiteren  leicht  die 
Seiten  a  und  b  berechnen,  dann  die  Seite  c 
nach  der  Sinusregel  bestimmen. 


Angabe  355.    Von  einem  Dreieck  kennt  f  a :  &  =  3 : 1 

man  die  Seite  c  =  40  m,   die  zur  Seite  c  Gegeben:          c  =  40m 

gehörige  Höhe  ä«.  =  12  m  und  das  Verhältnis  l     äc  =  12  m 

3 : 1  der  beiden  andern  Seiten  a  und  ft ;  man  Andeutung.   Nach  der  in  der  Andeutung 

soD  die  Seiten  a  und  b  und  die  Winkel  des  zur  Aufgabe  349  aufgesteUten  Gleichung c)  ist: 

Dreiecks  berechnen.  .   ^ 

c-smo-sm/} 


hc  = 


Bmy 


oder,  wenn  man  nach  der  Erkl.  66  und  in 
Rücksicht,  dass  y  und  (a-\'ß)  Supplement- 
winkel sind: 

sin/ =  sin(a-f-/J) 

setzt  und  jene  Gleichung  umformt: 

sina- sin/S         he 


a) 


sin  («  +  ß) 
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Ferner  hat  man  gemäss  der  Anfgabe  and 
nach  der  Sinnsregel  die  Relation: 
,.  sin«        8 

8m/9  1 
Diese  beiden  goniometrischen  Gldchnngen^ 
in  welchen  die  unbekannten  Funktionen  Sinns 
der  Winkel  a,  ß  nnd  (a  -f-  ß)  enthalten  sind^ 
forme  man  nunmehr  so  mn,  dass  man  schliess- 
lich nur  noch  eine  Fnnktion  eines  Winkel» 
hat.  (Siehe  Abschnitt  25  in  Kleyers  Lehrbuch 
der  Goniometrie). 


a:&  =  41,61 -.28,09 
a:^  =  8:2 


Aufgabe  356.    Zwei  Seiten  a  und  b  eines 
Dreiecks  verhalten  sich  wie  41,61 :  28,09  und  Gegeben: 

die  diesen  Seiten  gegenüberliegenden  Winkel 
a  xmd  ß  verhalten  sich  wie  3:2;  wie  gross        Andeutung.    Man  berechne  zunächst  die 

sind  die  Seiten  und  die  Winkel  des  Drei-  Winkel  a  und  ß  wie  folgt: 
ecks,  wenn  die  zur  dritten  Seite  c  gehörige        Da  gemäss  der  Aufgabe  zwischen  a  und 

Höhe  hc  =  200  m  misst?  ß  die  Relation: 

a:ß  =  S:2 

bestehen  soll,  so  muss  hiemach,  wenn  man: 

a)  ...«=:  3  <f 
setzt: 

b)  .  .  ,  /9  =  2<r 

sein.  Zur  Bestimmung  des  noch  unbekannten 
Winkels  d,  besteht  nach  der  Sinusregel 
die  Relation: 

sin«  a 

siaß  """  b 
oder  in  Rücksicht  der  Gleichungen  a)  und  b) 
und  in  Rücksicht,  dass  gemäss  der  Aufgabe 
,      ^    ..    .    a       41,61  .  ^ 


aer  veuoi^ 

leni    ,    - 

"  28,09  ^^ 

h 

8in3<r 

_  41,61 

8in2<f 

~  28,09 

Setzt 

man  nunmehr  nach  der  Erkl.  266: 

sin3<f : 

=  3sinJ~ 

-48in>(f 

und  nach  der  £rkl.  52: 

sin2<f : 

—  28in(f*co8<f 

so  erhält 

man: 

• 

3sinJ  — 

•  48in8(f 

41,61 

28in<T 

•  cosJ      "" 

'28,09 

oder 

3- 

•  48in2(r 

41,61 

2co8(T  28,09 

Setzt  man  jetzt  nach  der  Erkl.  145: 

8in2<f  =  1  — C08*<f 

so  erhält  man  schliesslich  für  cos<$  die  go- 
niometrische  Bestimmungsgleichung: 

3  —  4(1  — 0082  J)  _  41,61 
^  •  •  •  2co8d  ~  28,09 

Diese  Gleichung  kann  man  nach  cosö  auf- 
lösen und  dann  den  Winkel  Ö  bereclmen. 
Ist  ö  berechnet,  so  kennt  man  auch  nach 
den  Gleichungen  a)  und  b)  die  Winkel  a 
und  ß.  Im  weiteren  verfahre  man  nunmehr 
wie  in  der  Andeutung  zur  Aufgabe  343  ge- 
sagt ist. 
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e)  Aufgaben,  in  welchen  Segmente  von  Seiten,  bezw.  ProjeJctionen  von  Seiten 

gegeben  sind. 

Aufgabe  357.  Wie  gross  sind  die  drei 
Winkel  eines  Dreiecks,  wenn  die  Seite  a  =  Gegeben 
48,8  m,  die  Seite  h  =  54,8  m  lang  ist,  und 
wenn  die  znr  Seite  c  gehörige  Höhe  K.  diese 
Seite  in  zwei  Abschnitte  zerlegt,  von  welchen 
der  der  Seite  a  anliegende  Abschnitt  c*  = 
28,98  m  misst? 


■m 


a  =  48,3  m 
54,8  m 
28,98  m   (8.  Erkl.  281) 


Andeutung.  Die  zur  Seite  c  gehörige 
Höhe  he  bildet  mit  je  einem  der  Abschnitte 
c'  und  c"  der  Seite  c  (siehe  die  Erkl.  278 
und  279  und  die  Figuren  118  und  119)  und 
mit  je  einer  der  beiden  andern  Seiten  a  und  b 
des  Dreiecks  ein  rechtwinkliges  Dreieck;  aus 
dem  einen  dieser.  Dreiecke  kann  man  mittels 
der  gegebenen  Seite  a  und  dem  anliegenden 
Abschnitt  c'  den  Winkel  ß  berechnen.  Mittels 
der  hiernach  för  ß  gefund^ien  zwei  Werte 
und  den  gegebenen  Seitm  a  und  b  kann  man 
im  weiteren  durch  Anwendung  der  Sinus- 
regel den  W^inkel  a  berechnen,  wobei  die 
Erkl.  271  berücksichtigt  werden  muss. 


Aufgabe  358.  Die  Seite  b  eines  Drei- 
ecks misst  15  m,  der  ihr  anliegende  Ab- 
schnitt c"  der  Seite  c,  welcher  von  der  zur 
Seite  c  gehörigen  Höhe  gebildet  wird,  ist 
^=  9  m  und  der  der  Seite  c  gegenüberliegende 
Winkel  y  beträgt  59<>29'28,1";  man  soU  die 
nicht  gegebenen  Seiten  und  Winkel  des  Drei- 
•ecks  berechnen. 

Erkl.  284.  Unter  der  rechtwinkligen 
Projektion  eines  Punkts  auf  eine  Gerade 
versteht  man  den  Fusspunkt  des  Perpendikels, 
welchen  man  von  jenem  Punkt  auf  die  Gerade 
fällen  kann.  Der  Perpendikel  selbst  heisst  die 
Projicierende  jenes  Punkts. 

Unter  der  rechtwinkligen  Projektion 
•einer  Strecke  auf  eine  Gerade  versteht  man 
•die  Entfernung  der  Fusspunkte  der  Perpendikel, 
welche  man  von  den  Endpunkten  jener  Strecke 
auf  die  Gerade  föUen  kann.  Die  Perpendikel 
selbst  heissen  die  Projicierenden  jener  Strecke. 
Fällt  der  eine  Endpunkt  jener  Strecke  in  die 
Gerade,  so  ist  der  eine  Perpendikel  (die  eine 
Projicierende)  gleich  Null,  und  die  Projektion 
des  einen  Endpunkts  jener  Strecke  fällt  mit 
diesem  Endpunkt  zusammen;  wie  es  z.  B.  bei 
•der  rechtwinkligen  Projektion  einer  Seite  eines 
Dreiecks  auf  einer  der  andern  Dreiecksseiten 
•der  Fall  ist. 

(Siehe  Kleyers  Lehrbücher  der  Planimetrie 
und  der  darstellenden  Goniometrie.) 


Gegeben 


^{^;i 


(  =  15  m 
=  9m 

590  29'  23,1 


ii 


Andeutung.  Aus  dem  rechtwinkligen 
Dreieck,  welches  durch  die  gegebene  Seite  b, 
den  gegebenen  Abschnitt  c"j  d.  L  die  recht- 
winkUge  Projektion  der  Seite  b  auf  die 
Seite  c  (siehe  Erkl.  284),  und  der  Höhe  hc 
gebildet  wird,  berechne  man  den  Winkel  a. 
Zur  Berechnung  der  Seiten  a  und  c  kann 
man  im  weiteren  die  Sinusregel  benutzen. 


Angabe  359.    Die  Seite  b  eines  Dreiecks  f  6  =  15  m 

ist   15  m  lang ,    der   derselben  gegenüber-  Gegeben :  ]   /S  =  67o  22^  48,6" 

liegende  Winkel  ß  ist  =  67<^  22'  48,5"  und  [  C  =  6m 

der  Abschnitt  c\  welcher  von  der  zur  Seite  c        Andeutung.     Die  Auflösung  dieser  Aufgabe 
gehörigen  Höhe  auf  dieser  Seite  gebildet  wird  ist  analog  der  Auflösung  der  Aufgabe  857. 
und  dem  Winkel  ß  anliegt ,  misst  5  m ,  wie 
gross  sind  die  nicht  gegebenen  Stücke  des 
Dreiecks  ? 
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Aufgabe  360.    Die  Seite  a   eines  Drei-  f  a  =:  37  m 

ecks  sei  =  37  m,  der  ihr  gegenüberliegende  Gegeben:  {  «  =  53o  7' 48,4" 

Winkel  a  =  53®  7'  48,4''  nnd  die  zur  Seite  c  l  C  =  35  m 

gehörige  Höhe  hc  teilt  die  Seite  c  in  zwei  Andeutung.     Die  Auflösung  dieser  Aufgabe 

Absehmtte,  von  welchen  der  der  oeite  a  an*  igt  analog  der  Auflösung  der  Aufgabe  868. 
liegende  Abschnitt  c'  =  35  m  sei.    Welches 
müssen  die  Längen  der  nicht  gegebenen  Seiten 
und  wie  gross  müssen  die  übrigen  Winkel  sein? 


Aufgabe  861.    Die  zwei  Winkel  ^  und  y  f  /s  =  79o  36'  40" 

eines  Dreiecks   betragen   bezw.  79^  36' 40"  Gegeben:]  y  =  33o  23' 54,6" 

und  33^  23' 54,6";   der  dem  Winkel  ^   an-  l  c'  =  91km 

Hegende  Abschatte' der  Seite  c,w^^^^^  Andeutung.     Man  berechne  zuerst  aus 

die  zu  dieser  Seite  gehörige  Hohe  gebildet  ß  ^^  ^.  die  Seite  a,   dann  mittels  Anwen- 

jTTd,  wt  ==  91  km;   man  berechne  die  drei  ^ung  der  Sinusregel  die  Seiten  h  und  c. 
öeiten  des  Dreiecks. 

Aufgabe  362.    In  einem  Dreieck  ist  die  f  &  =  530  m 

Seite  h  =  530  m,  der  Winkel «  =  31^  53'  26,9"  Gegeben:  l  a  =  31o  53'  26,9" 

und  der  Abschnitt  c',  welcher  auf  der  Seite  c  l  c'  —  1950  m 

durch  die   zugehörige  Höhe   g^büdet  wird  Andeutung.   Aus  5  und  «  berechne  man 

und  der  Seite  ft  nicht  anliegt,  ist  =  1950  m:  ^ie  Höhe  Ä./aus  K  und  c'  berechne  man 

man  soll  aus  diesen  Angaben  die  nicht  ge-  31^^30^  die  Seite  a  und  den  Winkel  j5.    Da 

gebenen  Seiten  und  Winkel  des  Dreiecks  be-  ^  ^  i8oo-(a  +  ^),  so  berechne  man  die 

rechnen.  ggi^g  ^  mittels  der  Sinusregel.    Man  beachte 

die  Erkl.  271. 

Angabe  363.    Die  beiden  Abschnitte  c'  f  c'  =  45  dm 
und  c",  in  welche  die  Seite  c  eines  Dreiecks  Gegeben:  |  c"  =  5  dm 
durch  die  zugehörige  Höhe  he  geteüt  wird,  l    o  =  600  8'4,8" 
messen  bezw.  =  45  dm  und  =  5  dm,  und  der  Andeutung.    Man  berechne  aus  c"  und 
dem  Abschmtt  j '  anhege^^^^^  Winkel  a  des  ^  ^ie  Seite  ^  beachte,  dass  c  =  c'  +  c"  ist 
Dreiecks  betrat  ÖO^  8'  4,8" ;   man  soll  die  ^a  berechne  mittels  Anwendung  deT  Sinus- 
Seiten  und  nicht  gegebenen  Winkel  des  Drei-  ^egel  die  Seite  a  und  die  Winkel  y  und  ß, 
ecics  bereclinen.  berücksichtige  hierbei  die  Erkl.  271. 


Angabe  364.    Von  einem  Dreieck  kennt  (    &  =  25  m 

man  die  Seite  5  =  25  m  und  die  beiden  Ab-  Gegeben :  <    c'  =  143  m 


f    ^  = 
:  <    c'  = 

schnitte  c'  =  143  m  und  r"  =  147,931m,  N"  =  147,931m 

in  welche  die  Seite  c  durch  die  ihr  zugehörige  Andeutung.   Die  Auflösung  dieser  Aufgabe  ist 

Höhe  zerlegt  wird.    Man  berechne  die  Wmkel  analog  der  Auflösung  der  vorigen  Aufgabe  863. 
und  die  dritte  Seite. 


Aufgabe   365:    Die  zwei  Abschnitte  c'  f  c'  =  1000  m 

und  c",  in  welche  die  Seite  c  eines  Dreiecks  Gegeben:  {  c"  =  1250  m 


f  c'  = 
:  I  c"  = 
durch    die    zugehörige  Höhe    zerlegt   wird,  ly,  =600  0'6" 

messen  bezw.  1000  und  1250  m,  der  Winkel  yj,  Andeutung.  Aus  c'  und  /  berechne  man, 
welchen  jene  Höhe  mit  der  Seite  a  des  Drei-  siehe  die  Figuren  121  und  122,  die  Seite  a, 
ecks  bildet,  betrag  60®  0' 6" ;  wie  gross  sind  den  Winkel  ß  und  die  Höhe  he,  dann  be- 
die  Winkel  und  Seiten  des  Dreiecks?  rechne  man  aus  hc  und  c"  die' Winkel  a 

und  y2* 


c  =  5m 
c"  =  2m 
>',  =  420  18'  37,5" 


Aufgabe  366.    Die  Seite  c  eines  Drei- 
ecks ist  =  5  m,  der  der  Seite  b  anliegende  Gegeben: 
Abschnitt  ^",   welchen  die  zur  Seite  c  ge- 
hörige Höhe  he  auf  c  bildet,  ist  =  2  m  und        Andeutung.  Die  Auflösung  dieser  Aufgabe  ist 
der  Winkel  72t  welchen  diese  Höhe  mit  der  analog  der  Auflösung  der  vorigen  Aufgabe  365. 
Seite  h  büdet,  ist  =  42^  18'  37,5".    Man  soll 
das  Dreieck  trigonometrisch  berechnen. 
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Angabe  367.    Die  beiden  Segmente  c*  f  ^'  =  ^'^^  °^ 
und  c",  in  welche  die  Seite  c  eines  Dreiecks             Gegeben:  {  c"  =  61m 
durch    die   zugehörige   Höhe   geteüt   wird,                            l   y  =  700  42' 80" 
messen  bezw.  171  m  und  51  m,  wie  gross        Andeutung.  Man  drücke  die  Höhe  K  ein- 
sind die  Seiten  und  Winkel  dieses  Dreiecks,  mal  in  c'  und  j5 ,  ein  andermal  in  c"  und  a 
wenn    der    der    Seite    c   gegenüberliegende  aus:  man  erhält; 
Winkel  y  =  70<>  42'  30"  beträgt?                                           Äc  =  c"  -  tg«  1 

und  i  (8.  Erkl.  46) 

Ä<.  =  c'.tg^  J 

und  aus  diesen  beiden  Gleichungen  folgt  die 
weitere  Gleichung: 

a)  .  .  .  .  c'  •  tg^  =  c"  •  tg« 

und  mittels  dieser  Gleichung  kann  man  die 
Differenz  der  Winkel  a  und  ^  wie  folgt  be- 
rechnen: 

In  Bücksicht  der  Erkl.  120  erhält  man: 

,     sin/?         ,.     sin« 

cos/3  cosa 

c'  •  sin/3  •  cos«  =  c"  •  sina  •  cos/J 
oder 

dnacoBß c' 

sin^coBit       c" 
Setzt  man  nunmehr  nach  der  Erkl.  285: 

sincc .  008^  =  -ö-[8in(«-f-^)  +  8in(a  — /J)] 
und  nach  der  Erkl.  286: 
heisft""*   ^*     "^'"^   goniometrische   Pormel      gin^  .  cos«  =  i- [sin («  +  /?) -sin («-«] 
28ina  cosj»  =  sin  («  +  /»)  +  sin  («  —  ß)  und  reduziert,  so  erhält  man : 

(Siehe  Fonnel  192  in  Kleyers  Lehrbuch  der  sin  («  + /5)  +  sin  («  — /»)  _  c' 

Goniometrie.)  sin  («  + /5)  —  sin  («  - /?)  ""  V' 

Bringt  man  jetzt  den  in  der  ErkL  119 
angeführten  Summen-  und  Differenzensatz  in 
Anwendung  und  reduziert  gleichzeitig,  so 
ergibt  sich  hieraus: 

Erkl.  286.     Eine    goniometrische   Formel  2  ■  sin  («  + ^)  _  c^+i 

heisst:  2.8m(«-/J)       c'-c- 

2cos«  sin^  =  sin  (« -f  i?)  —  sin  («  —  ß)         ^^^  hiernach  erhält  man  für : 

(Siehe  Formel  193  in  Kleyers  Lehrbuch  der  ^i^  (a  —  ß)  =  ^* "~  ^"  •  sin  («  4-  S\ 

Goniometrie.)  ^       ^'       c*-^c**  v   "T  p/ 

oder,  in  Rücksicht,  dass  a  +  ^  =  180^  —  y 
ist,  dass  also  nach  der  Erkl.  66: 

sin  («  -}-  /3)  =  siny 

gesetzt  werden  kann: 

A)  .  .  .  Bin («  — /5)  =  jripy,  -siny 

hat  man  nach  dieser  Gleichung  a  —  ^  be- 
rechnet und  hierbei  die  Erkl.  271  berück- 
sichtigt, so  kann  man  aus  a  +  ^  =  ^^^^ —  1 
und  aus  jenem  für  a  —  ^  berechneten  Wert, 
leicht  die  Winkel  a  und  ^  selbst  besümmen 
imd  dann  in  Bücksicht,  dass  c  =  c'  -)-  c"  ist, 
mittels  Anwendung  der  Sinusregel  die  Seiten 
a  und  h  berechnen. 
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Das  vollständige  Inhaltsverzeichnis  der  bis  jetzt  erschienenen  Hefte  1— 26C 


Preisgekrönt  in  Frankfurt  a.  M.  1881. 


PROSPEKT. 


Diesei  Werk,  welchem  kein  fthnllehes  zur  Seite  steht,  erscheint  monatlich  in  8 — 4 
Heften  zu  dem  billigren  Preise  von  25  ^  pro  Heft  und  bringt  eine  Sammlung  der  wichtig- 
sten nnd  praktischsten  Aufgaben  ans  dem  Gesamtgebiete  der  Mathematik,  Phjsik, 
Mechanik,  matb.  Geographie ,  Astronomie ,  des  Masehinen-,  Strassen- ,  Eisenbahn«, 
Brfleken-  nnd  Hoehbanes,  des  konstruktiren  Zeiclinens  etc.  etc.  und  zwar  in  Tollstftndig 
gelÖHter  Form,  mit  rielen  Fignren,  Erklärungen  nebst  Angabe  und  Entwiokelnng  der 
benntzten  Sfttze,  Formeln,  Regeln  in  Fragen  mit  Antworten  etc.,  so  dass  die  Lösung 
jedermann  verständlich  sein  kann,  bezw.  wird,  wenn  eine  grössere  Anzahl  der  Hefte  er- 
schienen ist,  da  dieselben  sich  in  ihrer  Gesamtheit  ergänzen  und  alsdann  auch  alle 
Teile  der  reinen  und  angewandten  Mathematik  —  nach  besonderen  selbständigen  Kapi- 
teln angeordnet  —  yorliefren. 

Fast  jedem  Hefte  ist  ein  Anhang  von  nngelSsten  Aufgaben  beigegeben,  welche  der 
eigenen  Lösung  (in  analoger  Form,  wie  die  bezfiglichen  gelösten  Aufgaben)  des  Studierenden 
überlassen  bleiben,  nnd  zugleich  von  den  Herren  Lehrern  fftr  den  Schulunterricht  benutst 
werden  können.  —  Die  LSsnngen  hierzu  werden  später  in  besonderen  Heften  fOr  die  Hand  des 
Lehrers  erscheinen.  Am  Schlüsse  eines  jeden  Kapitels  gelangen:  Titelblatt,  Inhaltsreneieli« 
nis,  Beriehtignngen  und  erl&ntemde  Erklärungen  aber  das  betreffende  Kapitel  zur  Ausgabe. 

Das  Werk  behandelt  zunächst  den  Hauptbestandteil  des  mathematisch-naturwissen- 
schaftlichen ünterrichtsplanes  folgender  Schulen:  Realschulen  I.  nnd  IL  Ord.,  gleich- 
berechtigten höheren  Bflrgerschnlen,  Prlratschnlen,  Gymnasien,  Realgymnasien,  Pre- 
gjmnasien ,  Schnllehrer  -  Seminaren ,  Polytechniken ,  Techniken ,  Bangewerkscbnlen, 
Gewerbeschnlen,  Handelsschulen,  techn.  Torbereitnngsschnlen  aller  Arten,  gewerbliche 
Fortbildnngsscbnlen,  Akademien,  üniTersitäten ,  Land«  nnd  Ferstwissenschaftsschnlen, 
Militärschnlen,  Torbereitnngs- Anstalten  aller  Arten  als  z.  B.  für  das  Eii^ährig-Frei- 
willige-  nnd  Offlziers-Examen,  etc. 

Die  Schaler,  Studierenden  und  Kandidaten  der  mathematischen,  technischen  und 
naturwissenschaftlichen  Fächer,  werden  durch  diese.  Schritt  für  Schritt  gelSste,  Aufgaben- 
sammlung immerwährend  an  ihre  in  der  Schule  erworbenen  oder  nur  gehörten  Theorien  etc 
erinnert  und  wird  ihnen  hiermit  der  Weg  zum  nnfehlbaren  Auffinden  der  Lösungen  der- 
jenigen Aufgaben  gezeigt,  welche  sie  bei  ihren  Prftftingen  zu  lösen  haben,  zugleich  aber  auch 
die  flberans  grosse  Fruchtbarkeit  der  mathematischen  Wissenschaften  yorgefQhrt. 

Dem  Lehrer  soll  mit  dieser  Aufgabensammlung  eine  kräftige  Stfttse  fCür  den  Schul- 
unterricht geboten  werden,  indem  zur  Erlernung  des  praktischen  Teiles  der  mathematischen 
Disziplinen  —  mm  Aufläsen  TOn  Aufgaben  —  in  den  meisten  Schulen  oft  keine  Zeit  er- 
übrigt werden  kann,  hiermit  aber  dem  Schüler  bei  seinen  häuslichen  Arbeiten  eine  voll- 
ständige Anleitung  in  die  Hände  gegeben  wird,  entsprechende  Aufgaben  zu  lösen,  die  ge« 
habten  Regeln,  Formeln,  Sätze  etc.  anzuwenden  und  praktisch  zu  rerwerten.  Lnsty  Liebe 
nnd  Terständnis  für  den  Schul-Unterricht  wird  dadurch  erhalten  und  belebt  werden« 

Den  Ingenienren,  Architekten,  Technikern  und  Fachgenossen  aller  Art,  lOUtärs 
etc.  etc.  soll  diese  Sammlung  znr  Anffrischnng  der  erworbenen  und  vielleicht  vergessenen 
mathematischen  Kenntnisse  dienen  und  zugleich  durch  ihre  praktischen  in  allen  Bemfa* 
zweigen  Torkommenden  Anwendungen  einem  toten  Kapitale  lebendige  Kraft  verleihen  unc" 
somit  den  Antrieb  zu  weiteren  praktischen  Terwertnngen  und  weiteren  Forschungen  geben. 

Alle  Buchhandlungen  nehmen  Bestellungen  entgegen«  Wichtige  und  praktische  Auf- 
gaben werden  mit  Dank  von  der  Redaktion  entgegengenommen  und  mit  Angabe  der  Namen 
verbreitet.  —  Wünsche,  Fragen  etc.,  welche  die  Redaktion  betreffen,  nimmt  der  Verfasser, 
Dr.  Kleyer,  Frankfurt  a.  M.  Fischerfeldstrasse  16,  entgegen  und  wird  deren  Erledigung 
thunlichst  berücksichtigt. 

Stuttgart  Die  Terlagshandluiig. 
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Aufgabe  368.  Die  beiden  Segmente  c* 
asd  c'\  in  welche  die  Seite  c  eines  Dreiecks 
durch  die  zugehörige  Höhe  geteilt  wird,  sind 
bezw.  425,96  und  291,78  m  lang,  die  der 
Seite  c  anliegenden  Winkel  a  und  ß  diffe- 
rieren um  6  =  10^20' 12";  wie  gross  sind 
die  Seiten  und  Winkel  dieses  Dreiecks? 


Gegeben: 


1/9-«  = 


425,96  m 
291,78  m 
<r  =  100  20'  12" 


Andeutung.  Die  Auflösung  dieser  Auf- 
gabe ist  analog  der  Aullösung  der  vorigen 
Aufgabe  367;  man  berechne  zunächst  aus 
c\  c"  und  (a  —  ß)  die  Summe  ce  +  /?,  wobei 
die  £rkl.  271  zu  berücksichtigen  ist. 


Aufgabe  369.  Die  Seite  h  eines  Drei- 
ecks misst  4»  79  m,  die  zur  Seite  c  gehörige 
Höhe  hc  ist  0,92  m  und  der  Abschnitt  c', 
welchen  diese  Höhe  auf  der  Seite  c  bildet 
und  der  dritten  Seite  a  anliegt,  ist  14,38  m 
lan?.  Man  soll  hieraus  die  nicht  gegebenen 
Winkel  und  Seiten  des  Dreiecks  berechnen. 


Gegeben: 


f    &  = 


4,79  m 
0,92  m 
14,88  m 


Andeutung.  Aus  dem  rechtwinkligen 
Dlreieck,  welches  durch  die  Höhe  he^  der  ge- 
gebenen Seite  h  und  dem  der  Seite  b  an- 
legenden Abschnitt  c**  der  Seite  c  (d.  i.  die 
rechtwinklige  Projektion  der  Seite  h  auf 
die  Seite  e^  siehe  Erkl.  284)  gebildet  wird, 
siehe  Figur  118,  berechne  man  den  Winkel  a 
und  den  Abschnitt  c"\  berücksichtige  aber 
hierbei  die  ErkL  271  (s.  Figur  119). 

Femer  berechne  man  aus  dem  rechtwink- 
ligen Dreieck,  welches  durch  die  gegebene 
Höhe  Ae,  der  andern  Seite  a  und  dem  dieser 
Seite  a  anliegenden  und  gegebenen  Abschnitt  c* 
der  Seite  c  (d.  i.  die  rechtwinklige  Projektion 
der  Seite  a  auf  die  Seite  c,  s.  Erkl.  284) 
gebildet  wird,  den  Winkel  ß  und  die  Seite  a. 
Den  Winkel  y  bereclme  man  mittels  der 
Relation : 


Aufgabe  370.    Die  zur  Seite  c  eines  Drei-  f  /»c  =  20  m 
ecks  gehörige  Höhe  he  misst  20  m,  der  eine             Gegeben:  ]  c"  =  117,6288  m^ 
der  Abschnitte,  in  welche  die  Seite  c  durch  l    /J  —  11»  25'  16,3" 
die  Höhe  zerlegt  wird,  ist  c**  =  117,6238  m        Andeutung.    Man  berechne  aus  c"  und 
lang  und  der  dem  andern  Abschnitt  c*  an-  hc  zunächst  den  Winkel  a  und  die  Seite  h, 
liegende  Winkel  ^  beträgt  11^25'  16,3",  wie  dann  kann  man  im  weiteren  mittels  Anwen- 
gross  sind  die  nicht  gegebenen  Seiten  und  düng  der  Sinusregel  die  Seiten  c  und  a  be- 
Winkel des  Dreiecks?  rechnen. 


Aufgabe  S71.  Der  Winkel  y  eines  Drei- 
ecks ist  131<>24'44'',  die  zur  gegenüber- 
liegenden Seite  c  gehörige  Höhe  he  misst 
<>0  m  und  das  eine  Segment  c"  dieser  Seite  c 
i$!t  301,1  m  lang;  man  soll  die  übrigen  Winkel 
und  die  Seiten  des  Dreiecks  berechnen. 


Gegeben: 


y  = 


h 
c 


c 
tt 


1310  24'  44" 
60  m 
801,1  m 


Andeutung.  Aus  c**  und  hc  berechne 
man  die  Seite  h  und  den  Winkel  a^  beachte, 
dass  letzterem  nur  ein  Wert  entsprechen 
kann,  indem  y  bereits  ein  stumpfer  Winkel 
ist.  Dann  benutze  man  im  weiteren  die 
Sinusregel. 


Gegeb 


en: 


^0  =  40  dm 
c*  =  399  dm 
y  =  960  67'  20,1 


Aufgabe  .372.    Die  Höhe  he,  welche  zur 
Seite  c  eines  Dreiecks  gehört,  misst  40  dm, 
der  der  Seite  a  anliegende  Abschnitt  c\  wel- 
cher auf  der  Seite  c  durch  jene  Höhe  ge-        Andeutung.  Die  Auflösung  dieser  Aufgabe  ist 
bildet  wird ,    ist  399  dm  lang  und  der  der  analog  der  Auflösung  der  yorigen  Aufgabe  371. 

Kleyer,  Ebene  Trigonometrie.  16 
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Seite  c  gegenüberliegende  Winkel  y  beträgt 
96°  57' 20,1".  Man  berechne  die  nicht  ge- 
gebenen Seiten  und  Winkel  des  Dreiecks. 


Angabe  373.  Die  zur  Seite  c  eines 
Dreiecks  gehörige  Höhe  hc  ist  =  9,98  m  lang, 
die  beiden  Abschnitte  c*  und  c",  in  welche 
die  Seite  c  dorch  jene  Höhe  geteilt  wird, 
messen  bezw.  6,1  m  und  10,45  m;  wie  gross 
sind  die  Seiten  nnd  Winkel  dieses  Dreiecks? 


Gegeben: 


hc  =  7,98  m 
c*  =  6,1  m 
c"  =  10,45  m 


Erkl.  287«  Ergeben  sich  bei  der  Berech- 
nung der  Länge  einer  Seite  eines  Dreiecks  (oder 
irgend  einer  andern  Figur)  negatiye  Werte 
für  dieselbe,  so  sind  dieselben  zu  vernachlässigen, 
indem  negative  Seiten  eines  Dreiecks  keinen 
Sinn  zulassen. 


Erkl.  288.  Wie  in  der  Erkl.  279  erwähnt, 
hat  man  für  eine  Dreiecksseite  c,  welche  durch 
den  Fusspunkt  der  zu  ihr  gehörigen  Höhe  hc  in 
zwei  Abschnitte  c'  und  &'  geteilt  wird: 

a)  .  .  .  c  =  c'  +  c"  (siehe  Figur  118) 

6)  .  .  .  c  =  c'  —  c"  (   ,.         „      119) 
und 

C)    .   .   .   C  =  C"  —  C'     (     n  n        120) 

Diese  drei  Eelationen  kann  man  nun  all- 
gemein wie  folgt  zusammenfassen: 

d)  .  .  .  c  =  +c'+c" 

welche  Gleichung  man  folgender  Diskussion 
unterziehen  kann: 

Ist  c'  grösser  als  c*\  so  können  nur  die 
Beziehungen: 

und 

c  =  c'  —  c" 

Gültigkeit  haben;  ist  hingegen  c'  kleiner  als 
c",  so  können  nur  die  Beziehungen: 

c  =  —  c'  +  c''  oder  =  c"  —  c' 

Gültigkeit  haben;  in  keinem  Fall  kann  aber 
in  Bücksicht  der  vorigen  Erkl.  287  die  Be- 
ziehung: 

c  =  —  &  —  €'' 

Gültigkeit  haben 

Aus  dieser  Diskussion  ergibt  sich  ganz  all- 
gemein: Der  grössere  der  Abschnitte  c'  und 
c"  muss  immer  das  Vorzeichen  -|-  haben,  der 
kleinere  iener  Abschnitte  kann  dann  das  Vor- 
zeichen -f-  oder  —  haben;  ist  hiernach  c'y>c" 
so  kann  die  Beziehung  bestehen:    ^ 

1)  ,  ,  .  c  =  c*±c" 

Ist  hingegen  c'  <<  c"  so  kann  die  Beziehung 
bestehen: 

2)  ,  .  ,  c=zc"  +  c' 


Andeutung.  Aus  den  rechtwinkligen  Drei- 
ecken, welche  durch  die  Höhe  Ac,  je  einem 
der  Abschnitte  c'  und  c"  und  je  einer  der 
Seiten  a  und  b  gebildet  werden,  berechne 
man  die  Seiten  a  und  b;  man  erhält: 

A)  .  .  .  a=:  \/äc2  +  c'«  I  (siehe  die  Erkl.  194 
^^  ^ , f         und  287) 

Für  die  gesuchte  Seite  c  erhält  man  in 
Rücksicht  der  Erkl.  278—280  und  in  Rück- 
sicht, dass  c''  grösser  als  c*  ist: 
C)  .  .  .  c  =  c"  +  c'  (siehe  Erkl.  288) 

Zur  Berechnung  der  Winkel  a  und  ß  aus 
den  gegebenen  Stücken,  denke  man  sich  das 
Dreieck  aus  den  Seiten  a  und  b  und  der 
Höhe  he  konstruiert,  man  wird,  da  sich  nach 
den  für  c*  und  c"  gegebenen  Zahlenwerten 
aus  den  Gleichungen  A)  und  B)  ergibt,  dass 
die  Seite  b  grösser  als  a  sein  muss,  ent- 
weder ein  spitzwinkliges  Dreieck,  siehe 
Figur  118,  oder  ein  stumpfwinkliges  Drei- 
eck, siehe  Figur  120,  erhalten. 

Aus  der  Figur  118  erhält  man: 


hc 


D)  .  . 
und 

E)  .  .  .  tg/»  =  ^ 

ferner  erhält  man  aber  auch  aas  der  Fig.  120: 

E.)  .  .  .  tg(2B-/J)  =  -^ 

Mittels  dieser  Gleichungen  kann  man  die 
Winkel  a  und  ß  berechnen,  wonach  man  fOr 
ß  zwei  Werte  erhalten  muss.  Die  Glei- 
chungen £)  und  Ej)  kann  man  auch  in  Rück- 
sicht der  Erkl.  288,  nach  welcher  für  den 
Fall,  dass  c'  <  c**  ist,  der  kleinere  Abschnitt  c' 
positiv  oder  negativ  sein  kann,  wie  folgt 
zusammenfassen : 

F)  .  .  .  tg/S  =  ^ 

Wählt  man  das  obere  Vorzeichen  -4-,  so 
ist  hiemach: 

tg/9  =  -?!f  (s.  Gleich.  E) 
wählt  man  das  untere  Vorzeichen  — ,  so  ist; 
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-tg/.  =  ^ 


tg;5  =  ~- 

Erkl.  281^.     Eine   goniometrische   Formel  c* 

heisst : 

tg(2J?  — «)  =  — tga 

GoÄtrif)'™''^  ^  ^  ^''^^"  Lehrbuch  der  ^der,  da  nach  der  Erkl.  289: 

tg(2i?-/?)  =  -tg/S 
gesetzt  werden  kann: 


tg  (2  J?  -  )J)  =  -f  (siehe  Gleichung  EJ 


Aufgabe  374.  In  einem  Dreieck  ABC 
verhält  sich  die  grösste  Seite  c  zur  Seite  h 
wie  3:1 ;  der  der  Seite  h  gegenüberliegende 
Winkel  ß  misst  170  28'30"  und  die  Projek- 
tion h*  der  dritten  Seite  a  auf  die  Seite  h 
nüsst  40  m.  Wie  gross  sind  die  drei  Seiten 
ond  die  drei  Winkel  dieses  Dreiecks? 


Gegeben: 


3:1 

170  28'  90" 

40m 


Figur  124. 


Figur  125. 


Andeutung.    Nach  der  Sinusregel  besteht 
die  Belation: 

siny  c 

sin/5         h 
da  man  für  den  Quotienten  y  gemäss  der 

Aufgabe  :=  y    setzen   kann    und   da    der 

Winkel  ß  gegeben  ist,  so  hat  man  hiemach 
zur  Berechnung  des  Winkels  /  die  Relation: 


oder 


smy  =  -=-• sm/S 


A)  .  .  .  smy  =  -^ 


Setzt  man  ^\t  ß  den  gegebenen  Zahlen- 
weit  und  berechnet  hieraus  den  Winkel  y, 
so  wird  man  in  Rücksicht  der  Erkl.  271  für 
denselben  zwei  Werte  erhalten.  Zur  Unter- 
suchung, welcher  dieser  Werte  der  Aufgabe 
genügt,  beachte  man,  dass  der  Aufgabe  ge- 
mäss die  Seite  c  grösser  als  die  Seite  b 
sein  soU,  dass  tdso.nach  der  Erkl.  181  jener 
berechnete  Winkel  y  grösser  als  der  Winkel  jS 
sein  muss.  Nach  dieser  Betrachtung  berechne 
man,  siehe  die  Figuren  124 — 125,  die  Seite  a 
aus  der  gegebenen  Projektion  b'  dieser  Seite 
auf  die  Seite  b  und  aus  dem  berechneten 
Winkel  y,  bezw.  aus  dessen  Supplement- 
winkel. Ist  a  berechnet,  so  kann  man  leicht 
mittels  der  Sinusregel  die  Seiten  b  und  c 
berechnen. 


Aufjgabe  375.  Die  zur  Seite  c  eines 
Dreiectu  gehörige  Höhe  he  ist  12  m  lang, 
die  rechtwinkligen  Projektionen  a*p  und  b*p 
dieser  Höhe  ai^  die  beiden  Seiten  a  und  b 
and  bezw.  =  8  und  6  m  lang.  Man  berechne 
hieraus  die  Seiten  und  W^el,  sowie  den 
Inhalt  des  Dreiecks. 


Gegeben: 


hc    = 


12  m 

8m 

6m 


(s.  Erkl.  290) 


Andeutung.  Fasst  man  die  Aufgabe  als 
Eonstruktionsaufgabe  auf  und  denkt  man  sich 
das  Dreieck  aus  den  gegebenen  Stücken  kon- 
struiert, so  wird  man  in  Rücksicht,  dass  nach 
der  Erkl.  278  der  Fusspunkt  der  Höhe  he 
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Figur  126. 


Erkl.  290*  In  diesem  Buch  sind  die  Ab- 
schnitte oder  Segmente,  in  welche  eine  Seite 
zerlegt  wird,  im  allgemeinen  durch  die  jene 
Seiten  bezeichnenden  Buchstaben,  welchen  rechts 
oben  kleine  Indices  hinzugefttgt  sind,  bezeichnet, 
wie  in  der  Erkl.  281  bereits  erwähnt.  Werden  diese 
Abschnitte  nicht  durch  die  den  Seiten  zugehörigen 
Höhen,  sondern  durch  andre  auf  ihr  senkrecht 
stehende  Linien  gebildet,  so  ist  dem  betreffenden 
Buchstaben  ausserdem  noch  rechts  unten  der 
Buchstabe  p  klein  beigefügt  In  Figur  126  wird 
z.  B.  durch  den  PerpendStel  BF  die  Seite  a 
in  die  zwei  Abschnitte  af  und  a**  zerlegt,  der 
erstere  liegt  der  Seite  h  an  und  erhält  deshalb 
den  Index  ',  der  zweite  liegt  der  alphabetisch 
nachfolgenden  Seite  c  an  und  erhält  deshalb 
den  Index  ";  da  femer  diese  Abschnitte  durch 
einen  Perpendikel  (zur  Seite  a)  gebildet  werden, 
so  erhalten  sie  zum  Unterschied  von  andern  Ab- 
schnitten noch  den  Index  p  und  werden  hier- 
nach durch  a'p  und  a**p  bezeichnet. 


auf  der  Seite  c  selbst  oder  auch  auf  deren 
Verlängerong  liegen  kann,  and  in  Rüokäelit, 
dass  gemäss  der  Aufgabe  die  Projektion  a'p 
grösser  als  die  lYojektion  Vp  ist,  zwei 
Figuren  erhalten,  welche  im  allgemeinen  den 
Figuren  126  und  127  entsprechen. 

Aus  den  in  jenen  Figuren  enthaltenen 
rechtwinkligen  Dreiecken  CBF  und  CDG 
kann  man  mittels  der  gegebenen  Höhe  he  und 
den  gegebenen  Projektionen  a*p  und  h*p  die 
Winkel  y'  und  -/*  leicht  berechnen;  in  Rück- 
sicht, dass: 

y  =  /i  -f  yj  (siehe  Figur  126) 
be2w.  dass: 

y  =:  /j—  y,  (siehe  Figur  127) 

ist,  kann  man  also  hiernach  den  Winkel  / 
berechnen.  Ist  /  berechnet,  so  hat  man  im 
weiteren  die  Aufgabe  849  zu  lösen. 

Figur  127. 


Gegeben: 


Pb 


(s.  Erkl.  291) 


Aufgabe   376.     Die  zur  Seite   c    eines 
Dreiecks  gehörige  Höhe  /<<.  nüsst  5  m  und 
die    senki*echten    Entfernungen   ihres   Fuss- 
punktes  von  den  beiden  andern  Seiten  a  und  b        Andeutung.  Die  Auflösung  dieser  Aufgabe  ist 
messen  bezw.  =  2  und  3  m ;  man  soll  hieraus  im  allgemeinen  analog  der  Auflösung  der  vorigen 
die  Seiten  und  Winkel,  sowie  den  Flächen-  Aufgabe  375. 
inhalt  berechnen. 

£rkl«  291»  In  diesem  Buch  sind  Strecken, 
welche  auf  der  Seite  eines  Dreiecks  senkrecht 
(perpendikulär)  stehen,  also  rechtwinklig  pro- 
jicierende  Linien  sind  (siehe  Erkl.  264),  und 
nicht  zugleich  Höhen  des  Dreiecks  sind,  im  all- 
gemeinen mit  dem  Buchstaben  jj  bezeichnet,  und 
zwar  sind  dieselben,  je  nachdem  sie  sich  auf 
die  Seite  a  oder  die  Seite  h  oder  die  Seite  c 
beziehen,  bezw.  durch  pa,  pt  oder  pc  bezeichnet. 


f)  Aufgaben,  in  welchen  zwei  Höhen  vorliommen. 

Aufjgabe  377.    Die  zu  den  Seiten  anndh  (  ha=  12,9281  m 

eines  Dreiecks  gehörigen  Höhen  h„  und  ht  Gegeben:  J  Ab=:ll^m 

messen  bezw.  12,9231  und  11,2  m,  die  Seite  a  1    a  =  18  m 

ist   13  m  lang.    Man  berechne  hieraus  die        Andeutung.    Nach  der  Erkl.  34  hat  man 

Winkel  und  die  übrigen  Seiten  des  Dreiecks,  för  den  Flächeninhalt  F  des  Dreiecks  einmal: 
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Figur  128. 


ein  andermal: 


.C,"> 


b)  .  .  .  F  = 


h'hb 


ans  beiden  Gleichungen  folgt: 

h'hb        d'ha 
und  hieraus  erhält  man: 


A) 


hz=z 


hb 


Figur  129. 


nach  welcher  Gleichung  man  in  Bäcksicht 
der  für  a,  ha  nnd  hb  gegebenen  Zahlenwerte 
die  Seite  b  berechnen  kann.  Femer  ergibt 
sich  aus  dem  rechtwinkligen  Dreieck  BFC^ 
siehe  Figur  128,  die  Relation: 


K 


B) 


hb 
smy  =  — 
a 


nach  welcher  Gleichung  man  den  Winkel  y 
berechnen  kanji,  wobei  man  die  ErkL  271  be- 
riicksichtigeii  muss,  siehe  auch  die  Figur  129. 

Nunmehr  kann  man  aus  den  Seiten  a  und  b 
und  dem  von  beiden  eingeschlossenen  Winkel  /, 
wie  in  der  Auflösung  der  Aufgabe  118  ge- 
,^  zeigt  wurde ,  die  Winkel  a  und  ß  und  die 
dritte  Seite  c  berechnen. 


Aulii^abe  378.  Der  Winkel  y  eines  Drei- 
ecks ist  s=  124^  58'  3a,6'^  die  EU  den  diesen 
Winkel  einschUessenden  Seiten  gehörigen 
Höhen  ha  nnd  hb  messen  bezw.  28,7624  und 
82J586  m;  man  soll  hierauB  die  nicht  ge- 
gebenen Winkel  und  Selten,  sowie  den  In- 
halt des  Dreiecks  berechnen. 


Gegeben 


r  ha  = 


=  28,7624  m 
82,7586  m 
1240  58'  38,6" 


Andeutung.  Jede  der  gegebenen  Höhen 
ist  die  Kathete  eines  rechtwinkligen  Drei- 
ecks, dessen  Hypotenuse  die  Seite  b  bezw. 
die  Seite  a  ist  und  dessen  einer  spitze  Winkel 
gleich  dem  gegebenen  Winkel  /  ist;  aus 
diesen  Dreiecken  kann  man  leicht  die  Seiten 
a  und  h  berechnen.  Aus  a,  b  und  y  kann 
man  im  weiteren,  wie  in  der  Auflösung  der 
Aufgabe  118  gezeigt  wurde,  die  übrigen  ge- 
forderten Stücke  berechnen.  Da  der  gegebene 
Winkel  /  ein  stumpfer  ist,  so  müssen  die 
beiden  andern  Winkel  a  und  ß  spitze  Winkel 


sem. 


Aufigabe  379.  Die  Seite  c  eines  Dreiecks 
ist  517,628  m  lang,  die  zu  den  beiden  andern 
Seiten  a  und  b  gehörigen  Höhen  ha  und  hb 
messen  bezw.  315  nnd  416  m;  wie  gross  sind 
die  Winkel,  die  nicht  gegebenen  Seiten  nnd 
welches  ist  der  Inhalt  dieses  Dreiecks? 


Gegeben 


f  ha  = 


Ä«  =  315  m 
=  416m 
517,628  m 


Andeutung.  Jede  der  gegebenen  Höhen 
ha  und  hb  ist  die  Kathete  eines  rechtwink- 
ligen Dreiecks,  dessen  Hypotenuse  die  ge- 
gebene Seite  c  ist.  Aus  ^esen  rechtwink- 
Ugen  Dreiecken  kann  man  auf  einfache  Weise 
die  Winkel  a  und  ß  berechnen  und  kann 
dann  mittels  der  Belation: 

auch,  den  Winkel  y  bestimmen. 
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Mittels  der  Sinnsregel  die  Seiten  be- 
stimmen nnd  den  Inhalt  nach  der  Erkl.  151 
berechnen. 


Angabe  380.  In  einem  Dreieck  ist  der 
Winkel  a  =  59^  53'  44,7",  die  zur  Gegen- 
seite a  gehörige  Höhe  ha  ist  =  18,05953  m 
und  die  zur  Seite  b  gehörige  Höhe  H  ist  = 
15,52  m.  Man  soll  den  Waslt  des  Dreiecks 
berechnen. 

Figur  130. 


r  C 


Gegeben 


f  ha  =  18,059« 

:  ]  Äfr=  16,62n] 

[    0  =  59053' 


=  18,05953  m 
m 
44,7 


// 


Andeutoiiff.     Aus    dem    rechtwinkligen 
Dreieck  ÄBF,  siehe  Figur  130,  erhält  man: 


sma  = 


oder 


A)  .  .  .  c  = 


hh 
c 

hb 
sina 


Figur  131. 


/ 


/4^' 


/ 

a 


wonach  man  die  Seite  c  berechnen  kann. 

Femer  erhält  man  aus  dem  rechtwink- 
ligen Dreieck  ABD,  siehe  Figur  130: 

-  ha 

sm^  =  — 
c 

oder  in  Rücksicht  der  Gleichung  A): 
B)...Bin/9=*^4?H^ 

Hb 

wonach  man  den  Winkel  ß  berechnen  kaniL 
Berücksichtigt  man  hierbei  die  ErkL  271, 
so  ergibt  sich,  dass  auch  ein  Dreieck  von 
der  durch  die  Figur  131  dargestellten  Fonn 
den  Bedingungen  der  An^be  genügt  Aus 
c,  a,  ß  und  y  [==  180  — (a  4-^)]  kann  mau 
mittels  der  Sinusregel  die  Seiten  a  und  h 
berechnen.  Zur  Berechnung  des  Inhalts  be* 
nutze  man  den  in  der  Erkl.  151  aufgesteUten 
Satz. 


Aufjgabe  381.  Die  zu  den  Seiten  a  und  b 
eines  Dreiecks  gehörigen  Höhen  ha  und  hb 
messen  bezw.  60,7860  und  228,1967  m,  der 
eine  der  auf  der  Seite  b  gebildeten  Abschnitte, 
welcher  der  Seite  a  anliegt,  ist  b*  =  41,8361  m 
lang;  man  berechne  hieraus  die  Seiten  und 
Winkel  des  Dreiecks. 


Gegeben 


f  ha  =  60,7 

.  {  Ä6  =  228, 

l   6' =  41,8 


7860  m 
1967  m 
8861m 


Andeutung.  Man  berechne,  siehe  die 
Figuren  128  und  129,  aus  hb  und  b^  zunSehst 
den  Winkel  y  bezw.  dessen  Supplementwinkel 
und  die  Seite  a,  dann  berechne  man  ans  dem 
für  y  gefundenen  Wert  und  ha  die  Seite  b 
und  verfahre  im  weiteren,  da  man  jetzt  zwei 
Seiten  a  und  b  und  den  von  beiden  Seiten 
eingeschlossenen  Winkel  y  kennt,  wie  in  der 
Auflösung  der  Aufgabe  118  gezeigt  wurde. 
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Angabe  382.  Die  zwei  Winkel  axmäß 
eines  Dreiecks  sind  bezw.  =  53^  7'  48,4" 
nnd  67®  22'  48,5",  die  znr  Seite  a  gehörige 
Höhe  ha  wird  von  der  zur  Seite  b  gehörigen 
Höhe  hl,  so  geschnitten,  dass  der  nach  der 
Ecke  Ä  des  Dreiecks  hinliegende  Abschnitt  h^a 
der  Höhe  ha  =  9,75  m  ist.  Man  soll  ans 
diesen  Angaben  die  Seiten  des  Dreiecks  be- 
rechnen. 

Figur  132. 


f  «  =  530  7'  48,4" 
Gegeben :  {     ^J  =  67©  22'  48,6" 
[  h'a  =  9,75  (8.  Erkl. 


292) 


b'   /^%      „A^  a 


Andeutung.  Ist,  siehe  Figm*  132,  ABC 
das  Dreieck,  welches  den  Bedingungen  der 
Aufgabe  entspricht,  so  beachte  man,  dass 
nach  der  ErkL  293  der  Winkel  AF^F  gleich 
dem  Winkel  ACB,  also  =  y  ist. 

Da  nun  y  mittels  der  Belation: 

y  =  2Ä-(«  +  /?) 

leicht  bestinunt  werden  kann,  und  da  h*a  ge- 
geben ist,  so  kann  man  aus  dem  rechtwink- 
ligen Dreieck  AFF^  den  Abschnitt  ft"  be- 
rechnen. Da  man  alsdann  in  dem  rechtwink- 
ligen Dreieck  AFB  die  Kathete  h"  und  den 
Winkel  a  kennt,  so  kann  man  hieraus  die 
Seite  c  berechnen  und  schliesslich  kann  man 
aus  der  Seite  c  und  den  bekannten  Win- 
keln y^  a  und  ß  mittels  der  Sinusregel  die 
Seiten  a  und  b  berechnen. 


ErU»  292.  In  diesem  Buch  sind  die  Ab- 
schnitte, in  welche  sich  die  Höhen  eines  Dreiecks 
gegenseitig  zerlegen,  im  allgemeinen  mit  den  den 
Höhen  entsprechenden  Bezeichnungen  ha,  hb  nnd 
hc  (s.  Erkl.  277)  bezeichnet.  Die  nach  den  Ecken 
des  Dreiecks  hm  liegenden  Abschnitte  der  Höhen 
enthalten  femer  noch  den  Index  '  und  die  nach 
den  Seiten  hin  liegenden  Abschnitte  den  Index  ", 
wie  z.  B.  in  der  Figur  182  angedeutet  ist. 

firU«  298«  Ein  planimetnscher  Lehrsatz  heisst: 

„Stehen  die  Schenkel  eines  Winkels  oder 

deren  Verlftngerungen  senkrecht  auf  den 

Schenkeln  eines  andern  Winkels  oder  deren 

Verlängerungen,    so    sind    diese    beiden 

Winkel  einander  gleich.*' 

(Siehe  Eleyers  Lehrbücher  der  Planimetrie.) 

In  Fiffur  182  ist  z.  B.   P^F ±CAj  femer 

ist:  Pj ^,  bezw.  dessen  Verlängerung  P^D^CB 

nnd  somit  ist  nach  rorstehendem  Lehrsatz: 

^AP,F=^ACB  =  y       


Gegeben: 


a  =  730  44'  23,3" 
/J  =  90  31'  38,2" 
Ä"«  =  17,4641  m 


Aufgabe  383.  Die  zwei  Winkel  amdß 
eines  Dreiecks  sind  bezw,  =  73®  44'  23,3" 
nnd  90  31'  38,2",   die  zur  Seite  a  gehörige 

Höhe  ha  wird  von  der  zur  Seite  «>  gehörigen        Andeutung.   Die  Auflösung  dieser  Aufgabe  ist 
ilone  hb  so  geschnitten ,   dass  der  nach  der  analog  der  Auflösung  der  vorigen  Aufgabe  382. 
Seite    a    bin    liegende   Abschnitt    A"«    der 
Höhe  Äa  =  17,4641  m  ist.    Welches  sind  die 
Seiten  des  Dreiecks? 


Aufigabe  384.  Die  zur  Seite  a  eines 
Dreiecks  gehörige  Höhe  ha  wird  durch  eine 
der  beiden  andern  Dreieckshöhen  in  zwd 
Abschnitte  V«  =  42,291 7  und  ä"«  =  1 7,4641  m 
zerlegt;  der  jener  Seite  a  anliegende  Winkel  j? 
misst  9^  31'  38,2";  man  soll  die  Seiten  und 
Winkel  des  Dreiecks  berechnen. 


Gegeben: 


f   Ä'«  =  42,2917  m 
Ä"a  =:  17,4641  m 
ß  =  90  31' 88,2" 


Andeutung.    Die  Auflösung  dieser  Aufgabe 
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Erkl«  294»     Ein   planimetrischer  Lehrsatz  ist  analog  der  Auflösung  der  Aufgabe  38S, 
heisst:  siehe  auch  die  Erkl.  294. 

„Die  drei  Höhen  eines  Dreiecks  schneiden 
sich  in  einem  Punkt.'' 

(Siehe  Kleyers  Lehrbücher  der  Planimetrie.) 

Nach  diesem  Satz  muss  durch  den  Schnitt- 
punkt irgend  zwei  der  Höhen  eines  Dreiecks 
auch  die  dritte  Höhe  desselben  gehen. 


Aufgabe   385.     Das  Verhältnis   der  zu  (  ha:hb  =  l:6 

den  Seiten  a  und  b  eines  Dreiecks  gehörigen  Gegeben:            a  =  146  m 

Höhen  Ä«  und  Äj  ist  =  1 : 6 ,   die  Seite  a  l         y  =  96o  48'  68,5" 

mfest  145  na  nnd  der  von  Jenen  feiten  emge-  Andeutung.   Aus  a  und  y  berechne  man, 

schlossene  .Winkel  y  beträgt  96^  43'  58,5".  gjehe  Figur  128,  die  Höhe  hö    dann  bestimme 

^f  xl^^f'iT^  ^^'"fH  ^^^^^^^^^  ®^^*^°  man  mittels  des  gegebenen  Verhältnisses  und 
und  V7inkel  des  Dreiecks?  ^^g  f^^  ;,^  gefundenen  Wertes  die  Höhe  h^ 

Hierauf  berechne  man  aus  ha  und  y  die 
Seite  b.  Da  man  alsdann  die  Seiten  a  und  b 
und  den  Winkel  y  kennt,  so  verfahre  man 
weiter  wie  in  der  Auflösung  der  Aufgabe  118 
gezeigt  wurde. 


Aufigabe  386.   Die  Seite  c  eines  Dreiecks  (  haihb  =  1:S 

ist  40  m  lang,  der  üir  anliegende  Winkel  «  Gegeben:             c  =  40m 

beträgt  67«  22'  40"  und  die  von  den  End-  l         «  =  67o  22'  40" 

punkten  auf  die   beiden  andern  Seiten  ge-  Andeuiung.  Die  Auflösung  dieser  Aufgabe  ist 

fällten  Höhen  ä«  und  hb  stehen  m  dem  Ver-  analog  der  Auflösung  der  vorigen  Aufgabe  385. 
hältnis  von  1 : 3.    Man  soll  die  Seiten  und 

Winkel  des  Dreiecks  berechnen.  

Aufgabe  387.    Die  zu  den  Seiten  a  und  b  r;>a:^2,=  l:8m 

eines  Dreiecks  gehörigen  Höhen  ä«  und  Hb  ver-  Gegeben:  l         a  =  37  m 

halten  sich  wie  1 : 3,  jene  Seite  a  misst  37  m  l          c  =  40  m 

und  die  dritte  Seite  c  ist  40  m  lang.    Man  Andeutung.    Nach  der  ErkL  295  besteht 

berechne  hieraus  die  dritte  Seite  b  und  die  Ata  PaioHA«. 

drei  Winkel  des  Dreiecks.  ,       ,     , 

a:o  =  hb'.ha 

n  1.1  «lAK     XT    1.  j     X,  ,  I  o.  ,.  X         j^  ^^er  dieselbe  umgeschrieben,  die  Eelation: 

Erkl.  296.    Nach  der  Erkl.  34  hat  man  fttr  v          t      —  i.     L 

den  Inhalt  F  eines  Dreiecks,  dessen  Seiten  durch  *^  '  '  '  <>:«  —  ««•«* 

a,  h  rmd  c  und  dessen  drei  Höhen  bezw.  durch  Da  nun   das   Verhältnis   ha  :  hb    gemäss 

Aa,  Ai»  und  ^r  bezeichnet  werden,  die  Relationen:  der  Aufgabe  =  1:3  ist,   so  hat  man  hier- 

a-ha  uach  die  Beziehung: 


a)  .  .  .  J^  = 

b)  .  .  .  F  r= 


^2~  '                                        A)  .  .  .  6  :  a  =  1 :  8 

b'hh  Beräcksichtigt    man   nunmehr,    dass    die 

2  Seite  a  gegeben  ist,   so  kann  man  mittels 

und  dieser  Proportion  die  Seite  b  berechnen.   Ist 

c)          F  :=  ^'^*^  ^®  ^®^^®  ^  berechnet,  so  kennt  man  die  drei 

2  Seiten  a,  b  und  c  des  Dreiecks  und  kann  im 
Aus  je  zweien  dieser  Gleichungen  folgt:        weiteren  verfahren  wie  in  der  Auflösung  der 

a-ha       b'hh  Aufgabe  119  gezeigt  wurde. 


und 


a*ha  c-hc 

~2~"""~2~ 

h'hi        C'hc 
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oder  bezw.: 


nnd 


0»ha  =  C'he 


Schreibt  man   diese  Gleichungen  als  Pro- 
portionen, so  erh&lt  man: 

1)  .  .  .  a:b  z=:  hb'.ha 

S)  .  ,  .  a:c  =:z  hc'-ha^ 

und  ' 

8)  .  .  .  h  :e  :=  hc  :hb 

d.  L  „in  jedem  Dreieck  verhalten   sich   zwei 
Seiten  umgekehrt  wie  die  zngehJJngen  Höhen." 

(Siehe  £leyen  Lehrbttoher  der  Planimetrie.) 


Angabe  SB8.  Die  zwei  Seiten  a  und  h 
eüies  Dreiecks  stehen  in  dem  Verhältnis  10 : 7, 
die  dritte  Seite  c  steht  mit  der  zu  ihr  ge- 
hörigen Höhe  hc  im  Verhältnis  2,5 : 1,9  und 
die  zur  Seite  a  gehörige  Höhe  ha  misst 
32,45  m.  Man  soll  hieraus  die  Seiten  und 
Winkel  des  Dreiecks  berechnen. 


f  a:b  =  10 : 7 
Gegeben:  |  c :  Äc  =  2,5  : 1,9 
[       ha  ■=  32,45  m 

Andeutung.  Man  denke  sich  ein  dem 
zu  berechnenden  Dreieck,  siehe  Figur  183, 
ähnliches  Dreieck  und  berechne  aus  diesem 
Dreieck  zunächst  die  Winkel  a,  ß  und  y. 
Dies  kann  man  wie  folgt: 

Aus  den  rechtwinkligen  Dreiecken  CIÄ 
und  CFB  erhält  man: 


j* 


Figur  133. 


und 


a)  .  ,  .  -^  =  ctg« 


b)  .  .  .  -^  =  ctg/9 


und. hieraus  ergibt  sich  durch  Addition: 

c'  +  c"  ___ 
hc     ' 
oder 


ctg«-l-ctg^ 


c)  .  .  .  ctg«-4-ctg^  =  -^ 

c 
und  in  Rücksicht  des  für  -p  gegebenen  Zahlen- 
de 

wertes : 

A)  .  .  .  ctga  +  ctgß=  ^ 

Femer  hat  man  nach  der  Sinusregel: 
flina         a 


smß 


a 


oder  in  Rücksicht  des  für  -r-  gegebenen  Zahlen- 
wertes : 

sin«        10 

'  sin^  7 

Nunmehr  löse  man  die  goniometrischen 
Gleichungen  A)  und  6),  welche  die  beiden 
unbekannten  Winkel  a  und  ß  enthalten,  nach 
einer  Funktion  eines  dieser  Winkel  auf  (siehe 
Kleyers  Lehrbuch  der  Goniometrie)  und  be- 
rechne diesen  Winkel.    Hat  man  denselben 
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gefunden,  so  kann  man  mittels  Gleichung  B) 
den  zweiten  Winkel  berechnen.  Mittels  der 
berechneten  Winkel  und  der  gegebenen 
Höhe  ha  kann  man  dann  leicht  die  Seite  c 
und  hierauf  mittels  der  Sinusregel  die  Seiten 
a  und  b  berechnen. 


Anfjgabe  389.  Die  zwei  zu  den  Seiten 
a  und  b  eines  Dreiecks  gehörigen  Höhen  ha 
und  hh  schneiden  sich  so,  dass  der  der  Seite  b 
anliegende  Abschnitt  h'%  der  Höhe  hi  zu  dem 
der  Seite  a  nicht  anliegenden  Abschnitt  h'a 
der  Höhe  ha  in  dem  Verhältnis  von  3 : 2  steht; 
die  Seite  b  misst  femer  120  m  und  der 
Winkel  «  beträgt  81^40' 35";  man  soll  hie- 
raus die  Seiten  und  Winkel  des  Dreiecks  be- 
rechnen, welche  nicht  bekannt  sind. 

Figur  134. 


Gegeben: 


f  Ä"6 :  Ä'a  =  3  : 2 

:  laom 

810  40' 35" 


a 


Andeutung.  Zunächst  berechne  man  mittels 
des  gegebenen  Verhältnisses,  siehe  Figur  134, 
den  Winkel  a^,  dann  berechne  man  aus  aj 
und  b  den  Winkel  y.  Da  man  <tlg<lAnn  die 
W^inkel  und  die  Seite  b  des  Dreiecks  kennt, 
so  kann  man  im  weiteren  die  Sinusregel  an- 
wenden. 


Aufgabe  380.  In  einem  Dreieck  ist  die 
rechtwinklige  Projektion  b*  der  Seite  a  auf 
die  Seite  b  =  12  m  und  die  Projektion  a' 
der  Seite  b  auf  die  Seite  a  =  9  m;  wie  gross 
sind  die  Seiten  und  Winkel  dieses  Dreiecks, 
wenn  die  dritte  Seite  c  =  45  m  misst? 

Figur  135. 


Gegeben: 


''  VS\a' 

■ 

y 

/  y 

1   \ 
\a" 

c  =  45m 
6'  =  21  m 
a'  =  9m 


Andeutung.  Ist,  siehe  Figur  135,  ABC 
das  Dreieck,  welches  den  Bedingongen  der 
Aufgabe  entspricht,  so  hat  man  nach  der 
Formel  88  zwischen  den  drei  Seiten  a,  b 
und  c  und  dem  Winkel  /  die  Relation: 

a)  .  .  .  c2  =  a2  +  6«~13a6-co8y 

Femer  ergeben  sich  aus  den  rechtwink- 
ligen Dreiecken  ^DC  und  BFC  die  Rela- 
tionen : 


b) 


und 


c) 


a  = 


6  = 


cosy 


a' 


008  y 


Aus  den  Gleichungen  a)  bis  c)  erhfilt  man 
durch  Substitution: 

A)  .  .  .  c2  =  ^^^^    -|-  -^^^^    —  ^^^^^,  •  coBy 


co8*y   '   co8*y      C08*y 

und  mittels  dieser  goniometrischen  Gleichung 
kann  man  den  Winkel  /  berechnen.     Aus  i 
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nnd  den  gegebenen  Strecken  a'  und  b*  kann 
man  dann  im  weiteren  leicht  die  Seiten  a 
und  b  und  hierauf  die  Winkel  a  nnd  ß  be- 
rechnen. 


g)  Aufgaben,  in  welchen  die  drei  HShen  eines  Dreiecics  vorJcommen. 


ha=  10m 
Äfc=  12m 
^e  =  14  m 


Angabe  381.   Die  zn  den  drei  Seiten  a, 
&  und  c  eines  Dreiecks  gehörigen  H5hen  A«,  Gegeben: 

h  und  he  messen  bezw.  10,12  und  14  m;  wie 
gross  sind  die  Seiten  und  Winkel  des  Dreiecks?  Andeutungen : 

1)  Man  berechne  znerst  die  gesuchten 
Winkel  des  Dreiecks  wie  folgt: 

Nach  den  Formeln  173  bis  175  (siehe 
die  Aufgabe  119  und  die  ErkL  159)  bestehen 
zur  Berechnung  der  Winkel  eines  Dreiecks 
aus  den  drei  Seiten  die  Relationen: 


a)  .  .  .  cosa  = 


2hc 


und 


b)  .  .  .  C08/9  =  — 4r 


a2  +  &2— c« 

^)'-^^^y  =  — 2^s — 


Femer  hat  man  nach  der  Erkl.  295  zwi- 
schen den  drei  Höhen  eines  Dreiecks  und  den 
drei  Seiten  desselben  die  Beziehungen: 

d)  .  .  .  a:h  z=:  hhiha 

e)  .  .  .  a :  c  =  A«; :  /kx 
und 

f)  .  .' ,  h  :c  =z  he  :hb 

Aus  den  Gleichungen  d)  und  e)  erhält 
man: 

g)  .  .  .  0  = 


und 

h)  .  .  ,  c  = 


U'ha 


hc 

Setzt  man  diese  Werte  für  b  und  c  in 
Gleichung  a),  so  erhält  man: 

hh    "•      Ä«c  * 

cos«  = 


Q    «vÄa        aha 
hl  he 

oder,  wenn  man  den  Zähler  und  Nenner  des 
Quotienten  rechts  durch  a^  dividiert: 

h^a    .    hig 

hh  "^  h^e 
cos«  = 


2hK 


hb  •  he 

und  hieraus  ergibt  sich  durch  Reduktion: 

hia  •  hh  +  h^a  •  Ä2c—  Ä«6  •  Ä«e 


A)  .  .  .  cos«  = 


2h9a  'hb'he 
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in  analoger  Weise  erhält  man  aas  den  Glei- 
chungen b)  und  c): 

^)'"^^ß= iiH2,.ha.hc 

und 

^^  •  •  •  '''^  = fejiTÄi 

mittels  welchen  drei  Gleichungen  man  in  Rück- 
sicht der  ffir  die  drei  Höhen  gegebenen  Zahlen- 
werte  die  drei  Wäikel  unabhängig  von 
Erkl,  296.    Aus  den  in  der  Erkl.  Ä95  auf-  einander  berectoen  kann.     Die  Seiten   des 
gestellten  Proportionen:  Dreiecks  kann  man  alsdann  im  weiteren  aus 

a)  .  .  .  a:h  =^hb:ha  ^®^  ^  ^^  Winkel  berechneten  Werten  und 

b)  .  .  .  a :  <•  =  Äc :  Ätt  ^®^  ^  ^®  Höhen  gegebenen  Werten  be- 
ond        '  *  *     *             *                             rechnen,  indem  durch  die  drei  Höhen  das 

c)  ,  ,  ,  h:c  zrzhcihb  Dreieck   in  rechtwinklige   Dreiecke   ze^ 
kann  man  wie  folgt  eine  laufende  Proportion  ^^  wird. 

Ntaunt  man  an,  der  Seite  a  enttpreche  die  ,     2)  Die  gesuchten  Winkd  des  Dreieckä 
Hasazahl  1 ,  so  muss  nach  der  Proportion  a)  ''*™'  """>  "o^^"  zuerst  wie  folgt  berechii«i: 

der  Seite  h  die  Hasszahl  ^^  und  nach  der  Pro-    ,    ^ach    da:    ErkL  296    besteht    zwischen 

hb  den  drei  Seiten  a,  b  und  c  emes  Dreiecks 

Portion  b)  der  Seite  c  die  Masszahl  -^  ent-  g^itS?*"  ^^  ^^^^"^  *"•  *»  ™^  *'  ^* 

sprechen  und  man  hat  in  Rücksicht  jener  An-  ..  j,     i     ^ '  ^* 

nähme  die  Relation:  ^^  '  •  •  (^'o:c  —.  hhiha:     ^ 

^  —    ^    —    ^  Denkt   man    sich    nunmehr   ein  Dreieck. 

^        J^        ^  dessen  drei  Seiten  a^,  J^  und  c^  bezw.  solche 

Afr  hc  Längen  haben,  dass  sie  den  in  ii^^end  eine 

dividiert  man  Glied  für  Glied  dieser  Gleichung  Längeneinheit  ausgedrückten  Masszahlen: 
mit  A»,  so  erhält  man  die  laufende  Proportion:  ha'hb 

a  h  c  Äft,  Äa  und  — r — 

^*        ^        ^** '  ^^  entsprechen,  so  ist  dieses  Dreieck  ähnlich 

^c  dem  zu  berechnenden,  und  nach  der  ErkL  7 

welche  man  nach  der  Erkl.  88  auch  in  der  Fonn  sind  dessen  Winkel  gleich  den  zu  berech- 

schreiben  kann:  nenden  Winkehu 

b)  .  .  .  a :  fe :  c  =  Ä6 :  Ä«  :  ^^'^^  Hiernach  berechne  man,  wie  in  der  Auf- 

^c  lösung  der  Aufgabe  119  gezeigt  wurde,  aus 

hieraus  ergibt  sich  nach  dem  in  der  ErkL  273  den  drei  Seiten  a^,  bj^  und  c^  jenes  gedachte 

angeführten  3.  Aehnlichkeitssatz,  dass  wenn  man  Dreiecks,  welchen  bezw.  die  Masszahlen : 
aus  den  drei  Höhen  eines  Dreiecks  ein  anderes  h  'h        10  19 

Dreieck  so  konstruiert,  dass  dessen  Seiten  bezw.         hb  =  12,  ä«  =  10  und   ^^      = 

=  Ä6,  Äa  und  -^  sind,  man  ein  Dreieck  i,eizulegen  sind,  die  drei  Winkel  a,  ß  und  r 
erhält,  weiches  jenem  Dreieck  ähnlich  ist.  desselben,   welche  die  in  der  Aufgal>e  ver^ 

langten  Winkel  sind.  Die  gesuchten  Seiten 
kaim  man  im  weiteren,  wie  in  der  Andeutung  1) 
gesagt  ist,  berechnen. 

3)  Will  man  die  Seiten  a,  b  und  c  un- 
abhängig von  den  Winkehi  berechnen,  so 
kann  man  wie  folgt  verfahren: 

Nach  der  Formel  194  besteht  die  Relation: 


k)  .  .  .  F  =  \/»  («  —  a)  («  —  6)  (»  —  0 
in  welcher: 

k.)...«=«_±|±£ 
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nämlich  gleich  der  halben  Snmme  der  drei 
Seiten  ist,  femer  bestehen  nach  der  Erkl.  295 
die  Relationen: 

1)  .  ..  F=«'^ 


m) .  .  .  F  = 


2 

b'hb 


nnd 

.  _         C'he 

Ans  den  Gleichungen  1)  nnd  m)  erhält 
man:  , 

.  ,  tt'ha 

0)  .  .  .  6  =  -j- 

femer   erhält  man   ans  den  Gleichungen  1) 

und  n): 

.  a-ha 

P)  .  •  •  c  =  -^ 

Setzt  mau  die  Werte  für  b  und  c  aus  den 
Gleichungen  o)  und  p)  in  die  Gleichung  kj) 
und  drückt  hiernach  «,  s  —  a,  s  —  ft,  und 
8  —  c  in  die  drei  Höhen  und  in  die  Seite  a 
aus,  setzt  alsdann  diese  Werte  in  Gleichung  k) 
und  ausserdem  in  derselben  für  F  nach  Glei- 

chung  b)  den  Wert  — ö—  ,  so  erhält  man  eine 

Gleichung,  in  welcher  nur  die  drei  Höhen 
und  die  Seite  a  vorkommen.  Djese  somit 
erhaltene  Gleichung  kann  man  alsdann  nach 
a  auflösen  und  hiemach  a  berechnen.  In 
ganz  analoger  Weise  kann  man  die  Seiten  b 
und  c  unabhängig  von  einander  bereclmen. 
Hat  man  die  Seiten  berechnet,  so  kann  maa 
aus  denselben,  wie  in  der  Auflösung  der  Auf- 
gabe 119  gezeigt  wurde,  auch  die  Winkel 
berechnen. 

Den  gesuchten  Inhalt  F  kann  man  au» 
den  drei  Höhen  direkt  wie  folgt  berechnen: 

Setzt  man  in  die  Gleichungen  k)  und  kj): 


«)  • 

.  .  fttr 

a 

a 

'  ha 

1 
ha 

ß)  •  ■ 

n 

h 

a 

•  flfi 

1    \ 

hö 

y)- 

•    •      n 

c 

— 

a 

•  ha 

1 

hc 

[siehe  die 
und  ^    j.  Gleichungen 

o)  und  p)] 

so  erhält  man  nach  gehöriger  Reduktion  au& 
Gleichung  k^): 

«=«.*„.  (1+1+1) 

oder,  wenn  man: 

setzt: 

q)  .  .  .  3  =  a*ha'B^ 

und  aus  Gleichung  k: 

-F=  a2 Ä«a  V  «,  («1  -  hZ  ^)  (ß,  - hT  ^)  G,  -  h7  ^) 
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oder,  wenn  man: 

setzt  und  reduziert: 

1) . .  F  =  ^ 


in  welcher  Formel  nach  vorstehendem: 

la)...».=  1(1  +  1  +  1.) 

bedeutet. 

Substituiert  man  noch  den  Wert  für  s^  aus 
Gleichung  1  a)  in  Gleichung  1)  und  reduziert, 
so  erhält  man  auch  für  den  Flächeninhalt 
die  Formel: 


2)  .  .  .  F  = 


A/fl  +  1  +  lVl  +  l^lVi.-.l  +  lV-l  +  i  +  i) 


Anfigabe  392.    Die  drei  Höhen  A«,  h  und 
hc  eines  Dreiecks  sind  bezw.  =  y ,  ~  und 

y  m  lang,  man  berechne  hieraus  die  Seiten 
und  Winkel  des  Dreiecks? 


Gegeben : 


Äa  =  -3-m 


Ä6  =-T-  m 
hc  =jm 


Andeutung.  Die  Auflösung  dieser  Aufgabe  ist 
analog  der  Auflösung  der  vorigen  Aufgabe  391. 
Die  Auflösung  wird  ergeben,  dass  das  Dreieck 
ein  rechtwinkliges  ist. 


Aufgabe  393.  Die  Höhen  ha  und  hb  eines 
Dreiecks  verhalten  sich  wie  1 : 6,  der  Winkel «, 
durch  welchen  die  Höhe  ha  geht,  beträgt 
73^  44'  23,3"  und  die  dritte  Höhe  hc  ist 
24  m  lang ;  man  soll  aus  diesen  Angaben  die 
W^inkel  und  Seiten  des  Dreiecks  berechnen. 


Gegebe 


{ha :  hb  = 


:  Äj  =  1 :  6 

730  44'  23,8" 
24  m 


Figur  136. 


Erkl.  297.  Wie  m  der  Erkl.  294  bereits 
erwähnt,  schneiden  sich  die  drei  Höhen  in  einem 
Punkt;  dieser  Punkt  liegt  bei  dem  spitzwink- 
ligen Dreieck,  siehe  Figur  136,  innerhalb,  bei 
•dem  stumpfwinkligen  Dreieck,  siehe  Figur  137, 
ausserhalb  des  Dreiecks. 


Andeutung.    Nach  der  ErkL  295  besteht 
die  Relation: 

a)  .  .  .  haihb  =  b:a 
femer  ist  nach  der  Shiusregel: 

b)  .  .  .  5 :  a  =  Bin/9 :  sina 
Aus  diesen  Relationen  folgt: 

sin/9 :  sina  z=.ha:hb 


oder 


A)  .  .  .  sm/J  ^  -7"  •  sm« 

nb 


Setzt  man  m  derselben  den  für  a  gegebenen 
Wert  und  den  für  den  Quotienten  h^i  hb 
gegebenen  Wert,  so  kann  man  aus  dieser 
Gleichung  den  Winkel  ß  berechnen,  wobei 
die  Erkl.  271  beachtet  werden  muss  (siehe 
die  Figuren  136  und  137).  Feiner  kann  man 
siehe  die  Figuren  136  und  137,   aus  a  und 
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Figur  187. 


hc  die  Seite  b  berechnen;  dann  kann  man,  da 
hiernach  alle  Winkel  nnd  eine  Seite  als  be- 
kannt voransgesetzt  werden  können,  die 
übrigen  Seiten  mittels  der  Sinnsregel  be- 
reclinen. 


h)  Aufgaben,  in  welchen  eine  Schwerlinie  des  Dreiecks  vorkommt. 


Aufgabe  394.  Die  Seiten  a.und  b  eines 
Dreieclu  sind  bezw.  =  13  m  und  15  m  lang, 
die  zur  dritten  Seite  c  gehörige  Schwer- 
linie  Se  misst  12,1655  m;  man  soll  hieraus 
die  dritte  Seite,  die  Winkel  und  den  Inhalt 
des  Dreiecks  berechnen. 

Figur  188. 


ErkL  298.    In  Figur  138  ist : 


AD  =  DB  = 


ferner  ist: 


-y   da  CD  als  Sohwerlinie 

des  Dreiecks  durch  die 

Mitte  D    der   Seite  AB 

gehen  mnss  (s.  Erkl.  210) 

CD  z::z  DF:=.9c  nach  Konstruktion 

und  <^  ^2>C  =  <^  BDF=  &  als  Scheitelwinkel. 

Hieraus  folgt,  dass  nach  dem  in  der  Erkl.  79 
angeführten  zweiten  Eongruenzsatz : 

A  BDF^^ADC 

i<rt,  und  ans  dieser  Kongruenz  folgt,  dass  in 
beiden  Dreiecken  die  homologen  Stücke  bezw. 
einander  gleich  sein  müssen,  dass  also: 


Gegeben: 


a  =  13  m 
&  =  15  m 
8c  =  12,1655  m 


Andeutungen: 

1)  (zur  synthetischen  Auflösung).  An- 
schliessend an  die  Konstruktion  eines  Drei- 
ecks aus  zwei  Seiten  a  und  b  und  der  zur 
dritten  Seite  c  gehörigen  Schwerlinie  8c  kann 
man  die  geforderten  Stücke  wie  folgt  be- 
rechnen : 

Ist,  siehe  Figur  138,  -4 -BC  das  Dreieck, 
welches  den  Bedingungen  der  Aufgabe  ent- 
spricht und  man  verlängert  die  Schwerlinie  Sc 
um  sich  selbst,  verbindet  alsdann  den  End- 
punkt F  dieser  Verlängerung  mit  dem  End- 
punkt B,  so  erhält  man  das  Dreieck  BCF, 
dessen  drei  Seiten  nach  der  Erkl.  298  bzw. 
=  a^  =  b  und  =  2  •  5c,  also  gemäss  der  Auf- 
gabe gegeben  sind,  und  dessen  drei  Winkel 
bezw.  =  y^,  y^  und  {a-^-ß)  sind;  man  kann 
zur  Berechnung  der  Winkel  dieses  Dreiecks 
verfahren  wie  in  der  Auflösung  der  Auf- 
gabe 119  gezeigt  wurde.  Man  erhält  z.  B., 
wenn  man  in  der  in  der  Aufgabe  119  auf- 
gestellten Formel  185: 


t« 


f=\/ 


(«-&)(«-c) 


8  iß  —  a) 
unter  Vergleichung  der  Figuren  57  und  138: 

b=zh 


und 


c  = 
a  = 

8  =z 


a 

28c 


=  i? 
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Wf=  'Jc=  h  setzt,  die  Relation:      

sein  mussT  mittels  welcher  Relation  man  in  Rücksicht, 

dass: 

Erkl.   290«     Ein  planimetrischer  Lehrsatz  »  v           « _  a-j-h-\-Q8c 

heisst:  *^ .  .  .  o  —          2 

Zieht  man  von  einem  Eckpimkt  d^^^^  bedeutet,  die  Summe  der  Winkel  a  und 
Dreiecks  aus  eme  Strecke  nach  dem  Mittel-  ^  a^c  tw.^;^..!,«  Anry  «;^i,«  it;^«  ioq 
punkt  der  gegenüberliegenden  Seite,  so  ß  ^^l  Breiecks  ABC,  siehe  Figur  138, 
ist  die  Summe  der  Quadrate  der  beiden  berechnen  kann.  Hat  man  auf  diese  Weise 
dieser  Strecke  anliegenden  Seiten  gleich  «  +  1^  berechnet,  so  kann  man  ans  diesem 
der  doppelten  Summe  der  Quadrate  jener  berechneten  Wert  und  aus  den  für  a  und  b 
Verbindungsstrecke  und  der  Hälfte  der  gegebenen  Werten  nach  dem  Tangenten- 
dritten Seite.«  satz  mittels  der  Relation: 
(Siehe  Kleyers  Lehrbücher  der  Planimetrie.)  «  —  ä 

Bringt  man  diesen  Satz  in  bezug  auf  die   ^v  ^     2     a  —  h 

Figur  138  in  Anwendung,  so  erhält  man  aus  ^)  •  •  •      g^ß  —  JJ^^TJ 

jener  Figur:  ^    2 

a2  +  62  =  2.  f«^''  +  (-|'yi  ^~^^  ^®^^-  die  Differenz  der  Winkel  a 

(siehe  die  folgende  Erkl.  300)  ^d  ß  berechnen  und  hiemach  die  Winkel  a, 

ß  und  auch  y  bestimmen.    Die  dritte  Seite  r 

Erkl.  800.     Die  in  der  vorigen  Erkl.  299  kann  man  alsdann  auf  einfache  Weise  mittels 

aufgestellte  Relation:  der  Sinusregel  berechn^i;   desgleichen   den 

2-4- Ä2  —  Q    [2-4-  f-^Y\  Inhalt  nach  der  ErkL  151  berechnen. 

L  \  2  /  J  2)  (zur  analjrtischen  Auflösung).  Man 
kann  man  auch  trigonometrisch  wie  folgt  berechne  zuerst  die  Seite  c  aus  den  ge- 
herleiten:         .      »  ,     ^   ,      t:,         rti       jf  gebenen  Stücken  mittels  Anwendung  des  in 

<r.Jlf^.r.  ft.tir^f^^^  Erkl.  299  erwähnten  planimeöischen  Lehi- 

gestellten  rrojeKtionssatz  ernalt  man  aus  .              ,    ,.         t^  t^  c^nn  u  -^  i.*    »    i-  -l 

dem  Dreieck  ABC  der  Figur  138:  ^^^^y  ^^^  ^«^er  Erkl.  299  besteht  nänüich 

\           9        9  L  1.9      o   iv  ^^»  die  Relation: 

a)  .  .  .  c2=:a2-j-fe2 — 2a&'C08y  p          /c\21 

femer  erhält  man  noch  diesen  Satz  aus  dem  a)  .  .  .  a^  +  ft«  =  2  •  USc+I-q")  I 

Dreiec^^F  der  Figur  188:  und  hieraus  erhält  man:      ^         ^^^ 

(7-F*=o2  +  52-~2o&.COS(a+/)  mciauö        im           Ol                            ^^ 

oder,  wenn  man  berücksichtigt,  dass  CF  =  2'«c  o*  +  6«  =  2«2c-|-  2  •  — 

und  dass  (a  -f-  ß)  nnd  y  Supplementwinkel  sind,  ^2 

dass  also  nach  der  Erkl.  94:  —  :=  a2-|-  6«  —  2«2c 

cos(a  +  /9)  =  -cosy  ^^^^ 

ist  . 

(2sc)2  =  a2-f-62  — 2a&  ■  —  cosy  C)  .  .  .  c  =  V2(a2-+-62  — 2*2^) 

oder  Ist  auf  diese  Weise   die   dritte  Seite  c 

b)  .  .  .  4ä2c  =  a2-|-fe2-|-2adco8y  berechnet,   so   kann  man  im  weiteren    die 
Addiert  man  die  Gleichungen  a)  und  b),  so  Winkel  a,  ß  und  y  direkt  mittels  der  in  der 

erhält  man:  gelösten  Aufgabe  119  aufgestellten  Formeln 

c)  .  .  .  c2-f  4*2^  =  2a2  +  2&2  185—187  berechnen, 
oder,  wenn  man  diese  Gleichung  durch  4  divi- 
diert: 

T+*^-  2  +  2 
und  hieraus  erhält  man  jene  herzuleitende  Re- 
lation: /     \21 
a2  +  &2  =  2.[«2,+  ^l-jJ 

welche  man  auch  in  der  einfacheren  Form: 

d)   .   .   .  a2  +  &2=:  2^2,  ^-Lc2 

schreiben  kann. 


in  Frankfurt  a.  M.  1881. 
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^M  DieM  Aufgabttisammlung  erscheint  ffertlaufend,  monatlich  3—4  Hefte.  ^^ 
Die  eiiaelnefi  Hauptfcapitei  tiiMl  mit  eigener  Peglnierung  versehen,  so  dass  jedes  derselben  einen  Band  bilden  wird. 


Das  vollständige  Inhaltsverzeichnis  der  bis  jetzt  erschienenen  Hefte  1—26* 
kann  durch  jede  Buchhandlung  bezogen  werden. 


Preisgekrönt  in  Frankfurt  a.  M.  1881. 

PROSPEKT. 

Dieses  Werk,  welchem  kein  fthollches  zur  Seite  steht,  erscheint  monatlich  in 
Heften  zu  dem  billicren  Preise  von  25  ^  pro  Heft  und  bringt  eine  Sammlung  der  wichtig- 
sten und  praktischsten  Aufgaben  ans  dem  Gesamtgebiete  der  Hatlieiiuiük,  PhTsik) 
Mechanik,  math.  Geographie ,  Astronomie,  des  MaaeUnen-y  Strassen- ,  Elsenbahn-, 
Brücken-  und  Hochbaues,  des  konstruktlren  Zeiehnens  etc.  etc.  und  zwar  in  TOllstindl^ 
gelöster  Form,  mit  rielen  Figuren,  Erklärungen  nebst  Angabe  und  Entirlokelnng  der 
benutzten  Sätze,  Formeln,  Regeln  in  Fragen  mit  Antworten  etc.,  so  dass  die  Lösung 
jedermann  Terstftndlich  sein  kann,  bezw.  wird,  wenn  eine  grSsaere  Anzahl  der  Hefte  er- 
schienen ist,  da  dieselben  sich  in  ihrer  Gesamtheit  er^bizen  und  alsdann  auch  alle 
Teile  der  reinen  und  angewandten  Mathematik  —  nach  besonderen  selbständigen  Kapi- 
teln angeordnet  —  Torliegen. 

Fast  jedem  Hefte  ist  ein  Anhang  von  nngelOsten  Aufgaben  beigegeben,  welche  der 
eigenen  Lösung  (in  analoger  Form,  wie  die  bezüglichen  gelösten  Aufgaben)  des  Studierenden 
flberlassen  bleiben,  und  zugleich  von  den  Herren  Lehrern  für  den  Schulunterricht  beontxt 
werden  können.  —  Die  Lösungen  hierzu  werden  später  in  besonderen  Heften  für  die  Hand  des 
Lehrers  erscheinen.  Am  Schlüsse  eines  jeden  Kapitels  gelangen:  Titelblatt,  InhnltsTerieleli- 
nls,  Berichtigungen  und  erläuternde  Erklärungen  Ober  das  betreffende  Kapitel  zur  Ausgabe. 

Das  Werk  behandelt  zunächst  den  Hauptbestandteil  des  mathematisch-naturwissen- 
schaftlichen ünterrichtsplanes  folgender  Schulen:  Realschulen  I.  und  IL  Ord.,  gleieh- 
berechtlgton  höheren  BOrgerschulen,  Priyatschulen,  Gymnasien,  Realgymnasien,  Pre- 
gymnasien,  Schullehrer -Seminaren,  Polytechniken,  Techniken,  Baugewerksehnlen, 
Gewerbeschulen,  Handelsschulen^  teehn.  Yorbereltungssehnlen  aUer  Arten,  gewerbliebe 
Fortbildungsschulen,  Akademien,  ünlTersl täten,  Land-  und  Forstwissenschafftasehnlen, 
Militärschulen,  Torbereitnngs- Anstalten  aller  Arten  als  z.  B.  fflr  das  Eii\}ährig-Frel- 
willige-  und  OfAzlers-Ezamen,  etc. 

Die  Schaler,  Studierenden  und  Kandidaten  der  mathematischen,  technischen  and 
naturwissenschaftlichen  Fächer,  werden  durch  diese,  Schritt  für  Schritt  geldete,  Aufgaben- 
sammlung Immerwährend  an  ihre  in  der  Schule  erworbenen  oder  nur  gehörten  Theorien  etc 
erinnert  und  wird  ihnen  hiermit  der  Weg  zum  unfehlbaren  Auffinden  der  Lösungen  der- 
jenigen Aufgaben  gezeigt,  welche  sie  bei  ihren  Prüfungen  zu  lösen  haben,  zugleich  aber  auch 
die  Dberaus  grosse  Fruchtbarkeit  der  mathematischen  Wissenschaften  vorgefahrt. 

Dem  Lehrer  soll  mit  dieser  Aufgabensammlung  eine  kräftige  Stütze  fOr  den  Schul- 
unterricht geboten  werden,  indem  zur  Erlernung  des  praktischen  Teiles  der  mathematischen 
Disziplinen  —  mm  Anflösen  TOn  Aufgaben  —  in  den  meisten  Schulen  oft  keine  Zeit  er- 
übrigt werden  kann,  hiermit  aber  dem  Schüler  bei  seinen  häuslichen  Arbeiten  dne  yoil- 
ständige  Anleitung  in  die  Hände  gegeben  wird,  entsprechende  Aufgaben  zu  lösen,  die  ge- 
habten Regeln,  Formeln,  Sätze  etc.  anzuwenden  und  praktisch  zu  yerwerten.  Lnat,  Liebe 
und  Yerständnls  ftlr  den  Schul-Unterricht  wird  dadurch  erhalten  und  belebt  werden« 

Den  Ingenienren,  Architekten,  Technikern  und  Fachgenossen  aller  Art,  MUltira 
etc.  etc.  soll  diese  Sammlung  zur  Auffrischung  der  erworbenen  und  vielleicht  vergessenen 
mathematischen  Kenntnisse  dienen  und  zugleich  durch  ihre  praktischen  in  aUen  Bemfa» 
zweigen  vorkommenden  Anwendungen  einem  toten  Kapitale  lebendige  Kraft  verleihen  un(' 
somit  den  Antrieb  zu  weiteren  praktischen  Terwertnngen  und  weiteren  Forsehungen  geben. 

Alle  Buchhandlungen  nehmen  Bestellungen  entgegen.  Wichtige  nnd  praktische  Auf- 
gaben werden  mit  Dank  von  der  Redaktion  entgegengenommen  und  mit  Angabe  der  Kamen 
verbreitet.  —  Wünsche,  Fragen  etc.,  welche  die  Redaktion  betreffen,  nimmt  der  Yer£user, 
Dr.  Kleyer,  Frankfurt  a.  M.  Fischerfeldstrasse  16,  entgegen  und  wird  deren  Blrledigung 
thunlichst  berücksichtigt. 

Stuttgart.  Die  Yerlagshandlung. 
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Aufgabe  395.  Aus  den  Seiten  &  =  25  m 
und  c  =  150  m  eines  Dreiecks  und  der  zu 
letzterer  Seite  c  gehörigen  Schwerlinie  8e  = 
72,111  m  soll  man  die  dritte  Seite  und  die 
Winkel  des  Dreiecks  berechnen. 


Figur  139. 


Gegeben: 


6  =  25  m 
c  =  150m 
8c  =  72,111  m 


Andeutungen: 

1)  Man  berechne  zuerst  die  gesuchte  dritte 
Seite  a  mittels  dem  in  der  Erkl.  299  auf- 
gestellten planimetrischen  Lehrsatz;  nach 
demselben  erhält  man  für  a,  siehe  Figur  139, 
die  Bestimmungsgleichung: 

a2  +  j2  =  2.[.2c  +  (~-J] 
und  hieraus  ergibt  sich: 


A) 


.  .  .  a=y2«2c  +  y— &« 


Hat  man  hiemach  a  berechnet,  so  kann 
man,  da  nunmehr  die  drei  Seiten  des  Drei- 
ecks bekannt  sind,  die  Winkel  desselben  be- 
stimmen, wie  in  der  Auflösung  der  Auf- 
gabe 119  gezeigt  wurde. 

2)  Man  kann  auch  zuerst  die  gesuchten 
Winkel  des  Dreiecks  wie  folgt  berechnen: 

Aus  dem  Dreieck  ADC,  siehe  Figur  139, 
erhält  man  nach  dem  in  Antwort  der  Frage  21 
aufgestellten  Projektionssatz: 


«2e 


=  ^^+(iT-2-^-T 


cosa 


oder,  wenn  man  diese  Gleichung  reduziert 
and  in  bezng  auf  cos«  auflöst: 


c2 


^C'COSa 


4 

4fe2  +  c2  — 4»2c 

OC'COB«  =  ■ ■: 

4 


oder 
B). 


cos«  = 


C2 -I- 4  (&8  —  g2^  ) 

4hc 


Hat  man  nach  dieser  Gleichung  den 
Winkel  a  berechnet,  so  kennt  man  in  dem 
Dreieck  ABC  ^e  zwei  Seiten  b  und  c  und 
den  von  beiden  eingeschlossenen  Winkel  a 
und  kann  dann  im  weiteren  verfahren  wie 
in  der  Auflösung  der  Aufgabe  118  gezeigt 
wurde. 


Aufgabe  396.  Die  drei  Seiten  eines  Drei- 
ecks betragen  a  =  456  m,'  b  =■  512  m  und 
c  =  560  m ;  wie  gross  ist  die  Transversale, 
welche  die  kleinste  von  diesen  Seiten  halbiert? 


Kleyer,  Ebene  Trigonometrie. 


r  a  =  456  m 

Gegeben:  {  &  =•  512m 

[  c  =  560  m 

Andeutung.  Da  die  kleinste  der  ge- 
gebenen Seiten  die  Seite  a  ist,  so  ist  gemäss 
der  Aufgabe  die  Schwerlinie  Sa  zu  bereclmen; 
dies  kann  man  wie  folgt: 

1)  Nach  dem  in  der  Erkl.  299  angeführten 
planünetrischen  Lehrsatz  besteht,  s.  Fig.  140, 

17 
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Ebene  Trigonometrie. 


Figur  140. 


zwischen  den  drei  Seiten  a,  h  und  c  and 
der  zur  Seite  a  gehörigen  Schwerlinie  Sa  die 
Relation: 

a)  .  .  .  62-|-c2  =  2.rs2«-f^-|-Y1i 

Löst  man  dieselbe  in  bezog  auf  Sa  auf, 
80  erhält  man: 


=•■•+(1)' 


oder  

nach  welcher  Gleichung  man  die  gesuchte 
Schwerlinie  Sa  berechnen  kann. 

oder 

2)  Man  berechne  zuerst  aus  den  drei  ge- 
gebenen Seiten,  wie  in  der  Auflösung  der 
Aufgabe  119  gezeigt  \\Tirde,  den  Winkel  ß 
oder  den  Winkel  /;  dann  berechne  man  aas 

-g-,  c  und  ß  oder  aus  -g-,   h  und  y  die    ge- 
forderte Schwerlinie  Sa  ,    siehe  5^?«^  140. 


Aufgabe  397.  Die  Seite  c  eines  Drei- 
ecks misst  305,256  dm,  die  zu  dieser  Seite 
gehörige  Schwerlinie  misst  136,247  dm  und 
der  Winkel « ist  =  55^  47'  16";  wie  gross  sind 
die  nicht  gegebenen  Seiten  und  Winkel  dieses 
Dreiecks  und  welches  ist  dessen  Inlialt? 


Gegeben 


r   c  =  305,25€ 

:  {  «c  =  136,247 

\   «  =  55047' 


c  =  305,256  dm 

,247  dm 

16" 


Andeutung.    Man  kennt  in  dem  Dreieck 
BDC,  siehe  Figur  139,  die  Seite  CI)  —  Sc, 

die  Seite  DB  =  -^  und  in  Rücksicht,  dass 
gemäss  des  in  der  Aufgabe  gegebenen  Zahlen- 

beispiels  y  ^  ^^  ^®*'  ^^^  ^®^  kleineren 
jener  Seiten,  nämlich  den  der  Seite  Sc  geg^en- 
überliegenden  Winkel  ß.  Aus  diesem  Dreieck 
kann  man  hiemach,  wie  in  der  Auflösung 
der  Aufgaben  120  und  121  gezeigt  wurde, 
die  Seite  a  berechnen.  Ist  a  berechnet,  so 
kann  man  aus  a,  a  und  c  nach  der  Sinus- 
regel den  Winkel  y  berechnen.  Die  Auf- 
lösung ergibt,  wie  in  der  Auflösung  der  Aut- 
gabe 121  gezeigt  wurde,  zwei  Lösungen. 


Aufgabe  398.    Aus  der  zur  Seite  c  ge-  f  «c  =  43,8292  m 

hörigen  Schwerlinie  Sc  =  43,8292  m  eines  Drei-  Gegeben :      6  =  29  m  ^ 

ecks,  aus  der  Seite  6  =  29  m  und  dem  der-  l  «  —  43o  36'  10,1 

selben  anliegenden  Winkel  a  =  43^36'  10,1''        Andeutung.     Die  Auflösung  dieser  Angabe 

soll   man   die   nicht   gegebenen   Seiten   und  ist  ganz  analog  deY  Auflösung  der  vorigen  Aof- 

Winkel  dieses  Dreiecks  so\ne  dessen  Inhalt  ^^^^  ^^7. 
berechnen. 


Angabe  399.  Der  Winkel  y  eines  Drei- 
ecks misst  96^  57' 20,1",  die  durch  denselben 
gehende  Schwerlinie  Se  misst  199,0602  m  und 
die  jenem  Winkel  anliesrende  Seite  a  misst 


y  =  960  57'  20,1" 
Gegeben:  {  Sc  =  199,0603  m 
a  =  401  m 
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401  m;  wie  gross  sind  die  nicht  gegebenen 
Seiten  und  Winkel  dieses  Dreiecks? 


Andeutung.  Man  bilde  die  Figur  1B8 
wie  in  der  Andeutung  zor  Aufgabe  394  gesagt 
wurde,  beachte  dass  in  dem  Dreieck  BCF: 

die  Seite  ~CF=28c  . 


n 


„     BC=^a 

und  der  Winkel  CBF=a  +  ß  =  180^  —  / 
ist,  dass  man  also  in  dem  Dreieck  BCt 
zwei  Seiten,  und  in  Eücksicht,  dass  ge- 
mäss der  in  der  Aufgabe  gegebenen  Zahlen- 
werte 2^c<Ca  ist,  den  der  kleineren 
jener  Seiten,  nämlich  den  der  Seite  2«c  gegen- 
überliegenden Winkel  (a-\-ß)  bezw.  (180^— y) 
kennt.  Wie  in  der  Auflösung  der  Aufgabe  121 
gezeigt  wurde,  kann  man  hiemach  aus  jenem 
Dreieck  die  Seite  b  berechnen.  Ist  b  berechnet, 
so  kennt  man  in  dem  Dreieck  ^^C  die  zwei 
Seiten  a  und  b  und  den  von  beiden  einge- 
schlossenen Winkel  und  man  kann  im  weiteren 
hieraus,  wie  in  der  Auflösung  der  Aufgabe  118 
gezeigt  wurde,  die  Seite  c  und  die  Winkel  a 
und  ßf  sowie  den  Inhalt  des  Dreiecks  be- 
rechnen. 


Aufgabe  400.  Die  Seite  c  eines  Dreiecks 
misst  240  m,  die  ihr  zugehörige  Schwerlinie 
ist  80,0562  m  lang  und  der  der  Seite  c  gegen- 
überliegende Winkel  /  ist  139®  56' 16,7"; 
man  soll  das  Dreieck  trigonometrisch  auf- 
lösen. 


Gegebe 


n:  <  «c  = 


=  240m 
80,0562  m 
1390  56'  16,7" 

Andeutung.  Da  die  direkte  Berechnung 
der  gesuchten  Winkel  des  Dreiecks  sebür 
weitläufig  ist,  indem  komplizierte  gonio- 
metrische  Gleichungen  entstehen,  so  berechne 
man  zuerst  die  Seiten  a  und  b  des  Dreiecks; 
dies  kann  man  wie  folgt: 

Nach  dem  in  Antwort  der  Frage  22  be- 
wiesenen Projektionssatz  ist: 

c«  =  a8  +  6«--2a&-cosy 
oder 

a)  .  .  .  a^  +  h^  =  c^-\-2ab'C0By 

Femer  besteht  nach  dem  in  der  ErkL  299 
aufgestellten  goniometrischen  Satz  bezw.  nach 
der  in  der  Erkl.  300  aufgestellten  Gleichung  d) 
die  weitere  Relation : 

b)  .  .  .  a«  +  62  =  282c  +  Yc2 

Aus  diesen  beiden  Gleichungen  ergibt  sich 
zunächst  die  Beziehung: 

c2  +  2a6.C08y  =  28%-\--^c^ 

woraus  man  das  Produkt  ab  der  Seiten  a 
und  b  wie  folgt  bestimmen  kaim: 

c- 
2ah*cosy  =  2s'^e'\--ä — ^^ 

2a&-cosy  =  2%\ -^ 

2a 


2a6«cosy  = 


4«2c— cS 


860  Ebene  Trigonometrie. 

nnd  hieraus  erhält  man: 

Erkl«  801.      Eine   goniometriflche  Formel    .  „,        Aa^e  —  c^ 

neisst:  ^  4  cos/ 

X  1  ft    .  o  «  oder 

a)  .  .  .  l-C08«  =  2.8m2-2  ^^^  ^  As^c-c^ 

(Siehe  Formel  64a  in  Eleyers  Lehrbuch  der  '^  '  '  '  2 cos/ 

Gomometne.)  Addiert  man  diese  Gleichung  zur  Glei- 

Multipliaert  man  diese  Formel  mit  -1,  so  chung  b),  so  erhält  man: 
erhält  man:  ^     ^'  242—2 

1.N  .         1  o    •««  ai  +  2ah  +  hi  =  28ic  +  ^  +  -^ — 

b)  .  .  .  cos«  — 1  =  —  2-8m*-j7  '  '  '    2    '       2cos/ 

oder,  diese  Gleichung  wie  folgt  reduziert : 
/     I   r\o       4«2c .  cosy +  c8«C08y-|-4«8c — c* 

/^  I  MO  -  ^^^^  ^^^y + 1) + g^  (cosy  —  1) 

'       '^  2C08/ 

482c  •  2  cos«  -g^  +  c«.  —  2  sin«  ^  J*«^t«. 
•    ^      1^  ,  vo 2    ' 2  ErU.  252 

8«2r .  cos«  -^  —  2c«sin«  i- 

^   ~   ^  2co8y 

mithin: 


2 


=v 


4«2cC0B«|---c«8in«|- 
A)  .  .  .  .  a  -^  & 


cosy 

Subtrahiert  man  hingegen  jene  Glei- 
chung d)  von  Gleichung  b)  80  erhält  man: 

a2_2a6  +  &«  =  2«2c  +  ^-^^^ 

'  '    2  2cos/ 

oder,  diese  Gleichung  reduziert: 

^«^c  •  cosr  +  c«C08y  —  4«««  +  c« 

(a  —  6)2  = — -r^ ' 

^         '  2co8/ 

a)  —  6)«  =  ^^'<^  (^^y  —  ^)  +  <^'  (co«y  +  1) 
''       '  2  cos/ 

4«2c-  --2sm2^  +  c2.2co8«-^   (8  die 
,         ,  vo 2' 2  Erkl.  301 

—  8««c  8in2 -^  +  2  c«  cos«  "^ 

<«-^>*  = 2^5^; 

mithin : 


B) 


a~6=    y 


c2cos2|-  — 4«2c8in2^ 


cos/ 

Aus  der  Gleichung  A)  kann  man  in  Rück- 
sicht der  für  c,  Sc  und  y  gegebenen  Zahlen- 
werte die  Summe  der  Seiten  a  und  h,  und 
aus  der  Gleichung  B)  kann  man  die  Diffe- 
renz dieser  Seiten  berechnen  und  hiemach 
alsdann  jede  der  Seiten  a  und  b  leicht  be- 
stimmen. Diese  für  a-\-b  und  a  —  b  be- 
rechneten Werte  kann  man  dann  im  weiteren 
zur  Berechnung  der  Winkel  a  und  ß  be- 
nutzen; denn  nach  dem  Tangenten- 
satz ist: 


Angaben  über  das  schiehrinklige  Dreieck  im  allgemeinen. 
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551 
tg-4-' 


a 


a  +  h 


tt  -f—  ß  Y 

da  nnn  — i —  und  4-  Komplementwinkel  sind, 
also  hiernach: 


«+ß_ 


2     =''«f 
gesetzt  werden  kann,  so  erhält  man  hiemach: 

C)...tg-^  =  — ^.ctg|. 


hat  man  hiemach  a  —  ß  berechnet,  so  kann 
man  aus  diesem  berechneten  Wert  nnd  in 
Rücksicht,  dass  a-^-ß^  180®  —  y  ist,  leicht 
die  Winkel  a  nnd  ß  bestimmen. 


Anfjgpabe  401.  Die  zur  Seite  c  eines 
Dreieck  gehörige  Schwerlinie  Se  ist  gleich 
73,583  m,  die  dieser  Seite  anliegenden  Win- 
kel a  und  jj  sind  bezw.  =  63®  17'  8"  und 
=  18®  9'  11",  wie  gross  sind  die  drei  Seiten 
dieses  Dreiecks? 


Gegeben 


{8c  = 


8e  =  78,688  m 
630  17'  8" 

180  9' 11" 


Andeutung.  Man  berechne  zunächst  die 
Winkel  /j  und  /g»  welche  die  Schwerlinie  s« 
mit  den  Seiten  a  und  b  bildet;  dies  kann 
man  wie  folgt: 

Ist,  siehe  Figur  141,  ABC  das  Dreieck, 
welches  den  Bedingungen  der  Aufgabe  ge- 
nügt, so  ergeben  sich  aus  den  Dreiecken 
ADC  und  BBC  nach  der  Sinusregel  bezw. 
die  Relationen: 


a) 


smy^         _    2 


und 


Figur  141. 


b)  .  .  .  . 


sin  (1800  —  (T) 


smy^  __    2 


sind  a 

Dividieit   man   die   Gleichung   a)    dui'ch 
Gleichung  b),  so  resultiert: 

c 
2 


smy. 


8in(f 


sin  (1800  — cT)     smy^ 


a 

c 

T 


D     55 


B 


oder,  wenn  man  berücksichtigt,   dass  nach 
der  Erkl.  66: 

sin(1800  — cr)  =  sin<r 
ist  und  jene  Gleichung  reduziert: 

sin  v«        a 
c)  .  .  .  .     .   ■   ■  z=z  — 
'  sm^i       h 

Femer  ergibt  sich  auch  nach  der  Sinus- 
regel aus  dem  ganzen  Di'eieck  ABC  die 
Relation: 

-  sin« a 

sm/J        b 

nnd  aus  den  Gleichimgen  c)  und  d)  folgt: 

siny, sin« 


Cf    •    .    .    • 


sin^'i       sin/9 
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Bringt  man  nunmehr  in  bezog  anf  diese 
Proportion  den  in  der  ErkL  119  angeführten 
Summen-  und  Differenzensatz  in  Anwendung, 
so  erhält  man: 

ainy,  -j-  8iny^ sing-l-sinjg 

siny,  —  sinyi       sino  —  «mß 

oder,  wenn  man  jetzt  die  in  der  Erkl.  26 B 
aufgestellte  goniometrische  Formel  in  An- 
wendung bringt: 

und  hieraus  erhält  man: 

tg^'-y»  _  ^  ^    . tgy«+y« 

oder,  da: 

y.+y._  y.  =  i8oo-!i±£ 

2       —  2  —  ^"^  2 


also: 


tg  >l>±i^  =  tg  |.  =  tg  (18OO  _  ü±^)  =  ctg  ^  (8.  Erkl.  19) 


gesetzt  werden  kann: 

^     2  tg«-f/g     ^    2 

oder  und  in  Rücksicht  der  Erkl.  15: 
A)...tg2V=^  =  tg^.ctg.i±^ 

Mittels  dieser  Gleichung  kann  man  die 
Differenz  der  Winkel  y^  und  yg  berechnen^ 
da  man  auch  die  Summe  dieser  Winkel  kennt, 
dieselbe  ist  =  180^  —  (a-\-ß),  so  kann  man 
alsdann  leicht  die  Winkel  y^  und  y^  berechnen. 
Sind  diese  Winkel  y^  und  y^  berechnet,  so 
kennt  man  in  jedem  der  Dreiecke  ADC  und 
BDC  eine  Seite,  nämlich  die  Seite  ««,  und 
zwei  Winkel,  nämlich  y^  und  a  bezw.  y^  und 
ß  und  kann  somit  im  weiteren,  wie  in  der 
Auflösung  der  Aufgabe  117  gezeigt  wurde, 

die  Seiten  a ,  b  und  -g-  bezw.  c  berechnen. 


=  5m 


Aufgabe  402.     Die  Mittellinie  Se  eines 
Dreiecks,  welche  zur  Seite  c  gehört,  ist  =  f  _ 

5  m    und    die    beiden   Winkel  y^  und  y^i  Gegeben:!  ^j  =  86© 52^1 1,68" 

welche  sie  mit  den  beiden  andern  Seiten  a  l  /j  =  680  7'  48,87' 

und  b  des  Dreiecks  bildet,  sind  bezw.  = 
36^52' 11,63"  und  53^  7' 48,37";  wie  gross 
sind  die  Seiten  und  Winkel  dieses  Dreiecks? 


Andeutung.  Denkt  man  sich,  wie  m  der 
Andeutung  zur  Aufgabe  394  gesiagt  ist,  die 
Mittellinie  Se,  siehe  Figur  142,  um  sich  sdbst 
verlängert  und  den  Endpunkt  I  dieser  Ver- 
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Figur  142. 


%7nrfc« 


*So 


läDgemng  mit  B  (oder  auch  mit  Ä)  verbunden, 
so  erhält  man  das  Dreieck  BCF,  in  welchem 
die  Seite  CF  =2'Se  und  nach  der  Erkl.  298 
die  beiden  dieser  Seite  anliegenden  Winkel 
FCB  und  CFB  bezw.  =  y^  und  y^  sind  und 
man  kann  somit  zunächst,  wie  in  der  Auf- 
lösung der  Aufgabe  117  gezeigt  wurde,  die 
Seiten  o  und  b  {=:  BF)  berechnen.  Dann 
kann  man  im  weiteren  die  Seite  c  mittels 
des  in  der  Erkl.  299  angeführten  planimetri- 
sehen  Satzes  berechnen  und  die  Winkel  a 
und  ß  nach  der  Sinusregel  bestimmen. 


»V 


Aufgabe  408.  Die  zur  Seite  c  eines  Drei- 
ecks gehörige  Mittellinie  Se  ist  =  1,2  m  lang, 
die  Seite  a  dieses  Dreiecks  misst  2,4  m  und 
der  Winkel  /g*  welchen  die  Mittellinie  mit 
der  andern  Seite  b  des  Dreiecks  bildet,  be- 
trägt 16®  20';  wie  gross  sind  die  nicht  ge- 
gebenen Seiten  und  Winkel  des  Dreiecks  und 
welches  ist  dessen  Inhalt? 


Gegeben: 


8c  =  1|2  m 

a  =:  2,4  m 

y,  =  160  20' 

Andeutung.  Die  Auflösung  dieser  Auf- 
gabe ist  im  allgemeinen  analog  der  vorigen 
Aufgabe  402,  nur  beachte  man,  dass  gemäss 
der  in  der  Aufgabe  gegebenen  Zahlenwerte 

in    dem   Dreieck  B  CF   die   Seite   CF_  = 

2 .  5c  =  2  •  1,2  =  2,4  m  und  die  Seite  CB  = 
a  ebenfalls  =  2,4  m  lang  ist,  dass  also  das 
Dreieck  BCF  ein  gleichschenkliges 
Dreieck  ist,  in  welchem  man  den  Schenkel 
und  den  Basiswinkel  /2  l^^nnt. 


Aufgabe  404.  Die  Seite  a  eines  Drei- 
ecks misst  229  dm,  die  Winkel  y^  und  y^j 
welche  die  zur  Seite  c  gehörige  Schwer- 
linie Se  mit  jener  Seite  a  und  der  dritten 
Seite  b  büdet,  betragen  bezw.  60®  0' 44" 
nnd  71®  24' ;  man  soll  hieraus  die  beiden  an- 
dern Seiten  und  Winkel  des  Dreiecks  be- 
rechnen. 


Gegeben 


a  ==  229  dm 
600  0'  44" 

710  24' 


Andeutung.  Die  Auflösung  dieser  Auf- 
gabe ist  andog  der  Auflösung  der  Auf- 
gabe 402.   Man  kennt  von  dem  Dreieck  BCF, 

siehe  Figui*  142,  die  Seite  BC  =  a  und  den 
Winkel  FCB  =  y^  und  den  Winkel  CFB  = 
72  lind  kann  somit,  wie  in  der  Auflösung  der 
Aufgabe  117  gezeigt  wurde,  aus  diesem 
Dreieck  die  Seite  b  berechnen.  Ist  diese 
Seite  b  berechnet,  so  kennt  man  von  dem 
Dreieck  ABC  die  zwei  Seiten  a  und  b  und 
den  von  beiden  Seiten  eingeschlossenen  Win- 
kel y  (=  yi  +  y^). 


{a  =  94,631  m 
h  =  69,728  m 
y  =  480  4' 12,7" 


Aufigabe  406.  In  einem  Dreieck  sind  die 
zwei  Seiten  a  und  b  bezw.  =  94,631  m  und 
59,728  m,  der  von  beiden  Seiten  eingeschlossene 
Winkel  y  =  48®  4'  12,7".  Man  soll  die  Stücke 
bestimmen,  in  welche  der  Winkel  y  durch  die 

von  seinem  Scheitel  nach  der  Mitte  der  Gegen-  mittels  der  aus  dem  Dreieck  BCF  nach  dem 
Seite  gezogene  Linie  geteilt  wird.  Tangentensatz  sich  ergebenden  Relation: 

y^  -  y« 

2 


Gegeben: 

Gesucht:  y^  und  yj 
Andeutung.  Man  berechne,  siehe  Fig.  142, 


Jtg 


Y'  +  P 

2 


a  —  b 
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aus  welcher  man: 

A.)...t«ri-y^-''-^ 


tg^ 


2  a  +  h 

erhält;  die  Differenz  der  Winkel  y^  und  y^j 
da  man  auch  deren  Summe  kennt,  indem 
y^'^y^=zy  igt,  SO  kami  man  dann  leicht  die 
geforderten  Winkel  y^  und  y^  berechnen. 


Aufgabe  406.  Von  einem  Dreieck  kennt 
man  die  zwei  Seiten  a  =  145  m  und  6  =  25  m, 
und  den  Winkel  y^  =  46^  43'  58,5",  welchen 
die  auf  der  dritten  Seite  gezogene  Schwer- 
linie 8e  mit  der  Seite  b  bildet.  Wie  gross 
ist  die  dritte  Seite  und  welches  sind  die  drei 
Winkel  des  Dreiecks? 


Gegeben 


a  ^  145  m 
25  m 
460  43'  58,5 


4t 


Andeutung.  Die  Auflösung  dieser  Auf- 
gabe ist  analog  der  vorigen  Aufgabe  405. 
Man  kennt  von  dem  Dreieck  BCF,  siehe 
Figur  142,  die  zwei  Seiten  a  und  b  und,  in 
Bücksicht  der  für  a  und  b  gegebenen  Zahlen- 
werte, den  der  grösseren  dieser  Seiten 
gegenüberliegenden  Winkel  /g-  Hieraus  kann 
man  den  Winkel  a-^-ß  berechnen  und  dann 
kann  man  aus: 

y=  1800  — («  4-^) 

den  Winkel  y  bestimmen.    Die  dritte  Seite  c 
findet  man  mittels  Anwendung  der  Sinusreg:eL 


Aufgabe  407.  Die  Seite  c  eines  Drei- 
ecks misst  5  m,  die  nach  dieser  Seite  ge- 
zogene Sohwerlinie  Sc  misst  3  m  und  der 
spitze  Winkel  d,  welchen  diese  Schwerlinie 
mit  der  Seite  c  bildet,  Ist  =  75®  36'  40"; 
man  soll  hieraus  die  Winkel  und  nicht  ge- 
gebenen Seiten  des  Dreiecks  berechnen. 


Gegeben 


:  <  «c  = 


c  =  5m 
Bm 
750  86'  40^' 


Andentnng.  Man  berechne  zunächst  (aiehe 
Figur  141)  aus  -ä,   Se  und  d,  wie  in    der 

Auflösung  der  Aufgabe  118  gezeigt  wurde, 
die  Seite  b,  den  Winkel  a  und  den  Winkel  y^: 
dann  berechne  man  in  derselben  Weise  ans 

y,  Sc  und  (180®  —  ö)  die  Seite  a,  den  Win- 
kel ß  und  den  Winkel  y^. 


Aufgabe  408.  Die  zur  Seite  c  gehörige 
Schwerlinie  Sc  eines  Dreiecks  nüsst  19,209  m, 
der  dieser  Seite  gegenüberliegende  Winkel  y 
ist  =  93<>41'42,8"  und  der  spitze  Winkel  d, 
welchen  die  Schwerlinie  >c  rait  der  Seite  c 
bildet ,  ist  =  50^  3'  6" ;  man  soll  hieraus 
die  nicht  bekannten  Seiten  und  Winkel  des 
Dreiecks  berechnen. 


{8c  =  19,209  m 
y  =  930  41'  42,8" 
(f  =  500  3'  6" 

Andeutung.  Aus  dem  Dreieck  ADC^ 
siehe  Figiu*  143,  erhiüt  man  nach  der  Sinus- 
regel : 


y'** 


sm;^,:  smce 


oder,  wenn  man  berücksichtigt,  dass  a  und 
(6 4-/2)  Supplementwinkel  sind,  und  hier- 
nach und  nach  der  Erkl.  66: 

sin«  :=  9m{<9-\-y^ 
setzt: 

c   _  siny, 

a) y  -  *^  •  8in(cr-fy^ 

In  analoger  Weise  erhält  man  aus  dem 
Di-eieck  BDC: 
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Figur  143. 


oder 


¥  =  *^ 


y  =  .c 


Bmy, 


Bin  (1800  _  (T  -|-  yj 
siny, 


sin  [1800  —  ((T  —  y,)] 
und  nach  der  Erkl.  66: 

f-^. ""^t 

2 


b) 


=  8c 


Bin  (<r  —  y,) 

Aus  den  Gleichungen  a)  und  b)  folgt  nach 
gehöriger  Reduktion  : 

sin/a        _       smy, 
^  '  '  '  '  8in(<r  +  y,)       Bin(<r  — yj 

Bringt  man  nunmehr  in  bezug  auf  diese 
Proportion  den  in  der  Erkl.  119  angeführten 
Summen-  und  Differenzensatz  in  Anwendung, 
80  erhält  man: 

sinyt  +  sin/t  _  sin  (J  +  y^)  +  sin  (J  —  y^) 
sin/j  —  sin/j       sin  (<f  +  y,)  —  sin  (<f  —  yi) 

oder,  wenn  man  die  in  der  £rkL  268  aufge- 
stellten goniometrischen  Formeln  in  Anwen- 
dung bringt: 


tg 


2 


tg^+y't^-y- 


tg^ 


tg 


d  4-  y«  —  ^  4- 


Zi 


Diese  Gleichung  reduziert,  ergibt: 

Setzt  man  y^  -|-  y^  =  y  und  bringt  in  bezug 
auf  tg(d -j-^^^^^^  die  in  der  Erkl.  246  auf- 
gestellte Formel  in  Anwendung,  so  erhält  man: 

tg<r+tg2^ 


tgy      _ 


i-tgcT.tg^:*^ 


tg 


oder 
A)  . 


2 


tgcT  +  tg^^ 

"i-tgcrÄ^ 


tgy 


tg^^^-2-^  =  tg2y 


nämlich   eine  goniometrische   Gleichung,   in 
welcher  nun  noch  die  Funktion  Tangens  des 

unbekannten  Winkels  -^-^ — -  vorkommt  Diese 
Gleichung  löse  man  im  w^eiteren  in  bezug 


auf  tg 


y»— yi 


auf,  substituiere  alsdann  die  fiii* 


ö  und  7  gegebenen  Zahlenwerte  und  berechne 
die  Differenz  der  Winkel  y^  und  yj»  ^ 
auch  deren  Summe  bekannt  ist,  indem 
y^  -|-  ^2  =  7  ist,  so  kann  man  dann  leicht  die 
Winkel  y^  und  72  sell>8t  berechnen  und  hat 
die  Aufgabe  auf  die  Aufgabe  402  zurück- 
gefühit. 
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i)  Aufgaben,  in  weichen  eine  Schwerlinie  (Mittelinie)  und  eine  Höhe  vorkommen. 

f    Sc  = 

Gegeben:  <  Ae  = 


8e  =  72,111  m 
24ni 
150  m 


Aufgabe  408.    Die  Seite  c  eines  Drei- 
ecks misst  150  m,   die  zugehörige  Höhe  hc 
24  m  und  die  durch  die  Mitte  dieser  Seite  c 
gehenden  Schwerlinie  Sc  ist  72,111  m;  wie        Andeutung.   Ist,  siehe  Figur  144,  ABC 
gross  sind  die  übrigen  Stücke  des  Dreiecks?  ^j^g  Dreieck ,  in  welchem  die  Seite  c ,   die 

Schwerlinie  Sc  und  die  Höhe  he  gleich  den 
gegebenen  sind,  so  beachte  man,  dass  sich  ans 
den  rechtwinkligen  Dreiecken  äDCxl  BDC 
die  Relationen: 


Figur  144. 


hc 


a)  .  . 

und 

h)     . 

ergeben. 

Berücksichtigt  man  nunmehr,  dass: 


and 


c) 


d) 


<:•'  =  AM—  DM  =  ^—  m 


c'  =  BM+DM^  ^-^m 


ist,  und  dass  man  aus  dem  rechtwinkligen 
Dreieck  CDM  für: 


k — ^^—A — 


e)  .  .  .  m=  \/«2c  — Ä«c 

erhält,  so  ergeben  sich  aus  den  Gldchnngen 
a)  bis  c)  zur  Berechnng  der  Winkel  a  und  ß 
^e  Eelationen: 

.  .  tg«  = 


A)  . 

und 

B)  . 


tg/J  = 


-  Vs«c  -  h\ 


hc 


T+Vsh-hß, 


Hat  man  nach  diesen  Gleichungen  a  und  i:^ 
berechnet,  so  kennt  man  von  dem  Dreieck 
^jBC  die  Seite  c  und  die  beiden  anliegenden 
Winkel,  und  kann  somit  im  weiteren  ver- 
fahren wie  in  der  Auflösung  der  Aufgabe  118 
gezeigt  wurde. 


Aufgabe  410.  Von  einem  Di*eieck  kennt 
man  die  nach  der  Seite  c  gezogene  Schwer- 
linie $e  =  19,2094  dm,  die  zu  dieser  Seite 
gehörige  Höhe  ä^  =  12  dm  imd  die  Seite  a  = 
37  dm;  man  soll  die  nicht  bekannten  Stücke 
des  Dreiecks  hieraus  berechnen. 


Gegeben 


{8c  = 


8c  =  19,2094  dm 
12  dm 
37  dm 


Andeutung.  Den  Winkel  ß  kann  man, 
siehe  Figur  145,  direkt  aus  hc  und  a  be- 
rechnen, dann  kann  man  aus  dem  Dreieck 
CMB  mittels  des  berechneten  Winkels  ß 
und  der  gegebenen  Stücke  ^e  und  a,  wie  in 

der    Autlösung    der   Aufgabe    121    gezeigt 

— — —         c 
wurde,  die  Seite  BM  =^  -^  jenes  Dreiecks 

und  somit  auch  die  Seite  c  des  Dreiecks  ABC 
berechnen,  wofür  man  zwei  Werte  er- 
halten  wird. 
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Figur  146. 


-" i-% — yi % >| 


Figur  146. 


Die  Seite  c  kann  man  auch  unabhängig 
von  dem  Winkel  ß  wie  folgt  berechnen: 

Aus  der  Figur  145  ergibt  sich: 


oder 


BM=BD'-MD 


a)  .  .  .  .  -^  ^  c'  —  m 


da  sich  femer  aus  dem  rechtwinkligen  Drei- 
eck CDB: 


— %— - 


-^ [ (^ 


b)  .  .  .  .  c'  =  ±  ya^-^hh 
und  aus  dem  rechtwinkligen  Dreieck  CD  Mi 

C)  .   .   .   .  f»  =  ±  V^^e  —  h^c 

ergibt,  so  erhält  man  in  Rücksicht  der  Glei- 
chungen b)  und  c)  aus  Gleichung  a): 

oder 

In  bezug  auf  die  verschiedenen  Vorzeichen 
der  in  dieser  Gleichung  vorkommenden  Wur- 
zeln hat  man  zu  beachten,  dass  der  erste 
Wurzelwert,  gemäss  der  in  der  Aufgabe  ge- 
gebenen Zahlenwerte,  grösser  als  der  zweite 
Wurzelwert  ist,  dass  somit,  da  ein  negativer 
Wert  für  c  keinen  Sinn  zulässt: 

A)  .  .  .  c  =  2(Va«  — Ä2c  +  Vs^c—hh) 

ist.    Nach  dieser  Gleichung  kann  man  die 
Seite  c  berechnen. 

Die  Seite  c,  welche  man  aus: 

c  =  2.(Va2~Ä2c  —  Vsh—h^c) 
erhält,  entspricht  der  Seite  c  des 
durch  die  Figur  145  dargestellten 
Dreiecks;  die  Seite  c,  welche  man 
aus:  

c  =  2.(Va2  — Ä2c4-  V^'^c  —  hh) 

erhält,  entspricht  der  Seite  c  des 
durch  die  Figur  146  dargestell- 
ten Dreiecks.  Kennt  man  hier- 
nach a,  c  und  ß  des  Dreiecks 
ABC,  so  kann  man  im  weiteren 
verfahren  wie  in  der  Auflösimg 
der  Aufgabe  118  gezeigt  wurde. 


Aufgabe  411.     In  einem  Dreieck  ist  die  i  se  =  43,8292  m 
nach  der  Seite  c  gezogene  Schwerlinie  .%  =             Gegeben:  j  h,  =  20  m 
43,8292  m;  die  zu  dieser  Seite  gehörige  Höhe                            l    «  =  48©  86  10,1 
^0  =  2Om  und  der  der  Seite  c  anliegende        Andeutung.  Man  berechne,  siehe  Fig.  145, 
Winkel  a  =  43^36'  10,1";  man  soll  hieraus  aus  a  und  he  die  Seite  b,  dann  hat  man  im 
die  nicht  gegebenen  Stücke  dieses  Dreiecks  weiteren  die  friihere  Aufgabe  298.    Die  Auf- 
berechnen, gäbe  ergibt  zwei  Lösungen. 
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Aufgabe  412.  Der  Winkel  y  eines  Di*ei- 
ecks  beträgt  öö**  16'  80,3",  die  zur  Gegen- 
seite gehörige  Höhe  hc  misst  399  m  and  die 
zu  dieser  Seite  gehörige  Schwerlinie  Sc  ist 
452|76  m  lang;  man  soll  hieraus  die  beiden 
andern  Winkel  und  die  Seiten  des  Dreiecks 
berechnen. 


Gegeben: 


y  =  550 16'  80,3 
Ae  =  399  m 
Bc  =  452,76  m 


ti 


Andeutung.  Ist,  siehe  Figur  145,  ABQ 
das  Dreieck,  welches  den  Bedingongen  der 
Aufgabe  entspricht,  so  kann  man  zunächst 
die  Seite  c  wie  folgt  berechnen:  nach  dem 
in  Antwort  der  Frage  22  bewiesenen  Pro- 
jektionssatz hat  man  die  Relation: 

a)  .  .  .  c«  =  «s  +  fts  —  Saft-oosy 

femer  hat  man  nach  dem  in  der  ErkL  299 
aufgestellten  planimetrischen  Satz,  bezw.  nach 
der  in  der  Erkl.  300  aufgestellten  Gleidiung  b) : 

b)  .  .  .a2+62=:2««c4--f-       * 
Aus  diesen  Gleichungen  folgt  zunAchst: 

c)  .  .  .  c«  =  2«2c  +-g 2a6«C08y 

und  es  bleibt  nur  noch  übrig  das  Produkt 
der  unbekannten  Seiten  zu  eliminieren;  be- 
riicksichtigt  man  zu  diesem  Zweck,  dass: 

und  dass  nach  der  Erkl.  151: 


ErkL  802«  Aus  nebenstehender  Gleichung  i) 

c«  =  2«2<.  +  -^-2.4^.co8y 
2  smy 

erhält  man  c  wie  folgt: 

2    '  cosy  ■ 

Y  +  2cÄc.ctgy  =  2ä2c 

c2-f-4Ä«ctgy»c  =  4««c 

««  +  4Ä«ctgy.c+(2Äc.ctgy)«  =  4«2c-(2ÄcCtgy)« 

(c  +  2ÄC  ctgy)«  =  4«2c  +  4Ä8c  etg2y 

c  +  2ÄcCtgy  =  ±  \/4fi«c-f  4Ä2cCtg«y 

c  =  —  2ÄcCtgy±  \/4s2c  +  4Ä2cCtg2y 

oder,  da  die  Seite  c  nicht  negativ  sein  kann, 
mithin  das  zweite  Vorzeichen  der  Wurzel  keine 
Gültigkeit  hat: 

c=  V^4«274r4Ä27ctg2y--2Äc-ctgy 


g) 


„      a*&*8iny 

.    .    .    1*    :r 


ist,  dass  also  nach  diesen  beiden  Gleichongen: 

a&siny che 

""2       """2" 


mithin: 


h) 


ah  = 


c'kc 
siny 


gesetzt  werden  kann,  so  geht  in  Rücksicht 
dessen  die  Gleichung  c)  über  in: 

i)  .  .  .  c2  =  2««c  +  ^  — 2.-^.co8;' 

'    2  smy        ' 

und  man  hat  eine  Gleichung,  in  welcher  nur 
noch  die  Unbekannte  c  vorkommt;  löst 
man  diese  Gleichung  in  bezug  auf  c  auf,  so 
erhält  man  nach  der  ErkL  302: 

A)  .  .  .  c  =  \/4««c-f-4Ä2cCtg«y  —  2Äc .  ctgy 

nach  welcher  Gleichung  man  die  Seite  c  be- 
rechnen kann.  Ist  die  Seite  c  anf  diese  Weise 
berechnet,  so  kennt  man  in  dem  zu  berech- 
nenden Dreieck  c,  Sc  und  y  und  man  kann  in 
weiteren  verfahren  wie  in  der  Andeutung  zur 
Aufgabe  400  gesagt  ist. 


Aufgabe  413.    Die  Seite  c  eines  Dreiecks  f          c  =z  36,324  m 

ist  =  36,324  m,  die  zu  ihr  gehörige  Schwer-  Gegeben:  {          «c  =  29,723  m 

linie  ,9^  ist  =  29,723  und  der  Winkel,  wel-  l  <^Äc«c  =  €=:lin6'28"(s.ErkL3ö3i 

eben  (Öese  Schwerlinie  mit  der  zur  Seite  a  Andeutung.     Stellt ,    siehe   Figur    147, 

gehörigenHöheÄcbildet,  ist  €  =  iiöl6'28';  ABC  das  Dreieck  dar,  welches  den  Bedin- 

man  soll  hieraus  die  Seiten  und  Winkel  dieses  gungen  der  Aufgabe  entspricht,  so  kann  man 
Dreiecks  bestimmen. 
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Figur  147. 


— -ftt ^ "^ 

.CA — Ve- -C- : 


r 


z.  B.  den  Winkel  a  zunächst  wie  folgt  be- 
rechnen : 

Aus  dem  rechtwinkligen  Dreieck  ADC 
ergibt  sich: 

a)  .  .  .  tg«  =  — 

Da  sich  nun  aus  dem  rechtwinkligen  Drei- 
eck CDM  die  Relation  ergibt: 

b)  .  .  .  hc  =^  8c '  ^o%i  (8.  Erkl.  51) 
und  da,  siehe  Figur  147: 

c)  .  .  .  c"  =  ~ÄM^'DM=^  —  m 
ist,  und  sich  aus  dem  rechtwinkligen  Dreieck 

d)  .  .  .  m  =  «c  •  sine  (s.  Erkl.  50) 

ergibt,  so  geht  in  Encksicht  der  Gleichungen 
b)  bis  d)  die  Gleichung  a)  über  in: 


Sc  '  COS  € 


tga  z=L  ± 
^  2 


Sc  am  € 


EiU«  806«  In  diesem  Buch  sind,  zur  raschen 
Erkennung  solcher  Winkel,  welche  eine  Trans- 
versale  mit  irgend  einer  andern  Transversalen 
oder  mit  einer  Seite  bildet,  dieselben  im  Text  oft 
dadurch  kurz  bezeichnet,  dass  die  Buchstaben, 
welche  jene  Linien  bezeichnen,  neben  einander  ge- 
schrieben sind  und  Tor  diese  beiden  Buchstaben 
das  Winkelzeichen  gesetzt  ist,  so  bedeutet  z.  B.: 
<^h€Sc  den  Winkel  eines  Dreiecks,  welchen, 
8.  Figur  147  die  zur  Seite  c  gehörige  Höhe  hc 
mit  der  zn  dieser  3eite  gehörigen  Schwerlinie  9c 
bildet. 


und  man  hat  zur  Berechnung  des  Winkels  a 
die  Gleichung: 

..  ^  2«c'C0S€ 

A)   .   .   .  tg«  =: jr : — 

^  ^  €  —  2ScSUi€ 

In  ganz  derselben  Weise  erhält  man  aua 
den  Dreiecken  BCM  und  CDM  zur  Berech* 
nung  des  Winkels  ß  die  analoge  Eelation: 

B)  .  .  .  tg/J  =  — ,  ,   *  ■. — 

Hat  man  nach  diesen  Gleichungen  die  Win- 
kel a  und  ß  berechnet,  so  kennt  man  von  dem 
Dreieck  ^^C  die  Seite  c  und  die  zwei  Winkel 
a  und  ß  und  kann  alsdann  die  Seiten  a  und  b 
berechnen  wie  in  der  Auflösung  der  Auf- 
gabe 117  gezeigt  wurde. 

Man  kann  die  Seiten  a  und  b  auch  un- 
abhängig von  den  berechneten  Winkeln  a 
und  ß  wie  folgt  berechnen: 

Nach  dem  Projektionssatz  (siehe  Ant- 
wort der  Frage  21  und  22)  erhält  man  aus 
dem  Dreieck  AMC: 

hi  =  (^j  -|-«2^_2~.«cCOS<r 

und  hieraus  ergibt  sich  nach  gehöriger  Re- 
duktion und  in  Eücksicht,  dass  6  und  €  die 
spitzen  Winkel  des  rechtwinkligen  Dreiecks 
CDM  sind,  dass  also: 

co8(f  =  sin£ 

gesetzt  werden  kann: 


c2 


8c '  smc 


oder 

C)  .  .  .  6  =  -H-  \/c2-|-4«2c  — 4cficsin6 


1 
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In  analoger  Weise  erhält  man  aus  dem 
Dreieck  BCM\ 

oder,  da  nach  der  Erkl.  94: 

COB  (1800  —  <f)  =  —  coscf 

und  nach  der  Erkl.  19: 

co8(f  =  sine 
mithin: 

cos (1800—  (f)  =:  _  Bing 

gesetzt  werden  kann: 

D)  .  .  .  a  =  —  \/c2-(-4«2c-|-4c«c8in€ 

Nach  den  Gleichungen  C)  und  D)  kann 
man  die  Seiten  a  und  h  unabhängig  von  den 
Winkeln  berechnen. 

Die  Berechnung  der  Seiten  a  und  h  nach 
den  Gleichungen  C)  und  D)  kann  man  da- 
durch vereinfachen,  dass  man  dem  für  a  and 
h  erhaltenen  Ausdruck  durch  Einführung  eines 
Hülfswinkels  eine  logarithmisch-bequeme  Form 
gibt.  (Siehe  Abschnitt  26  in  Eleyers  Lehr- 
buch der  Goniometrie.) 


Aalgabe  414.   Die  Seite  c  leines  Dreiecks  [         c  =  408  m 

ist  408  m  lang,  die  zu  ihr  gehörige  Höhe  hc  Gegeben:  \         äc  =  40  m 

misst  40  m  und  der  Winkel  y^,  welchen  die  l  ^sca  =  yj  =  30»  40'  10" 

zur  Seite  c  gehörte  Mitteile  ^,  mit  einer        Andeutung.     Man  berechne   zuerst  den 
der  beiden  andern  Seiten  z.  B.  mit  der  Seite  a,  ^^r^^l  Yfüch^n  die  Höhe  K  mit  der  Schwer- 
bildet,  beträgt  30^40' 10'';  man  soll  hieraus  ^^      ^^^^^  ^^^  kami  man  wie  folgt: 
die  mcht  gegebenen  Seiten  und  Winkel  des        ^  ^     .  i.    U        ..»     ^  »^  a      t^  .   u 
Dreiecks  berechnen.  }^^^  «f «  ^^  1*7,  ABC  ^  Dreieck. 

welches  den  Bedingungen  der  Aufgabe  ent- 
spricht, so  ergibt  sich  aus  dem  rechtwink- 
ligen Dreieck  CDM  die  Eelation: 

a)  .  .  .  m  =  ^  •  tg€  (s*  Erkl.  46) 

femer  ergibt  sich  aus  dem  rechtwinkligen 
Dreieck  BDC  die  analoge  Relation: 

b)  .  .  .  m-t-y  =  Äc-tg(€4-yi) 

Setzt  man  die  sich  hiemach  für  den  Ab- 
schnitt m  ergebenden  Werte  einander  gleich, 
so  hat  man  die  goniometrische  Gleichung: 

Äctg€  =  Äctg(£H-yi)— y 

oder,  wenn  man  die  in  der  ErkL  246  angt^ 
ftlhrte  goniometrische  Formel  in  Anwendung 
bringt: 

A)   .   .   .  neige  =  nc  •  z 1 1 TT 

^  ^  1— tg€.tgyi       2 

Löst  man  diese  Gleichung,  welche  nur 
noch  die  unbekannte  Funktion  tge  enthält, 
in  bezug  auf  tge  auf,  und  substituiert  iu 
den  hiemach  für  tgc  gefundenen  Ausdmck 
die  für  ä«,  c  und  y^  gegebenen  Zahlenwene. 
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so  kann  man  den  Winkel  e  berechnen.  Be- 
rechnet man  femer  mittels  des  far  c  berech- 
neten nnd  des  für  hc  gegebenen  Werts  aus 
dem  rechtwinkligen  Dreieck  CDM  die  Mittel- 
linie Sc,  SO  kennt  man  von  dem  Dreieck  ABC: 
Cy  Sc  und  <^  hc  Sc  (=  «)  nnd  kann  im  weiteren 
verfahren  wie  in  der  Andeutung  zur  vorigen 
Aufgabe  gesagt  wurde.  Man  kann  aber  auch 
aus  dem  rechtwinkligen  Dreieck  CDB,  in 
welchem  hc  und  <^  DCB  =.  €-\-y^  bekannt 
ist,  die  Seite  a  und  den  Winkel  ß  berechnen 
und  dann,  da  man  hiemach  von  dem  Dreieck 
^^0  die  Seiten  c  und  a  und  den  von  beiden 
eingeschlossenen  Winkel  ß  kennt,  verfahre 
man  im  weiteren  wie  in  der  Auflösung  der 
Aufgabe  118  gezeigt  wurde. 


Aufgabe  415.  Die  zur  Seite  c  gehörige 
Schwerlinie  eines  Dreiecks  Sc  ist  199,0603  in 
lang,  die  Seite  a  misst  401  m  und  die  zu 
dieser  Seite  gehörige  Höhe  ha  ist  40,6983  m 
lang;  man  soll  hieraus  die  nicht  gegebenen 
Winkel  und  Seiten  des  Dreiecks  berechnen. 

Figur  148. 


Gegebe 


f   8c  =  19S 

n:  {    a  =  40J 

l  ha  =  40, 


8c  =  199,0608  m 
401m 
6983  m 


/        V 


V 

-1  / 

\     ^  v«  /  / 

\  ^  /'' 

F 

Erkl.  804.  Verbindet  man  in  der  Figur  148 
F  mit  Aj  so  erhält  man  nach  der  Erkl.  305  das 
Parallelogranun  AFBC;  da  nun  in  einem  jeden 
Parallelogramm  je  zwei  der  parallelen  Seiten 
überall  gleichen  senkrechten  Abstand 
haben,  so  ergibt  sich  hieraus,  dass  in  der 
Figur  148  FG=:  AD=iha  sein  muss. 

Erkl«  805«  Ein  planimetrischer  Lehrsatz 
heisBt: 

„Halbieren    sich    die    Diagonalen    eines 
Vierecks,  so  ist  dieses  Viereck  ein  Pa- 
rallelogramm." 
(Siehe  Kleyers  Lehrbücher  der  Planimetrie.) 


Andeutung.  Ist,  siehe  Figur  148,  ABC 
das  Dreieck,  welches  den  Bedingungen  der 
Aufgabe  entspricht,  und  man  verlängert,  wie 
in  der  Andeutung  zur  Aufgabe  394  gesagt, 
die  Schwerlinie  Se  um  sich  selbst,  und  ver- 
bindet i^  mit  Bf  so  erhält  man  das  Dreieck 

BCt,    in    welchem    die    zwei   Seiten   CF 

(=  2  •  Sc)  und  WC{—  a)  und  nach  der  Erkl. 304 

die  zur  Seite  BC  gehörige  Höhe  FG  (=  ä«) 
bekannt  sind.  Aus  dem  Dreieck  BCF  kann 
man  somit,  wie  in  der  Andeutung  zur  Auf- 
gabe 346  gesagt,  die  Seite  b  und  den  Winkel 
(a-|-|3)  bezw.  den  Winkel  y  [y  =  l80^  — 
la-{-ß)]  berechnen;  dann  kann  man,  da  nun- 
mehr von  dem  Dreieck  -4jBC  die  zwei  Seiten 
a  und  b  und  der  von  beiden  eingeschlossene 
Winkel  /  bekannt  sind,  zur  Berechnung  der 
dritten  Seite  c  und  der  Winkel  a  und  ß  ver- 
fahren wie  in  der  Auflösung  der  Aufgabe  118 
gezeigt  wurde. 
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Da  in  der  Figur  148  nach  Konstruktion: 

CM=  MF 
nnd     AM  =  MB 

ist,  so  mnss  nach  diesem  Lehrsatz  das  Viereck 
ÄFBC  ein  jgr  sein. 


Aufgabe  416.    Von  einem  Dreieck  kennt  f    6  =  15  m 

man  die  Seite  ft  =  15  m,   die  zur  zweiten  Gegeben:  |  ha  =  14,2703  m 


Seite  a  gehörige  Höhe  ä«  =  14,2703  m  und  l  «c  =  17,6718  m 

f  ^7  ^\Trr.  ^"^^l '  ?  v!^^'  Mittellinie        Andeutung.  Man  berechne,  siehe  Fig.  148, 
se  =  17,6718  m;  mim  soD  hieraus  die  mcht  ^^  ^  ^^  j^\^  ^^^^  y,  beachte  Merbd 

Itt''''!..^''''^  """^  ^''  ^^  '""^'^  *"'  ^^"  ^«  Erkl.  271 ;  da  alsdann  von  dem  Dreieck 
ecks  berechnen.  ABC  h,  y  miü  s^  bekamit  sind,  so  verfahre 

man  im  weiteren  analog  wie  in  der  Andeu- 
tung zur  Aufgabe  399  gesagt  wurde. 


Aufgabe  417.    Von  einem  Dreieck  kennt  f  ^^  =  66o  59'  25,4'' 

man  den  Winkel  y  =  66<*  59' 25,4",   die  zur  Gegeben:  |  sc  =  72,111m 

Gegenseite    c    gehörige    Schwerlinie    ^c  =  '  '*«  ~  56,1468  m 

72,111  m  und  die  zu  einer  der  beiden  andern  Andeutung.  Mau  berechne,  siehe  Fig.  148. 

Seiten,  nämlich  zur  Seite  a  gehörige  Höhe  ans  ;/  und  Aa  die  Seite  h,  dann  verfahre  man 

ha  =  56,1468  m;  man  soll  hieraus  die  nicht  im  weiteren  analog  wie  in  der  Andeutung 

gegebenen  Winkel  und  die  Seiten  des  Drei-  zur  Aufgabe  399  gesagt  wurde, 
ecks  berechnen. 

Aufgabe  418.    Die  Seite  c  eines  Dreiecks  f    c  =  240  m 
misst  240  m,   die  zu  ihr  gehörige  Schwer-  Gegeben:  \   »c  =  80,0562m 
linie  Sc  misst  80,0562  m  und  die  zu  einer  l  *«  =  34,1117  m 
der  beiden  andern  Seiten,  z.  B.  die  zur  Seite  a  Andeutung.    Die  Auflösung  dieser  Auf- 
gehörige Höhe  ha  ist  34,1117  m  lang.    Man  gäbe  ist  analog  den  Auflösungen  der  vorigen 
soll  hieraus  die  Winkel  und  die  nicht  ge-  Aufgaben  415  bis  417;  man  berechne  zuerst 
gebenen  Seiten  des  Dreiecks  berechnen.  den  Winkel  ß  und  verfahre  im  weiteren  analog 

wie  in  der  Andeutung  zur  Aufgabe  397  ge- 
sagt ist 


Aufgabe  418.    Die  zur  Sdte  a  emes  Drei-  f  Aa  =  81,7467  m 

ecks  gehörige  Höhe  ä«  ist  =  81,7467  m  und  die  Gegeben :  {  «^  =  88,459  m 

zur  Seite  c  gehörige  Schwerlinie  Sc  =  88,459  m  l  /J  =  16©  11'  21,4" 

lang,  ferner  ist  der  von  den  Seiten  a  und  c  Andeutung.  Man  berechne  zuerst,  siehe 
eingeschlossene  Winkel  ^  =  ^l^^  l^lf ^  Figur  148,  aus  Ä«  und  ß  die  Seite  c  und 
^%  S?^,®  1^?.^  die  nicht  gegebenen  Seiten  verfahre  alsdann  im  weiteren  wie  m  der  An- 
und  Winkel  dieses  Dreiecks?  ^^xitm^  zur  Aufgabe  397  gesagt  ist,  da  man 

nunmehr  in  dem  zu  berechnenden  Dreieck  c. 

Sc  und  ß  kennt. 


Aufgabe  420.    Die  zu  den  Seiten  a  und  ^  (  ^  =  12,9231  m 

gehörigen  Höhen  eines  Dreiecks  sind  ä«  =  Gegeben:  j  hh  =  11,2m 

12,9231  und  hi  =  11,2  m  und  die  zur  dritten  ^  ^^  —  12,1655  m 

SeitecgehörigeSchwerlimei8t8c=  12,1655m;        Andeutung.    Ist,  siehe  Figur  149,  ABC 
man  soll  das  Dreieck  trigonometrisch  auflösen,  ^^s  Dreieck,  in  welchem  ha  h  und  Sc  gleich 

den  gegebenen  Stücken  sind,  und  man  ver- 
längert Se  um  sich  selbst,  verbindet  alsdann 
den  Endpunkt  F  dieser  Verlfingerung  mit  A 
und  B,  so  erhält  man  das  ä^eck  BCG 


Preisgekrönt  in  Frankfurt  a.  M.  1881. 


Der  ausführliche  Prospekt  und  das  ausführliche  Inhalts- 
verzeichnis der  „Yollständig  gelösten  Aufgabensammlung  von 
Dr.  Ad.  Kleyer"  kann  von  jeder  Buchliandlnng,  sowie  Yon  der 
Verlagshandlnng  gratis  und  portofrei  bezogen  werden. 

Bemerkt  sei  hier  nur: 

1).  Jedes  Heft  ist  aufgeschnitten  und  gnt  brochiert  um  den  sofortigen  und  dauern- 
den Gebrauch  zu  gestatten. 

2).  Jedes  Kapitel  enthält  sein  besonderes  Titelblatt,  Inhaltsirerzeichnis,  Berichtigungen 
und  Erklärungen  am  Schlüsse  desselben. 

3).  Auf  jedes  einzelne  Kapitel  kann  abonniert  werden. 

4).  Monatlich  erscheinen  3 — 4  Hefte  zu  dem  Abonnementspreise  von  25  Pfg.  pro  Heft 

5).  Die  Reihenfolge  der  Hefte  im  nachstehenden,  kurz  angedeuteten  Inhaltsver- 
zeichnis ist,  wie  aus  dem  Prospekt  ersichtUch,  ohne  jede  Bedeutung 
fttr  die  Interessenten. 

6).  Das  Werk  enthält  Alles,  was  sich  überhaupt  auf  mathematische  Wissenschaften 
bezieht,  alle  Lehrsätze,  Formeln  und  Regeln  etc.  mit  Beweisen,  alle  praktischen 
Aufgaben  in  vollständig  gelöster  Form  mit  Anhängen  ungelöster  analoger  Auf- 
gaben und  vielen  vortrefflichen  Figuren. 

7).  Das  Werk  ist  ein  praktisches  Lehrbuch  für  Schüler  aller  Schulen,  das 
beste  Handbuch  für  Lehrer  und  Examinatoren,  das  vorzüglichste  Lehrbuch 
8um  Selbststudium,  das  yortrefflichste  Nachschlagebuch  für  Fachleute  und 
Techniker  jeder  Art. 

8).  Alle  Buchhandlungen  nehmen  Bestellungen  entgegen. 


Das  vollständige 

InhaltsYerzeichnis 

der  bis  jetzt  erschienenen  Hefte  1—266 

kann  durch  jede  Buchhandlung  bezogen  werden. 

Halbjährlich  erscheinen  Nachträge  Über  die  inzwischen  neu  erschienenen  Hefte. 


Dmok  Toa  Oftrl  XiAmmer  In  Stttttgftrt. 


(    \^(A/in/ir>J  ^'^TA/Mi^^^f  i^'  yrj^ 


A  N 


279.  Heft 


Preis 
des  Heftes 

«5  Pf. 


Ebene  Tm 


Forte.  V.  Heft  278.  —  Seite  273 

Hit  10  Figuren. 


I     .b^J      '     i.-^      I      '_   I      i  -L-' 


'■-X.-'.   -I i^J '.-1   ■  '  -I -1 L_l 


VoUständig  gelöste 

Aufgaben-  Sammlung 

—  nebst  Anhängen  ungelöster  Aufgaben,  für  den  Schul-  &  Selbstunterricht  - 

-  mit 

Angabe  nil  EBtiicUimg  der  benntzten  Sitze,  Foraeln,  Regela,  1b  Fragen  nnil  Antf  orten 

erläutert  durch 

viele  Holzsclmitte  &  Uthograph.  Tafeln, 

»US  allen  Zweigen 

der  Reehenkustj  der  niederen  (Algebra,  Planimetrie,  Stereometrie,  ebenen  n.  Bphftrischen 
Tneonometrie,  synüietischen  Geometrie  etc.)  n.  hlHieren  Mathematik  (höhere  Analysis, 
Difierential-  n.  Integral-Rechnung,  analytische  Geometrie  der  Ebene  n.  des  Kaumes  etc.);  — 
aus  allen  Zweigen  der  Physik,  Heelianik,  Graphostatlk,  Chemie,  Geed&sie,  Nautik, 
■lafhCTUit.  Geograpliie,  Astronomie;  des  Kasehinen-,  Strassen-,  Eisenlialui-,  Wasser-, 
Brilefcen«  n.  Hoehbao's;  der  Konstrnktionsleliren  als:  darstelL  Geometrie,  Polar-  n. 

ParaUel-PerspcMlTe,  Seliattenkonstniktionen  etc.  etc. 

für 

Schfder,  Studierende,  Kandidaten,  Lehrer,  Techniker  jeder  Art,  Militärs  etc. 

zum  einzig  richtigen  und  erfolgreichen 

Studium,  rar  Vorthfilfe  bei  Schularbeiten  und  zur  rationellen  Verwertung 

der  exakten  Wissenschaften, 

herausgegeben  von 

Dr.  Adolph  HLleyer^ 

Mathematiker,  rereideter  königl.  preaie.  Foldmeieer,  vereideter  groeeh.  heiaieoher  Geometer  I.  Klasse 

in  FraniLfurt  a.  DL 
unter  Mitwirkung  der  bewährtesten  Er&fte. 


L    r    L^  1     1    r  '     1   -'-    T    t    r    '     1 •■:^u:^-i^^^-x:^ 


Ebene  Trig^onometriee 

Fortsetzung  von  Heft  278.  —  Seite  273—288.    Mit  10  Figuren. 

IzLbalt: 

An/gaben  tber  das  ichiefwinkllge  Dreieck,  Fortsetsnng.    Aufgaben,  in  welchen  rwei  Sdhwerlinien ,  auch 
rwei  Schwerlinien  and  eine  Höhe,  nnd  drei  Schwerlinien  vorkommen;  in   welchen  eine   Winkelhalbierende 

Transversale,  auch  das  Verhältnis  sweier  Dreiecksseiten  vorkommt. 


,    "1 — V^"-J- 


Olätuttgart  1886. 
Verlag  von  Julius  Maier. 


^—  DIM«  AofgtkentammlaiHi  ertclioint  fortlaufend,  monatlich  8—4  Hofto.  ~ 
Die  oinalnon  Haapticapitol  tind  mit  oigonor  Paeiniorung  voraohon,  ao  daaa  |odoa  doraoibon  oinon  Band  bildon  wird. 


Das  vollständige  Inhaltsverzeichnis  der  bis  jetzt  erschienenen  Hefte  1—266 
kann  durch  jede  Buchhandlung  bezogen  werden. 


in  Frankfurt  a.  M.  1881. 


PROSPEKT. 


Dieses  Werk,  welchem  kein  fthnliehes  sar  Seite  steht,  erscheint  monittlich  in 
Heften  sa  dem  billigen  Preise  von  25  ^  pro  Heft  and  bringt  eine  Sammlang  der  widitig 
sten  and  praktischsten  Aufgaben  ans  dem  Gesamtgebiete  der  Hatkematik^  Pkjnlkf 
Heekanik,  matlu  Geegrapkley  Astronomie^  des  Masekinen-,  Strassen-^  Eisenbahs-, 
Brfleken-  und  Hockbanes»  des  konstraktlTen  Zeieknens  etc.  etc.  and  svar  in  TOllstftndIg 
gelöster  Form^  mit  yielen  Figaren^  Erkllmngen  nebst  Angabe  and  Entwlekelnng  der 
benntiten  Sitze,  Formeln,  Regeln  in  Fragen  mit  Antworten  etc.,  so  dass  die  Ltenng 
Jedermann  yerstftndlich  sein  kann,  besw.  wird,  wenn  eine  grössere  Aniahl  der  Hefte  er- 
schienen ist,  da  dieselben  sieb  in  Ikrer  Gesamtkeit  erginien  and  alsdann  anck  alle 
Teile  der  reinen  and  angewandten  Mathematik  —  nack  besonderen  selbstftndigen  Kapi- 
teln angeordnet  —  vorliegen. 

Fast  jedem  Hefte  ist  ein  Ankang  Ton  nngelSsten  Aufgaben  beigegebeni  weleke  der 
eigenen  LOsong  (in  analoger  Form,  wie  die  besfiglichen  gelösten  Aufgaben)  des  Studierenden 
ftberlassen  bleiben,  und  zugleich  Ton  den  Herren  Lehrern  fAr  den  Schulunterrickt  benatst 
werden  können.  —  Die  Lösungen  kiersu  werden  spftter  in  besonderen  Heften  flLr  die  Hand  des 
Lehrers  erscheinen.  Am  Schlosse  eines  jeden  Kapitels  gelangen:  Titelblatt,  InkaltsTenelek- 
nis,  Bericktignngen  und  erläuternde  Erklftmngen  über  das  betreffende  Kapitel  sur  Ausgabe. 

Das  Werk  behandelt  sunAchst  den  Hauptbestandteil  des  mathematisch-naturwissen- 
schaftlichen ünterrichtsplanes  folgender  Schulen:  Realseknlen  L  und  IL  Ord.,  gleiek- 
bereektigten  kökeren  BOrgerscknlen,  PrlTatscknlen,  Gymnasien,  Realgymnasien,  Plre- 
gyntnasien,  SekuUekrer- Seminaren,  Polytechniken,  Teekniken,  Bangewerkseknlen, 
Gewerbesehnlen,  Handelsscbnlen,  teehn.  Yorbereitangssehulen  aller  Arten,  gewerblleke 
Fortblldungssehulen,  Akademien,  UnlTersitftten ,  Land*  und  Forstwlssensekaflssekalen, 
HUitlrsekulen,  Yorbereitungs-Anstalten  aller  Arten  als  i.  B.  fftr  das  Bl^fihrlg*Frel- 
willlge-  und  Oflisiers-Examen,  etc. 

Die  Sekliler,  Studierenden  und  Kandidaten  der  mathematischen,  techniseken  und 
natorwissenschaftlichen  Fächer,  werden  durch  diese,  Sekritt  für  Sekritt  gelöste,  Aufgaben- 
sammlung inunerwikrend  an  ihre  in  der  Schule  erworbenen  oder  nur  gehörten  Theorien  etc. 
erinnert  und  wird  ihnen  hiermit  der  Weg  sum  unfehlbaren  Auf  Anden  der  Lösungen  der- 
jenigen Aufgaben  gezeigt,  welche  sie  bei  ihren  Prflftingen  zu  lösen  haben,  zugleich  aber  auch 
die  ülMraus  grosse  Fmektbarkelt  der  mathematischen  Wissenschaften  vorgeföhrt 

Dem  Lekrer  soll  mit  dieser  Aufgabensammlung  eine  kriftlge  Stfitae  ftkr  den  Seknl- 
Unterricht  geboten  werden,  indem  zur  Erlernung  des  praktiseken  TeilM  der  matkemaHsckea 
Disciplinen  —  lum  Auflösen  Ton  Aufgaben  —  in  den  meisten  Schulen  oft  keine  2Seit  er- 
übrigt werden  kann,  kiermit  aber  dem  Schüler  bei  seinen  h&aslichen  Arbeiten  ^e  toü- 
st&ndige  Anleitung  in  die  Hftnde  gegeben  wird,  entsprechende  Aufgaben  sn  Iösm,  die  ge- 
kabten  Regeln,  Formeln,  Sitze  etc.  anzuwenden  und  praktisek  zu  rerwerten.  Lust,  Liebe 
und  Terstlndnis  fflr  den  Schul-Ünterricht  wird  dadarch'  erhalten  und  belebt  werden. 

Den  Ingenieuren,  Architekten,  Teekntkem  und  Faokgenossen  aller  Art,  MUttlrs 
etc.  etc.  soll  diese  Sammlung  zur  AnfMscknng  der  erworbenen  und.  Tielleicht  Tergesaenea 
mathematischen  Kenntnisse  dienen  und  zugleich  durch  ihre  praktiseken  in  allen  Berufb- 
sweigen  Torkommenden  Anwendungen  einem  toten  Kapitale  lebendige  Kraft  verleiken  und 
somit  den  Antrieb  zu  weiteren  praktiseken  Yerwertungen  und  weiteren  Forsekungen  geben. 

Alle  Buchhandlungen  nehmen  Bestellungen  entgegen.  Wichtige  und  praktische  Auf- 
gaben werdM  mit  Dank  Ton  der  Redaktion  entgegengenommen  und  mit  Angabe  der  Kamen 
lyeibiilUt  —  Wtknscke,  Fragen  etc.,  weleke  die  Redalrtion  betreifen,  nimmt  der  Yerfuser, 
Dr.  Kloyer,  Frankfurt  a.  M.  Fisckerfeldstrasse  16,  entgegen  und  wird  deren  Eriedigang 
tkunlichst  berficksicktigt 

stattgari  Dlo  Yerlagshandlniig. 


An^ben  ttber  das  sdiiefwinklige  Dreieck  im  allgemeinen. 
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•  • 


Figur  149. 


und  das  Dreieck  ÄCG,  bezw.  nach  der 
Erkl.  305  das  ||  gr  ÄGBC.  Nimmt,  man 
nun  G  {ds  die  Spitze  des  Dreiecks  BCG  an 
und  fällt  die  Höhe  GH,  so  erhält  man  das 
rechtwinklige  Dreieck  CHG^   in   welchem 

CG  =  28e  nach  Eonstmktion,  und  in  wel- 
chem nach  der  Erkl.  304  GH=  AD  =  ä« 
ist    Ans  diesem  Dreieck  ergibt  sich  somit: 

A)  .  .  .  smyi  z— 


2'8e 


J<{       \ 


Nimmt  man  femer  G  als  Spitze  des  Drei- 
ecks ÄGC  m  md  fällt  die  Höhe  GJ,  so 
erhält  man  das  rechtwinklige  Dreieck  CJG, 

in  welchem  nach  Eonstraktion  CG  =  2- «c, 

und  in  welchem  nach  der  Erkl.  304  GJ  = 

BI  =  hj,  ist.  Aus  diesem  Dreieck  ergibt 
sich  somit: 

B)...nny,=  2^ 

Nach  den  Gleichungen  A)  und  B)  kann 
man  die  Winkel  y^  und  y^  berechnen.  Hat 
man  diese  Winkel  berechnet,  so  kann  man 
aus: 

C)  .  .  .  y  =  y,+y^ 

den  Winkel  y  bestimmen.  Mittels  des  hier- 
nach für  y  berechneten  Werts  und  der  für 
ha  und  hh  gegebenen  Werte,  kann  man  im 
weiteren  aus  den  rechtwinkligen  Dreiecken 
ÄDC  und  BFC  die  Seiten  a  und  b  bestim- 
men. Hiernach  kann  man,  da  man  nunmehr 
von  dem  Dreieck  ABC  ^e  Seiten  a  und  h 
und  den  von  beiden  eingeschlossenen  Winkel  y 
kennt,  weiter  verfahren  wie  in  der  Auflösung 
der  Aufgabe  118  gezeigt  wurde. 


■■{ 


8a  =  0,972  m 
8b  =  0,866  m 

^  8a8b  =  €  =  720  19' 


k)  Aufgaben,  in  welchen  zwei  Schwerlinien  (Mittellinien),  auch  zwei  Sohwer- 
linien  und  eine  Höbe,  und  drei  Schwerlinien  vorkommen. 

Aufgabe  431.  Die  nach  den  Seiten  a 
nud  b  eines  Dreiecks  gezogenen  Schwerlinien  Gegeben 
8a  und  8h  messen  bezw.  0,972  m  und  0,865  m 
nnd  bilden  einen  Winkel  e  =  72^19'  mitein-  Andeutung.  Ist,  siehe  Figur  150,  ABC 
auder;  man  soll  hieraus  die  Seiten  und  Winkel,  das  Dreieck,  dessen  Schwerlinien  Sa  und  st 
sowie  den  Inhalt  des  Dreiecks  berechnen.       gleich  den  gegebenen  sind,  und  welche  der 

Aufgabe  gemäss,  den  spitzen  Winkel  €  mit 
einander  bilden,  so  erhält  man  aus  dem  Dreieck 
5 DP  in  Rücksicht  des  in  der  Erkl.  306 
angeföhrten  planimetrischen  Satzes  zur  Be- 
rechnung der  gesuchten  Seite  a  nach  dem 
Projektionssatz  (siehe  Antw.  der  Fragen 
21  und  22)  die  Relation: 

und  hieraus  ergibt  sich  nach  gehöriger  Re- 
duktion: 

Eleyer,  Ebene  Trigonometrie.  18 


COBC 
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-T-  =  -ö-«*o+  -Q-«**—  -g- «a  •  «fc  •  C08£ 

4 
a«  =:  —  (««a  +  4«26  —  4«a  •  »*  •  CO««) 

oder 

2      > 

A)  .  .  ,  a  z=  —  y  ««a-[-4«-*  —  4«a«ft00se 

In  ganz  analoger  Weise  erMlt  man  aus 
dem  nSreieck  AFP: 

2 

B)  .   .  .   &  =  -5-  \/4««a  +  «^6  —  4«a«*  008  € 

Femer  erhält  man  nach  dem  Projektionssatz 
aus  dem  Dreieck  ÄBP  zur  Berechnung  der 
dritten  Seite  c: 


•  cosc, 


(2     V      /S     V  2        2 

uciBSb;  /  \  / 

„Die  drei  Schwer-  oder  Mittellinien  eines  oder,  wenn  man  diese  Gleichung  reduziert 

Dreiecks,  d.  s.  die  Verbindungslinien  der  und  berücksichtigt,  dass: 

Ecken  eines  Dreiecks  mit  den  Mitten  der  ^^^ 

ihnen  gegenüberliegenden  Seiten  schneiden  .  *»  —  ^^^^     * 

sich  in  einem  Punkt  und  zwar  so,  dass  ^^' 

2  cos  £j  =  cos  (1800—  £) 

dieser  Punkt  von  jeder  Ecke  um  -^,  von     ,  ,    ,      ^  , ,   « , 

•^  8'         oder  nach  der  Erkl.  94: 

der  Mitte   einer  jeden  Seite  um  -^  je  cos  Cj  =  cos  (I8O0  —  £)  =  —  cos  c 

o 

derjenigen  Schwerlinie  entfernt  ist,  welche  gesetzt  werden  kann: 
durch  die  betreffende  Ecke  und  der  ihr  444 

gegenüberliegenden  Seite  geht"  ^*  =  ¥  **«+-9  ***+ o" '  ^^**  (—  ^s«) 

(Siehe  Eleyers  Lehrbücher  der  Planimetrie.) 

Nadi  diesem  Satz  schneiden  sich,  s.  Fig.  150,  ^2  =      (92^  -|-  ^^  -|-  2«a^frC08e) 

die  Schwerlinien  Sa  und  Sb  des  Dx^iecks  ABC  ^  ^ 

.     ,  2  oder 

m  dem  Punkt  P  so,  dass  PA  =  -^«a,  PI>  =  2      / 

^  C)    .   .   .  C  =  y   \/«2a  +  ««6  +  2«a«ft00S€ 

—  Sa,  bezw.  dass  PB  =  -x-sb  und  dass  PF  =:  ^ 

«^  «i  Hat  man  nach  den  Oleichungen  A)  bis  C) 

J_     .  .  die  drei  Seiten  berechnet,  so  loom  man,  da 

3  '^      '  nunmehr  diese  drei  Seiten  als  bekannt  voraus- 

gesetzt werden  dürfen,  zur  Berechnung  der 
Winkel  und  des  Inhalts  im  weiteren  ve^ 
fahren  wie  in  der  Auflösung  der  Aufgabe  119 
gezeigt  wurde. 


Aufgabe  422.    Von  einem  Dreieck  kennt  (   e=z  408  dm 

man  die  Seite  c  =  408  dm  und  die  zu  den  Gegeben:  j  ««  =  209,467  dm 

beiden    andern  Seiten   a  und   h    gehörigen  l  **  =  408,9964  dm 

Schwerlinien  s«  =  209,457  dm  und  st  =        Andeutung.  Man  berechne  zunächst,  siehe 

403,9954  dm;  man  soU  hiei'aus  die  beiden  2 

andern  Seiten  und  die  Winkel  des  Dreiecks  ^®  ^^^  ^^^  ^^  ^®  ^^^-  306,  ans  y  *., 

berechnen  2 

y  Sb  und  der  Seite  c  den  Winkel  «i,  welchen 

die  Schwerlinien  Sa  und  Sb  mit  einander  bilden, 
dann  kann  man  im  weitere  verfahren  wie 
in  der  Andeutung  zur  Aufgabe  421  gesagt 
wurde. 


Aufgaben  über  das  schiefwinklige  Dreieck  im  allgemeinen. 
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AnJ^abe  423.  Die  zur  Seite  a  eines 
Dreiecks  gehörige  Schwerlinie  Sa  ist  240  m 
lang,  der  Winkel  a^,  welchen  diese  Schwer- 
linie 8a  mit  der  Seite  c  bildet,  ist  =  22®  18'  40" 
und  der  Winkel  ß^j  welchen  die  Seite  c  mit 
der  zur  Seite  b  gehörigen  Schwerlinie  Se  bildet, 
beträgt  19®  0'  30'';  man  soU  hieraus  die  Seiten 
and  Winkel  des  Dreiecks  berechnen. 


■■{ 


8a  =  240m 
Gegeben:  {  ^8aC  =  a^  =  2Sfi  18' 40" 
r  8bc  =  jJ,  =  190  0'  30" 

Andeutung.  Ist,  siehe  Figur  150,  ABC 
das  Dreieck,  welches  den  Bedingungen  der 
Aufgabe  genügt,  so  kennt  man  von  dem 
Dreieck  -4 BP  die  Seite  c  und  die  Winkel  «g 
und  ß2;  aus  diesen  gegebenen  Stücken  kann 
man,  wie  in  der  Auflösung  der  Aufgabe  117 

gezeigt  wurde,  die  Seite  -BP=  -g-s^,  sowie 

den  Winkel  <i  berechnen.  Da  man  hiemach 
von  dem  Dreieck  -4 PC  die  beiden  Schwer- 
linien 8a  und  8h  (letztere  ist  aus  dem  für  y  ^^ 

berechneten  Wert  leicht  zu  bestimmen)  und 
den  von  denselben  gebildeten  Winkel  €j  kennt, 
so  kann  man  im  weiteren  verfahren  wie  in 
der  Andeutung  zur  Aufgabe  421  gesagt  wurde. 


Antrabe  424.  Die  Seite  e  eines  Drei- 
ecks ist  1000  m  lang,  die  zu  einer  der  beiden 
andern  Seiten,  z.  B.  zur  Seite  a  gehörige 
Schwerlinie  Sa  misst  845  m  und  der  Winkelig? 
welchen  jene  Seite  c  mit  der  zur  dritten 
Seite  b  gehörigen  SchwerHnie  sj,  bildet,  beträgt 
42^  50' 40";  man  soll  hieraus  die  beiden  an- 
dern Seiten  und  die  Winkel  des  Dreiecks 
berechnen. 


■{ 


c  =  1000m 
Gegeben:  {         8a  =  845  m 

^«ftc  =  ^,  =  420  50^40" 

Andeutung.  Man  berechne,  siehe  Fig.  150, 
2 
aus  c,  -g-«a  und  ß^  den  Winkel  Cj  und  die 

2 

Strecke  -g-  s^.  Da  man  alsdann  von  dem  Drei- 
eck die  zwei  Schwerlinien  Sa  und  Sb  (sb  ergibt 

2 
sich  leicht  aus  dem  für  y  «»   berechneten 

Wert)  und  den  von  denselben  gebildeten 
Winkel  «i  kennt,  so  kann  man  im  weiteren 
verfahren  wie  in  der  Andeutung  zur  Auf- 
gabe 421  gesagt  wurde. 


Aa4r&be  426.  Die  zur  Seite  c  eines  Drei- 
ecks gehörige  Schwerlinie  Se  misst  450,8  m, 
der  ^tze  Winkel  d,  welchen  dieselbe  mit 
der  Seite  c  bildet,  ist  56®  20'  8"  und  der  Wm- 
kel  »2'  v^chen  die  Seite  e  mit  der  2nir 
Seite  a  gehörigen  Sehwerlinie  Sa  bildet,  be- 
trägt 20**  32' 20";  wie  gross  sind  die  Seiten 
und  Winkel  des. Dreiecks? 

Figur  151. 


■■{ 


8c  =  450,8  m 
Gegeben:  {  <^8eC  =  ^  =  56020'8" 
C«aC  =  a,=:200  32'20" 

Andeutung.  Man  berechne,  siehe  Fig.  151, 
aus  dem  Dreieck  -4  PP,  in  welchem  die  Winkel 
ccg  und  ö  sowie  die  Seite  I P  bekannt  sind, 

indem  FP  =:-^Se  ist    und    hiemach    aus 

^e  leicht  bestimmt  werden  kann,  wie  in  der 
Auflösung  der  Aufgabe  117  gezeigt  wurde, 

die  Seite  AP  ==  -^Sa  und  den  Winkel  «. 

Da  man  hiemach  von  dem  Dreieck  ABC  äie 

beiden  Schwerlinien  8e  und  Sa  (letztere  ist 

2 
leicht  aus  dem  für  -ö-  ^a  berechneten  Wert 

zu  bestimmen)  und  den  von  beiden  gebildeten 
Winkel  s  kennt,  so  kann  man  im  weiteren 
verfahren  wie  in  der  Andeutung  zur  Auf- 
gabe 421  gesagt  wurde. 
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Aufgabe  426.  In  einem  Dreieck  messen 
die  zn  den  Seiten  a  und  c  gehörigen  Schwer- 
linien  Sa  nnd  Se  bezw.  =  36,08  und  42,65  m 
und  der  spitze  Winkel  d,  welclien  die  Schwer- 
linie Se  mit  der  Seite  c  bildet,  betrS^ft 
62^  8'  42'';  man  soll  hieraus  die  Seiten  und 
Winkel  des  Dreiecks  berechnen. 


r       8a  =  86,08  m 
Gegeben:  {         ««  =  42,65m 

l<^scc  =  <r  =  620  8'42" 

Andeutung.  Die  Auflösung  dieser  Auf- 
gabe ist  analog  der  Auflösung  der  vorigen 
Aufgabe  425 ;  man  berechne,  wie  in  der  Auf- 
lösung der  Aufgabe  119  gezeigt  wurde,  siehe 

den  Winkel  £;  dann  verfahre  man  im  weiteren 
wie  in  der  Andeutung  zur  Aufgabe  421  ge- 
sagt wurde. 


Auj^abe  427.  Von  einem  Dreieck  kennt 
man  die  Seite  c  =  232  m ,  die  zu  ihr  ge- 
hörige Schwerlmie  Sc  =  120,9339  m  und  die 
zu  einer  der  beiden  andern  Seiten  des  Drei- 
ecks, z.  B.  die  zur  Seite  a  gehörige  Schwer- 
linie Sa  =  125,1489  m;  man  soU  hieraus  die 
beiden  nicht  gegebenen  Seiten  und  Winkel 
des  Dreiecks  berechnen. 

Figur  152. 


Gegeben: 


c  =  282  m 
8e  =  120,9389  m 
8a  =  125,1489  m 


Andeutung.    Man  kennt  in  dem  Dreieck 
AFP,  siehe  Figur  152,  die  Seiten  ÄF=  y, 

die  Seite  I'P  =  ^Se  und    die  Seite  AP 


3  •''*' 


wie  in  der  Auflösung  der  Auf- 
gabe 119  gezeigt,  kann  man  so- 
mit aus  diesem  Dreieck  den  Win- 
kel ^  berechnen.  Dann  kann  man 
im  weiteren  aus  Se,  Sa  und  €,  wie 
in  der  Andeutung  zur  Aufgabe  421 
gesagt  wurde,  die  gesuchten  Seiten 
und  Winkel  des  Dreiecks  berechnen. 

Man  kann  auch  zuerst  die  Seite  a 
wie  folgt  berechnen: 

Aus  dem  Dreieck  ABD^  siehe 
Fignr  152,  erhält  man  nach  dem 
Projektionssatz: 

a)    .  .  .   .   |  — j    =:fßa'\-C^ — 2««a*«-00««, 

femer  erhiüt  man  in  Bücksicht  der  ErkL  306 
nach  der  Formel  173  (siehe  Auflösung  der 
Aufgabe  119)  aus  dem  Dreieck  AFPi 


cos  «2  = 


(!*«)' +(^)*-(t*0* 


*      3    "      2 


oder  nach  gehöriger  Reduktion: 


COS  «2  ==■ 


8a 'C 


b) 


16«8a  +  9c2  — 4««e 

cos«,  = ^. 

24«a  •  c 


Setzt  man  diesen  Wert  für  cosaj  in  Glei- 
chung a)  so  erliält  man: 

16««c+9c-4»«r 


(2)   =«*«  +  <^*  — 2.sa 


24«ae 


und  ^ese  Gleichung  reduziert  und  in  bezug 
anf  a  aufgelöst,  gibt:  * 
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O*  =  4«2o  +  4c* ' — 5 

^   ""  8 

8c2--4««a  +  4««c 
(;ia  :z=, ■ 

3 
oder  

A)   .   a  =  yc2  +  -i(82c-«M 

In  analoger  Weise  kann  man  mittels  der 
ans  dem  Dreieck  ÄFC  sich  ergebenden 
Relation: 

C)    .  .   .   bi  =  8ic  +  (^y  -  2  '  8e  ~  '  C08^ 

und  der  aus  dem  Dreieck  AFP  sich  er- 
gebenden Belation: 


d)  .  .  .  costf  = 


a-T-T*« 


die  Seite  b  bestimmen;  man  erhält  analog 
wie  vorhin:  

B)  .  .  .  d  =  y'|-(««e+2^a)-yc2 

Da  nunmehr  die  drei  Seiten  a,  b  und  c 
bekannt  sind,  so  kann  man  hiemach  die  Winkel 
des  Dreiecks  berechnen,  wie  in  der  Auflösung 
der  Aufgabe  119  gezeigt  wurde. 


Aufgabe  428.  Die  zur  Seite  e  eines  Drei- 
ecks gehörige  Höhe  hc  ist  =  15,4  m,  der 
Winkel  8,  welchen  die  zur  Seite  c  gehörige 
Schwerlinie  Sc  mit  dieser  Seite  c  bildet,  ist 
=  67®  28' 46"  und  der  Winkel  «,,  welchen 
die  zur  Seite  a  gehörige  Schwerlinie  Sa  mit 
der  Seite  c  büdet,  ist  =  53®  47' 36";  man 
soll  hieraas  den  Inhalt  des  Dreiecks  berechnen. 


Figur  153. 


Gegeben 


he  =  15,4  m 


(        Äc  =  16,4i 

[<JsaC  =  «a  = 


670  28'  46" 
530  47'  86 


Andeutong.  Ist,  siehe  Figur  153,  ABC 
das  Dreieck,  welches  den  Bedingungen  der 
Aufgabe  genügt,  so  erhält  man  aus  dem  Dreieck 
AGP  nach  der  Sinusregel  und  in  Rück- 
sicht der  ErkL  306: 

.  c      1  .         . 

a)  .  .  .  .  — :  -^  «<j  =  sm  « :  sm  «j 

Löst  man  diese  Gleichung  in  bezug  auf 
c  auf  und  berücksichtigt  man,  dass: 
«  zu  1800  —  (<r -f  «j) 

dass  also  hiemach  und  nach  der  Erkl.  66: 

sin  €  =  sin  [180o  —  (cT  +  «2)]  =  sin  (cT  +  «,) 

gesetzt  werden  kann,  so  erhält  man: 

2       Bin  ( J  +  «,) 

^  3  sma. 

Um  hieraus  die  nicht  gegebene  Schwer- 
linie Sc  ZU  eliminieren,  beachte  man,  dass  sich 
aus  dem  rechtwinkligen  Dreieck  CDG  die 
Relation: 

hc 


sintf  = 


Sc 
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oder 

c). 


Sc  = 


Äc 


Bind 


ergibt;  sabstitniert  man  diesen  Wert  f&r  «c  in 
Gleichnng  b),  so  erhält  man  zur  Berechnung 
der  Seite  c  die  Relation: 


d) 


c  =  ^hc 


sin  (<f  +  «,) 


sin  (f*  sin  a. 
Da  femer  nach  der  ErkL  34: 

C»he 


e) 


F  = 


2 


ist,  so  erhält  man  in  Rücksicht  der  Glei- 
chung d)  zor  Berechnnng  des  gesuchte  In- 
halts F: 


A) 


F=-^h% 


sin  (<f  -f- «,) 


3  "  **     sintf  •sina, 

nach  welcher  Gleichung  man  den  gesnditeo 
Inhalt  F  berechnen  kamr,  wenn  man  in  der- 
selben f^  he,  d  nnd  a^  die  gegebenen  Zahlen- 
werte  sabstitaiert. 


Aufgabe  429.  Die  drei  Schwerlinien  eines 
Dreiecks  seien  s«  =  12,9711,  Sh  =  11,2361 
und  8c  =  12,1655  m;  wie  gross  sind  die 
Seiten  und  Winkel  und  der  Inhalt  dieses 
Dreiecks? 

Figur  154. 


Gegeben 


f  8a  =  12,1 

:  ^  «ft  =  ll,i 

l  8c  =  12,1 


8a  =  12,9711  m 
,2361m 
.1655  m 


C/'X 


Andeutung.  Ist,  siehe  Figur  154,  ABC 
ein  Dreieck,  in  welchem  die  drei  Schwer-, 
d.  s.  die  Verbüidung^slinien   der  Eck^i  des 

Dreiecks  mit  den  Mitten  der 
ihnen  gegenüberstehenden 
Seiten,  gleich  den  gege- 
benen sind,  so  kann  man  z(r[ 
Bestimmung  der  Seiten  a, 
h  und  c  dieses  Dreiecks  wie 
folgt  verfahren: 

Will  man  die  Seite  o 
berechnen,  so  verlängere 
man  diese  Seite  a  =  CB 

um  BG  =  Y»  verbinde  E 

mit  G  und  ziehe  EH  pa- 
rallel AD;  hierdurch  erhält 
man  die  beiden  Dreiecke 
EHC  und  EEG,  dem 
sämtliche  Seiten  in  die  ge- 
gebenen Schwerlini^  und 
in  die  gesuchte  Säte  a 
Erkl«  807.   Verbindet  man  in  der  Figur  154  ausgedrückt  werden  können,  es  ist  nämlich: 

E  mit  Fy  80  ist  das  hierdurch  entstandene  Vier-    ^^  _ 

eck  FEGB  nach  der  Erkl.  806  ein  Parallele-   f^  —  ^±_ 

gramm.  EG  =  FB  =z  sb  (s.  Erkl.  307  bis  310) 


8a 


EH=^  (B.  Erkl.  311) 
Erkl.  808.     Ein  planimetnscher  Lehrsatz  23 

heisst:  -----      ^^^   •   ^=^^=^       <» 


CH  =  CD+DH=:^  +  ^  =  \.%^ 


„Sind  in  einem  Viereck  zwei  ge^enttber- 
stehende  Seiten  gleich  und  parallel,  so  und 

ist  das  Viereck  ein  Parallelogramm."  V3"ff  —  öB  4-  BH  —  iL 4- iL  —  A    ("•^'^• 

(Siehe  Kleyers  Lehrbücher  der  Planünetrie.)  ""         "^         ~2'^4""4**  ^12) 
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In  Bäcksicht  dieser  für  die  Seiten  der 

Da  in  der  Figur  1B4  nach  der  Erkl.  309:      Dreiecke  EEG  und  EEG  zu  substituirender 

FE\\  BC  bezw.  1|  BQ  Werte  erhält  man  nach  den  Formeln  173  bis 

___1— -1  176  (siehe  Auflösung  der  Aufgabe  119)  z.  B. 

vnA    FE^-^BC^-^a  ^^   ^^   Kosmus    des   Winkels   EEG   die 

nnd  da  femer  nach  Konstruktion  auch:  Kelation:  

_E]Ef+CH^^EC^ 


BG  =:'^BC=z^a  C09<^EHC=:  

2  2  ^  2'EH'CH 

ist,  BD  muss  nach  vorstehendem  Lehrsatz  das  oder 
Viereck  FEGB  ein    gr  sein. 


_  (?)'+(t")'-- 


ErkL  809.     Ein  planimetrischer  Lehrsatz  a)  .  .  .  .  cob<^EHC  =. 
heiflst:  2.^.— a 

„Verbindet  man  die  Mitten  zweier  Seiten  2      4 

eines  Dreiecks,  so  ist  diese  Verbindungs-  femer  hat  man  nach  jenen  Formeln  tür  den 

linie  paraUel  und  gleich  der  dritten  Seite.«  Kosinus  des  Winkels  EEG  die  Relation: 
(Siehe  Eleyers  Lehrbücher  der  Planimetrie.)  ^^ j  ,  -=—%  __  y—i 

Da  z.  B.  in  der  Figur  154  -E  und  F  die  cob^EHG=      ^   TjZ.     

Mitten   der  Seiten  AB  und  ^C  sind,    so  ist  2'EH'  HG 

nach  diesem  Lehrsatz  die  Verbindungslinie  oder 


-BFIIBCund  =  ~J?C  =  -5-a 


1) 


(?y+(T-)'— • 

b)  .  .  .  cos<^J?ÄÖ=>-^^^ — Tz' 

Erkl.  810«     Ein   planimetrischer  Lehrsatz  ^"2~'T^ 

heisrt: 

„In  jedem    gr  sind  je  zwei  der  gegen-        I>a  ^"^  ^  ^^^  iind  ^  -&if6?  Supple- 

überliegendeni  Seiten  einander  glei(£.«  mentwinkel  sind  und  nach  der  Erkl.  94 

(Siehe  Kleyers  Lehrbücher  der  Planimetrie.)  der  Kosinus  eines  Winkels  gleich  dem  nega- 

Nach  diesem  Satz   muss  in   dem  Viereck  ^i^en  Kosinus  dessen  Supplementwinkels  ist, 

FEGB  der  Fig.  154,  welches  nach  der  Erkl.  307  da  also  cos^  EEC  =  —  cos<^  EEG  ist,  so 

ein   gr  ist:  ergibt  sich  in  Bücksicht  dessen  aus  den  Glei- 

"EG  =.  Yb  =  8b  chungen  a)  und  b)  für  die  Seite  a  die  Be- 

sein.  Stimmungsgleichung: 

(iMiiüi-  (t)"+g»)'-" 

2  5a       3  8a       S 

—  .  — a  2» —  •  —  a 

2      4  2      4 

ErkL  811«     Ein    planimetrischer  Lehrsatz        Reduziert  man  diese  Gleichung  und  löst 

^^^^'  dieselbe  in  bezug  auf  a  auf,  so  erhält  man: 

„Zieht  man  zu  einer  Seite  eines  Dreiecks  o       

eine  Parallele ,  so  schneidet  dieselbe  ein  A)  .  .  .  a  =  -7-  v/  2  (sh  -f-  «^c )  —  s^a 

Dreieck  ab,  das  dem  ganzen  Dreieck  ahn-  ^ 

lieh  ist*'  In  ganz  analoger  Weise  erhält  man: 

(Siebe  Kleyers  Lehrbücher  der  Planimetrie.)  o       

Da  in  der  Figur  154  EH\\AD  ist,  so  ist  B)  ...  6  =  -^  l/2 (»«a  +  »«c )  —  ««& 
nach  diesem  Satz:  ^ 

^EBH  c^  /SÄBD  ^d  

Aus  der  Aehnlichkeit  dieser  Dreiecke  ergibt  C)  .  .  .  c  =  —  V^^a  +  sH)  —  ««c 
sich  nach  der  Erkl.  7  die  Proportion:  ^ 

*)....  EH :  AD  =  EB :  AB  Hat  man  nach  diesen  Gleichungen  A)  bis 

Da  nun  nach  Konstruktion:  Q  die  drei  Seiten  des  Dreiecks  berechnet, 

AB  =  2.^B5  ^^  ^°^  "^*'^*  ^^®  ^  ^^  Auflösung  der  Auf- 

iai  -«  ^.«:i.*    •  iTk-^    «  &a^e   119  gezeigt  wurde,   die  Winkel  und 

ist,  80  «gibtjich  hieraus:  _  |^^  j^^^  f^  ^^^.^^^  berechnen.    Für  den 

^^    EH: AD  =  EB:2'EB  Inhalt  F  erhält  man: 

mi  hiSJs'  thäl'lL^  ^>   ^  =  I  V(Sa-^S,^Sc)(8a+Sö-Sc)  (.«-.6+.c)  (-Sa+^.+^c) 

^)  .  .  .  .  EH=z^Ä15  oder  =  —*«  ^^®^»  ^®^  °^*^- 

a  2 


I 

I 
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Erkl.  812.    Ans  der  Aehnlichkeit  der  Drei-  ^  .  8a-^8b-\'8e  __ 

ecke  ÄBD  und  EBE,  siehe  Bignr  154  und  ^0  '  -  '  ^ ' 

Erkl.  811  ergibt  sich:  setzt: 


BffiBD  =zBE:BA 


da  nun    BD  =  — 

b2  =  c 


E)  .  .   .  ^=  -3-  !/(«  — »a)  (s  —  8b)  8(fi  —  8c) 


BE=f 


ist,  so  ist  hiemach: 


oder 


mithin: 


BE:±  =  ±:c 


'^^■•T  =  i'' 


a)  .  .  .  .  B  H  :^  -^ 


Da  femer: 


Dff=BD^BH 


a 


oder    2)  IT  =  -g-  —  -j-  (s.  Gleichung  a) 
ist,  so  erhält  man  hieraus: 


a 


b)  .  .  ,  .  DE  =  -j-  (s.  Erkl.  818) 

Erkl.  818«  Die  in  der  Erkl.  812  aufgestellte 
Gleichung  b): 


DE=:^  (s.  Figur  1B4) 

kann  man  auch  direkt  aus  dem  planimetriBchen 
Lehrsatz  ableiten: 

„Zieht  man  durch  die  Mitte  einer  Seite 
eines  Dreiecks  eine  Parallele  zu  einer  der 
beiden  andern  Seiten,  so  vmrd  die  dritte 
Seite  halbiert" 

Dieser  Satz  ist  eine  Folgerung  des  in  der 
Erkl.  809  erwähnten  Satzes. 


I)  Aufgaben,  in  welchen  eine  winiceilialbierende  Transversale,  aucli  das 

Verliaitnis  zweier  Dreiecksselten  vorkommen. 


y  =  570  T  18" 
wy  =  10,248  m 
5  =  Um 


Auj^abe  430.  Der  Winkel  y  eines  Drei- 
ecks ist  bl^  V 18",  die  denselben  halbierende  Gegeben: 
Transversale  ivy  misst  10,248  m  und  die  dem 
Winkel  y  anliegende  Seite  b  ist  14  m  lang;  Andeutung.  Ist,  siehe  Figur  155,  ABC 
welche  Werte  erhält  man  hiemach  für  die  das  Dreieck,  welches  den  Bedingungen  der 
nicht  gegebenen  Seiten  und  Winkel  dieses  Aufgabe  entspricht,  so  beachte  man,  dass  in 
Dreiecks  und  wie  gross  ist  dessen  Inhalt?  dem  Teildreieck  ÄDC  die  zwei  Seiten  Wy 

und  b,  sowie  der  von  beiden  eingeschlossene 

Winkel  ^  bekannt  sind;  wie  in  der  Auf- 
lösung der  Aufgabe  118  gezeigt,  kann  man 
somit  aus  diesem  Dreieck  den  Winkel  a  be- 
stimmen; man  erhält  unter  anderem  nach  der 
in  jener  Aufl9simg  aufgestellten  Formel  137 
zur  Berechnung  des  Winkels  a  die  Relation: 
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Figur  156. 


A) 


tg«  = 


h  — «>yC08-?- 


Ist  a  hiernach  berechnet,  so  kennt  man 
von  dem  Dreieck  ^^C  die  Seite  b  und  die 
beiden  Winkel  a  und  y  und  kann  somit  im 
weiteren,  wie  in  der  Auflösung  der  Auf- 
gabe 117  gezeigt  wnrde,  die  noch  fehlenden 
Stücke  des  Dreiecks  ABO  berechnen. 


— ^0 


Erkl«  814  a.  In  diesem  Buch  sind  die  Teile 
(Abschnitte  oder  Segmente)  ^  in  welche  eine 
Seite  eines  Dreiecks  durch. eine  Transversale 
zerlegt.wicd,  im  allgemeinen  mit  den  diese  Seiten 
bezeichnenden  Buchstaben  bezeichnet,  welchen, 
je  nachdem  diese  Abschnitte  einer  Dreiecksseite 
anliegen,  die  mit  einem  Mheren  oder  späteren 
Buchstaben  des  Alphabets  beaeichnet  ist,  der 
Index  *  ^der  "  noch  beigeft^  ist  (siehe  die 
Mi:  281  und  290).  Werden  solche  Abschnitte 
dnrch  eine  Winkelhalbierende  Transversale 
gebUdet,  so  sind  jenen  Bezeichnungen  ausserdem 
noch  der  Buchstabe  «,  rechts  unten  klein  bei- 
gefügt, analog  wie  in  der  Erkl.  S90  gesagt  ist 

In  der  Figur  15Ö  z.  B.  sind  hiemach  die 
dnrch  die  Transversale  tPy  auf  der  Seite  c  ge- 
bildeten Abschnitte  bezw.  durch  c'w  und  t"w 
bezeidinet. 


Angabe  431.  Die  den  Winkel  y  eines 
Dreiecks  halbierende  Transversale  t^^  ist  34  m 
lang,  die  Seite  a  misst  93  m  und  der  von 
den  Seiten  a  und  e  eingeschlossene  Winkel  ß 
l>eträgt  14®  16'  2,3";  wie  gross  sind  die  nicht 
gegebenen  Seiten  und  Winkel  dieses  Dreiecks? 


Gegeben: 


tTy  =  84  m 
a  =  93m 

ß  =  140  15'  2,3" 


Andeutung.  Mittels  der  gegebenen  Trans- 
versale ivy,  .der  gegebenen  Seite  a  und  dem 
gegebenen  Winkel  ß  kann  man  aus  einem 
der  Dreiecke,  in  welche  die  Transversale  ivy 
das  Dreieck  zerlegt,   siehe  Figur  155,   den 

Winkel  -|-  berechnen.  Da  man  alsdann  von 
dem  ganzen  Dreieck  die  Seite  a  und   die 

beiden  anliegenden  Winkel  y  1  =  ^2)  ^^^  ß 

kennt,  so  kann  man  im  weiteren  verfahren 
wie  in  der  Auflösung  der  Aufgabe  117  ge- 
zeigt wurde. 


Aufjgabe  432.  Die  den  Winkel  /  eines 
Dreieck  halbierende  Transversale  tvy  misst 
743,3416  m,  die  beiden  andern  Winkel  a  und 
1?  sind  bezw,  =  57°  15'  12"  und  =  46^48'  16"; 
inan  soll  hieraus  die  nicht  gegebenen  Seiten 
und  Winkel  sowie  den  Inhalt  des  Dreiecks 
berechnen. 


Gegeben 


(Wy  = 

:  j     «  = 


wy  =  743,3416  m 
570  16'  12" 
460  48' 16" 


Andeutung.  Man  beachte,  dass  in  jedem 
der  Dreiecke,  in  welche  das  gedachte  Dreieck 
durch  die  Ti^sversale  tcy  zerlegt  wird,  zwei 

Winkel  ia  und-^»  hezw.  ß  und  -^j,  indem 
y  =  180°  —  (a  +  /?)  ist,  sowie  eine  Seite  {wy ) 
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bekannt  sind,  dass  man  somit  aus  jedem  ein- 
zelnen dieser  Dreiecke,  wie  in  der  Anflösimg 
der  Aufgabe  117  gezeigt  wurde,  eine  der 
gesuchten  Dreiecksseiten  berechnen  kann. 


Aufgabe  438.  Man  soll  aus  den  beiden 
Seiten  a  =  13  m  und  ö  =  15  m  eines  Drei- 
ecks und  aus  der  Länge  Wy  =  12,0934  m  der 
den  Winkel  y  halbierenden  Transversale  die 
Winkel  dieses  Dreiecks  berechnen. 

Figur  166. 


Gegeben 


{    «  =  18 
:  I     6  =  16 

\  Wy  =  12, 


m 
0984  m 


«< 0. 


ErU«  814«  Ein  planimetrischer  Lehrsatz 
heisst: 

„Das  Quadrat  über  der  den  Winkel  eines 
Ih^iecks  halbierenden  Transversale  ist 
gleich  dem  Rechteck,  gebildet  aus  den  jenen 
Winkel  einschliessenden  Seiten  des  Drei- 
ecks, vermindert  um  das  Bechteck,  ge- 
bildet aus  den  beiden  auf  der  Gegenseite 
gebildeten  Abschnitten.'' 

(Siehe  Eleyers  Lehrbücher  der  Planimetrie.) 

Nach  diesem  Satz  ergibt  sich  aus  der  Fig.  166 
die  Belation: 

1)  .  .  .  ußy  =  ad  —  e'tc  •  c"w 

(siehe  auch  die  ErkL  319). 

Erkl«  91&*  Ein  planimetrischer  Lehrsatz 
heisst: 

„Eine  jede  Mediane  eines  Dreiecks,  d.  i. 
die  Halbierungslinie  eines  Winkels  eines 
Dreiecks,  teilt  die  Gegenseite  in  zwei  Ab- 
sdmitte,  welche  sich  verhalten  wie  die 
jenem  Winkel  anliegenden  Dreiecksseiten.*' 

(Siehe  Eleyers  Lehrbücher  der  Planimetrie.) 

Nach  diesem  Satz  ergibt  sich  aus  der  Fig.  156 
die  Belation: 

1)  .  .  .  c'ut '  c'*u>  =  a :  6 

Diesen  Satz  kann  man  auch  wie  folgt  tri- 
gonometrisch herleiten: 

Aus  den  Dreiecken  ÄDC  und  BDC  der 
Figur  166  erhält  man  nach  der  Sinusregel  die 
Relation : 


Andeutung.  Nach  dem  in  der  ErkL  314 
aufgestellten  planimetrischen  Satz  besteht 
zwischen  den  Seiten  a  und  h  und  den  Ab- 
schnitten c'to  und  c"fo  der  dritten  Seite  c 
und  der  Winkelhalbierenden  Transversale  Vy 
die  Relation: 

a)  .  .  .  w>2y  =  a6  —  c*w'C"w 

femer  besteht  nach  dem  in  der  ErkL  315 
aufgestellten  planimetrischcoi  Satz  zwischeo 
den  Seiten  a  und  h  und  jenen  Abschnitten 
der  dritten  Seite  c  die  Relation: 

aus  wdcher  Relation  man  nach  der  Erkl.  316 
für  jene  Abschnitte  bezw.: 

D)  .  .   .    C  %o  ^^  — 1 — r 

und 


c)  .  .  .  c"«,  = 


und 


a)  .  .  .  c**u>  :u>y  =.  sin  -^ :  sin  a 

b)  .  .  .   cV :  M^}'  =  sin  -^  :  %mß 


erhält.  Substituiert  man  die  Werte  für  cV 
und  c"^  aus  den  Gleichnngen  b)  und  c)  in 
die  Gleichung  a),  so  resnltiert: 

und  hieraus  findet  man  die  zu  bereehnende 

Seite  c  wie  folgt: 

M>«y  (a+  >)«  =  ah  {a-^hY'-ah^d'^ 
ah'd^  =  a6  (a  +  6)2  —  i^  (a  +  6)a 

^  ^  WT^T^)M^F^^ 
V              oft 
mithüi:  

A)....c  =  («+ö)Y^*^ 

nach  welcher  Gleichung  man  die  Seite  c  be- 
rechnen kann: 

Zur  Berechnung  des  Winkels  y  ergibt  sich 
nach  der  Formel  173,  bezw.  nach  dem  Pro- 
jektionssatz aus  dem  Dreieck  ^DC,  siehe 
Figur  156,  die  Relation:  , 

d)  .  .  .  cos  ^  =  — L^: 

2  2o*«y 

oder,  wenn  nach  vorstehender  Gleichung  c): 

und  hierin  für  c  den  Wert  aus  Gieiohang  A) 
substituiert: 


Anfigaben  über  das  scbiefwinklige  Dreieck  im  allgemeinen. 


283 


und  hieraiu  erhftlt  man,  wenn  man  die  Glei- 
chim^  b)  dnrdi  die  Gleichung  a)  diyidiert: 

c)  .  .  .  c*io :  1^*^  =  Bin« :  w,p 

Da  femer  anch  nach  der  Sinusregel  sich 
ans  dem  Dreieck  ABC  die  Belation: 

d)  .  .  .  sina :  sin/^  =  a :  5 

ergibt,  so  erhält  man  ans  den  Gleichungen  c) 
und  d)  jene  herzuleitende  Belation: 

Erkl«  816.  Nach  dem  in  yoriffer  Erkl.  315 
aufgestellten  Satz  hat  man  zwis<£en  den  Ab- 
schnitten &w  nnd  c''w,  in  welche  die  Seite  c 
eines  Dreiecks  durch  die  den  Gegenwinkel  y 
halbierende  Transversale  zerlegt  wird,  und  den 
jenen  Winkel  y  einschliessenden  Seiten  a  und  h 
^t  Belation: 


y 

cos^  = 
oder 


cos|  = 


}ß-\-vßy 


ah  —  w^ 
ah 


) 


2hwy 


}ßj^uß       yi,^^      "^V 


ah 


^htOy 

y ah^-yaußy  —  ah'^A^-hw'^y 

2  Qahufy 

mithin: 

B)  .  .  .  cos^  =  ^?^i4^  (8.  Erkl.  820) 
2  2ah 

y 
nach  welcher  Gleiohnng  man  den  Winkel  -|- 

bezw.  den  Winkel  /  berechnen  kann,  u.  s.  f. 


e  fp 


Bringt  man  in  bezug  auf  diese  Proportion 
den  in  der  Erkl.  224  angeführten  Summensatz 
in  Anwendung,  so  erhält  man: 


a-\-h  a 

oder,  in  Bücksicht,  dass: 

^w  +  C"«,  =  C 


^-   oder=A^ 


Figur  167. 


ist 


IC 


= oder  = 


C    IT 


a-{-h         a     ^  h 

Für  die  Abschnitte  c'w  und  c"^  erhält 
man  also  hiemach  die  Beziehungen: 

a)  .  .  .  CTifi  = 
nnd 


b)  •  .  .  c"»  = 


a  +  h 
h'C 


\ 


~~-\d 


_Erkl.  817.  Ist,  siehe  die  Figuren  156  u.  157, 

CD  eine  ganz  beliebige  Transversale  Wy, 
welche  dnrch  den  Scheitel  des  Winkels  y  geht, 
80  erhält  man  nach  dem  Projektionssatz  aus 
den  Dreiecken  ^DC  und  J?DC  die  Belationen: 

a)  .  .  .  TFSy  =  6«  +  c'V— 26.c"«,.cosa 
mid 

b)  TF«y  =  a,«  +  c'«,  —  2a.c'«,. cos/9 
bezw.  für  die  Figur  157: 

b,)..  .  TTsy  =  a«-f-<j'«,  — 2a.c'«,cos(2Ä  — /?) 

Berücksichtigt  man  nunmehr,  dass  nach  den 
Formeln  178  und  174,  siehe  Auflösung  der  Auf- 
gabe 119  nnd  vergleiche  die  Figuren  57,  156 
nnd  157  in  jenen  Gleichungen  a)  und  b): 

X  ita  62  +  c*«,— TFSy 

C)  ...  für  cos«  =  "KTZTi ^ 

nnd 

d)  ...  für  cos/9  = 


26c% 


2a2.c'«, 
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bezw.  t 

d,)..fürcos(2ii-/,)  =  ^H^^ 
gesetzt  werden  kann,  so  erhält  man: 

und  t 

f)   .    w^=.^^,\-,..,^.t±^^=pL 

Löst  man  eine  jede  dieser  Gleichungen  in 
bezng  anf  W^y  auf,  so  erhält  man  jedesmal: 

In  analoger  Weise  erhält  man  ftr  eine  be- 
liebige, durch  die  Winkel  a,  bezw.  ß  gehende 
Transversale  Wa  oder  Wß  bezw.: 

ox  U/s         h^a'*w  +  c^a*u,  —  a-a'tca^'M, 

a 
oder 

Dieser  für  jede  beliebige  Scheiteltrans- 
yersale  eines  Dreiecks  gültige  Satz  wurde  von 
„Stewart^  aufgestellt  und  wird  nach  ihm  be- 
nannt. 

Erkl.  818«  Aus  dem  m  der  ErkL  817  auf- 
gestellten Stewartschen  Satz  kann  man  den 
in  der  Erkl.  299  angestellten  Satz  über  die 
Schwerlinien  eines  Dreiecks  wie  folgt  ab- 
leiten: 

Da  der  in  voriger  Erkl.  817  angestellte  Satz 
Stewarts  für  jede  beliebige  Scheiteltrans- 
versale Gültigkeit  hat,  so  muss  er  auch  für 
die  Schwerlinie  eines  Dreiecks  GtUtigkeit 
haben;  setzt  man  in  Bücksicht,  dass  die  Schwer- 
linien eines  Dreieck  durch  die  Mitten  der  Seiten 
des  Dreiecks  gehen  in  den  in  der  Erkl.  817 
aufgestellten  Gleichungen  1)  bis  3): 

C  «0  C    w  —   ^ 

bezw.  a'uf  =  a"»  =  -^ 

und  h*to  =  h"to  =  Y 

und  berücksichtigt  man,  dass  für  diesen  Fall 
jene  beliebigen  Scheiteltransversalen  Wy,  Wß 
und  Wa  nunmehr  die  Schwerlinien  «,•,  sh  und 
»a  des  Dreiecks  vorstellen,  so  gehen  jene  Glei- 
chungen bezw.  über  in: 

a)  .  .  .  «-«c  = 


b)  .  .  .  sH  = 
und 

c)  ...««<.  = 


c 

a       a 

a 

,      b       b 
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und  ans  diesen  Gleichungen  erhält  man  bezw.: 
1)  .  .  .  a«  +  52  =  2s2c  +  ^ 


und 


2)  .  .  .  6«  +  c2  =  2«2c  +  Y 

3)  .  .  .  a«  +  c«  =  2«2c  +  Y 


nämlich  die  in  den  Erkl.  299  und  800  ans- 
gedrttc^ten  Beziehungen  zwischen  den  ^chwer- 
linien  und  den  drei  Seiten  eines  Dreiecks. 

Erkl.  819.  Aus  dem  in  der  Erkl.  817  auf- 
gestellten Stewart  sehen  Satz  kann  man  xlen  in 
der  Erkl.  314  aufgestellten  Satz  über  die  Winkel- 
halbierenden Transversalen  eines  Dreiecks 
wie  folgt  ableiten: 

Da  der  in  der  Erkl.  317  aufgestellte  Satz 
Stewarts  für  jede  beliebige  Seh  eitel  trans- 
versale Gültigkeit  hat,  so  muss  er  auch  für 
die  Winkelhalbierenden  Transversalen  eines 
Dreiecks  Gültigkeit  haben;  setzt  man  daher  z.  B. 
in  den  beiden  ersten  Gliedern  der  in  der 
Erkl.  317  aufgestellten  Gleichung  1)  nach  den 
in  der  Erkl.  816  aufjgestellten  Gleichungen  a) 
nnd  b): 

,    a»e 

C  u>  • 


und  c"«,  = 


a  +  6 

nnd  dementsprechend  Wy  =  tcy,  indem  nun- 
mehr jene  beliebige  Winkeltransversale  Wy  in 
die  specielle  Winkelhalbierende  Transversale 
Ky  übergegangen  ist,  so  erhält  man: 

oder  nach  gehöriger  Reduktion: 

. C*Cu»*C*«r 

a  a-f-  o 


C 
abeja-^-h)  .        „ 

Vßy  = 

oder  ^ 

1)  .  .  .  .  ußy  =  ah  —  c'«,-c"u»,  nämlich  die  in 

der  Erkl.  314  aufgestellte  Belation. 


y  =  590  29' 23,1" 
wy=  12,0934  m 

c  =  14  m 


Aui^abe  434.  Der  Winkel  f  eines  Drei- 
ecks beträgt  59*> 29'  23,1",  die  denselben  hal-  Gegeben: 
bierende  Transversale  Wy  misst  12,0934  m 
Qüd  die  jenem  Winkel  gegenüberliegende 
Seite  c  misst  14  m;  man  soll  hieraus  die  Andeutung.  Da  mit  dem  Winkel  y  die 
beiden  andern  Seiten  und  Winkel  des  Drei-  Summe  der  beiden  andern  Winkel  «  und  jS 
ecks  berechnen.                                                des  Dreiecke  gegeben,  indem: 

a4-/?  =  180o  — y 

ist,  so  berechne  man  zunächst  die  Differenz 
dieser  Winkel;  dies  kann  man  mittels  An- 
wendung der  in  Antwort  der  Frage  21  auf- 
gestellten MoUweidBchen  Formel  S9: 
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Erkl.  820«    Bezeichnet  man  die  drei  Seiten  ^  «  — ^ 

eines  Dreiecks  mit  a,  h  nnd  c,  den  von  beiden   ^\  a  +  h 2{ 

eingeschloBsenen  Winkel  mit  y  und  die  diesen  ^  '  '  '      c                 a  -f  /? 

Winkel  halbierende  Transvenale  mit  m'^^,   so  .                                  2 

bestehen    nach    den    in  Andeutung    der  Auf-  wie  folgt: 

^abe  488  entwickelten  Gleichungen  A)  und  B)  Setzt  man  in  jener  Gleichung  a)  in  Räck- 

die  Beziehungen:  u-^-ß           y 

/ah^w^y  sieht,  daas  — i-^  und  -|-  Komplementwinkel 

a)  .  .  .c  =  (a+h)y       J  ^^^^  ^, 

b)  .  .  .  cos^  =  <^±^>^  «>«^-  -«"^¥ 

2  "^^^  und  nach  der  in  der  Erkl.  820  aufgesteDteD 

Diese  Beziehungen  kann  man  ebenso  wie  die  Gleichung  f)  für: 

in  den  Erkl.  314  und  315  aufgestellten  Sätze  oft  y  . 

mit  Vorteü  in  Anwendung  bringen.  c)...a-f-5  =  foycos-|-±  Vc«  +  »«yco8«y 

(o -f- &) tpy  bezug  auf  cos— 5—  auf,  so  erhält  man: 

C I     .     .     ■     Cr  {/    -^—  " 

2cos-|-  gj^2L  

so  erhält  man:       A)  cos?!-^  = ^(«»y  cos -|- ±  v/ d«  +  w«y  cos« -|^] 

1    /  ^^Q     '^^^^  —  id^y  Nach  welcher  Gleichung  man  a  —  /5  be- 

c  =  (a  +  6)  1/      ^J^'^       rechnen  kann. 

r  ^     '    ^    y  Aus  a  +  j8  und  a  —  j3  berechne  man  die 

2cos^  einzelnen  Winkel  a  und  /3  und  verfahre  daan 

^^®'  y im  weiteren  wie  in  der  Auflösung  der  Auf- 

"1    /  (fl  +  &)  «v  —  2«?2y  cos  1^  gäbe  117  gezeigt  wurde. 


^        2  cos  -^ 


(«  +  6)Y' 


(a-|-6)  —  2fryC0S^ 


a  +  6 
a  +  &  —  2fay  •  cos  ^ 

..  =  («+,)« __ — ^ 

mithin: 

d)  .  .  .  c«  =  (a"|-6)(a  +  6  — 2tt^-cos^) 

nämlich  eine  Gleichung,  in  welcher  die  Summe 
der  beiden  Seiten  a  und  h  eines  Dreiecks,  die 
dritte  Seite  c,  der  Winkel  y  und  die  diesen 
Winkel  halbierende  Transversale  wy  vorkommt. 
Setzt  man  femer  in  Gleichung  b)  für  ah 
den  aus  Gleichung  a)  sich  ergebenden  Wert, 
oder  was  dasselbe  ist,  löst  man  die  Gleichung  d) 
in  bezug  auf  (a-|-&)  auf,  so  erhält  man  der 
Beihe  luich: 

c«  =  (a+6)2—  (a  +  6)2tt^co8^ 

(a  4-  6)8  -  2tt>yC0S  Y  (**  +  ^)  +  y^  •  C08  -|-]     =  C^-YyWy  008  -|-\ 

(  (a  +  6)  —  M^cos  -5- )   =  c«-f-  fr«y  cos«  -^ 

(«+6)  — «JyCOSy  =  ±y  C«  +  M^COS«-|- 

oder 


f)   .   .  .   a  -f-  6  =  «JyCOS  ^  ±  y   C2  -|-  «;«yC0fl2  ^ 
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Aufgabe  436.  In  einem  Dreieck  sind 
die  Seiten  a  und  h  bezw.  =  82,315  m  und 
56,594  m,  der  von  beiden  eingeschlossene 
Winkel  y  ist  =  98^  56'  22".  Man  soU  hier- 
aas die  drei  Winkelhalbierenden  Transversalen 
des  Dreiecks  berechnen. 


Gegeben: 


Figur  158. 


a  =  82,315  m 

h  =  56,594  m 

l  y  =  980  56'  22" 

Gesucht:  icy,  toa  und  top. 

Andeutiing.  Man  berechne  znerst  die 
beiden  andern  Winkel  a  und  ß  des  Dreiecks, 
indem  man  aus  der  nach  dem  Tangenten- 
satz sich  ergebenden  Relation: 


tg{«  — Ä  =  — rr*« 


bezw.,  da 


a  +  6 

«  +  /^_  Y 
2      ""  2 


2 


und  tg— ^  =  ctg^ 

ist,  aus  der  Relation: 

a  —  p a —  h 


a)  .  .  .  tg 


a  +  6    ^  2 


die  Differenz  der  Winkel  a  und  ß  berechnet 
und  dann  hieraus  und  aus  der  bekannten 
Summe  a  +  |5  (=  180®  —  7)  die  einzelnen 
Winkel  a  und  ß  bestimmt. 

Ist  nun,  siehe  Figur  158,  ABC  das 
Dreieck,  welches  den  Bedingungen  der  Auf- 
gabe entspricht  und  ist  z.  B. 
CD  die  den  Winkel  y  hal- 
bierende Transversale  t^v ,  so 
ergeben  sich  aus  den  Drei- 
ecken ABC  und  BBC,  in 
Rücksicht,  dass  nach  dem 
in  der  Erkl.  112  angeführten 
planimetrischen  Satz  die 
Winkel  ABC  u.  BBC  bezw. 


.>j 


b) 


sind,  nach  der  Sinusregel 
die  Relationen: 
toy  sin/5 


und 


c) 


a 


Wy     


sm 


(«+i) 


sma 


Ans  dw  Relation  b)  erhält  man: 


A) 


•         ■         • 


%Dy 


asin/g 


sm 


in(«  +  f) 

und  aus  der  Relation  c)  erhftlt  man: 
.  .  bsina 

Nach  jeder  dieser  Gleichungen  kann  man 
die  Winkelhalbierende  Transversale  Wy  be- 
rechnen. In  ganz  analoger  Weise  erhält  man, 
wenn  man  in  dem  Dreieck  ABC  ^(^  Winkel- 
halbierenden Transversalen  wp  und  u>a  zieht, 
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2iir  Berechnung:  derselben  die  jen^  analogre 
Relationen: 

oder 

B^)  .  .  .  «>a  = ^ — 


sm(ß  +  ^) 


nnd 

rt\  m  c*sina 

C)    .  .  ,\ufß  = 


und 


8in(«  +  4) 


Aufgabe  486.    Die  drei  Seiten  a,  h  und  c  [  a  =  14  m 

eines  Dreiecks  sind  bezw.  =  14,  12  und  10  m  Gegeben:  |  6  =  12m 

lang;  man  soll  hieraus  die  den  Winkel  et  Ic  =  10m 

halbierende  Transversale  berechnen.  Gesucht:  wy 

Andeutung.  Nach  der  Erkl.  314  besteht 
zwischen  der  Winkelhalbierenden  Transver- 
sale i€y^  den  Seiten  a  nnd  h  und  den  Ab- 
schnitt c\o  und  &'u,  der  dritten  Seite  c  die 
Relation: 

a)  .  .  .  «^y  =  a&  —  c*%t,'Cf*xp 

femer  bestehen  nai^  der  Erkl.  316  die  Rela- 
tionen: 

b)  .  .  .    c'«,  =  ^^ 
und 

c)  .  .  .  c'*u>  =  — TT: 

In  Rücksicht  der  Gleichungen  b)  und  c) 
geht  die  Gleichung  a)  über  in: 

ftßy  =1  ah r-T  — j— r 

und  hieraus  erhält  man: 

et 

^  1.   (o  +  fc)*  -  c" 

««y  =  ah  ■  >     '    ■   „, — 


oäet 


\f  1.  («±6)*-«! 


A)    .  .  .  «y  =  ^-p  V'a6[(a  +  6)«-cS] 
oder  in  Bflckdcht  der  Erkl.  37: 

A,)  .  ,  .  wy  =— T-i:  Vah{a+b+e){a+h-c) 

a-j—  0 

Mittels  einer  der  Gleichungen  A)  und  A,) 
kann  man  die  gesuchte  Transversale  ufy  ans 
den  drei  Seiten  leicht  berechnen. 


Preisgekrönt  in  Frankfurt  a.  M.  1881. 


Der  ansfahrliche  Prospekt  und  das  ansflihrliclie  In- 

haltsyerzeichllis  der  „vollständig  gelösten  Aufgabensammlung 
von  Dr.  Ad.  Kleyer"  kann  von  jeder  Buchhandlung,  sowie  von 
der  Verlagshandlung  ^atis  und    portofrei  bezogen  werden. 

Bemerkt  sei  hier  nur: 

1).  Jedes  Heft  ist  aufgeschnitten  and  gut  hrochiert,  um  den  sofortigen  nnd  dauern- 
den Gebrauch  zu  gestatten. 

2).  Jedes  Kapitel  enthält  sein  besonderes  Titelblatt,  Inhaltsverzeichnis,  Berichtigungen 
nnd  Erklärungen  am  Schlüsse  desselben. 

3).  Auf  jedes  einzelne  Kapitel  kann  abonniert  werden. 

4).  Monatlich  erscheinen  3 — 4  Hefte  zu  dem  Abonnementspreise  von  2ÖPfg.  pro  Heft. 

5).  Die  Reihenfolge  der  Hefte  im  nachstehenden,  knrz  angedeuteten  Inhaltsverzeich- 
nis ist,  wie  aii8  dem  Prospekt  ersichtUch,  ohne  jede  Bedeutung  für 
die  Interessenten. 

6).  Das  Werk  enthält  AUes,  was  sich  überhaupt  auf  mathematische  Wissenschaften 
bezieht,  alle  Lehrsätze,  Formeln  und  Regeln  etc.  mit  Beweisen,  alle  praktischen 
Aufgaben  in  vollständig  gelöster  Form  mit  Anhängen  ungelöster  analoger  Auf- 
gaben und  vielen  vortrefflichen  Figuren. 

7).  Das  Werk  ist  ein  praktiBChes  Lehrbuch  für  Schuler  aUer  Schulen,  das 
beste  Handbuch  für  Lehrer  und  Examinatoren,  das  vorsüglichste  Lehrbuch 
Eum  Selbststudium,  das  vortrefflichste  Nachschlagebuch  für  Fachleute  und 
Techniker  jeder  Art. 

8).  Alle  Buchhandlungen  nehmen  Bestellungen  entgegen. 


Das  vollständige 

Inhaltsyerzeichnis 

der  bis  jetzt  erschienenen  Hefte  1 — 266 

kann  durch  jede  Buchhandlung  bezogen  werden. 


Halbjähriich  erscheinen  Nachträge  Über  die  inzwischen  neu  erschienenen  Hefte. 


Dnaok  ron  Cftrl  Hftmmer  in  Stnttgwt. 


^^Oiri-y. 


I 


I 
I 
i 
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dl«  Heftes 

«5  Pf. 


Ebene 


18   m 


Forts.  V.  Heft  279.  —  Seite  289-304. 

Mit  7  Figuren. 


Vollständig  gelöste 

Aufgaben  -  Sammlung 

-  nebst  Anhängen  ungelöster  Aufgaben,  für  den  Schul-  &  Selbstunterricht  — 

mit 

Ab^I»  md  Entflckliin^  der  bonntzten  Sitze,  Formeln,  Regeln  In  Fragen  nnd  Antworten 

erläutert  durch 

viele  Holzsclmitte  &  litliograph.  Tafeln, 

aus  allen  Zweigen 
der  Bechenkusty  der  niederen  (Algebra,  Planimetrie,  Stereometrie,  ebenen  n.  sph&rischen 
Trigonometrie,  synthetischen  Geometrie  etc.)  n.  höheren  Mathematik  (höhere  Analysis, 
Differential-  n.  Integral-Bechnung,  analytische  Geometrie  der  Ebene  u.  des  Raumes  etc.);  — 
aus  allen  Zweigen  der  Physik,  Meehanlk,  Graphostatlk,  Chemie.  Geodfisle,  Nautik, 
mathenint.  Geographie,  A8ü*ononile;  des  Masehfaien-,  Straften-,  Elsenbahn-,  Wasser-, 
Brieken-  u.  Hochban's;  der  Konstmktionslehren  als:  darstell.  Geometrie,  Polar-  u. 

Parallel^PerspectlTe,  Sehattenkonstmktlonen  etc.  etc. 

für 

Schmer,  Studierende,  Kandidaten,  Lehrer,  Techniker  jeder  Art,  Militärs  etc. 

zum  einzig  riclitigen  und  erfolgreichen 

Studium,  zur  Forth&lfe  bei  Scho] arbeiten  nnd  zur  rationellen  Verwertung 

der  exakten  Wissenschaften, 

herausgegeben  von 

Dr.  Adolph  BLleyer^ 

Mathematiker,  rereideter  kOoigl.  preuss.  Feldmesser,  vereideter  grossh.  hessiBcher  Oeometer  I.  Klasse 

in  Frankfurt  a.  H. 
unter  Mitwirkung  der  bewährtesten  Kräfte. 

^^^^•^^j^^^^^jjg*fl^^ngn^MBgnBnMM^^n^Br^B^^B^^n^B^^B^M^Bn^B^^pa^^rMK^HJB^^njBKMM^^n!^B^^B^^^^^n^H^^n^^s^^aBBr^H  mjw  ^bk^»  wb6bj  bb 

Sibene  Trig^onometriee 

Fortsetzung  von  Heft  279.  —    Seite  289—304.    Mit  7  Figuren. 

Inhalt: 

Anfgaben  über  das  schiefwinklige  Dreieck,  Fortsetaung.  Aufgaben,  in  welchen  die  durch  wlnkelhalbierend« 
TransTcrsalen  gebildeten  Seitenabschnitte ;  in  welchen  Winkelhalbierende  Transrersalon  und  HOhen ,  auch 
Scitenabsohniiteu.  Yerh&ltnisse;  in  welchen  Abschnitte  sweier  Winkelhalbierender  Transversalen  vorkommen. 


^Stuttgart  1886. 
Verlag  von  Julius  Maier. 


~«i  DitM  Aufgabentammlung  artchelnt  fortlaufend,  monatlich  8—4  Htftt.  ^^ 
Die  oiinslMii  Hauptkapitti  tind  mit  ügMMr  Paginitrang  vtrtolitn,  to  daM  jedot  derttibon  tlnen  Band  blldtn  wird. 


Das  vollständige  Inhaltsverzeichnis  der  bis  jetzt  erschienenen  Hefte  1— 26f 

l^finn  fliipr.h   IaiIa  Bunhhandluno  be7oaBn   werden. 


Preisgekrönt  in  Frankfurt  a.  JA.  1881, 

PROSPEKT. 

Dieses  Werk,  welchem  kein  ähnUclies  zur  Seite  steht,  erscheint  monatlich  in  3 — 4 
Heften  zn  dem  biUigren  Preise  tou  25  ^  pro  Heft  and  bringt  eine  Sammlung  der  wichtig- 
sten nnd  praktischsten  Aufgaben  aus  dem  Gesamtgebiete  der  MatkemAtlk^  Pfajrsiky 
Mechanik,  math»  Geographie,  Astronomie,  des  Maschinen-,  Strassen-,  Eisenbahn-, 
Brücken-  nnd  Hochbaues,  des  konstrnktiTen  Zeichnens  etc.  etc.  und  zwar  in  Tollstftndig 
geKkter  Form,  mit  yielen  Figuren,  Erklärungen  nebst  Angabe  und  Entwiekelnng  der 
benutzten  Sätze,  Formeln,  Regeln  in  Fragen  mit  Antworten  etc.,  so  dass  die  Lösung 
jedermann  yerst&ndlich  sein  kann,  bezw.  wird,  wenn  eine  grossere  Anzahl  der  Hefte  er- 
schienen ist,  da  dieselben  sich  in  ilirer  Gesamtheit  ergänzen  und  alsdann  auch  aUe 
Teile  der  reinen  und  angewandten  Mathematik  —  nach  besonderen  selbständigen  Kapi- 
teln angeordnet  —  yorliegen. 

Fast  jedem  Hefte  ist  ein  Anhang  von  nngelSsten  Aufgaben  beigegeben,  welche  der 
eigenen  Lösung  (in  analoger  Form,  wie  die  bezüglichen  gelösten  Aufgaben)  des  Studierendea 
überlassen  bleiben,  und  zugleich  von  den  Herren  Lehrern  für  den  Schulunterricht  benutzt 
werden  können.  —  Die  Losungen  hierzu  werden  später  in  besonderen  Heften  für  die  Hand  des 
Lehrers  erscheinen.  Am  Schlüsse  eines  jeden  Kapitels  gelangen:  Titelblatt,  InhaltsTeneieh- 
nis,  Bericktigangen  und  erläuternde  Erklärungen  fiber  das  betreffende  Kapitel  zur  Ausgabe. 

Das  Werk  behandelt  zunächst  den  Hauptbestandteil  des  mathematisch-naturwissen- 
schaftlichen Unterrichtsplanes  folgender  Schulen:  Bealsehnlen  I.  nnd  IL  Ord.,  gleich- 
berechtigten höheren  Bttrgerschnlen,  Priratschnlen,  Gjmnaslen,  Realgymnasien,  Pra- 
gjmnasien ,  Schullehrer  -  Seminaren ,  Polytechniken ,  Techniken ,  BangewerkscknleB, 
Gewerbeschnlen,  Handelsschnlen,  techn.  Torbereitungsschulen  aller  Arten,  gewerbliche 
Fortbildnngsschnlen,  Akademien,  Uni Tcrsl täten,  Land-  nnd  Forstwlssenschaftsseknlcn, 
Militärschnlen,  Torbereltnngs- Anstalten  aller  Arten  als  z.  B.  für  das  Ei^|älirig-Frel- 
willige-  nnd  Ofllziers-Examen,  etc. 

Die  SchQler,  Studierenden  und  Kandidaten  der  mathematischen,  technischen  und 
naturwissenschaftlichen  Fächer,  werden  durch  diese.  Schritt  für  Schritt  gelöste,  Aufgaben- 
sammlung immerwährend  an  ihre  in  der  Schule  erworbenen  oder  nur  gehörten  Theorien  eta 
erinnert  und  wird  ihnen  hiermit  der  Weg  zum  unfehlbaren  Auffinden  der  Lösungen  der^ 
jenigen  Aufgaben  gezeigt,  welche  sie  bei  ihren  Prüfungen  zu  lösen  haben,  zugleich  aber  anch 
die  Oberaus  grosse  Fruchtbarkeit  der  mathematischen  Wissenschaften  vorgeführt. 

Dem  Lehrer  soll  mit  dieser  Aufgabensammlung  eine  kräftige  Stiitie  für  den  Schul- 
unterricht geboten  werden,  indem  zur  Erlernung  des  praktischen  Teiles  der  mathematisclien 
Disziplinen  —  mm  Auflösen  TOn  Aufgaben  —  in  den  meisten  Schulen  oft  keine  Zeit  er- 
übrigt werden  kann,  hiermit  aber  dem  Schüler  bei  seinen  häuslichen  Arbeiten  dne  voll- 
ständige  Anleitung  in  die  Hände  gegeben  wird,  entsprechende  Aufgaben  zu  ISsen,  die  ge* 
habten  Regeln,  Formeln,  Sätze  etc.  anzuwenden  und  praktisch  zu  Torwerten.  Lnst,  Liebe 
und  Yerständnis  für  den  Schul-Unterricht  wird  dadurch  erhalten  und  belebt  werden. 

Den  Ingenieuren,  Architekten,  Technikern  und  Fachgenossen  aller  Art,  MiUtlra 
etc.  etc.  soll  diese  Sammlung  zur  Anffrischnng  der  erworbenen  und  rielleicht  Tergesaenen 
mathematischen  Kenntnisse  dienen  und  zugleich  durch  ihre  praktischen  in  aUen  Benfb« 
zweigen  Torkommenden  Anwendungen  einem  toten  Kapitale  lebendige  Kraft  yerleihen  unc* 
somit  den  Antrieb  zu  weiteren  praktischen  Terwertungen  und  weiteren  Forschungen  geben. 

Alle  Buchhandlungen  nehmen  Bestellungen  entgegen.  Wichtige  und  praktische  Auf- 
gaben werden  mit  Dank  von  der  Eedaktion  entgegengenommen  und  mit  Angabe  der  Namen 
verbreitet.  —  Wünsche,  Fragen  etc.,  welche  die  Redaktion  betreffen,  nimmt  der  Yer&saer, 
Dr.  Kleyer,  Frankfurt  a.  M.  Fischerfeldstrasse  16,  entgegen  und  wird  deren  Erledigung 
thunlichst  berücksichtigt. 

Stuttgart  Die  Yerlagshandlung. 


Aufgaben  Über  das  schiefwinklige  Dreieck  im  allgemeinen. 
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An^be  487.  Von  einem  Dreieck  kennt 
man  den  Winkel  y  ==  65®  30'  42",  die  den- 
selben halbierende  Transversale  tr^  =  50  m 
nnd  das  Verhältnis  2:3  der  jenen  Winkel 
einschliessenden  Seiten  a  nnd  b\  man  soll  die 
Winkel  nnd  die  Seiten  berechnen. 


Gegeben 


{y  =  65< 
tpv  =  60 
a\h  =z  2: 


=  650  80'  42" 
m 
3 


Pignr  159. 


Andeutung.  Da  nach  dem  in  der  Erkl.  273 
angeführten  zweiten  Aehnlichkeitssatz  zwei 
Dreiecke  ähnlich  sind,  wenn  das  Verhältnis 
zweier  Seiten  des  einen  Dreiecks  gleicb  dem 
Verhältnis  zweier  Seiten  des  andern  Dreiecks 
ist  nnd  wenn  die  von  jenen  Seiten  einge- 
schlossenen Winkel  einander  gleich  sind,  nnd 
da  femer  in  ähnlichen  Dreiecken  die  homo- 
logen Winkel  bezw.  einander  gleich  sind,  so 
denke  man  sich,  siehe  Figur  159,  ein  dem 
•zu  berechnenden  Dreieck  ABC  ähnliches 
Dreieck  CA^Bi  nnd  suche  zonächst  aus  dem 
durch  die  Aufgabe  gegebenen  Verhältnis  3 : 2 
zweier  Seiten  desselben  und  aus  dem  von 
diesen  Seiten  eingeschlossenen  Winkel  y  die 
beiden  andern  Winkel  a  und  /},  wie  folgt 
zu  berechnen: 

Nach  der  Sinusregel  erhält  man  aus 
dem  gedachten  ähnlichen  Dreieck  CA^B^ 
die  Relation: 

sin« ^ / a\ 

oder,  wenn  man  den  in  der  Erkl.  119  an- 
geführten Summen-  und  Differenzensatz  in 
Anwendung  bringt: 

sing-f*™/^ 24"^ 

sin«  — 8in/9       2  —  3 

und  dann  den  linken  Quotienten  dieser  Glei- 
chung nach  der  in  der  ErkL  268  angeführten 
Formel  reduziert: 

t.^  5 


1« 


^^ 


—  1 


und  hieraus  ergibt  sich: 

A)  .  . 


a  —  ß  1  a-\-ß 

^2  5^2 


Kleyer,  Sbeae  Trigonometrie. 


Da  man  nnn  a-\-ß  bezw.  — i—  mittels 

der  Relation: 

B)  .  .  .  «  +  ^  =  180»— y 

bestimmen  kann,  indem  der  Winkel  y  gegeben 
ist,   so  kann  man  mittels  der  Gleichung  A) 

a  —  ß 

Q    ,  bezw.  a  —  ß  berechnen  und  dann  die 

Winkel  a  und  ß  leicht  bestimmen.    Zu  be- 
achten ist  hierbei  folgendes: 

Nach  Gleichung  A)  ist  die  Tangens  von 

a  —  ß 

— ö^  negativ,  das  deutet  an,  dass  nach  der 
ErkL  321  der  Wert  für  — g-^  ein  negativer 

ist,  dass  also  ß  grösser  als  a  ist,  wie  sich 
ja  auch  aus  dem  gegebenen  Verhältnis  und 

19 
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der  Erkl.  181  ergeben  rnnss,  indem  m  jedem 
Dreieck  der  grösseren  Seite  der  gros- 

^  ui    oai      1?'  •      ^-  v     w       1  *öre  Winkel  gegenüberliegt 

^kl.   »21.     Eme   gomometnsche   Formel        ^^^^  ^^  ^rkl.  321   kann  man  also   fBr 

^"    '  tff(--«)  =  —  tg«  j^®  Gleichung  die  Gleichung: 

(Siehe  Formel  83  in  Kleyers  Lehrbuch  der  te  f—  ^~^^  =  -1.1» ^~^^ 

Goniometrie.)  ^V        ^    J       6^2 

bezw.  die  Gleichung: 

substituieren. 

Hat  man  hiemach  die  Winkel  a  und  ß  he- 

,  stimmt,  so  kann  man  mittels  der  Sinnsreg'el 

aus  dem  Dreieck  ^DC,  in  welchem  die  Seit« 

DC  =wy  gegeben  und  die  Winkel  «,  ACD 

{=^\  und  ÄDC  (=2R  —  a  —  ^h^ 

kannte  Winkel  sind,  die  Seite  h  berechnen; 
in  gleicher  Weise  kann  man  die  Seite  a  be- 
rechnen und  dann  aus  dem  Dreieck  ABC 
mittels  der  Sinusregel  die  dritte  Seite  c  be- 
stimmen. 


Ani^abe  438.    Die  beiden  Seiten  a  und  5  r  a :  2»  =  8 :  29 

eines  Dreiecks  verhalten  sich  wie  8 :  29,  die  Gegeben:  \       c  =  60,6  m 

dritte  Seite  c  nusst  60,5  m  und  die  Länge  l    ^Y  =  ^0,9  m 

derjenigen  Transversale  Wy,  welche  den  der  Andeutung.    Ist,  siehe  Figur  159,  ABC 

Seite  c  gegenüberliegenden  Winkel  y  halbiert,  das  Dreieck ,  welches  den  Bedingungen  der 

beträgt  20,9  m;  man  soll  hieraus  die  unbe-  Aufgabe  entspricht,  so  kann  man  die  Seiten 

kannten  Seiten  und  Winkel  des  Dreiecks  be-  a  und  b  wie  folgt  berechnen: 

rechnen.  j^ach  der  ErkL  316  besteht  die  Relation: 

oder,  da  gemäss  der  Aufgabe: 

.^  a :  6  =  8 :  29 

ist: 

a)  .  .  .    c'ti,:c",o=8:29 
Femer  hat  man  die  Beziehung: 

b)  .  .  .    c  ifi  *  c  ut  =^  c 

Mittels  dieser  Gleichungen,  nach  welchen 
das  Verhältnis  der  Abschnitte  c'^  und  c''^ 
sowie  die  Summe  derselben  bekannt  ist,  kann 
man  die  einzelnen  Abschnitte  c'u>  und  c"^ 
berechnen;  dann  kann  man  mittels  des  in 
der  Erkl.  314  aufgestellten  Satzes,  nach  wel- 
chem die  Beziehung  besteht: 

c)  .  .  .  ir*y  =  ah  —  c'ic  •  c"w 

das  Produkt  ab  der  Seiten  a  und  b  in 
tvy,  c'u,  und  c"^  ausdrucken  und  dann  kann 
man  mittels  dieses  för  a5  gefundenen  Werts 
und  mittels  der  in  der  Aufgabe  gegebenen 
Beziehung: 

a :  b  =  8 :  29 

die  Seiten  a  und  b  berechnen;  man  erhält: 


A)  .  .  .  ö=  y  29*^^"^ 


8«c« 


(8  +  29)s 
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und 


B)...6  =  y^«rV  + 


29862 


(8  +  29)2 

Hat  man  nach  diesen  Gleichungen  die 
Seiten  a  und  h  berechnet,  so  kennt  man  von 
dem  Dreieck  die  drei  Seiten  a,  h  und  c  und 
kann  somit  im  weiteren  wie  in  der  Auflösung 
der  Aufgabe  119  gezeigt  ist,  die  gesuchten 
Winkel  des  Dreiecks  berechnen. 


m)  Aufgaben,  in  welchen  die  durch  winJceihaibierende  Transversalen  gebildeten 
Seitenabschnitte,  auch  die  Differenz  zweier  Winkel  gegeben  sind. 

Aufgabe  439.   Der  Winkel  y  eines  Drei- 


ecks sei  durch  eine  Transversale  toy  halbiert; 
diese  Transversale  teilt  die  Gegenseite  c  in 
zwei  Abschnitte  c*^  und  c^^fy  von  welchen 
der  der  Seite  a  anliegende  Abschnitt 


C  uf 


{c'y,  =  6,6  m  (8.  Erkl.  814  a) 
a  =  18  m 
ß  =  670  22'  48,6" 

Andeutung.  Ist,  siehe  Figur  160,  ABC 
das  Dreieck,  welches  den  Bedingungen  der 
=  6,6  m  misst.  Die  Seite  a  selbst  misst  Aufgabe  entspricht,  so  kann  man  mittels  der 
13  m  und  der  derselben  anliegende  Winkel  |S  gegebenen  Stöcke  c'«, ,  a  und  |5  aus  dem  Drei- 
beträgt 67®  22'  48,5";  man  soll  hieraus  die  ,  ^^^ :,  x^.  ,  i  r  v  i.  •  •  ;i 
nicht  gegebenen  Seiten  und  Winkel  des  Drei-  «ck  BCJ)  den  Winkel  y  berechnen,  wie  in  der 

eeks  berechnen.  Auflösung  der  Aufgabe  118  gezeigt  wurde. 

Da  man  ftigdann  von    dem  Dreieck  ABC 

die  Seite  a  und  die  Winkel  |5  und  7  r=  2.|-j 

kennt,  so  kann  man  im  weiteren  verfahren 
wie  in  der  Auflösung  der  Aufgabe  117  ge- 
zeigt wurde. 


Figur  160. 


Aui^abe  440.  Die  den  Winkel  /  eines 
Drdeclu  halbierende  Transversale  Wy  misst 
28,3332  m,  der  eine  der  Abschnitte,  in  welche 
hierdurch  die  Gegenseite  c  zerlegt  wird,  und 
zwar  der  der  Seite  h  anliegende  Abschnitt  c**^ 
misst  22,0588  m;  wie  gross  sind  die  Seiten 
und  Winkel  des  Dreiecks,  wenn  die  Differenz 
der  d^  Seite  c  anliegenden  Winkel  a  und  ^ 
84^  12' 45,1"  beörögt? 


Gegeben 


{toy  =  28,32 
c"«,  =  22,0ß 


,3382  m 
.0588  m 

640 12- 46,1" 

Andeutung.  Ist,  siehe  Figur  160,  ABC 
das  Dreieck,  welches  den  Bedingungeut  der 
Aufgabe  entspricht,  und  man  will  zunächst 
den  Winkel  a  berechnen,   so   drücke  man 


den  Winkel  ~ 


m   jenen   zu   berechnenden 

Winkel  a   und    in  die  gegebene  Differenz 
a  —  ß  =  ^  aus,  dies  kann  man  wie  folgt: 


Da: 

ist,  so  ist: 

a). 


y  =  1800  — (c  +  iJ) 
1  =  900-4^ 
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berücksichtigt  man  femer,   dass  gemilss  der 
Aufgabe: 

a  —  ß  ■=.  ^ 

ist,  dass  also  hiernach: 
b)  .../?  =  «  —  ^ 

gesetzt  werden  kann,    so   erhält  man   ans 
Gleichang  a): 

oder 


c).  ..  ^  =  90o~(a-|:) 


2 


Setzt  man  diesen  Wert  für  -^  in  der  ans 

dem  Dreieck  ÄCD  nach  der  Sinusregel  sich 
ergebenden  Relation: 


c   fr 


sma  icy 

so  erhält  man: 

Bin  [900  -  («  -  4)]  ^ 

sina  toy 

oder  in  Rücksicht  der  Erkl.  19: 


sma  M»^ 

Entwickelt  man  femer  cos(«  — -ö-j  '"^^ 

der  in  der  ErkL  226  aufgestellten  Formel, 
so  erhält  man: 

coBaco8-ö-  +  sina8in -H-        c" 

sina  w»y 

oder  nach  gehöriger  Reduktion: 

cosa  &    .    ,    d-        c"ip 

C08-5-  +  8m-^  = 


sin«  2  2         f£fy 


+ 


S*»«     '       COsI-  fOy.COsl- 

und  hieraus   ergibt  sich   in  Rücksicht   der 
Erkl.  120  und  121: 


*  c 


ctga  +  tg^=        ^  *" 


oder 


2  ~"  ^ 

*        «^  •  cos  -n- 


e"„  ,    ^ 


A)  .  .  .  ctga  = ^  —  *&  "ö- 

Nach  welcher  Gleichung  man  den  Winkel  a 
berechnen  kann.  Ist  a  berechnet,  so  kano 
man  aus  a  —  ß  =  ^  leicht  ß  und  aus: 

y  =  1800  — (a  +  /?) 

auch  y  bestimmen.    Berechnet  man  femer  aus 

j3,  -^  und  Wy  den  Abschnitt  c'«,,   so  kamt 
man  auch,  da: 
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C  =  C  i^~|    C   te 

ist,  die  Seite  c,  und  kann  dann  zur  Be- 
rechnung der  Seiten  a  und  b  aus  c  und 
den  Winkeln  die  Sinusregel  in  Anwendung 
bringen. 


Anifeabe  441.    Die  den  Winkel  /  eines  f     c"^  =  26,77  m 

Dreiecks  halbierende  Transversale  Wy  teilt  Gegeben:  {         h  =  29  m 


die  Gegenseite  c  in  zwei  Abschnitte,  von  l  a-^  —  820  86'10" 

welchen  der  der  Seite  b  dieses  Dreiecks  an-        Andeutung.  Die  Auflösung  dieser  Aufgabe  ist 
Uzende  Abschnitt  c^'u^  =  26,77  m  misst,  die  analog  der  Auflösung  der  vorigen  Au^be440. 
Seite  b  misst  29  m  und  die  Differenz  der 
der  Seite  c  anliegenden  Winkel  a  und  ß  be- 
trägt 32<^36'10'';  man  soll  das  Dreieck  tri- 
gonometrisch berechnen. 


Aufgabe  442.    Die  den  Winkel  y  eines  f  «»y  =  28,6107  m 

Dreiecks  halbierende  Transversale  Wy  misst  Gegeben:  l  ^'^•^  —  ^^'J^™ 

28,6107  m  und  die  beiden  Abschnitte  c'«,  und  l  c  «,  —  50,88  m 

c'*uf  1  in  welche  diese  Transversale  die  Gegen-        Andeutung.    Für  die  gesuchte  Seite  c 
Seite  zerlegt,  messen  bezw.  189, 12  und  50,88  m;  des  Dreiecks  hat  man  zunächst: 
man  soll  hieraus  die  Seiten  und  Winkel  des  a)  .  .  .  c  =  c'»  +  c"«, 
Dreiecks  berechnen.  ^  Berechnung  der  Seiten  a  und  6  hat  man 

nach  der  Erkl.  314  die  Eelation: 

a)  .  .  .  w>*y  =  ah  —  c'uf  •  c"«, 
und  nach  der  ErkL  315  die  Relation: 

b)  .  .  .  a :  6  =  c't^ :  c  %d 

Aus  den  Gleichungen  a)  und  b)  kann  man 
die  Seiten  a  und  b  berechnen;  man  wird  er- 
halten:   

B)  .  .  ,a=\/ ^{ußy  +  c'^'cf'^) 
und  

C).    .    .    h=z\/^{i0^y+c'^^c"^) 

Hat  man   nach    diesen  Gleichungen  die 
Seiten  des  Dreiecks  berechnet,  so  kium  man    ' 
'  im  weiteren  die  Winkel  desselben  berechnen 

wie  in  der  Auflösung  der  Aufgabe  119  ge- 
zeigt wurde. 


Aufgabe  448.   Die  den  Wiokel  /  halbie-  f  c'«,  =  448  m 

rende  Transversale  Wy  teilt  die  Gegenseite  c  Gegeben:  j  &'u,  =  140 m 

in  die  beiden  Abschnitte  c'«,  und  c"^ ,  welche  l     «  —  70»  40*  80 

bezw.  =  448  m  und  140  m  lang  sind;  der  Andeutung.  Ist,  siehe  Figur  161,  ABC 
dem  Absehnitt  c'^ti,  anliegende  Winkel  a  misst  das  Dreieck,  welches  den  Bedingungen  der 
70^  40'  30^';  man  soll  hieraus  die  beiden  an-  Aufgabe  entspricht,  und  ms^  trägt  die  Seite  b 
dem  Winkel  und  die  beiden  andern  Seiten  auf  der  Seite  a  von  C  nach  CF  ab,  und 
des  Dreiecks  berechnen.  verbindet  Ä  mit  F,  so  erhält  man  das  gleich- 

schenklige Dreieck  ÄFC\  dessen  Basis- 
winkel, wie  in  der  Figur  angedeutet,  je 

=  ^-^  sind,  (s.  Erkl.  322).   Verbmdet  man 

femer  t  mit  2>,  so  erhält  man  nach  der 
ErkL  323  das  gleichschenklig|e  Dreieck 
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ÄtD,    dessen   Schenkel  ÄD  und  fD   je 
und  dessen  Basiswinkel   FÄD  und 


—  (j  1« 


DtÄ  je  = 


a  —  p 


Figur  161. 


Erkl.  822.  Da,  siehe  Figur  161,  die  Drei- 
ecke ABC  und  AFC  den  Winkel  /  gemein- 
schaftlich haben,  so  muss  die  Summe  der  beiden 
andern  Winkel  a  und  ß  des  Dreiecks  ABC 
gleich  der  Summe  der  beiden  andern  Winkel 
CAF  und  AFC  des  Dreiecks  CAF  sein,  und 
da  femer  dieses  Dreieck  nach  Konstruktion 
(siehe  nebenstehende  Andeutung)  ein  gleich- 
schenkliges ist,  indem  CF=zCA  gemacht 
wurde,  und  in  einem  gleichschenkligen  Dreieck 
die  Basiswinkel  einander  gleich,  sind,  so  muss 

jeder  der  Winkel  CAFtol^AFC::^  ^^4"^  sein. 

Erkl.  S28.  Da  die  Transversale  toy  in  der 
Figur  161  den  Winkel  y  halbiert  und  dieser 
Winkel  der  Scheitelwinkel  des  gleichschenk- 
ligen Dreiecks  AFC  ist,  so  muss  die  Trans- 
versale toy  senkrecht  auf  der  Basis  AF  des 
gleichschenkligen  Dreiecks  AFC  stehen  und 
diese  Basis  halbieren.  Da  femer  D  ein  Punkt 
in  der  za  AF  senkrechten  Transversale  tov 
ist,  so  muss  nach  der  Erkl.  324  das  Dreieck 
AFD  ebenfalls  ein  gleichschenkliges 
Dreieck  sein. 

Erkl.  824.  Ein  planimetrischer  Lehrsatz  heisst : 

„Der  in  der  Mitte  einer  Strecke  errichtete 

Perpendikel  ist  der  geometrische  Ort  (siehe 

Erkl.  201)   für  die  Spitzen   aller  gleidi- 

schenkligen  Djeiecke  über  jener  Strebe.  ^ 

(Siehe  Eleyers  Lehrbücher  der  Planimetrie.) 

Erkl.  825.    In  der  Figur  161  ist: 
^DAF z:^  <^DAC  —  ^FAC 
oder 


o-^  sind  (s.  ErkL  325);  i&cnsr 

erhält  man  dasDreieokDP^, 
dessen  Winkel  und  Seiten  die 
in  der  Figur  verzeichneten 
Werte  haben  (a.  ErkL  326 
und  327).  Da  nun  gemäss 
der  Aufgabe  die  Strecken  c*^ 
und  &'^  und  der  Winkel  a 
gegeben  sind,  so  kennt  man 
in  dem  Dreieck  DBF  die  zwei 
Seiten  c*^  und  ü''«,  und  d^i 
der  grösseren  dieser  Seiten, 
nämlich  den  derSeite  c'^^geg-en- 
überliegenden  Winkel  (^2B 
—  a)  und  kann  somit,  wie 
in  der  Auflösung  der  Auf- 
gabe 120  gezeigt  ist,  d«i 
Winkel  j3  berechnet  Ist  ß 
berechnet,  so  kennt  man  in 
dem  ganzen  Dreieck  ABC 
die  Seite: 

und  die  beiden  der  Seite  c  anliegenden  Win- 
kel a  und  ß  und  kann  somit,  wie  in  d^ 
Auflösung  der  Aufgabe  117  gezeigt  ist,  die 
Seiten  a  und  h  berechnen. 


2 

a 

2 

ß  _ 
2  "" 

a 

2 

ß 
2 
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mithin  ist: 

a)..  ^DÄF=^^ 

and  da  ^DAF  =z  ^DFA  ist,  so  ist  anch: 

Erkl«  826.    In  der  Figur  161  ist: 
"^DFB  =  2i?  —  ^AFC  —  ^DFA 

a+ß      a—ß 


=l2B 


2  2 


2        2        2^2 

=  21?  — « 

Erkl.  S27.     In  dem  gleichschenkligen 
Dreieck  ADF  der  Figur  161  ist: 

^ADF=2B''2-  ^^ 

oder 

a)  .  .  <^^DF=212  — (a  — ^) 

Da  nun  <^BZ)F=  2Ä  — uiDJS'ist,  seist 
nach  Gleichung  a): 

<^  BJD-P  =  2JB  —  [2 JB  -  («  — /?)] 
oder 

b)  .  .  ^BDF=:  a  —  ß 


Au%ab6  444.   Der  Winkel  /  eines  Drei-  f  a'w  =  444,8  m 

eckfi  sei  durch  eine  Gerade  halbiert  imd  diese  Gegeben:  {  c"»  =  138,6  m 


Gerade  teüt  die  gegenüberliegende  Seite  c  l     ^  =  680  40'82,6" 

des  Dreiecks  in   die  beiden  Abschnitte  c'u>         Andeutung.   Die  Auflösung  dieser  Aufgabe  ist 

=  444,8  m  und  c  «,  =  138,6  m:   wie  gross  analog  der  Auflösung  der  vorigen  Aufgabe  443. 

sind  die  Seiten  und  Winkel  des  Dreiecks, 

wenn   der   jenem   Abschnitt   c*u,  anliegende 

Winkel  ß  des  Dreiecks  68®  40'  32,5"  beträgt? 


Auljgabe  446.    Die  zwei  Abschnitte  c*u>  {      c'w  =  1000  m 

und  c"«,,  in  welche  die  Seite  c  eines  Drei-  Gegeben:  {      c"«,  =  500m 


■■{ 


ecks  durch  die  den  Winkel  y  desselben  hal-  l  « —  ^  =  20» 

bierende  Transversale  zerlegt  wird,  messen        Andeutung.    Die  Auflösung  dieser  Auf- 

bezw.  =  1000  m  und  =  500  m,  die  Differenz  gäbe  ist  analog  der  Auflösung  der  Aufgabe  443. 

der  der  Seite  c  anliegenden  Winkel  a  und  ß  Man  berechne  aus  dem  Dreieck  DBF,  siehe 

betragt  20^;  man  soll  hieraus  die  Seiten  und  Figur  161,  zunächst  den  Winkel  ß, 
Winkel  des  Dreiecks  bereehnen. 


Aufigabe  446.  Die  den  Winkel  y  eines  f  c"w  =  6,5  m 
Dreiecks  halbierende  Transversale  teüt  die  Gegeben:  j  a  =  630  7'48,4^ 
Gegenseite  c  in  zwei  Abschnitte,  von  welchen  l  ^  —  67o 22'  48,6' 
der  der  Seite  b  des  Dreiecks  anliegende  Ab-  Andeutung.  Die  Auflösung  dieser  Auf- 
schnitt c''tff  ==  6,5  m  misst,  die  der  Seite  c  gäbe  ist  analog  der  Auflösung  der  Aufgabe  443. 
anliegenden  Winkel  a  und  ß  sind  bezw.  Li  dem  Dreieck  DBF,  siehe  Figur  161,  kennt 
o3<>7'48,4"  und  e?**  22' 48,5";  man  soll  hier-  man  gemäss  der  Aufgabe  die  Seite  c"«,  den 
ans  die  Seiten  des  Dreiecks  berechnen.  Winkel  2B^a  und  den  Winkel  ß. 
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Aufgabe  447.   Der  Winkel  y  eines  Drei-  f    r  =  120>  10'  80" 

ecks  beträgt  120^  10'  30",  die  diesen  Winkel  y  Gegeben:  \  c'u,  =  126,36  m 

halbierende  Transversale  teilt  die  Gegenseite  c  l  *'"«'  —  ^^8,32  m 

in  zwei  Abschnitte  c'u,  und  c"^,   welche  Andeutung.   Aus  dem  Dreieck  D^F  der 

^®«^^  -^  W  ^  ^^^f^'^l  «  messen;  man  ^^  ^^^  e^hÄlt  man  nach  dem  Tangentensatz: 
soll  die  ubngen  Winkel  und  Seiten  des  Drei-  a    \    t        x   r*  i  /o  i>       m 

ecks  berechn^.  ^>  +  ^>  =  ^^+  o.""" 

Da  nnn: 

tg[/9-t-(25-«)]  =  tg[2Ä-(«-«] 
also  hiernach  nnd  nach  der  Erkl.  289: 
tg[/9  +  (2Ä  —  a)]  =  tg[2Ä  — («-/?)]  = -tg(«  —  Ä 
und  da  femer: 
tg[/9-(2Ä-«)]  =  tg(-[2Ä~(«+/f)]) 

oder  nach  der  ErkL  321: 

=  -tg[2Ä- («  +  /»)] 
also  hiernach  nnd  nach  der  ErkL  289: 

tgDj-(2i?-«)]  =  -[-tg(«  +  /J)l 

oder 
=  tg(«+/J) 
gesetzt  werden  kann,  so  erhält  man: 

c'V  — c'«,  tg  («  +  /?) 

oder,  wenn  man  nach  der  Erkl.  321: 
-tg(«-/J)  =  tg[-(«-^)]  =  tgOf-.«) 

j  und  in  Rücksicht,  dass  {a-^ß)  nnd  / 
Komplementwinkel  sind,  nach  der  ErkL  19 
tg(a-f-/J)  =  ctgy  setzt: 

f^i+c^p  _  tgc^^-^ 

c"»  —  &w  ctgy 

Ans  dieser  Gleichung  erhfilt  man: 

er  ^^-'  CiQ 

nach  welcher  Gleichung  man  ß  —  a  berech- 
nen kann.  Hat  man  ß  —  a  berechnet,  so 
kann  man  aus  diesem  berechneten  Werte  und 
in  Eticksicht,  dass: 

a  +  /J=:  1800  — y 

ist,  leicht  die  einzelnen  Winkel  a  und  ß  be- 
rechnen.   Da  femer  die  Seite: 

ist,  also  bekannt  ist,  so  kann  man  im  weiteren 
ans  der  Seite  c  und  den  Winkehi  a  und  ^, 
wie  in  Auflösung  der  Aufgabe  117  gezeigt, 
die  Seiten  a  und  h  des  Ddreiecks  berechneo. 


Aufgabe  448.   Von  einem  Dreieck  kennt  f    «  =  53o  r  48,4" 

man  die  zwei  Winkel  a  =  63«  7' 48,4"  und  Gegeben:  j    ^^  =  67© 22- 48,5" 

ß  =  67<> 22' 48,5",  sowie  den  Abschnitt  c'^  [c^  —  6,5 m 

=  6,5  m  der  Seite  c,  welcher  durch  die  den  Andeutung.   Denkt  man  sich  ein  Dreieck, 

Gegenwinkel  y  halbierende  Transversale  ge-  welches  den  Bedingungen  der  Aufgabe  ent- 

bildet  wird  und  dem  Winkel  ß  anliegt  spricht,  und  trägt  alsdann  die  kleinere  Seite  a 

auf  der  grösseren  Seite  6  ab,  so  kann  man 
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sich  (analog  wie  in  der  Figur  161  das  Dreieck 
BDF)  ein  Dreieck  bilden,  in  welchem  die 
Winkel  a,ß  —  a  und  die  Seite  r',^  vorkommen, 
und  aus  welchem  man  hiemach,  wie  in  der 
Auflösung  der  Aufgabe  117  gezeigt  wurde, 
die  Seite  jenes  Dreiecks  berechnen  kann, 
welche  gleich  dem  andern  Abschnitt  </*„  der 
Seite  (;  ist;  da  hiemach  leicht  c  (=  c'^  -\-  c'*^ 
bestimmt  werden  kann,  so  kennt  man  von 
dem  zu  berechnenden  Dreieck  die  Seite  r, 
die  Winkel  a  und  ß  und  kann  im  weiteren 
verfahren  wie  in  der  Auflösung  der  Auf- 
gabe 117  gezeigt  wurde. 


Aufgabe  449.  Die  den  Winkel  y  eines 
Dreiecks  halbierende  Transversale  teilt  die 
Gegenseite  c  in  zwei  Abschnitte  c'^g,  und  c*'un 
weiche  bezw.  =  6,5  und  7,5  m  lang  sind. 
Zwischen  den  Winkeln  a  und  |3,  welche 
der  Seite  c  anliegen,  besteht  die  Beziehung, 
dass  a  =  Sß  ist;  man  soll  hieraus  die  Seiten 
nnd  Winkd  des  Dreiecks  berechnen. 


Gegeben: 


C  u> 

C    to 

a 


6,5  m 
7,5  m 
3/? 


Andeutung.  Ist,  siehe  Fig^ur  161,  das 
Dreieck  ABC,  welches  den  Bedingungen  der 
Aufgabe  entspricht,  und  denkt  man  sich  das 
Hülfsdreieck  BDI  gebildet,  wie  in  der  An- 
deutung zur  Aufgabe  443  gesagt  ist,  und 
beachtet  man,  dass  in  demselben  der  der 
Seite  c*'^  gegenüberliegende  Winkel  =  ß,  der 
von  den  beiden  Seiten  c'^  und  c"to  einge- 
schlossene Winkel  =  3j3  —  ß  =  2ß  und  dass 
der  dritte  Winkel  =  2  Ä— 2|S--lS  =  2  Ä— 3/3 
ist,  so  erhält  ma&  mittels  Anwendung  der 
Sinusregel  die  Eelation: 

ö'w   _  sin(2Ä— 8jg) 
&'iff  sin/9 

oder  in  Rücksicht  der  Erkl.  66: 


A)  .  . 


er 


v> 


8in3j9 
sin^ 


nämlich  eine  goniometrische  Gleichung, 
in  welcher  nur  der  unbekannte  Winkel  ß 
vorkommt,  formt  man  dieselbe  so  um,  dass 
man  nur  eine  Funktion  des  unbekannten 
Winkels  ß  hat,  so  kann  man  den  Winkel  ß 
berechnen  u.  s.  f.  In  bezug  auf  jene  Um- 
formung bringe  man  zunächst  die  in  der 
Erkl.  266  aufgestellte  Formel  in  Anwendung, 
wonach  man  erhält: 


Uf 


oder 
AJ. 


C    to 


C  %o 


—  3sin^--48in»/g 
siujJ 

=  3  -  4sin2^ 


welche  Gleichung  nunmehr  noch  in  bezug 
auf  sinjS  aufzulösen  ist.  Negative  Werte, 
welche  sich  für  sinjS  ergeben,  haben  in  bezug 
auf  die  Aufgabe  keinen  Sinn. 
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n)  Aufgaben,   in  weichen  winiceliiaibierende  Transversalen  und  Hölien,  aucli 

Seitenabsciinitte  und  Verhäithisse  voricommen. 


An^g^be  460.  Die  zur  Seite  a  eines 
Dreiecks  gehörige  Höhe  ha  misst  12,9231  m 
und  der  Winkel  /  dieses  Dreiecks  ist  = 
59^  29'  23,1'';  me  gross  sind  die  nicht  ge- 
gebenen Seiten  nnd  Winkel  dieses  Dreiecks, 
wenn  die  jenen  Winkel  y  halbierende  Trans- 
versale Wy  ==  12,0934  m  misst? 


Gegeben 


f   Äa  = 


^  =  12,9281m 

=  590  29'  28,1 
Wy  =  12,0984  m 


Andeatang.  Die  gegebene  Höhe  ha  ist 
die  Kathete  eines  rechtwinkligoi  Dreiecks, 
dessen  einer  spitze  Winkel  gleich  dem  ge- 
gebenen Winkel/  (wenn  derselbe  ein  stumpfer 
Winkel  wäre,  gleich  dem  SnpplementwLikd 
desselben)  ist  nnd  dessen  Hypotenuse  die 
Seite  5  des  zu  berechnenden  Dreiecks  ist 
Aas  diesem  Dreieck  kann  man  auf  einfache 
Weise  die  Seite  b  berechnen,  Ist  die  Seile  b 
berechnet,  so  kennt  man  von  dem  zu  berech- 
nenden Dreieck  h,  Wy  und  y  und  kann,  infolge 
dessen  weiter  verfahren  wie  in  der  Andeu- 
tung zur  Aufgabe  430  gesagt  wurde. 


Angabe  451.  Der  Winkel  /  eines  Drei- 
ecks ist  59®  29'  23,1",  die  diesen  Winkel 
halbierende  Transversale  Wy  misst  12,0934  m 
und  die  Höhe  he,  welche  zu  der  dem  Winkel  y 
gegenüberliegenden  Seite  c  gehört,  misst 
12  m;  man  soll  hieraus  die  nicht  bekannten 
Seiten  und  Winkel  des  Dreiecks  berechnen. 


Figur  162. 


Gegeben 


f    Äc  =  12l 

:  {     y  =  590 

l  Ufy  =  12,( 


^  =  12  m 

590  29'  28,1 
ufy  =  12,0934  m 


t* 


Andeutung.  Aus  dem  rechtwinkligen 
Dreieck,  welches,  siehe  Figur  162,  von  der 
Höhe  he  und  der  Winkelhalbierenden  Trans- 
versale Wy  gebildet  wird,  berechne  man  zu- 
nächst den  Winkel,  welchen  jene  beidoi  Linien 
miteinander  bilden,    und  welcher  nach  der 

Erkl.  328  =  ^^ ,  nämlich  gleich  der  hal- 
ben Differenz  der  Dreieckswinkel  a  nnd  ß 
ist.  Hat  man  auf  diese  Weise  ß  —  a  be- 
rechnet, so  kann  man  in  Bticksicht,  dass  die 
Summe  a-|-j3=  180^  —  y,  also  gemäss  der 
Aufgabe  bekannt  ist,  die  einzehien  Winkel  a 
und  ß  berechnen.  Da  man  hiernach  von  dem 
zu  berechnenden  Dreieck  die  Winkel. 
die  Höhe  hc  und  auch  die  Transversale  tcj 
kennt,  so  kann  man  im  weiteren  verfahren, 
entweder  wie  in  der  Andeutung  zur  Auf- 
gabe 343  oder  wie  in  der  Andeutung  zur 
Aufgabe  432  gesagt  ist 


Erkl.  328«  Ein  planimetrischer  Lehrsate  heisst : 

„Der  Winkel,  welchen  die  einen  Winkel 

emes  Dreiecks    halbierende   Transversale 

mit  der  von  dem  Scheitel  dieses  Winkels 

gefönten  Höhe  bildet,  ist  gleich  der  halben 

Differenz  der  der  Gegenseite  anliegenden 

Winkel." 

(Siehe  Kleyers  Lehrbücher  der  Planimetrie.) 

Nach  diesem  Satz  ist,  siehe  Figur  162: 

Dies  kann  man  wie  folgt  beweisen: 
Aus  dem  rechtwinkligen  Dreieck  ÄDC  der 
Figur  162  ergibt  sich: 
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Da  nim: 


'^ÄCD=:<^ÄeF+^FCD  =  ^  +  ^FCD 


_  y 

ist,  80  ergibt  sich  bieraüB,  dass: 

a)  .  .  .  .  -^  +  <^i?'CD  =  900— « 

ist.  Feiner  ergibt  sich  ans  dem  rechtwinkligen 
Dreieck  BDCi 

da  nmi: 

-^DCB  =  ^FCB  —  ^FCD  =  ^  —  ^  FCD 

ist,  80  eigibt  sich  hierans,  dass: 

b)  .  .  .  .  -^  — ^jFCDziiOOO  — ^ 

ist  Snbtrahiert  man  die  Gleiohnng  b)  von  der 
Gleichnng  a),  ao  erhält  man: 

|-  +  ^J?'C/)-(-|--^FC2))  =  900_«-(900-/j) 

oder 

2  .  ^  FCD  =  —  «  +  ^ 

mithin 

1) <^  FCD  =  ^^ 

Fällt  der  Fnsspnnkt  D  der  Höhe  hc  dies- 
seits des  Schnittpunktes  F  der  Transversalen  wy 
and  der  Seite  e^  so  erhält  man  in  analoger 
Weise: 

2) ^FCD  =  ^-i 


Auflebe  462.    Die  znr  Seite  c  gehörige  f  Ac  =  24m 

Höhe  he  eines  Droiecka  ist  ==  24  m»  der  dieser  Gegeben:  {  wy  =  28,8332  m 

Seite  c  gegenüberliegende  Winkel  y  wird  durch  l    «  =  73o  44'  23,3'" 

eine  Transversale  «v  halbiert,  welche  28,3332  m        Andeutung.     Die  Auflösung  dieser  Angabe 

nusst,  und  der  dei'Seite  c  anliegende  Winkel «  igt  im  allgemeinen  analog  der  Auflösung  der 

ist  =  73^  44' 23,3'';  wie  gros»  sind  die  nicht  vorigen  Angabe  461. 
gegebenen  Seiten  und  Winkel  dieses  Dreiecks? 


■•^•»« 


Axdgshe  4ö3i    Von  einem  Dreieck  kennt  f    a  =  290  m 

man  die  Seite  a  =  290  m,   die  zur  Seite  c  Gegeben:  ]   ä^  =  200  m 

gehörige  Höhe  he  =  200  m  und   die  den  l  «y  =  226  m 

Winkel  y  halbierende  Transversale  Wy  =  Andeutung.  Die  Auflösung  dieser  Au^be 
225  m;  man  soll  hieraus  die  nicht  gegebenen  igt  im  allgemeinen  analog  der  Auflösung  der 
Seiten  und  Winkel  des  Dreiecks  berechnen.    Aufgabe  451. 

Aufgabe   464.     Die  zur  Seite  c   eines  [  Ae  =  20  m 

Dreiecks  geMrige  Höhe  he  ist  =  20  m  lang,  Gegeben:  \    c'  =  99  m 

der  durch  diese  Höhe  auf  der  Seite  c  ge-  l  ^Y  =  20,8166  m 

büdete  Abschnitt  c\  welcher  der  Seite  a  Andeutung.  Man  berechne,  siehe  Fig.  162, 
anhegt,  nusst  99  ra  und  die  den  Wmkel  y  ^^  ^^  und  tZ  die  Differenz  der  Winkel  a 
halbierende  Transversale  ^y  ist  20,8155m  und  |S  wie  in  der  Andeutung  zur  Aufgabe  451 
lang,  man  soll  hieraus  die  Seiten  und  Wmkel  gesagt  wurde,  dann  berechne  man  aus  c' 
des  Dreiecks  berechnen.  ^^  ^^  ^^  Eintel  ß  und  die  Seite  a;   da 

man  alsdann  von  dem  Dreieck  ABC  die 
Seite  b,  den  Winkel  a  und  die  Differenz 
a  —  ß  kennt,  so  kann  man  leicht,  wie  in  der 
Auflösung  der  Aufgabe  117  gezeigt  wurde, 
hieraus  <üe  übrigen  Stucke  berechnen. 
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Aufgabe  455.    Die  den  Winkel  7  eines  (  Cur  =  29,6  m 

Dreiecks  halbierende  Transversale  teüt  die  Gegeben:  l  C'tc^  10,4m 

Gegenseite  in  die  Abschnitte  c'«,  =  29,6  m  \    ha  —  12,978  m 

und  c'*v>  =  10,4  m;  die  zu  einer  der  beiden  AüdeutiiiLg.  Man  beachte,  dass  die  Höhe  ä« 

andern  Seiten,   s&  B.  zur  Seite  a  gehörige  die  Kathete  eines  rechtwinkligen  Dreiecks  ist; 

Höhe  ha  misst  12,978  m;  wie  gross  sind  die  dessen  Hypotenuse  die  Seite  c  und  dessen 

Seiten  und  Winkel  des  Dreiecks?  einer  spitze  Winkel  der  Winkel^  ist;  in  Rück- 
sicht, dass  ha  gegeben  und  dass  c  ans: 

leicht  bestimmt  werden  kann,  kann  man  aus 
jenem  Dreieck  den  Winkel  |3  berechnen.  Da 
man  nunmehr  von  dem  zu  berechnenden  Drei- 
eck den  Winkel  ß  und  die  Abschnitte  c'^  und 
c''u>  kennt,  so  verfahre  man  im  weiterea  wie 
in  der  Andeutung  zur  Aufgabe  448  gesagt 
ist,  indem  man  sich,  siehe  Figur  161,  das 
Hülfsdreieck  BDI  gebildet  denkt  und  ans 
demselben  zunächst  a  berechnet  u.  s.  f. 


Aufgabe  456.    Die  Seite  d  eines  Dreiecks  f    a  =  18  m 

misst  13  m,  die  zur  Seite  c  gehörige  Höhe  he  Gegeben:  j    f  =  7,6154m 

teilt  die  Seite  c  in  zwei  Absclmitte ,  von  l  *^'*^  "-  ^»^  ^ 

welchen    der    der  Seite  a   anliegende  Ab-  Andeutung.  Man  berechne,  siehe  Fig.  162, 

schnitt  c'  =  7,6154  m  misst,  femer  teilt  die  aus  a  und  c'  die  Höhe  K  und  den  Winkel  ß, 

dep  Winkel  /  halbierende  Transversale  die  dann  berechne  man  aus  hc  und  m  (=  c'«,  —  c') 

Gegenseite  c  in  zwei  Abschnitte,  von  welchen  die  Winkeldifferenz  a  —  ß,  wonach  man  dann 

der  der  Seite  a  anliegende  Abschnitt  c^w  a  leicht  bestimmen  kann.    Da  man  nunmehr 

=  7,5  m  misst;  man  soll  hieraus  die  beiden  yon  dem  zu  berechnenden  Dreieck  die  Seite  a 

andern  Seiten  und  die  Winkel  des  Dreiecks  und  die  beiden  Winkel  a  und  ß  kennt,  so 

berechnen.  kann  man  im  weiteren,  wie  in  der  Auflösung 

der  Aufgabe  117  gezeigt  ist,  die  übrigen 

Stücke  berechnen. 


Aufgabe  457.    Das  Verhältnis  der  beiden  (  a:h  =  d:l 

Seiten  a  und  5  eines  Drdecks  ist  =  3 : 1,  Gegeben:  l    «^y  =  20m 

die  den  Winkel  y  halbierende  Transversale  Wy,  l     Äi  —  17  m 

welcher  von  jenen  Seiten  eingeschlossen  wird,  Andeutung.  Man  berechne  zunächst  die 
ist  20  m  lang  und  die  zur  dritten  Seite  ge-  Differenz  der  Winkel  a  und  ß  aus  dem  recht- 
hörige Höhe  he  misst  17  m;  man  soll  hieraus  winkligen  Dreieck  CDF  der  Figur  162,  mi^ 
die  Seiten  und  Winkel  des  Dreiecks  berechnen,  tels  der  aus  diesem  Dreieck  sich  eigebenden 

Relaüon: 

A\  **  —  ß  he 

A)  ....  COS  — s-^  =  — 

'  2  Ufy 

Dann  berechne  man,  indem  man  sich  ein 
dem  zu  berechnenden  Dreieck  ähnliches 
Dreieck  denkt,  dessen  Seiten  a  und  b  in  d^n 
gegebenen  Verhältnis  stehen,  die  Summe  der 
Winkel  a  und  ß  mittels  der  nach  dem  Tan- 
gentensatz aus  diesem  gedachten  Dreieck  sich 
ergebenden  Relation: 

.     g  +  jg 

^>--'-    tg^    "«-^ 
indem  man  in  derselben  für  a  und  5  die  ge- 
gebenen  Verliältniszahlen  8  und  1  und  für  —^ 
den  vorhin  berechneten  Wert  substituiert 
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Ist  hiernach  a  nnd  ß  berechnet,  so  kann 
man  im  weiteren  verfahren  wie  in  der  An- 
deutung zur  Aufgabe  432  oder  wie  in  der 
Andeutung  zur  Aufgabe  343  gesagt  ist. 


An^be  468.  In  einem  Dreieck  verhält 
sich  die  zur  Seite  a  gehörige  Höhe  ha  zu 
dem  der  Seite  a  anliegenden  Abschnitt  h\ 
welchen  die  zur  Seite  h  gehörige  Höhe  hh 
auf  der  Seite  h  bildet,  wie  3 : 2 ;  femer  verhält 
sich  jene  Seite  a  zu  dem  der  Seite  h  an- 
liegenden Abschnitt  a*  derselben,  welcher 
durch  die  zugehörige  Höhe  ha  gebildet  wird, 
wie  7 : 2,  und  die  den  Winkel  y  halbierende 
Transversale  tvy  misst  100  m;  man  soll  hieraus 
die  Seiten  und  Winkel  des  Dreiecks  berechnen. 

Figur  163. 


Gegeben 


f  Äo :  6'  =  3 : 

:  {    a :  a'  =  7  : 

\        ITy  =  KM 


Gegeben:  ha '  h* 
a:  a' 
und  ioy 


Äo :  6'  =  3 : 2 
2 
wy  =  100  m 

Andeutung.    Ist,  siehe  Figur  163,  ABC 
das  Dreieck,  welches  den  Bedingungen  der« 
Aufgabe  entspricht,  so  kann  man  zunächst 
den  Winkel  y  wie  folgt  berechnen: 

Aus   dem  rechtwinkligen  Dreieck  ÄCD 
erhält  man: 

a)  .  .  .  tgy  =  — ;- 

Cr 

femer  erhält  man  aus  dem  rechtwinkligen 
Dreieck  BCFi 

D)  .  ,  .  cosy  =  — 

a 

Dividiert   man    die   Gleichung  a)    durch 
Gleichung  b),  so  wird: 

tgy  __  ha a_ 

cosy         a*      h* 
oder 

tgy         ha      a 
cosy  6j       a, 

Da  nun  gemäss  der  Aufgabe: 

&i  "■  2 
und 

a         7 


a. 


2 


ist,  so  erhält  man: 


A.)   ...    * 


tgy    _  3 


cosy         2      2 

nämUch  eine  goniometrische  Gleichung,  die 
in  bezug  auf  eine  Funktion  des  Wiäels  / 
leicht  aufgelöst  werden  kann,  und  mittels 
welcher  man  somit  den  Winkel  y  berechnen 
kann. 

Nunmehr  bestimme  man  zur  Berechnung 
der  Winkel  a  und  ß  das  Verhältnis  der  Seiten 
a  und  h  wie  folgt: 

Aus  dem  Dreieck  ADC  erhält  man: 

ha 

oder,  wenn  man  nach  der  gegebenen  Pro- 
portion: 

Ä«  :  fe'  =  8  :  2 
für: 


setzt: 


Ä«  = 


smy  = 


2 
2h 
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und  hieraus  erhält  man: 

86' 


c)  .  .  .  6  = 


2  sin/ 
Femer  erhält  man  aus  dem  Dreieck  BIC: 

cos  y  =  — 
oder 

d)  .  .  .  a  =: 


cosy 


Aus   den   Gleichungen  c)  und  d)  ergibt 
sich  fOr  das  Verhältnis  der  Seiten  a  und  h: 


oder 


h         coBy  '  28iny 

a_ 28iny 

b        dcosy 

a        2     ^ 
y  =  -3-tgy 


Berücksichtigt  man  femer,  dass  nach  der 
Sinusregel  auch: 

sina   a 

BlXLß  h 

ist,   so  erhält  man  in  Eücksicht  dessen  aos 
der  Gleichung  f): 

sina        2tgy 


g).. 


sin^  3 


Bringt  man  in  bezug  auf  diese  Proportion 
den  in  der  ErkL  119  aufgestellten  Smmnen- 
und  Differenzensatz  in  Anwendung,  so  o*hält 
man  weiter: 

sing-f"^/^   2tgy'f-3 

sina  — 8in/9  2tgy— -3 

oder  nach  der  Erkl.  268: 

^-2^    _  2tgy  +  3 
tg^LlLÄ         2tgy-3 

a4-ft 

und  wenn  man,  in  Bücksicht,  dass  — ^  und 

y 

Y  Komplementwinkel  sind: 

setzt  und  jene  Gleichung  in  bezug  auf  tg  — x- 

auflöst: 

A\  *    «  — ^        2tgy  — 8       .     y 

nach  welcher  Gleichung  man  die  Differoiz 
der  Winkel  a  und  ß  berechnen  kann;  da 
nun  deren  Summe  =  180^  —  r  ist,  so  kann 
man  leicht  hiemach  die  einzdnen  Winkel  a 
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und  ß  berechnen.  Sind  die  Winkel  a,  ß 
und  7  des  Dreiecks  berechnet,  so  kann  man 
im  weit^en,  da  die  Transversale  Wy  gegeben 
ist,  verfahren  wie  in  der  Andeutung  zur  Auf- 
gabe 432  gesagt  wurde. 


o)  Aufgaben,  in  welchen  Abschnitte  zweier  Winkelhalbierender 

Transversalen  vorkommen. 


Aufgabe  459.  Von  einem  Dreieck  kennt 
man  den  Winkel  a  =  53^  V  48,4"  und  die  Ab-  Gegeben 
schnitte  w'ß  =  8,2173  m  und  w*y  =  9,0934  m 
der  Halbierungslinien  wß  und  Wy  der  Winkel 
^  und  y,  welche  bezw.  zwischen  den  Scheitel 
jener  Winkel  und  dem  Durchschidttspunkt 
jener  Transversalen  liegen;  wie  gross  sind  die 
Winkel  und  die  Seiten  dieses  Dreiecks? 


f     a  =  52 
:\tp'ß  =  8, 


a  =  580  r  48,4" 
=  8.2173  m 

0934  m  (8.  Erkl.  329) 


Andeutung.  Ist,  siehe  Figur  164,  ABC 
das  Dreieck,  welches  den  Bedingungen  der 
Aufgabe  genagt,  so  kennt  man  in  dem  Dreieck 
BCP  die  Seite  BP=  w*ß^   die  Seite  CP 


=  w 


und   die  Summe 


ß  +  Y 


der  Winkel 


y 2 

ß  y 

Y  und  ~,  indem  jS  -[-  y  =  iso^  —  a,  also 

^:^  =  90«--|-  ist. 

Bringt  man  in  Rücksicht  dessen  den 
Tangentensatz  in  Anwei&dung,  so  erhält 
man  aus  dem  Dreieck  BCP: 

^4  w'y  —  tP*ß 


t«^ 


u>*y  +  w*ß 

oder,  da  wie  oben  erwähnt: 


ErU.  929.  In  diesem  Buch  sind  die  Ab- 
schnitte, in  welche  sich  die  Winkelhalbierenden 
Transversalen  eines  Dreiecks  gegenseitig  zer- 
legen (s.  Erkl.  330)  in  ganz  analoger  Weise 
bezeichnet  wie  die  HOhenabsdmitte,  siehe  die 
Erkl.  292. 

So  ist  z.  B.  in  der  Figur  164  der  nach  dem 
Scheitel  C  hin  liegende  Abschnitt  der  Trans- 
versale Wy  mit  u>*y  und  der  nach  der  Seite  c 
hin  liegende  Abschnitt  dieser  Transversale  mit 
w"y  bezeichnet. 

ErU.  880*  Ein  planimetrischer  Lehrsatz 
beisst: 

„I^e  drei  die  Winkel  eines  Dreiecks 
halbierenden  Transversalen  schneiden  sich 
in  einem  Punkt  und  dieser  Punkt  hat  die 
Eigenschaft,  dass  er  gleichweit  von  den 
drei  Seiten  des  Dreiecks  entfernt  ist  (er 


also       tg^±2:  =  tg  ^450-  -J)  =  ctg^ 
gesetzt  werden  kami  (siehe  ErkL  19): 

A  \  j.     ß  —  Y  ^Y  —  ^'ß  J.      « 

A)...tg^=    J^_^J^    .c^-^ 

ß  —  y 
mittels  welcher  Gleichung  man  — j-^  ^®^W' 

ß  —  y  berechnen  kann;  liat  man  hiernach 
ß  —  y  berechnet,  so  kann  man,  da  jS-f-/  be- 
kannt ist,  leicht  die  einzelnen  Winkel  a  und  ß 
berechnen.  Dann  kann  man  aus  dem  Dreieck 
-BCP  die  Seite  a  und  hiernach  mittels  An- 
wendung der  Sinusregel  die  übrigen  Seiten 
b  und  c  berechnen. 
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ist  also  der  Hittelpunkt  des  dem  Dreieck 
einbeschriebenen  Kreises;  siehe  die  spä- 
teren Abschnitte,  welche  Angaben  über: 
das  Dreieck  in  Verbindung  mit  dem  Kreis 
enthalten).^ 

(Siehe  Kleyers  Lehrbücher  der  Planimetrie.) 


Aufgabe  460.  In  einem  Dreieck  ist  der 
Winkel  y  =  80«  30'  40"  und  die  beiden  Ab- 
schnitte w*y^  und  w**y^  in  welche  die  diesen 
Winkel  halbierende  Transversale  Wy  durch 
eine  der  beiden  andern  Winkelhalbierenden 
Trani^ersalen  zerlegt  wird,  messen  bezw. 
70  und  40  m;  man  soll  hieraus  die  beiden 
andern  Winkel  und  die  Seiten  des  Dreiecks 
berechnen. 

Figur  165. 


Gegeben 


=  800  30'  40" 
70  m 


40m 


H      D 


Andeutung.  Ist,  siehe  Figur  165,  AM 
das  Dreieck,  welches  den  Bedingungen  der 
Aufgabe  entspricht,  und  ist  P  der  Pimkt  in 
welchem  sich  die  drei  winkeihalbierenden 
Transversalen  des  Dreiecks  schneiden,  sidie 
Erkl.  330,  und  man  fällt  von  diesem  Punkt 
die  drei  Perpendikel  F1^,  PG  und  PH  anf 

die  Dreiecksseiten,  so  müssen 
dieselben  nach  jen^  ErkL  330 
einander  gleich  sem. 

Bezeichnet  man  jeden  diesfl 
Perpendikel  mit  dem  Buch- 
staben r,  so  erhält  man  aos 
dem  rechtwinkligen  Dräeck 
CGPfS^t  denselben: 

a)  r  =  tt^'y .  sin -|- (8.  Erü.  50) 

Berftcksichtigt  man  ferner, 
dass  in  dem  rechtwinkligen 
Dreieck  PHD  nach  der  Er- 
klärung 331: 


<^HPZ)  = 


2 


Erkl«  881«  Denkt  man  sich,  siehe  Fig.  165, 
in  dem  Dreieck  ABC  die  zu  AB  gehörige 
Höhe  K  gefällt ,  so  ist  nach  der  Erkl.  328  der 


ist,  so  erhält  man  aus  diesem  Dreieck: 


da 


von  ha  und  toy  gebildete  Winkel  =  — q"^; 

nun  die  gedachte  Höhe  ha  parallel  dem  Per- 
pendikel PH  ist,  so  muss  auch: 

sein. 


b)  ...  cos 


ß 


2 


W   y 


Substituiert  man  hierin  für  r  d^  Wert 
aus  Gleichung  a),  so  erhält  man: 


A)  .  .  •  .  cos 


a-/?__^y8"^i 


2 


w'*Y 


nach  welcher  öleichuBg  »««  ^.  ber.. 

a  —  ß  berechnen  kann;  aus  dem  fQr  a  — ^ 
hiemach  berechneten  Wert  und  aus  dem  fßr 
a-\-ß  bekannten  Wert  (a  +  jS=  180^  —  ?) 
kann  man  alsdann  die  einzelnen  Winkel  a 
und  ß  berechnen.  Da  man  hiernach  von 
dem  Dreieck  ABC  die  Transversale  vj 
(=  %o*Y  -|-  tD"y)  und  die  Winkel  kennt ,  so 
kann  man  im  weiteren  verfahren  wie  in  der 
Andeutung  zur  Aufgabe  432  gesagrt  wurde. 


Preisgekrönt  in  Frankfurt  a.  M.  1881. 


Der  ausführliche  Prospekt  und  das  ausführliche  Inhalts- 
verzeichnis der  „YoUständig  gelösten  Anfgabensammlmig  yon 
Dr.  Ad.  Kleyer**  kann  yon  jeder  Bachliandlung,  sowie  yon  der 
Verlagsliandlnng  gratis  und  portofrei  bezogen  werden. 

Bemerkt  sei  hier  nur: 

1).  Jedes  Heft  ist  aufgeschnitten  und  gut  hrochiert  um  den  sofortigen  und  dauern- 
den Oehrauch  zu  gestatten. 

2).  Jedes  Kapitel  enthält  sein  besonderes  Titelblatt,  Inhaltsirerzeichnis,  Berichtigungen 
und  Erklärungen  am  Schlüsse  desselben. 

8).  Auf  jedes  einzelne  Kapitel  kann  abonniert  werden. 

4).  Monatlich  erscheinen  3 — 4  Hefte  zu  dem  Abonnementspreise  von  25  Pfg.  pro  Heft 

5).  Die  Reihenfolge  der  Hefte  im  nachstehenden,  kurz  angedeuteten  Inhaltsver- 
zeichnis ist,  wie  axui  dem  Prospekt  erBiohtlioh,  ohne  jede  Bedeutung 
fttr  die  Interessenten. 

6).  Das  Werk  enthält  AUes,  was  sich  Überhaupt  auf  mathematische  Wissenschaften 
bezieht,  alle  Lehrsätze,  Formeln  und  Regeln  etc.  mit  Beweisen,  alle  praktischen 
Aufgaben  in  vollständig  gelöster  Form  mit  Anhängen  ungelöster  analoger  Auf- 
gaben und  vielen  vortrefflichen  Figuren. 

7).  Das  Werk  ist  ein  praktisches  Lehrbuch  für  Schüler  aller  Schulen,  das 
beste  Handbuch  für  Lehrer  und  Examinatoren,  das  vorzüglichste  Lehrbuch 
nun  Selbststudium,  das  vortrefiTlichste  Nachschlagebuch  fUr  Fachleute  und 
Techniker  jeder  Art. 

8).  Alle  Buchhandlungen  nehmen  Bestellungen  entegen. 


'* 


Das  vollständige 

InhaltsTerzeichnis 

der  bis  jetzt  erschienenen  Hefte  1—266 

kann  durch  jede  Buchhandlung  bezogen  werden. 


Halbjahrlich  erscheinen  Nachträge  über  die  inzwischen  neu  erschienenen  Hefte. 


Oreek  Ton  Oarl  Ilftmmer  in  Stiittg»rt. 


C>JA/'^.''yy  cc^i-y^, 


!    < 


285.  Heft. 


deg  Heftes 

«5  Pf. 
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Forts.  V. Heft  284.  —"fertig 

Mit  12  Figaren. 


.1  ■i--I^'^_L. 


L-L  -',.l-.^ 


VoUstandig  gelöste      _ 

Aufgaben-  Sammlung 

—  nebst  Anhängen  ungelöster  Aufgaben,  für  den  Schul-  &  Selbstunterricht  - 

mit 

\a^  DBd  EDtwleUnnii  der  benibteii  Säbe,  Formeln,  Regeln,  in  Fragen  nnd  intiorten 

erlftntert  durch 

viele  Holzsclinitte  &  lithograpli.  Tafeln, 

auB  allen  Zweigen 

der  Reehenlninst)  der  niederen  (Algebra,  Planimetrie,  Stereometrie,  ebenen  n.  sphärischen 
Trigonometrie,  synthetischen  Geometrie  etc.)  n.  höheren  Mathematik  (höhere  Analysis, 
IHiierential-  n.  Integral-Rechnung,  analytische  Geometrie  der  Ebene  u.  des  Raumes  etc.);  — 
»OS  allen  Zweigen  der  Physik,  Meehanik,  Graphostatik,  Chemie,  Geedisle,  Nautik, 
mathemat.  Geographie,  Astronomie;  des  Kasehinen-,  Strassen«,  Eisenbahn-,  Wasser-, 
firfieken-  u.  Hoehban's;  der  Konstrnktionsleliren  als:  darstelL  Geometrie,  Polar-  u. 

Parallel-PerspektiYe,  Sehattenkonstmktionen  etc.  etc. 

für 

Schüler^  Stndierende,  Kandidaten,  Lehrer,  Techniker  jeder  Art,  Militärs  etc. 

zum  einzig  riclitigen  und  erfolgreiclien 

Studitim,  snr  Forthfilfe  bei  Schularbeiten  und  zur  rationellen  Verwertung 

der  exakten  Wissenschaften, 

herausgegeben  Ton 

Dr*  Adolpb  Kleyer^ 

Vatbematiker,  rereldetar  kOnigl.  preasi.  Feldmesser,  ▼erefdeler  grossb.  hestiioher  Oeometer  I.  Klasse 

in  Frankfurt  a.  M. 
unter  Mitwirlning  der  bewährtesten  Kr&fte. 
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Silr^ne  Trisronoinetrie. 

Fortsetzung  von  Heft  284.  —  Seite  305—320.     Mit  12  Figuren. 

Izilxalt: 

Aufgaben  aber  das  sobiefwinkllge  Dreieck,  Fortsetsung.    Aufgaben,  in  welchen  die  in  den  Mitten  der  Seiten 

errichteten  Perpendikel  rorkommen;  in  welchen  besondere  Transversalen  ▼orkommen  ;  in  welcbeii  die  Summe 

aweler  Seiten,  auch  Differenz  sweier  Winkel  nnd  das  YerbKltnla  sweier  Seiten  gegeben  sind. 


0  Stuttgart  1886. 
Verlag  von  Julius  Maier. 


Ole  thnaii 


■«■  DI«M  Ayfgabtntanniyng  trtelMint  tartlaiiftnd,  monttllch 
Havptksplttl  sind  nit  tl|M«r  Paofnltrunf  v«rMhtn,  m  tfSM  J«dM  dtrt«lb«n  elMii  Band  bilden  wird. 


Das  vollständige  Inhaltsverzeichnis  der  bis  jetzt  erschienenen  Hefte  1 — 266 


Preisgekrönt  in  Frankfurt  a.  M.  1881. 


PROSPEKT. 


Dieses  Werk,  welchem  kein  ftknlicbes  xor  Seite  steht,  erscheint  monatlich  in  8 — 4 
Heften  xn  dem  billigen  Preise  Ton  25  ^  pro  Heft  und  bringt  eine  Sammlung  der  wichtif 
sten  nnd  praktischsten  Aufgaben  ans  dem  Gesamtgebiete  der  Mathematik  ^  Physik, 
Mechanik,  matb.  Geographie^  Istronorale^  des  Masehinen-|  Strassen-^  Elsenbahn-, 
Brücken-  nnd  Hoehbanes,  des  konstruktlyen  Zeicknens  etc.  etc.  nnd  swar  in  TOllstindlg 
gelöster  Fonoy  mit  yielen  Fignreny  Erklirnngen  nebst  Angabe  nnd  Entidekclnng  der 
benntsten  Sfttze,  Formeln^  Segeln  in  Fragen  mit  Antworten  etc.,  so  dass  die  Lösung 
Jedermann  Terst&ndlich  sein  kann,  besw.  wird,  wenn  eine  grössere  Anzahl  der  Hefte  er- 
schienen ist,  da  dieselben  sieh  In  ihrer  Gesamtheit  ergftncen  nnd  alsdann  anch  alle 
Teile  der  reinen  nnd  angewandten  Biathematik  —  nach  besonderen  selbst&ndigen  Kapi- 
teln angeordnet  —  Torliegen. 

Fast  jedem  Hefte  ist  ein  Anhang  Ton  nngelösten  Aufgaben  beigegeben,  welche  der 
eigenen  Löenng  (in  analoger  Form,  wie  die  besflglichen  gelösten  Anfgaben)  des  Studierenden 
fiberlassen  bleiben,  nnd  sugleich  Ton  den  Herren  Lehrern  fftr  den  Schulunterricht  benutst 
werden  können.  —  Die  Lösungen  hienn  werden  spkter  in  besonderen  Heften  fOr  die  Hand  des 
Lehrers  erscheinen.  Am  Schlüsse  eines  jeden  Kapitels  gelangen:  Titelblatt^  Inhaltsyenelek- 
nlgy  Berlehtlgmigen  und  erllatemde  ErkUmngen  über  das  betreffende  Kapitel  lur  Ausgabe. 

Das  Werk  behandelt  sunAchst  den  Hauptbestandteil  des  mathematisch-naturwissen- 
schaftlichen ünterrichtsplanes  folgender  Schulen:  Realschulen  L  nnd  IL  Ord.,  gleich- 
berechtigten höheren  Bflrgersehnleni  PrlTatschnlen,  Gjmnaslen,  Bealgyninasleay  Pre- 
gjmnaslen,  Schnllehrer- Seminaren ,  Polytechniken  |  Techniken  y  Bangewertschnlen, 
Gewerbeschnlen,  Handelsschulen,  techn.  Torbereitnngsschnlen  aller  Arten,  gewerbliche 
Fertblldvngsschnleni  Akademien,  ünlrersitAten,  Land-  und  Forstwisseiiscbaftsackalen, 
Milltlrschnlen,  Torbereltnngs-Anstalten  aller  Arten  als  s.  B.  für  das  EliJUirlg-Vrei- 
willige-  nnd  Oflliiers-Examen,  etc. 

Die  Schllleri  Studierenden  nnd  Kandidaten  der  mathematischen,  technischen  nnd 
naturwissenschaftlichen  Fftcher,  werden  durch  diese.  Schritt  fVr  Schritt  gelöf te,  Aufgaben- 
sammlung immerwährend  an  ihre  in  der  Schule  erworbenen  oder  nur  gehörten  Theorien  etc. 
erinnert  nnd  wird  ihnen  hiermit  der  Weg  sum  nnfehlbaren  Auffinden  der  Lösungen  der- 
jenigen Anfgaben  geseigt,  welche  sie  bei  ihren  PrflAingen  su  lösen  haben,  sugleich  aber  auch 
die  ttberans  grosse  Fmchtbarkeit  der  mathematischen  Wissenschaften  Torgeffihrt. 

Dem  Lehrer  soU  mit  dieser  Aufgabensammlung  eine  kriftige  Stfitae  ffir  den  Beknl» 
Unterricht  geboten  werden,  indem  rar  &lemung  des  praktischen  Teiles  der  mathematischen 
Disdplinen  —  mm  Auflösen  yon  Anfgaben  —  in  den  meisten  Schuleb  oft  keine  Z«it  er- 
fibrigt  werden  kann,  hiermit  aber  dem  'Schaler  bei  seinen  häuslichen  Arbeiten  eine  yoll- 
st&ndige  Anleitung  in  die  Hände  gegeben  wird,  entsprechende  Anfgaben  ra  löaeiy  die  ge- 
habten Segeln,  Formeln,  Sätze  etc.  aninwenden  und  praktisch  ra  yerwertem.  Lut^  Ueke 
nnd  Yerständnis  ffir  den  Schnl-Ünterricht  wird  dadurch  erhalten  und  belebt  werden. 

Den  Ingenieuren,  Architekten,  Technikern  und  Fachgenossen  aller  Art,  Mllltln 
etc.  etc.  soll  diese  Sammlung  rar  Anffrischnng  der  erworbenen  und  yielleicht  yergessenen 
mathematischen  Kenntnisse  dienen  und  ragleich  durch  ihre  praktischen  in  allen  Bemfb- 
iwelgen  yorkonunenden  Anwendungen  einem  toten  Kapitale  lebendige  Kraft  yerleihen  und 
somit  den  Antrieb  ra  weiteren  praktischen  Yerwertungea  nnd  weiteren  Fersehnngen  geben. 

Alle  Buchhandlungen  nehmen  Bestellungen  entgegen.  Wichtige  nnd  praktiache  Auf- 
gaben werden  mit  Dank  tou  der  Redaktion  entgegengenommen  nnd  mit  Angabe  der  Nam«n 
^orbfcilet  —  Wfinsche,  Fragen  etc.,  welche  die  Bedaktien  betreffen,  nimmt  der  Yerlksner, 
Dr.  Kloyer,  Frankftirt  a.  M.  FIscherfeldstraHe  1€,  entgegen  nnd  wfird  deren  Sriediginig 
tknnlichst  berflcksichtigt 

stattgari  Die  Yerlagshandluiig. 


Aufjg^ben  ttber  das  schiefwinklige  Dreieck  im  allgemeinen. 
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p)  Aufgaben,  in  welchen  die  in  den  Mitten  der  Seiten  errichteten  PerpendiJcel 

vorkommen. 


Aufgabe  461.  Von  einem  Dreieck  kennt 
loan  die  Seite  c  =  150  m  nnd  die  in  den 
Mitten  der  beiden  andern  Seiten  a  nnd  b 
errichteten  Senkrechten  pa  =  ^0  m  nnd 
;)» =  50  m  bis  zn  ihrem  Dorchschnittsponkt; 
man  soll  die  übrigen  Seiten  nnd  Winkel  des 
Dreiecks  berechnen« 


Gegeben 


=:150m 
80m 
50m 


Fignr  106. 


Andeutung.  Ist,  siehe  Fignr  166,  ABC 
das  Dreieck,  welches  den  Bedingungen  der 
Aufgabe  genügt,  und  man  verbindet  die 
Mitten  D  und  F  der  Seiten  a  nnd  6,  so  er- 
hält man  das  Hülfsdreieck  DFP,  dessen  drei 
Seiten  gegeben  sind,  indem  die  Seiten  pa  und 
Pb  dieses  Dreiecks  gemäss  der  Aufgabe  direkt 
gegeben  sind  und  indem  die  Seite  FD  nach 

der  ErkL  309  =  -q-  ^'    ^^  ^™  ^  ^^^ 

Dreieck  DJPP  der  Winkel  IPD  nach  der 
ErkL  332  =  2Ä  — y  und  da  <^  PFD  = 
90<>  — «  und  <^PDJ?  =  90^  — j5  ist,  weü 
nach  der  Erkl.  309  die  Strecke  FD  auch 
parallel  der  Seite  AB  ist  und  weil  die 
Strecken  PJP  und  PD  senkrecht  zu  den 
Seiten  AC  und  BC  sind,  so  erhält  man  aus 
diesem  Dreieck  nach  dem  in  der  Auflösung 
der  Aufgabe  119  aufgestellten  Formeln  173 
bis  175  die  Relationen  : 


cos  (900  —  a)  = 


(iy+i>«*-i>«- 


SrU.  8S2«  Ein  planimetrischer  Lehrsats 
iieisst: 

„In  jedem  Viereck  ist  die  Summe  der 
Tier  Winkel  =  4J8«. 

(Siehe  Kleyers  Lehrbücher  der  Planimetrie.) 

Da  in  dem  Viereck  CFPD,  siehe  Fignr  166, 
jeder  der  beiden  Winkel  CFP  und  CDP  ein 
rechter  Winkel  ist,  weil  die  Strecken  PD  und 
PF  bezw.  senkrecht  auf  den  Seiten  CB  und 
CA  stehen,  so  muss  nach  jenem  Satz: 

'^FCD  +  <^FPDz=2R 

sein,  und  hieraus  ergibt  sich: 

^FPD=ziR  —  y 


2  •  2"  •  -P* 

CO8(900  — ^)=  ^^^ ^ 

^'J'Pa 


cos(2Ä  — y) 


_  p^a +ph  -  (^y 


a). 

b). 

und 

oder,  wenn  man  nach  der  ErkL  19: 
cos  (900  —  «)  =  sina 

cos  (900  — jj)  =  «11^ 
und  nach  der  ErkL  94: 

cos  (ßR  —  y)  =  —  cosy 
setzt  und  reduziert: 

cß  +  ^(ph—p^a) 


ebenso : 


sma  = 


^cpb 


—  cosy  =    ^  o*        

'  Spa-Pb 


Kleyer,  Bbent  Trigonometrie. 


A). 

B). 
und 

oder 

C)  .  .  .  cosy  = x-^^- — -—  - 

'  *  ^Pa'Pb 

Hat  man  nach  diesen  drei  Gleichungen 
die  Winkel  des  Dreiecks  berechnet,  so  kann 
man  mitteLs  derselben  nnd  der  gegebenen 
Seite  c  nach  der  Sinusregel  die  db"d  Seiten 
berechnen. 
20 
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f  pa  =  110, 
:  {pb=:  92,2 

[     C«=:600J 


8  m 
m 
SO' 20" 


Aufig^be  462.    Die  zwei  in  den  Mitten 
der  Seiten  a  und  h  eines  Dreiecks  errichteten  Gegeben 

Perpendikel  pa  nnd  ph  messen  bis  zn  ihrem 
Durchschnitt  bezw.  110,8  m  und  92,2  m  und        Andeutuna.     Die  Auflösung  dieser  Angabe 
der  der  Seite  a  gegenüberliegende  Winkel  a  ist  analog  der  Auflösung  der  vorigen  Aufgabe, 
misst  60®B0'20'';  man  soll  hieraus  die  nicht 
gegebenen  Seiten  und  Winkel  des  Dreiecks 
berechnen. 


Aufjg^abe  463.  Die  in  den  Mittett  der 
drei  Seiten  a,  h  und  c  eines  Dreiecks  errich- 
teten Senkrechten  messen  bis  zu  ihrem  ge- 
meinschaftlichen Durchschnittspunkt  bezw. 
Pa  =  50  m,  ^6  =  40  m  und ^^  =  30  m;  wie 
gross  sind  die  Winkel  und  Seiten  dieses 
Dreiecks? 


Gegeben 


[Pc  = 


^a  =  50  m 
40m 
dOm 


Aüdeutnng.  Ist,  siehe  Figur  167  und 
die  Erkl.  338,  ^J9C  das  Dreieck,  wdches 
den  Bedingungen  der  Aufgabe  entspricht  und 
verbindet  man,  wie  in  der  Andeutung  zur 
Aufgabe  461  gesagt,  die  Mitten  D  und  /. 
so  erhält  man  das  Hälfsdreieck  DFP,  in 
welchem  nach  der  Erkl.  309  die  Seite  FD 

=  Y  ^'^^  ^  welchem  nach  der  ErkL  332 

der  Winkel  i)P-F=  2-B  —  y  ist  Nach  dem 
Projektionssatz  (siehe  Antw.  der  Frage  22) 
erhält  man  somit  aus  diesem  Hälfsdreieck: 


Figur  167. 


©■= 


P^a  +ph  -  2  ' Pa' Pb' cos(2R -  y) 


oder,  wenn  man  nach  der  Erkl.  94: 

cos  (2  jB  —  y)  =  —  cosy 
setzt: 

a)  .  .  (^J  =P^a+ph  +  2pa'PbcmY 

Verbindet  man  femer  P  mit  A  oder  mit 
B,  so  erhält  man  aus  dem  rechtwinkligen 
Dreieck  APG,  in  Rücksicht,  dass  in  dem- 
selben nach  den  Erkl.  333  und  334  der 
Winkel  APG  =  y  ist,  wie  in  dar  Figur 
angedeutet: 


oder 


b) 


Erkl«  888«     Ein  planimetrischer  Lehrsatz 
heisBt: 

„Die  in  den  Mitten  der  drei  Seiten  eines 
Dreiecks  errichteten  Senkrechten  scheiden 
sich  in  einem  Punkt.  Dieser  Punkt  hat 
die  Eigenschaft,  dass  er  gleichweit  von 
allen  Ecken  des  Dreiecks  absteht  (er  ist 
somit  der  Mittelpunkt  des  dem  Dreieck 
umbeschriebenen  Kreises,  siehe  die 
späteren  Abschnitte,  welche:  „Aufgaben 
Über  den  Kreis  in  Verbindung  mit  dem 
Dreieck  enthalten). 

(Siehe  Eleyers  Lehrbüdier  der  Planimetrie.) 

Nadi  diesem  Sats  ist  in  der  Figur  167: 

f2  =  fb  =  pc 


c 
2" 


=^Pc'^f 


Aus  den  (rleichungen  a)  nnd  b)   erhält 
man  durch  Substitution: 

c)  .  .  .  rjPc-tg-|.j  =p*a+phi-2paPhCoaY 

nämlich  eine  goniometrische  Gleichung,  in 
welcher  nur  noch  der  unbekannte  Winkel  j 
vorkommt,  und  welche  zunächst  so  mnsn- 
formen  ist,  dass  nur  noch  eine  Funktion  des 
unbekannten  Winkels  vorkommt  Setzt  man 
zu  diesem  Zweck: 


008^ 


Angaben  über  das  schiefwinklige  Dreieck  im  aUgemeinen.  ^07 

Erkl.  884«    Da  nach  dem  in  der  Erkl.  383  also 

angeftthrten  planimetxischen  Satz  in  der  Fig.  167  .  2  r 

die  Dreiecke  APC,  ÄPB  nnd  BPC  gleich-  tff«i^  =  ^ 

Bchenklige  Dreiecke  sind,  so  müssen  auch  die  ^    2        coaS-^l 

Basiswinkä  eines  jeden  dieser  Dreiecke  einander  2 

gleich  sein,   wie  in  der  Figai  167  dnrch  die  „„,   u:^^»«  «««v   a^^  t?*.m    iak  «5»  «««2  ^ 

Buchstaben  d„  d,  nnd  d,  angedeutet  ist  ^^  *"«™  ^^^  ^«'  ^^^-  ^^^  ^  »"*  T 

Hiemadh  ergeben  sich  aus  der  Figur  167        -       ^^^2  ^    «^  ^«i«hu  ,«««  ^^^  pi /.««!.»»«*. 
die  Beziehungen:  =  ^  —  ®^«  T»  «^  «^^*  ^^  ^®  Gleichung: 

a)  .  .  .  d,  +  da  =  «  „1  —  cos^y        -,«,«. 

c)  .  .  .  d,  +  dj  =  /J  Bringt  man  in  Rücksicht ,   dass  cos  y  die 

Aus  den  Gleidiungen  a)  und  b)  erhftlt  man  unbekannte  ist,  dieselbe  auf  ihre  geordnete 
durch  Substitution:  Form,  so  erhält  man: 

d)  .  .   .  y  —  d,+  d,  =  «  pi^^p2^^p2^  p2^ 

und  aus  den  Gleichungen  d)  und  0)  erhält  man  ^>  '  co^y-] 2p^b ^^  "  2pa  -ph 

durch  Substitution:  ^^^.^j^  ^  ^^^^^  ^^^  ^^^^  ^^  kubische 

oder         y  -  (^  -  *^«)  +  *^«  =  «  Gleichung  (s.  Erkl.  335). 

y  — ^+^j  +  <^«  =  « 

2d,  =  «H-/?  — y 

^»- 2 

oder,  wenn  man  noch  berücksichtigt,  dass 
«4-^  =  27?  — y  ist: 

_8'Jg-y-y 
^»-  2 

oder 

e)  ,  .   d,  =  JB  —  y 

Da  nun  in  dem  rechtwinkligen  Dreieck  Ä  PG 

^APG=:B--d^ 

ist,  so  erhält  man  in  Bücksiebt  der  Gleichung  e): 

<^APa  =  B'^(R-y) 
oder 

f)  .  .  ^APG  =  y 

wie  in  der  Figur  angedeutet  ist. 

Erkl.  885.  Ausführliches  über  die  Auflösung 
kubischer  Gleichungen  findet  man  in  Kleyers 
Lekrbuch  der  kubischen  Gleichungen  und  in 
Kleyers  Lehrbüchern  der  höheren  Gleichungen. 


oder 


q)  Aufgaben,  in  welchen  besondere  Transversalen  vorkommen. 

Aufgabe  464.     Eine  von  der  Ecke  A  ra':a"=:  2:3 

eines  DtreiedaB  ABC  ausgehende  Transversale  Gegeben:  |        «i  =  26o  4' 

teilt  die  Gegenseite  a  in  zwei  Abschnitte  a'  l        «s  —  17»  12* 

xmda'\  dieBioliverhaltmiwie  2:3.  Wie  gross  Andeutung.  Ist,  siehe  Figur  168,  ABC 
sind  die  drei  Winkel  dieses  Dreiecks,  wenn  das  Dreieck,  in  welchem  die  Transversale  t 
jene  Transversale  mit  der  Seite  c  einen  Winkel  die  in  der  Aufgabe  erwähnten  Eigenschaften 
og  =  17®  12'  und  mit  der  Seite  b  einen  Winkel  hat,  so  kann  man  die  Winkel  ß  und  y  dieses 
aj  =  26*4'  bildet?  Dreiecks  zunächst  wie  folgt  berechnen: 

Aus  den  Dreiecken  ADC  und  ADB  er- 
geben sich  nach  der  Sinusregel  die  Relationen: 

a)  .  .  .   a'  :t  =  sina^ :  siny 
und 

h)  .  .  .  a"  :t  :=  sina, :  sin/} 
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Figur  168. 


Dividiert  man  die  Gleichung  a)  durch 
Gleichung  b)  und  reduzieit,  so  erhSlt  man 
weiter: 


a' 


sma. 


sin/9 


,*i 


und  hieraus  erhält  man  zunächst  fOr  das 
Verhältnis  der  Sinns  der  zu  berechnenden 
Winkel  ß  und  y: 

miß  a'      aino, 

siny 


A^)  .  .  . 


.'4 


a"      sm  «1 
wonach  man  in  Rücksicht  des  für  den  Quo- 

tienten  -^  gegebenen  Werts  und  der  für  die 

Winkel  a^  und  a^  gegebenen  Werte  jenes 
Verhältnis  berechnen  kann.  Setzt  man  für 
dieses  nunmehr  bekannte  Verhältnis  den  Buch- 
staben Vj  so  ist  also: 


j*-^  •  .  • 


sin/?  

siny 


und  hieraus  kann  man  die  Winkel  ß  und  ; 
wie  folgt  berechnen: 

Setzt  man: 

muß  V 

siny  ""  1 

und  bringt  den  in  der  ErkL  119  angeführten 
Summen-  und  Differenzensatz  in  Anwendung^ 
so  erhält  man  weiter: 

sin/g-f-siny  __  p-}"^ 

sin/}  —  siny      «  —  1 
oder,  in  Rücksicht  der  Erkl.  268: 


t^q^ 


tg 


2 


c  +  1 
e-l 


Da 

nun: 

ß+y  = 

1800- 

-  a 

also: 

2     "" 

900  — 

2 

mithin: 


ist,  so  erhält  man  ans  jener  Gleichimg: 

ß--r_v--i 


A)  . . .  tg 


2 


«  +  1 


i.    « 

Ctgy 


ß — y 

nach  welcher  Gleichung  man      g    ■ 


bezw. 


ß  —  y  bestimmen  kann.  Aus  diesem  für 
ß  —  y  berechneten  und  aus  dem  für  ^-f-/ 
=  180*  —  a  =  180<>  —  («1  +  «2)  bekannten 
Wert  kann  man  alsdann  die  einzelnen  Winkel 
a  und  ß  berechnen. 


Anlg^aben  ttber  das  schiefwinklige  Dreieck  im  allgemeinexi. 
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Au^be  485.  Die  Seite  a  eines  Dreiecks 
ist  500  m  lang,  der  derselben  gegenüber- 
liegende Winkel  a  beträgt  75<>  40'  35'',  eine 
von  dem  Scheitel  des  Winkels  a  ausgehende 
Transversale  teilt  den  Winkel  a  im  Verhältnis 
3:2  und  die  Seite  a  im  Verhältnis  23:10; 
wie  gross  sind  die  nicht  gegebenen  Seiten 
und  Winkel  des  Dreiecks? 


Gegeben: 


a 
a 


600  m 
750  40'  35" 
3:2 
23:10 


Andeutung.   Man  berechne  zunächst  ans 
dem  gegebenen  Verhältnis: 

a)  .  .  .  Ol :  a,  =  3 :  2 
und  in  Rücksicht,  dass: 

b)  .  .  .  «i  +  «,  =  «  =  760  40' 36" 

ist,  die  einzelnen  Winkel  a^  und  a^;  dann 
berechne  man  aus  diesen  Winkeln  aj  und  a2 
und  dem  gegebenen  Verhältnis  a':a'\  wie 
in  der  Andeutung  zur  vorigen  Aufgabe  464 
gesagt  wurde,  die  Winkel  ß  und  y  des  Drei- 
ecks. Da  man  hiernach  von  dem  zu  be- 
rechnenden Dreieck  die  Seite  a  und  die  Winkel 
kennt,  so  kann  man  im  weiteres  verfahren, 
wie  in  der  Auflösung  der  Aufgabe  117  ge- 
sagt wurde. 


Aufgabe  466.  Von  einem  Dreieck  kennt 
man  den  Winkel  a  =  111<>  36,6'  und  die  Gegeben 
beiden  diesen  Winkel  in  drei  gleiche  Teile 
teüenden  Transversalen  ^j  =  5  dm  und  ^2 
=  4  dm.  Man  soll  den  Inhalt  des  Dreiecks 
berechnen. 


f  a=  1110  86 

:  I  <,  =  5  dm  I 

l/2  =  4dm  J 


a=  1110  86' 6" 

ti  und  h  sind  Traasversalen, 
welche  den  Winkel  a  in 
drei  gleiche  Teile  teilen. 


Figur  169. 


ans 


Andeutung.  Manberechne,  siehe  Fig.  169, 
den  Inhalt  F^  des  mittleren  Dreiecks  ÄDF 

|-,  ti  und  ^2  mittels  dem  in  ErkL  151 

aufgestellten  Satz.  Dann  berechne  man 
mittels  Anwendung  des  Tangentensatzes 
die  Winkel  ö  und  e  dieses  Dreiecks, 
bezw.  deren  Nebenwinkel  Hiemach 
berechne  man  die  Inhalte  F^  und  F^ 
der  Dreiecke  ABD  und  ÄIC  nach 
der    in    der   Erkl.   130    aufgestellten 

Formel  104,  und  zwar  F^  aus  ^|,  |- 

und  dem  Nebenwinkel  von  e  und  F^ 

aus  ^2,  ^  und  dem  Nebenwinkel  von  d. 

Für  den  gesuchten  Inhalt  I*   des  Dreiecks 

ABC  hat  man  alsdann:  jP=  i?\  + jF^  +  ^s 


Au%abe  467.  Der  Winkel  a  eines  Drei- 
ecks wird  durch  zwei  Transversalen  t^  und  ^2 
in  drei  gleiche  Teile  geteilt;  wie  gross  sind 
die  durch  diese  Transversalen  auf  der  gegen- 
überliegenden Seite  gebildeten  Abschnitte, 
wenn  die  jenem  Winkel  a  gegenüberliegende 
Seite  a  =  3700  m  und  die  derselben  anliegen- 
den Winkel  ^  und  y  bezw.  =  33^  14'  und 
58^43'  messen. 


Gegeben 


■m 


Der  Winkel  a  wird 
durch  TransYeraalen  in 
drei  gleiche  Teile  geteilt 


a  =  3700  m  1 
330 14' 
680  43' 

Andeutung.  Man  berechne,  siehe  Fig.  169, 
zunächst  den  Winkel  a  aus: 
A)  .  .  .  «  =  1800— (/J  +  y) 
und  hiemach  den  Winkel  a/g. 

Dann  verfahre  man  zur  Berechnung  der 
gesuchten  Abschnitte  a',  a"  und  a**^  weiter 
wie  folgt: 

Aus  den  Dreiecken  AFC  und  AFB  er- 
hält man  nach  der  Sinusregel: 


und 


a) 
b) 


a' 


smy 

sin«/ 


a"  +  «'" 


smy 


sm 


2a 
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Und  ans  diesen  beiden  Gleiehimgen  er- 
gibt flieh  dnrch  Elimination  der  Ordsse  t^z 

,     ainy         ,  ,,  .     ,,,.       mß 


sm 


d 


2a 


oder,  wenn  man  a''  -^-a^'*  =  o  —  a'  setzt: 


Bin| 


a') 


ßin-g- 


in  welcher  Gleichung  nnr  noch  die  unbekannte 
Grösse  a'  vorkommt  und  nach  welcher  man 
somit  den  Abschnitt  a*  berechnen  kann.  In 
ganz  derselben  Weise  l^um  man  den  Ab- 
schnitt a*"  berechnen  und  dann  kann  wmn 
a"  aa&  der  Beziehung: 

a"  z^a--  (a'  +  a*") 
berechnen. 


Aufgabe  468.  Der  Winkel  a  =  72«  24'  9" 
eines  Dreiecks  ist  in  die  drei  Teile  ai,  a^ 
vaA  a^  geteilt,  welche  sich  verhalten  wie 
1:2:3.  Wie  gross  ist  der  mittlere  der  Ab- 
schnitte, in  welche  die  Teillinien  des  Win- 
kels a  die  gegenüberliegende  Seite  a  teilen, 
wenn  die  beiden  äusseren  Abschnitte  a'  und 
a"*  derselben  bezw.  =  26  und  360  m  hing 
sind? 


Gegeben: 


«1 :  «j  :  «8 


ar  = 


720  24' 9'' 
1:2:8 
25m 
d60m 


Figur  170. 


Andeutung.   Man  berechne  zunächst  aus 
dem  gegebenen  Verhältnis: 

a)  .  .  .  «1 :  a,  :  O3  =  1 : 2 : 8 

und  in  Rücksicht,  dass: 

b)  .  .  .  «,4-«2  +  «8  =  72024'9" 

ist,  wie  in  der  Andeutung  zur  Angabe  827 
gesagt  wurde,  die  einzelnen  Winkel  a^,  «4 
und  «Q.  Dann  berechne  man  den  gesacht«» 
Abschnitt  a'\  siehe  Figur  170,  wie  folgt: 

Aus  den  Dreiecken  ÄIC  und  ÄFD  er- 
hält man  nach  der  Sinusregel: 


und 


C^    .    .    ■    .     ~~~*  Hü 


d)  .  .  .  .  ^  — 


smy 


sma, 

sing 
sina. 


und  aus  diesen  beiden  Gleichungen  ergibt 
sich  durch  Elimination  der  Grösse  t^  die 
Beziehung: 

e )  •  •  •  •  a   •  -:: —  A     •  — ; 

sma^  Bin  «2 

Berücksichtigt  man  nunmehr,  dass: 
€=1800— (a,  +  <f) 
und  dass  nach  der  ErkL  113: 

^  =  «i+y 

ist,  dass  also  hiernach: 

€  =  1800-<«,  +  «,+y) 

und  somit  für: 

sin«  =  sin  [I8OO  —  («,  +  «^  4-y)l 
=:  8in(«,  +  ai  +  y)  (s.  Erkt  66) 

gesetzt  werden  kann,  so  erhält  man: 
siny  _         «n(tt,  +  «i+y) 

»    •  — ; —  «     •  ; 

sm«^  smo. 


Anfig;abexi  über  das  Bchiefwinklige  Dreieck  im  allgemeineii.  3X1 

und  wenn  man  in  bessng  auf  8in[(a2  H~  <<i)  H~  /] 
die  in  der  Erkl.  96  angeführte  goniometrlBChe 
Formel  in  Anwendimg  bringt: 

'   ^"^y t4  8in(fl4-|-gi) '  cosy+cos  («g+«i)  *  siny 

sina^  sina. 

Dividiert  man  diese  Gleichung  durch  sin/, 
so  geht  dieselbe,  in  Rücksicht  der  ErkL  121, 
über  in: 

_- —  __  d  . .  

smo^  sma, 

und  hieraus  erhält  man  für  ctg/: 

Ctey  =  g'  8m«a COS  («,  +  «^) 

Brkl.  886.     Eine   goniometrische   Formel  a".8inoj.8in(«,  +  «^      8in(«,  +  «i) 

heisst:  oder  nach  der  Erkl.  121: 

ctg(2iJ-a)  =  — ctg«  _  g^sing, , 

(Siehe  Fwroel  86  in  Kleyers  Lehrbuch  der    ^  ^^  "^  a".8in«i(sin«,  +  «i)     ^^*«"'"*'^ 
Goniometrie.)  ^j;^^    welche   Gleichung    der    unbekannte 

Winkel  7  in  die  zu  berechnende  Strecke  a* 

Erid,  887^     Eine  goniometrische  Formel  ^^  ^  ^®  gegebenen  Stücke  ausgedrückt  ist 

heisst:  In  derselben  Weise  kann  man  aus  den 

ctgactg/?  — 1  Dreiecken  ÄDF  und  ÄDB   eine   analoge 

ctg(«  +  «  —  ctgtt  +  ctg^  Beziehung  für  ctg /J  aufstellen,  man  erhält: 


(Siehe  Formel  47  in  Kleyers  Lehrbuch  der  tA  ctir^  = ^    f"^** ctir^c-f-«.) 

Goniometrie.)  ^^  '^'^  "^  a'^-sm«, sin («,+«,)      ^^"«^"»^ 

Berücksichtigt  man  nunmehr,  dass: 

^  =  1800-(«  +  y) 

somit: 

ctg/f  =  ctg [1800- («  +  v)l  =  -  ctg(«  +  y) 

(s.  Erkl.  d86) 

und  dass  nach  der  ErkL  337: 

-^    /     I     V        ctga'Ctgy— 1 
^^  ^''        ctgo  +  ctgy 

ist,  so  geht  in  Bücksicht  dessen  die  Glei- 
chung g)  über  in: 

ctggctgy  •—  1 a'"  sin  «, 

'  '         ctg«  +  ctgy        a"*sinas  sin («, -f-  «g) 

Löst  man  diese  Gleichung  in  bezug  auf 
ctg/  auf  und  setzt  den  für  ctg/  sidh  er- 
gebenden Wert  in  Gleichung  f),  so  erhält 
man  endlich  eine  Bestimmungsgleichung  für 
den  gesuchten  Abschnitt  a''. 


Aufgabe  489.  Die  Seiten  a,  5  und  c  eines  f  a  =  18  m  )  Die  Seite  airt  in  toUidftiie 

eieel^  sind  bezw.  =  13,  15  und  14  m  lang.  Gegeben:     &  =  16  m     l^^  f  ^LhSt  Hebende 

Die  Seite  a  ist  in  drei  gleiche  Teile  geteilt  l  c  =  14  m  J  TeüpwikMrtmitderEcke^ 


und  der  der  Seite  b  zunächst  liegende  Teil- 
punkt ist  mit  der  Gegenecke  verbunden.  Man  Andeutung.  Nach  dem  in  der  Erkl.  317 
soll  die  Länge  dieser  Verbindungslinie  be-  aufgestellten  allgemeinen  Satz  von  Stewart 
recimeii.  besteht,  siehe  Figur  171,  zur  Berechnung  der 

gesuchten  Scheiteltransversale  t  für  Sesen 

Fall  die  Relation: 


I 
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und  hieraoB  erhfilt  man: 

*  "  da 


oder 
A)  . 


=v 


65«  +  3c8— 2a« 


t  =  ^  l/6&«  +  3c«  — 2a2 


nach  welcher  Oleichnng  man,  in  Bückaicbt 
der  für  a,  5  und  c  gegebenen  Zahlenwerte 
die  Transversale  t  leicht  berechnen  kann. 


Aufigabe  470.  Die  zwei  Seiten  a  and  b 
eines  Dreiecks  sind  bezw.  =  60  m  und  25,8  m, 
der  von  beiden  eingeschlossene  Winkel  /  ist 
=  62<^  30'  44''.  Die  Seite  a  soll  durch  einen 
Pankt  P  in  zwei  solche  Teile  geteilt  werden, 
dass  das  Quadrat  über  der  Verbindnngslinie 
dieses  Punktes  Pmit  der  gegenüberliegenden 
Ecke  A  des  Dreiecks  seinem  Inhalt  nach 
gleich  dem  Rechteck  ist,  welches  man  aus 
jenen  Teilen  bilden  kann.  Wie  gross  sind 
die  beiden  Teile,  in  welche  die  Seite  a  durch 
den  Punkt  P  zerlegt  wird« 

Figur  172. 


Gegeben 


■m 


a) 


a  =  50  m 

25,8  m 

620  30'  44" 

Gesncbt:  «hien  Pimkt  In  der  Bette  o,  wekher 
der  in  der  Aufgabe  gegebenen  Be- 
dingung entspneht. 

Andeutung.  Nach  dem  in  der  Erkl.  317 
erwähnten  allgemeinen  Satz  von  Stewart,  be- 
steht, wenn  man,  siehe  Figur  172,  den  eineii 
Abschnitt  PB  mit  x,  also  den  andern  Ab- 
schnitt PC  mit  a  —  X  bezeichnet,  die  Re 
lation: 

j h^'X -f- c^  (g  —  x)  —  a»x *(a  — x) 

a 

ferner  hat  man  gemäss  der  Aufgabe  die 
Relation: 

b)  .  .  .  fi  =  X'(a  —  x) 

und  schliesslich  ergibt  sich  nach  dem  Pro- 
jektionssatz aas  dem  Dreieck  ABC  die 
Relation: 

c)  .  .  .  c  =  \/a*-|-5*  —  2a&coB/ 

Drückt  man  nunmehr  mittels  der  ans  des 
Gleichungen  a)  und  b)  sich  ergebenden  Glei- 
chung die  gesuchte  Strecke  x  in  a,  b  und  c 
ans  und  substituiert  schliesslich  Ar  c  den 
Wert  aus  Gleichung  c),  so  erhält  man  eine 
Gleichung,  nach  welcher  man  die  gasuchte 
Strecke  x  berechnen  kann. 


Aufgabe  471.  Die  drei  Seiten  a,  b  und  c 
eines  Dreiecks  sind  bezw.  =  145,  25  und  Gegeben 
150  m.  Vom  Scheitelpunkt  des  der  Seite  e 
gegenüberliegenden  Winkels  /  ist  eine  Trans- 
veraale gezogen,  welche  die  Seite  c  im  Ver- 
hältnis 10:  7  teilt;  man  soll  die  Länge  der- 
selben, sowie  die  Winkel  berechnen,  welche 
sie  mit  den  Seiten  a  und  b  bildet 


fa=  145ml 

:  \  6  =  25m    \ 

[c  =  150m  j 


eine  durch  y  gehende 

Scheiteltransrersele. 

welche  die  Seite  e  im  Ver- 

h&ltnis  10 :  7  teOi 


Andeutung.  Zunächst  berechne  man  die 
Abschnitte  c'  und  c"  der  Seite  c  ana  dem 
gegebenen  Verhältnis: 

a)  .  .  .  c' :  c''  =  10 :  7 
und  aus  der  Beziehung: 

b)  .  .  .  e'  +  c"  =  e 

Berücksichtigt  man  femer,  dass  der  Ab- 
schnitt c^  der  Seite  c  der  Dreiecksseite  a 
anliegt,  so  hat  man  alsdann  zur  Berechnung 
der  gesuchten  Transversale  t  nach  dem  in 
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der  Erkl.  317  anfgestellten  allgemeinen  Satz 
von  Stewart,  die  Gleichang: 


A)...^=y^ 


c"-f&8.c'  — C.C'.C" 


nach  welcher  Gleichung  man  die  Trans- 
versale t  berechnen  kann,  wenn  man  in  der- 
selben die  für  a,  d  nnd  e  gegebenen  und  die 
für  c*  nnd  c"  vorher  berechneten  Werte  sub- 
stituiert. Da  nimmehr  a,  h^  c,  c\  c"  nnd  t 
bekannt  sind,  so  kann  man,  wie  in  der  Auf- 
lösung der  Aufgabe  119  gezeigt  wurde,  die 
geforderten  Winkel  y^  und  y- ,  welche  die 
Transversale  t  bezw.  mit  den  Seiten  a  und  h 
bildet,  berechnen. 


Aufgabe  472.  Zwischen  den  zwei  Seiten 
a  und  h  eines  Dreiecks  ist  eine  Strecke  parallel 
zur  dritten  Seite  c  gezogen  und  zwar  so, 
dass  dieselbe  gleich  dem  der  Seite  e  an- 
liegenden Abschnitt  af*  der  Seite  a  ist;  wie 
lang  ist  jene  zur  Seite  c  parallele  Trans- 
versale, wenn  c  =  102  dm  misst  und  die 
dieser  Seite  anliegenden  Winkel  a  und  j3 
bezw.  =  79<>  36'  40"  und  33«  23'  54,6"  sind? 


Gegeben 


f  c  =  1( 
:  {  «  =  7f 


=  102  m 
=  790  36'  40" 
330  23'  54,6" 


Gesucht:  eine  zn  e  parallele  Transversale, 
welche  der  in  der  Anfgabe  er- 
wähnten Bedin^ng  entspricht. 

Andeutung.  Ist,  siehe  Figur  173,  ABC 
das  gegebene  Dreieck  und  ist  Dt  die  zu 
berechnende  Transversale,  welche  der  Seite  c 
parallel  ist,  so  muss,  wenn  man  dieselbe  mit 
X  bezeichnet,  gemäss  der  Aufgabe  der  Seiten- 
abschnitt BF  ebenfalls  =  a;,  also  der  Seiten- 
abschnitt FC  =  a  —  X  sein.  Aus  dem  Dreieck 
BFC  erhält  man  nach  de^  Sinusregel: 


&^  •  t  •  • 


X 


__  smy 


a —  X       sma 


Figur  173. 


Femer  erhält  man  nach  der  Sinusregel 
aus  dem  Dreieck  ABC: 

'  c        Biny 

Substituiert  man  den  aus  Gleichung  b) 
für  a)  sich  ergebenden  Wert: 


c)  .  •  .  .  a  = 


C'Sma 
sin/ 


in  Gleichung  a),  so  erhält  man,  in  Eficksicht, 
dass  mit  dem  Winkel  a  und  ß  auch  der  dritte 
Winkel  /  gegeben  ist,  für  rr  die  Bestimmungs- 
gleichung: 

X  siny 

""  sin« 


A.J    •   •   •    • 


g.sinc 
sin/ 


X 


Löst  man  diese  Gleichung  in  bezug  auf 
X  auf  und  substituiert  alsdann  für  a,  ß,  y 
und  c  die  gegebenen  Zahlenwerte,  so  kann 
man  hiemach  die  gesuchte  Transversale  x 
berechnen. 
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Angabe  473.  Die  Seite  c  eines  Drd- 
eckB  ist  =  102  dm,  die  derselben  anliegenden 
Winkel  a  nnd  |3  messen  bezw.  79^  36^  40'^ 
und  330  23'  54,6''.  Parallel  zur  Seite  c  ist 
zwischen  den  Seiten  a  nnd  h  eine  Strecke 
so  gezogen,  dass  dieselbe  gleich  der  Smmne 
der  beiden  der  Seite  c  anliegenden  Ab- 
schnitten der  iädten  o,  nnd  h  ist  Wie  lang 
mnss  diese  Strecke  sein? 


Gegeben 


fc  = 

:  <  «  = 


Figur  174. 


=  lOfidm 
790  86'  40" 
830  28'  64,6" 

Gesucht:  eine  eq  c  panUele  Tnasvenale, 
welche  der  in  der  Anfig^abe  er- 
wfilmteii  Bedingung  enteinriohL 

Andeutung.  Ist,  siehe  Figur  174,  ABC 
das  gegebene  Dreieck  und  ist  BF  die  zu 
c  parallele  Transversale,  welche  gemftss  der 
Aufgabe  der  Bedingung: 

a)  .  .  .  BF—TD-^BF 

entspricht,  so  muss  es  auf  der  Strecke  Di 
einen  Punkt  P  geben,  welcher  die  Eigen- 
schaft hat,  dass  wenn  er  mit  A  und  B  ver- 
bunden wird,  die  beiden  somit  erhaltenen 
Dreiecke  AFB  und  BFF  gleichschenk- 
lige Dreiecke  sind,  denn  in  diesem  Fall  ist: 

b)  .  .  .  5F  =  ^^P^-FP  =  ZD  +  5^ 
was  obiger  Bedingung  entopricht 

Da  nun: 

<):  Z>^P  =  «dr  BFA  (9^ B9ai«winkel  eine«  s^öelf 
^^  ^  BohenkUgen  Dreiecks) 

^BFA^-^  PAB  (aU WechselwInkeD 
ist,  SO  muss: 

c)  ..    <>i:BAF=:^BFAz=L^PAB==^ 

sein,  wie  in  der  Figur  angedeutet;  desgi 
muss: 

d)  .  .  .  ^  FJ5P=  ^  PPJ5  =i^PBA  =  ^ 

sein. 

In  dem  Dreieck  ABP  kennt  man  also 
gemfiss  der  Aufgabe  die  Seite  c  und  die  der- 

«  fi 

selben  anliegenden  Winkel  y  ^^   2  t  ^'^'^ 

kann  somit  aus  demselben,  wie  in  der  Auf- 
lösung jl^  Aufgabe  117  gezeigt  wurde,  die 

Seiten  A  Pund  B  P  dieses  Dreiecks  beredinen. 
Da  man  alsdann  von  den  gleichschenkligen 
Dreiecken  ^  P2>  und  P  PF  die  GrundUnien 


AP  und  BP  und  die  Basiswinkel  -g-  und 

fi 

Y  kennt,  so  kann  man  hieniach  alsdann  leicht 

ans  diesen  Dreiecken  die  Abschnitte  x  und  9 
berechnen  und  hiemach  die  gesuchte  Trans- 
versale BF  (=  a:  +  y)  beetimmen. 


Aufigabe  474.  Eine  Seite  eines  gleich- 
seitigen Dreiecks  ist  in  drei  gleiche 
Teile  geteilt  und  einer  der  ertialtenen  Teil- 
punkte ist  mit  der  jener  Seite  gegenttber- 
Uegenden  Ecke  verbunden;  wie  gross  sind 
die  Teile,  in  welche  der  jener  Seite  gegen- 
überliegende Winkel  geteilt  wird  und  in  wel- 
chem Verhältnis  steht  jene  Verbindungslinie 
zur  Seite  des  Dreiecks? 


Gegeben: 


Ein  fl^eichseitiges  Dreieck,  dessen  eis« 
Seite  in  drei  gleiche  Teue  getcdit  ist 
und  in  welchem  eine  Tnnsyersale  fo 


fezogen  ist.  dass  sie  durch  einen  der 
eflpankte  jener  Seite  und  doreh  die 
gegenilbeiüegende  Ecke  geht. 

Andeutung.  Man  bestimme  zunächst  das 
Verhältnis  der  Sinus  der  Winkel  a^ 
und  02»  indem  man,  siehe  Fignr  175,  die 
Transversale  /,  welche  eine  Seite  des  Drei- 
ecks ABC  und  auch  des  Dreiecks  ABB 
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Figur  176. 

c 


ErU.  tt8*  FälU  man  in  einem  gleichsei- 
tigen Dreieck,  desMcn  Seite  mit  a  beieiclmet 
sei,  die  zu  ei^er  Seite  gehörige  Höhe  und  be- 
rüduichtigt  man,  dass  zwischen  dieser  Höhe  h 
und  der  Seite  a  nadi  der  Auflösung  der  Auf- 
gabe 116,  die  Belation  besteht: 

a)  .  .  .  Ä  =  |-  t/8" 

und  dass  sich  aus  jedem  der  rechtwinkligen 
Dreiecke,  in  weldie  die  Höhe  h  das  gleichseitige 
Dreieck  zerlegt,  die  Bezi^ungen  ergeben: 

b)  .  .  .  sin  600  =  ~ 

ond 


2 
ist ,   nach    der   Sinusregel  einmal  in  y  a, 

tti  und  60^  ein  andermal  in  -ö-  a,  a^  und  60^ 

ausdrückt,  diese  für  t  sich  ergebenden  Werte 
einander  gleich  setzt,  aus  der  erhaltenen  Glei- 
chung jenes  Verhältnis  sinaj :  sinag  bestimmt 

Dann  beachte  man,  dass: 
«,  =  600  — öj 

ist,  und  substituiere  hiemach  in  jenem  Ver- 
hältnis sin  «i :  sin  «2  ^  sin  «2  den  Wert 
sin  (60^  —  ai),  entwickele  letztere  Funktion 
nach  der  in  der  ErkL  232  angeführten  gonio- 
metrischen  Formel  imd  beachte,  dass  nadi  der 

ErkL  338  sin  60®  =  y  V^  und  cos  60®  =  y 

ist.  Man  erhält  hiemach  eine  goniometrische 
Gleichung,  in  welcher  nur  di»  unbekannte 
Funktion  sinaj  vorkommt  und  nach  wdcher 
somit  der  Winkel  a^  berechnet  werden  kann. 
Das  gesuchte  Verhältnis  der  Transversale  t 
zur  Seite  a  des  Dreiecks  bestimme  man  aus 
einem  der  Dreiecke  ÄDB  und  ÄDC  mittels 
der  SinusregeL 

Man  erhält  z.  B.  aus  dem  Dreieck  ADC: 


c) 


cos  600  =  — :  a 


oder 


so  erhält  man  aus  den  Gleichungen  a)  und  b) 


t:-^a  =z  tan  600 ;  gin  «j  * 

o 


a 


sin  600  = 


2a 


oder 

1) sin  600  =  -i-  l/S" 

und  aus  der  Gleichung  c): 

2)  ....  cos  600  =  -i 


a)  .  .  .  .  <:a  =  -5--sin600: sina^ 

wonach  der  Quotient  t:a,  wenn  für  ui  der 
berechnete  Winkel  substituiert  wird,  leicht 
berechnet  werden  kann.  Man  kann  auch,  wie 
in  der  Andeutung  zur  Aufgabe  469  gesagt 
ist,  mittels  des  allgemeinen  Satzes  von  Ste- 
wart die  Transver^e  ^  in  die  Seite  a  des 
gleichschenkligen  Dreiecks  ausdrücken  und 
hieraus  das  Verhältnis  t:a  bestimmen. 


Aufgabe  476.  Eine  Seite  eines  gleich- 
seitigen DreiedcB  ist  in  drei  gleiche  Teile 
geteflt  und  jeder  der  beiden  erhaltenen  Teil- 
pnnkte  ist  mit  der  jener  Seite  gegenüber- 
Üegenden  Ecke  verbunden.  Wie  gross  sind 
die  drei  Teile,  in  welche  der  jener  Seite 
gegenüberliegende  Winkel  hiernach  geteilt 
wd  und  in  welchem  Verhältnis  stehen  jene 
Verbindungslinien  zur  Seite  des  Dreiecks? 


Gegeben: 


Ein  ffl6ioli8«itige8  Dreieck,  dessen  eine 
Seite  in  drei  gleiche  Teile  geteilt  ist, 
und  in  welchem  zwei  TransYcrsalen  so 
gezogen  sind,  dass  sie  durch  die  Teil- 
pnnloe  Jener  Seite  nnd  die  gegenüber- 
liegende Ecke  gehen. 

Andeutung.  Die  Auflösung  dieser  Auf- 
gabe ist  analog  der  Auflösung  der  vorigen 
Aufgabe  474.  Han  bestimme  zuerst,  wie  in 
der  Andeutung  zu  jener  Aufgabe  gesagt 
wurde,  nach  einander  die  Teilwinkel,  welche 
den  Dreiecksseiten  anliegen  und  bestimme 
dann  den  mittleren  Teilwinkel  durch  Abzug 
jener  beiden  berechneten  Teüwinkel  von  60^. 


Aufjgabe  476.  Ein  Winkel  eines  gleich- 
seitigen Dreiecks  wird  durch  eine  Trans- 
versale im  Verhältnis  4 : 5  geteilt.  In  welchem 


««««»'"'- {..:«;=r6 
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Verhältnis  teilt  diese  Transversale  die  gegen* 
ttberliegende  Seite  a? 


Andeutung.    Man  bestimme  zuerst  aus: 

a)  .  .  .  «1 :  «2  =  4 : 5 
und 

b)  .  .  .  «!-[-«,  =  a  =  60» 

die  Winkel  a^  und  a,;  dann  drücke  man, 
analog  wie  in  der  Andeutung  zur  Anfigabe  474 
gesagt  wurde,  mittels  der  Sinusregel  die  den 
Winkel  a  teilende  und  das  gedachte  Dreieck 
in  zwei  Dreiecke  zerlegende  Transversale  f, 
einmal  in  den  Sinus  des  Winkels  a',  den  Ab- 
schnitt af  der  geteilten  Gregenseite  a  und  in 
den  Sinus  von  60^,  ein  andermal  in  den  Sinns 
des  Winkels  cc^,  den  Abschnitt  a''  jener 
Gegenseite  und  in  den  Sinus  von  60^  ans, 
setze  diese  Werte  für  jene  Transversale  ein- 
ander gleich  und  bestimme  hieraus  das  Ye^ 
hältnis,  bezw.  den  Quotient  a':a'\ 


r)  Aufgaben,  in  welchen  die  Summe  zweier  Selten,  auch  die  Differenz  zweier 

Winkel  und  das  Verhältnis  zweier  Seiten  gegeben  ist. 

Aufjgabe  477.     In  einem  Dreieck  sind 
zwei  Winkel  a  und  /?  bezw.  =  73^  44'  23,3"  Gegeben 

und  9^  31'  38,2"  und  die  Summe  S  der  zwei 
diesen  Winkeln  gegenüberliegenden  Seiten  a 
und  b  ist  =  170  m;  man  soll  die  Seiten  und 
den  Inhalt  des  Dreiecks  bestimmen. 


■■{ 


a  +  h  =  S=  170m 
a  =  730  44'  23,3" 
/J  =  90  81'  88,2" 


Figur  176. 


Andeutungen: 

1)  Anschliessend  an  die  planimetriache 
Konstruktion  eines  Dreiecks  aus  der  Summe 
zweier  Seiten  und  den  diesen  Sdten  gegeur 
überliegenden  Winkeln,  kann  man  die  gefoi^ 
derten  Stücke  mittels  folgender  Betrachtang 
berechnen. 

Ist,  siehe  Figur  176,  ABC  das  Dreieck, 
welches  den  Bedingongen  der  Aufgabe  ent- 
spricht, und  man  denkt  sich  die  Seite  a  aof 
der  Verlängerung  der  Seite  b  nach  CD  hinab- 
getragen  und  D  mit  B  verbanden,  so  erhält 
num  das  Dreieck  ABB,  dessen  Seite  AD 
=z  a'\'b  :=  8  \%t  und  dessen  Winkel  die  in 
der  Fig.  176  eingetragenen  Werte  haben  (siebe 
auch  die  ErkL  340).  Aus  diesem  Dreieck 
erhält  man  zar  Berechnung  der  Seite  e  die 
Belation: 


^_8in(/J  +  |-) 


ErkL  880.    Berücksichtigt  man,  dass: 
a)  .  .  .  y  =  1800— (o  +  ^) 
mithin: 


oder 


A) 


fsm^ 


cz=  S- 


8in|- 


also 


b) 


2 


=  900  — 


a  +  ß 
2 


a  +  ß 
2 


1)  .  .  8in|-  =  sin (^900-  ^^^  =  c 

(8.  Erkl.  19) 
und  dass  ferner  in  Rücksicht  der  Gleichung  b): 


oder  auch  nach  der  ErkL  339: 

cos— ö^ 
Aj)  .  .  . 


sm 


c  =  S 


cos 


2 


] 


/J  +  |-  =  /»  +  900- 


a±ß 
2 


Ist  die  Seite  c  hiemach  berechnet,  al«o 
bekannt,  so  kann  man  eine  der  Seiten  a  and  b 


An^ben  ftber  das  schiefwinklige  Dreieck  im  allgemeinen. 


317 


oder 


also 


,+i  =  «„-lL^ 


2) .  .  .  8m(^/J-|-|)  =  8in(»00-  ?-_^) 

=  cos  ^^  (8.  Erkl.  19) 

ist,  80  geht  die  nebenstehende  Gleichung  A) 
über  in: 


008 


a+ß 


e  =  8- 


cos 


a-ß 


mittete  der  Sinosregel  berechnen  und  die 
andere  Seite  aus  der  gegebenen  Relation: 

a  +  h=z8 

bestimmen.  Zar  Berechnung  des  Inhalts  F 
benutzt  man  am  besten  den  in  der  Erkl.  151 
aufgestellten  Satz. 

2)  Nach  der  Mollweideschen  Formel  89, 
siehe  Antw.  der  Frage  21 ,  besteht  zur  Be- 
rechnung der  Seite  c  die  Relation: 

c 


cos 


a-l-  ß 


Erkl«  S40«  Man  kann  auch ,  statt  wie  in 
der  Figur  176  die  Seite  a  an  die  Seite  h  an- 
zutragen, wie  in  der  Figur  177  angedeutet  ist, 
die  Seite  h  an  die  Seite  a  antragen.  Aus  dem 
Dreieck  ABD  der  Figur  177  erhält  man  dann 
nach  der  Sinusregel: 


und  hieraus  erhält  man,  a-\-b  =  S  gesetzt, 
für  die  Seite  c: 

a  +  ß 
COS     T' 

B)  .  .  .  c  =  S .  - 


cos 


a  —  ß 


8  __    ^^(''  +  ^) 


sin|- 


oder,  wenn  man  nach  der  Erkl.  839: 
.     y  a-^ß 

nnd  nach  der  Erkl.  841 : 

setzt  und  jene  Gleichung  nach  c)  auflöst: 


nämlich  dieselbe  Gleichung  als  Gleichung  A). 

3.  Man  kann  auch  zuerst  die  Seiten  a 
und  b  berechnen  und  zwar  mittels  Anwen- 
dung des  Tangentensatzes;  man  erhält 
nach  demselben: 

.„«  +  /' 
a  +  h 


tg 


a  —  b 


oder,  da: 
ist: 


.     a  —  ß 
*g      2 


a-f-ft  =  Sf 


cos 


C=:8 


2 


COS 


a-ß 


tg= 

2 

US'- 

<  +  ß 
2 

nämlich  dieselbe  Gleichung  als  die  in  neben- 
stehender Andentang  1)  entwickelte  Gleichung  A). 

Erkl.  S41.     Da  nach  der  Gleichung  b)  in 
der  Erkl.  339: 

ist,  80  ist: 


oder 


mithin: 


«+-|-  =  «+»o»- 


«+/» 


C)  ....  a  —  b  ^=.  8 


Hat  man  nach  Gleichung  0)  die  Differenz 
der  Seiten  a  und  b  berechnet,  so  kann  man 
aus  der  hiemach  berechneten  Differenz  und 
der  gegebenen  Summe  dieser  Seiten  die  ein- 
zelnen Seiten  a  und  b  berechnen;  und  kann 
dann  femer  die  Seite  c  mittels  der  Sinus- 
regel bestimmen. 

Figur  177. 


2 


«  +  |-  =  Ö<^- 


2 


b).  .  .gin(«  +  |^)  =  sin(900-^-^) 


=  cos  ^-^  (8.  Erkl.  19) 
oder  =  cos  ^-^  (s.  Erkl.  126) 
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Aufgabe  478.    Die  Samme  der  beiden  (  a  +  b  =  8=zl70m 

Seiten  o  nnd  6  eines  Dreiecks  ist  /S'  =  170  m,  Gegeben:  |         y  =  42« 37'  24" 

der  von  beiden  Seiten  eingesohlossene  Winkel  y  l         «  =  70o  SC  44,6" 

ist  ==  42®  37'  24"  nnd  der  der  Seite  a  gegen-  ...          r.-     a  i»«         ^.         *  ,    v 

überHegende  Winkel  «.  beträgt  70^30' 4^5".  -  *  Ä"*«"*"«?-     P^«  Auflösang  dieser  Angabe 

rechnen. 


An&abe  479.    Die  Summe  zweier  S^ten  ra-|-6=:i9=1S 

a  und  6  eines  Dreiecks  ist  6^  =  1250  m,  die  Gegeben:  {         e  =  1002m 

dritte  Seite  c  misst  1002  m  nnd  der  dieser  l        y  =  128o  lo- 


Angabe  4-19.    Die  Summe  zweier  S^ten  fa-|-6=:i9=1260m 

<;=  1002m 
y  =  1280 10' 42" 

Seite   gegenüberliegende  Winkel  y  beträgt       Andeutungen: 

123«  10'  42;';  wie  gross  sind  die  nicht  ge-        i)  Man  kann  in  analoger  Weise  verfahren 
gebenen  Seiten  und  Winkel  des  Dreiecks?     ^^  '^  ^^  Andeutung  1)  zar  Aidgäbe  477 

gesagt  ist,  und  znnl^hst  nach  der  in  jener 
Andeutung  aufigesteikeii  Gleichung  A)   den 

Erkl.  842.    Nach  d(mi  Projektionswtz  be-  ^j^^  (ß  +  ^),  beKW.  den  Winkel  ß  he. 
steht  zwischen  den  drei  Seiten  a,  h  und  c  und  \^k  -p  2  / »    »^^-  ««  «  p  €»^ 

dem  Winkel  y  die  Belatwn:  rechnen  und  dann  die  Seiten  a  und  b  mittels 

tk)  ,  .  .  .  c^  =  a^-^h*  —  2a5*co8y  Anwendung  der  Sinusregel  oder  mittele  An- 
addiert und  «ubtrahiert  man  auf  der  rechten  Wendung  des  Tangentoisatzes  bestunmoi. 
Seite  diese  Gleichung  2 ad,  so  erhält  man:  g)   Man  kann,   wie  in  der  Andeutung  2) 

c«  =  a2  +  2a6H-6a~2aA-2a&oo8y  der  Aufgabe  477,  die  MoUwefdewAe  Formel  89 

oder  in  Anwendung  bringen,  in  derselben: 

ct  =  (a+5)«-2a5(l  +  cosy)                                ^7!      ^isoo-y        .     y 
und  wenn  man  hierin  nach  der  Erkl.  262:  cos-^-^  =  cos ^ — ^=  8m-|^ 

1  -^cosy  =  2 cos' -|-  setzen  und  hieraus  die  Winkeldiffsrenz  a—ß 

berechnen   und    dann    in   Rücksicht ,    dass 
a  +  ß  =  lS(fi  —  r  1^  ^  einzehien  Wiskd 


setzt 


y 


1)  .  .  .  c«  =  («4-6)«  — 4a6«  coB«-^  berechnen,  dann  weiter  verfahren  wie  vor- 

hin angedeutet  ist. 
In  analoger  Weise  kann  man  für  die  Seiten 

a  und  5,  wenn  die  denselben  gegenüberliegenden        3)   Man  kann  auch  zuerst  die  Seiten  a 

Winkel  mit  a  und  ß  bezeichnet  weiden,  foezw.  und  b  mittels  Anwendung  des  Projd^ons- 

^e  analogen  Relationen  herleiten:  g^taes,  bezw.  nuLttels  Anwendung  der  in  der 

2)  .  .  .  a«  =  (6-|-e)2  — 45c  •  008«—  ^^   342    aus    dem  Ftojektionssatz    abge- 

^  leiteten  Formeln  wie  folgt  berechnen: 

ß  Aus  der  in  der  Erkl.  342  aufgestelhan 

8)  ...  5«  =  (a  +  c)«  — 4ac  •  co8«|-  Gleichung  1): 

In  analoger  Weise  kann  man  femer,  wenn  man  c<  =  (a  -f-  d)8  —  4  ab  •  eos>  — 

in  jener  nadi  dem  Projektionssatz  sich  ergeben-  ^ 

den  Relation  a)  anstatt  2 ad  zu  addieren  und  zu  erhält  man  in  Rücksicht  der  gegebenen  Be- 

subtrahieren,  —  2 ab  addiert  und  subtrahiert,  ziehung: 
und  in  der  weitem  Entwicklung  die  in  der 


Erkl.  301  aufig^estellte  goniometrische  Formel  in 


a)  .  ,  ,  a-j-b  =  S 


Anwendung  bringt,  die  Relation:  für  das  Produkt  der  Seiten   a   und    b   die 

V  Relation: 

4)  .  .  .  c«  =  (a-  &)«  +  4a6  •  8in«|-  ^  ffl_^« 

und  in  analoger  Weise  die  weiteren  Relationen:  ;  .  .  .  «    —  ^^^j^ 

5)  ...  a«  =  (6  -  c)«+46c  .  sin«^  ^^  welchen  beiden  Gleichung«i  die  Seiten 
und  o  ^oid  b  leicht  durch  Substitution  berechnet 

_.          »0      /        xo  I  .1         •  o  ^  werden  kennen.    Die  Winkel  a  und  ß  kann 

6)  .  .  .  ft«  =  (a-c)«4-4ac.8m«^  ^^^  j^^  ^  weiteren  nach  der  Sinneregel 

herleiten.  berechnen. 
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{e  =  6964,9  m 
«  =  660  48' 17,2" 
a  +  h  =  5  =  9468,41 


cos 

«-/? 

2 

cos 

a-f/J 

2 

Au^tik«  480.   Die  Seite  c  eines  Dreiecks 
ist  =  6d54,2  m,  der  dieser  Seite  atdiegetide 

Winkel  a  hm^gt  5B*  48'  17)2''  imd  die  Summe  {a-\-t>  =  ö  =  »4eö,4  m 

der  beiden  andern  Seiten  a  and  b  ist  S  =  Andeutungen: 

9468,4  mj  man  soÜ  Üe  nicht  bekannten  Seiten  j)  ^ach  d^  MoUweideschen  Formel  89, 

und  Winkel  hierans  berechnen.  ai^e  Antw.  der  Frage  21 ,  besteht  die  Re- 
lation: 

Erkl.  848.     Eine   goniometrische   Formel  a;  .  .  .  .       ^      — 
heisst: 

l_tg«*tg/}      co8(aH~^)  Berüeksichtigt  man  Mmmehr,  dass: 

*^  •  ■  •  •  l+tg«.tg^"cos(«-^)  «  +  *=:fir 

(«ehe  Fcmel  170  in  Kleyefe  Lehrbndi  der  ^^  ^^8  Man  nach  der  im  der  Erkl.  343 

Goniometrie.)  aufgestellten  Formel  für: 

Setrt  man  1Ä  diese  FoiÄd  «=:|^u./J  =  ^  <^8^^^         ^+^^'^^ 

und  kehrt  dieselbe  um,  so  erh&lt  man:  cos  ""^^         1  _  t^  ü. .  tg ^ 

<»g^2      __  ^  +  tg-|'*g4  setzen  kann,  so  erh&lt  man: 

cos^  ""   1-tgf .tgA  5^  l  +  %f'tg4 

c        i_tir-S^.te4 

Erkl.  844.     Nach  der  Sinusregel    besteht  ^  2    *«  2 

zwis<^en  den  drei  Seiten  a,  h  undc  und  ^n  Djege  GMoliung  in  bezug  auf  tg-f  auf- 

drei  Wmkehi  a,  ß  tmd  y  eines  Dreiecks  die  ^                               2 

Belation:  gelöst,  gibt  der  Reihe  nach: 

Aus  dieser  laufenden  Proportion  erh&lt  man  tir— •tir-^Cfi^4-e)  =  ;S  —  c 

durch   Anwendung  des  in  der  Erkl.  234  auf-  ^2     *«  2  "^     '    ^ 

gestellten  Satees:  ß  ^        8—e 

sma-|- sm/94-smy       sma  ,                                    ^ 

(oder  =  -r-r-  oder  ■j=  - — |  *v          ^^  ß  _  S-^c          a 

V              sm/J                 smyy  ^^  •  *  •  *^T        ST^  '  ^"2 

oder  «        w-rc          « 

0-|.5^0  _  8ina-|-sin/}-|-sin/  Ist  hiemach  ß  berechnet,   so  kum  man 
a        ""            5SiJ  hm  weiteren  die  Seiten  mittels  Anwendung 
Setst  man  hierin  nach  der  in  der  Erkl.  845  ^^  Sinusregel  berechnen, 
angeführten  goniometrischen  Formel:  2)  Setzt  man  in  der  in  der  Erkl.  344  auf- 
riß« ^_Bin/f+siny  =  4  cos  ^  cos  ^  cos  ^  ^^^  Gleichung  13: 
und  nach  der  ErkL  62:  ^  i  ^  i   ^  ~  *^  "2" '  ^^y 

Ott  I           1 

sina  =  2sin-ö-cos-^  fElr                   a-{-h=.8 

SO  erh&lt  man:  und  löst  dieselbe  in  bezug  auf  tgy  auf,  so 

a  +  h  +  e  _  4cos|co8|cos|-  erhält  man: 

«        "        28Uifcos|  £zi£  =  tgA.tg-?- 

^        ^  S+c       ^2     ^2 

^^                                      .  oder 

"»T  oder                                       ** 

m  denelben  Weise  erhält  maa  die  analogen  nv             t„  ß  ^  8—e          a 

Belationen:  ®> ^T-8+i"^T 
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2)  .  .  .  . 
und 

o)    >    .    •    • 


a-\-b-\-  c 


ScOS-g  C08^ 

_ 

srnf 


a-^.h+e_  acosfcosi 


8in|- 


Schreibt  man  die  Belation  b)  in  der  Form: 
a  b  —  c 


sma 


Bmß       —  siny 


und  bringt  den  in  der  Erkl.  234  angestellten 
SnmmensatE  in  Anwendung,  bo  erhält  man: 

a-\-b  —  e  a 


oder 


sina-^sin/}— siny       sina 

(oder  =  -r—r  oder  =  - —  ) 


a-\-b  —  e sine  -]-  gin^  —  siny 

a  sina 


Setzt  man  hierin  nach  der  in  der  Erkl.  846 
angefilhrten  goniometrischen  Formel: 

tt         ß         y 
sin«  -|-  sin/?  —  siny  =  4  sin  —  sin  -^  cos  -^ 

nnd  nach  der  Erkl.  52: 

-  .    tt         « 
sma  =  28m  — cos  "ö" 

80  erhklt  man: 

a  +  b  -e  _   4  M»  I  «in  ^  coa  | 


oder 


4).. 


"  2  sm  2-  COS  2- 

a+b-^e  _    28in|-cos| 


nämlich  wiedemm  die  in  der  Andeutung  1) 
aufgestellte  Gleichung  A),  nach  welcher  der 
Winkel  ß  berechnet  werden  kann. 

3)  Man  kann  auch  zuerst  die  Seiten  a 
und  b  berechnen,  und  zwar  ndttelß  Anwen- 
dung des  Projektionssatzes;  nach  demselben 
ist: 

o*  =  6*  -|-  c*  —  2  6<;  cos  « 

Da  nun: 
a  +  b  =  S 
ist,  also: 

gesetzt  werden  kann,  so  geht  in  Bäcksicht 
dessen  jene  Gleichung  über  In: 

(ßf— 6)«  =  52  +  c«  — 26ccos« 

und  diese  Gleichung  nach  b  aufgelöst,  gibt 
der  Reihe  nach: 

Si^28b  +  b^=  6«  +  c«  — 2&C.C08« 

iS»  — c«  =  256  — 26cco8a 

2(8— C'  008«)  .  &  =  5»  —  c« 
oder 

C)   .    .   .   6  =  TTTTj r 

2(5— -c-cosa) 
nach  welcher  Gleichung  die  Seite  b  berechnet 
werden  kann;  ist  b  berechnet,  so  kann  man 
dann  die  Seite  a  aus  der  gegebenen  Be- 
ziehung: 

0  +  6  =  5 

und  die  Winkel  nach  der  Sinusregel  be- 
rechnen. 


a 


a 
COS^ 


In  derselben  Weise  erhält  man  die  analogen 
Relationen : 


5)  .  .  .  . 


a  +  b-c  _  28in|co8| 


6)  .  .  .  . 


7)  .  .  . 


8)  .  .  . 


9)  .  .  . 


b 

COS^ 

a-f-6  —  c 

2  sin  -|^  sin  4 

c 

cos-l 

a — b-j-c 

2  COS  -1^  sin  -|- 

a 

C08| 

a  —  b-^-c 

28in|8in| 

b         "■ 

8in4 

a  —  b-^c 

2  sin  Y  cos  ^ 

COS 
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Das  vollständige  Inhaltsverzeichnis  der  bis  jetzt  erschienenen  Hefte  1—26 
kann  durch  jede  Buchhandlung  bezogen  werden. 


Preisgekrönt  in  Frankftirt  a.  M>  1881, 

PROSPEKT. 

Dieses  Werk,  welchem  kein  ähnllohes  zur  Seite  steht,  erscheint  monatlich  in 
Heften  m  dem  bilU^en  Preise  ron  25  ^  pro  Heft  und  bringt  eine  Sammlang  der  wichtig- 
sten nnd  praktischsten  Aufgaben  ans  dem  Gesamtgebiete  der  Mathematik ,  Phfstky 
Mechanik,  math.  (Seographie,  Astronomie,  des  Maschinen-)  Strassen-,  Eisenbahn-, 
Brflcken-  nnd  Hochbaues,  des  konstniktiren  Zeichnens  etc.  etc.  nnd  swar  in  TOliständi^ 
gelSster  Form,  mit  rielen  Figuren,  Erklärungen  nebst  Angabe  and  Entwickelang  der 
benntiten  Sätze,  Formeln,  Regeln  in  Fragen  mit  Antworten  etc.,  so  dass  die  Usung 
jedermann  Torständlich  sein  kann,  bezw.  wird,  wenn  eine  gWfosere  Anzahl  der  Hefte  er- 
schienen ist,  da  dieselben  sich  in  ilirer  Gesamtheit  ergänzen  und  alsdann  auch  alle 
Teile  der  reinen  und  angewandten  Mathematik  —  nach  besonderen  selbständigen  Kapi- 
teln angeordnet  —  Yorliegen. 

Fast  jedem  Hefte  ist  ein  Anhang  von  ungelösten  Anfgaben  beigegeben,  welche  der 
eigenen  Lösung  (in  analoger  Form,  wie  die  bezOglichen  gelösten  Aufgaben)  des  Studierenden 
flberlassen  bleiben,  und  zugleich  von  den  Herren  Lehrern  für  den  Schulunterricht  benutst 
werden  können.  —  Die  LÖsungren  hierzu  werden  später  in  besonderen  Heften  fär  die  Hand  des 
Lehrers  erscheinen.  Am  Schlüsse  eines  jeden  Kapitels  gelangen:  Titelblatt,  InhaltsTenelcli- 
nis,  Beriehtignngen  und  erläuternde  Erklärungen  über  das  betreflTende  Kapitel  zur  Ausgabe. 

Das  Werk  behandelt  zunächst  den  Hauptbestandteil  des  mathematisch-naturwissen- 
schaftlichen Unterrichtsplanes  folgender  Schulen:  Bealsehnlen  I.  nnd  II.  Ord.,  gMeh- 
bereehtigten  hOheren  Bttrgersehnlen,  Prlratsehnlen,  Gymnasien,  Bealgymnaslett,  Pr»- 
g jmnaslen ,  Schnllehrer  -  Seminaren ,  Polytechniken ,  Techniken ,  BangewerkacliiileB, 
Gewerbeschulen,  Handelsschulen,  techn.  Yorbereitungsschnlen  aUer  Arten,  gewerlilleiie 
Fortbildnngsschnlen,  Akademien,  UniTorsitäten ,  Land-  nnd  Forstwlssensehaftssekulea, 
Milltärschalen,  Yorbereltnngs- Anstalten  aller  Arten  als  z.  B.  für  das  EiqJälirig-fTel- 
willige-  nnd  Offlziers-Examen,  etc. 

Die  Sehfller,  Studierenden  und  Kandidaten  der  mathematischen,  technischen  und 
naturwissenschaftlichen  Fächer,  werden  durch  diese,  Sehritt  für  Sehritt  gelOste,  Aufgabea- 
sammlong  immerwährend  an  ihre  in  der  Schule  erworbenen  oder  nur  gehörten  Theorien  etc 
erinnert  und  wird  ihnen  hiermit  der  Weg  zum  unfehlbaren  Auffinden  der  Lösungen  der- 
jenigen Aufgaben  gezeigt,  welche  sie  bei  ihren  PrUHingen  zu  lösen  haben,  zugleich  aber  anch 
die  überaus  grosse  Fruchtbarkeit  der  mathematischen  Ynssenschaften  vorgefahrt. 

Dem  Lehrer  soll  mit  dieser  Aufgabensammlung  eine  kräftige  Stütze  fOr  den  Schnl- 
unterricht  geboten  werden,  indem  zur  Erlernung  des  praktisehen  Teiles  der  mathematischea 
Disziplinen  —  mm  Auflösen  ron  Aufgaben  —  in  den  meisten  Schulen  oft  keine  Zeit  er- 
übrigt werden  kann,  hiermit  aber  dem  Schaler  bei  seinen  häuslichen  Arbeiten  eine  toU- 
Btändige  Anleitung  in  die  Hände  gegeben  wird,  entspreehende  Aufgaben  zu  IQten,  die  ge- 
habten Kegeln,  Formeln,  Sätze  etc.  anzuwenden  und  praktisch  zu  rerwerten.  Lnsly  Llel^ 
und  Yerständnfs  für  den  Schul-Üuterricht  wird  dadurch  erhalten  und  belebt  werden. 

Den  Ingenieuren,  Arehitekten,  Technikern  nnd  Fachgenossen  aller  Art,  Milltin 
etc.  etc.  soll  diese  Sammlung  mr  Auffrischung  der  erworbenen  und  vielleicht  vergessenen 
mathematischen  Kenntnisse  dienen  und  zugleich  durch  ihre  praktisehen  in  allen  Heraus« 
zweigen  vorkommenden  Anwendungen  einem  toten  Kapitale  lebendige  Kraft  verleihen  un^ 
somit  den  Antrieb  zu  weiteren  praktischen  Yerwertnngen  und  weiteren  Forsohungen  geben. 

Alle  Buchhandlungen  nehmen  Bestellungen  entgegen.  Wichtige  und  praktische  Auf- 
gaben werden  mit  Dank  von  der  Redaktion  entgegengenommen  und  mit  Angabe  der  Namen 
verbreitet.  —  Wansche,  Fragen  etc.,  welche  die  Redaktion  betreffen,  nimmt  der  Verfissaer, 
Dr.  Kle/er,  Frankfurt  a.  M.  Fischerfeldstrasse  16,  entgegen  und  wird  deren  Erlediguag 
thunlichst  beracksichtigt. 
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10) 


„ j^j^  _  28in|8in|- 


•      a 


11) 


-a  +  b  +  e  _  ^^T^^ 

b  ~ 


12) 


c 


fi 
cosf 

2coB-^8m^ 

C08-I- 


Darch  Division  der  Gleichnng  4)  dnrch  die 
Oleicbniig  1)  erhSlt  man  ferner: 

a  +  l^^c^  28in4coB|- 
a-{-5-|-  c 


.     a 

sin^ 


a 


2eoa^ 


cos^ 


oder  nach  gehöriger  Bednlition  nnd  in  Bfick- 
sicht  der  EtU.  190  nnd  ISl: 


18) 


o-[-& —  C /*      f    ^ 

a  +  ft  +  c^^T'^Y 


Eine  weitere  grosse  Anzahl  dieser  ähnlichen 
Gleichnngen  kann  man  sich  dnrch  entsprechende 
Division  irgend  zwder  der  Gleichnngen  1)  his 
12)  büden. 

Erkl.  845*  Bezeichnen  «,  ß  nnd  /  die  drei 
Winkel  eines  Dreiecks,  ist  also  deren  Summe 
=  1800,  80  besteht  die  Belation: 

sina-f-ain/f-f-sinf  =  4cos  — co8~-cos-^ 

(Siehe  Formel  269  in  Eleyers  Lekrbneh  der 
Goniometrie.) 

Erid«  946«  Bezeichnen  a,  ß  nnd  y  die  drei 
Winkel  eines  Dreiecks,  ist  also  deren  Snmme 
==  1800,  80  besteht  die  Relation: 

sincc-j-sin/l—  siny  =  4  sin  —  sin -|- cos  ^ 

(Siehe  Formel  270  in  Kleyers  Lehrbuch  der 
Goniometrie.)  .... 


Aufigab«  48L  üi  einem  Dreieck  ist  die 
Summe  S  zweier  Seiten  a  nnd  d  =  28  m, 
die  dritte  Seite  e  nüsst  14  m  nnd  die  Diffe- 
renz der  derselben  anliegenden  Winkel  a 
nnd  ß  beträgt  Ö  =  14^  15'  0,1";  man  soll 
hieraus  die  nicht  gegebenen  Seiten  nnd  Win- 
kel des  Dreiecks  berechnen. 


Gegeben 


:  <  c  =  14  m 


a  +  b  =  S=  28m 
m 

140 15'  0,1" 


Andeutnng.  Man  kann  zuerst  analog  wie 
in  den  Andeutungen  1)  und  2)  der  Auf- 
gabe 477  gesagt  ist,  die  Snmme  der  Winkel 
a  und  ß  berechnen,  dann  diese  einzelnen 
Winkel  bestimmen  und  zur  Berechnung  der 
Seiten  a  und  b  alsdann  im  weiteren  die 
Sinusregel  in  Anwendung  bringen. 


Gegeben 


Angabe  482.  Von  einem  Dreieck  ist 
gegeben  der  Winkel  y  =  84*  27'  16",  die 
Summe  jS^  =  10  m  der  flm  einschliessenden 
Seiten  a  und  b  und  die  Differenz  6  = 
1 1^  24^  82^'  der  diesen  Seiten  gegenäber-  ^^^  j^^g . 
liegenden  Winkel  a  und  ß.    Man  soll  aus 

Kleyer,  Ebene  Tri^onoiiietrie. 


f  y  =  840S 


y=:iQ4^Sn'  16" 
10  m 
110  24'32'' 


Andeutung.    Berechnet  man  aus: 
a  —  ß^^ 


a-\-ß  =  1800  — y 


21 


322  Ebene  Trigonometrie. 

diesen  Angaben  den  Inbalt,  sowie  die  nicht  die  Winkel  a  nnd  ß,  so  hat  man  diese  Auf- 
gegebenen Stücke  des  Dreiecks  berechnen,     gäbe  auf  die   Aufgabe   477   zurückgeführt. 

Man  kann  aach  direkt  die  Mollweidesche 
Formel  89  oder  den  Tangentensatz  in  An- 
wendung bringen,  mittels  ersterem  die  Seite  c, 
mittels  letzterem  die  Seiten  a  und  h  be- 
stimmen. 


Anfjgabe  483.    Die  Summe  zweier  Seiten  f  a  +  &  =  S  =  196,886  m 

a  und  5  eines  Dreiecks  \&t  S  =  196,886  m,        Gegeben:  j         y  =  350  40* 
der  von  beiden  eingeschlossene  Wüikel  y  ist  l    a :  6  —  33 :  36 

=  35^  40'  und  das  Verhältnis  jener  Seiten        Andeutung.   Man  berechne  zunächst  aas 

ist  =  83 :  35;  man  soll  die  Seiten  und  Winkel  den  gegebenen  Relationen: 
des  Dreiecks  berechnen.  a)  .  .  .  a  +  ft  =  196,886  m 

und 

b)  .  .  .  .  a :  &  =  33 :  86 

die  einzelnen  Seiten  a  und  d,  dann  kaim  man 
im  weiteren  zur  Berechnung  der  Winkel  a 
und  /}  den  Tangentensatz  in  Anwendung  brin- 
gen, u.  s.  f. 


An^be  484.    Die  Summe  der  Seiten  h  (h-fe=:8  z=z^m 

und  c  eines  Dreiecks  ist  /S'  =  29  m  und  die  Gegeben:  |  a+c  =  5,  =  27m 

Summe  der  Seiten  a  und  c  ist  S^  =  27  m;  l        «  =  630  7'48,4" 

wie  gross  sind  die  Seiten  und  Winkel  dieses  Andeutung.    Nach  der  in  der  ErkL  342 

Dreiecks,  wenn  der  der  Seite  a  gegenüber-  aufgestellten  Gleichung  2)  ist: 

liegende  Winkel  a  =  53®  T  48,4"  beträgt  „ 

a2  =  (ft-f  c)2  — 4dc-cos«-^ 

und  hierauB  erhält  man  in  fiflcksicht,   dass 

gemäss  der  Aufgabe: 

9k)  ,  ,  .  h-\-c  =:  S 
ist: 

ffl  — gg 

h)  .  .  .  hc  z= 

4co««  y 

Da  auch  femer  noch  gemäss  der  Aufgabe 
die  Relation: 

c)  .  .  .  a  +  c  =  Sj 

gegeben  ist,  so  hat  man  hiemach  drei  Glei- 
chungen mit  den  drei  unbekannten  a,  b  und 
c;  eliminiert  man  aus  Gleichung  b)  zuerst  o, 
indem  man  nach  Gleichung  c)  für: 

a  =:  5^  —  c 

setzt,  drückt  dann  aus  der  somit  erhaltenen 
Gleichung  die  Seite  c  in  die  unbekannte 
Seite  b  und  in  die  gegebenen  Stücke  ans 
und  substituiert  den  somit  für  c  erhaltenen 
Wert  in  Gleichung  a),  so  erhält  man  eine 
Bestimmungsgleichung  für  5,  welche  in  bezog 
auf  b  aufgelöst,  gibt: 

5i  +  5^  cos  «  ±  Y  4  Sj  (Sj  —  S)  008«  ^  +  S»  cos«  a 

l-|-2co8a 

nach  welcher  Gleichung  man  die  Seite  b  be- 
rechnen kann,  u.  s.  f. 


A)  .  .  .  fc  = 


{ 
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(h  +  cz=S  =175m 

Gegeben:  {  a-j-c  =  5,  =  296  m 

l         y  =  960  43'  68,5" 


Au^be  485.  Die  beiden  Seiten  b  und  c 
eines  Dreiecks  messen  zusammen  jS'  =  175  m 
und  die  Seite  c  misst  mit  der  dritten  Seite  a 
zusammen  S^  =  295  m;  man  soll  hieraus  die  Andeutung.  Die  Auflösung  dieser  Au%abe  ist 
Seiten  und  Winkel  des  Dreiecks  berechnen,  analog  der  Auflösung  der  vorigen  Aufgabe  484. 
wenn  der  der  Seite  c  gegenüberliegende  Win- 
kel y  =  96<>  43'  58,5  beträgt 


s)  Aufgaben,  in  welchen  die  Differenz  zweier  Seiten,  auch  die  Differenz  zweier 

Winicel  und  die  Summe  zweier  Seiten  gegeben  ist. 

Anfgabe  486.  Die  Differenz  der  zwei 
Seiten  a  und  b  eines  Dreiecks  sei  =  d^  =  Gegeben 
120  m,  die  diesen  Seiten  gegenüberliegenden 
Winkel  a  und  /J  seien  bezw.  =  7S^  44'  23,3" 
und  9^31'  38,2";  wie  gross  sind  die  Seiten 
und  welches  ist  der  Inhalt  des  Dreiecks? 


■{ 


a  —  &  =  d  =  120  m 
a  =  730  44'  23,3" 
^  =  90  81'  38,2" 


Figur  178. 


Erkl.  S47.     Da   in   den  gleichschenkligen 
Dreiecken  ADC  Aer  Figuren  178  und  179: 

a)  .  .  .  y  =  2R—(a  +  ß) 

ist,  so  muss  jeder  der  Basiswinkel  dieser  Dreiecke 

_  QR-y  _2R'^[2R  —  (a  +  ß)] 

""       2       ^  2 

oder    =:«+^ 


2 


sem. 


Andeutungen: 

1)  Anschliessend  an  die  planimetrische 
Konstruktion  eines  Dreiecks  aus  der  Diffe- 
renz zweier  Seiten  und  den  diesen  Seiten 
gegenüberliegenden  Winkel,  kann  man  die 
geforderten  Stücke  mittels  folgender  Betrach- 
tung berechnen: 

Ist,  siehe  Figur  178,  ABC  das  Dreieck, 
welches  den  Bedingungen  der  Aufgabe  ent- 
spricht, und  man  denkt  sich,  in  Rücksicht 
dass  gemäss  der  Aufgabe  und  nach  der 
Erkl.  181,  die  Seite  b  kleiner  als  die  Seite  a 
ist,  die  kleinere  Seite  b  auf  der  grösseren 
Seite  a  nach  CD  abgetragen  und  D  mit  Ä 
verbunden,  so  erhält  man  das  Dreieck  ABB, 
dessen  Seite  BD=^a  —  b=^d  ist,  und  dessen 
Winkel  nach  der  ErkL  347  die  in  der  Figur  1 78 
eingetragenen  Werte  haben  (siehe  auch  die 
ErM.  348).  Aus  diesem  Dreieck  erhält  man 
zur  Berechnung  der  Seite  c  nach  der  Sinus- 
regel die  Relation: 

,       8in(2i^-^ 


sm 


a-/? 


Figur  179. 


oder  in  Rücksicht  der  Eikl.  66: 


e 
~d 


sm 


sm 


ß 


mithin: 


sm 


a  +  /9 


A) 


•      •      •      • 


c  =d 


sm 


o  —  ß 


Ist  hiemach  die  Seite  c  berechnet,  also 
bekannt,  so  kann  man  eine  der  Seiten  a 
und  b  mittels  der  Sinusregel  und  dann  die 
andere  Seite  aus  der  gegebenen  Relation: 

a  —  b  =:  d 

berechnen.  Zur  Berechnung  des  Inhalts  I 
benutzt  man  am  besten  den  in  der  Erkl.  511 
aufgestellten  Satz. 
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2)  Nach  der  Mollweidesohen  Formel  90, 

Erkl.  848.    Man  kann  auch,  anstÄtt  wie  in  8*6^®  ^^^^'  ^^^  Frage  21 ,  besteht  znr  Be- 

der  Figur  178,  die  kleinere  Seite  2»  auf  der  reohnong  der  Seite  c  die  Relation: 
grossem  Seite  a  abzutragen,  wie  in  der  Fig.  179  .    a^  ß 

angedeutet  ist,  die  grössere  Seite  a  auf  der  a—  b  _  ^"^     2 

kleinem  Seite  b  abtragen.  c      "~     .    a«f /? 

Aus  dem  Dreieck  ÄBD  der  Figur  179  er-  ^^  "X~ 

hält  man  dann  nach  der  Sinusregel  die  Ee-  u^  hieraus  erhält  man,  a  —  b^d  gesetzt, 

^**'<^^-  .  .  für  die  Seite  c: 

^        sin^  B)...c  =  cf.— ^ 

•  V  sm  —^ 

woraus  sich:  ^ 

gjn  g-j-/^  nämlich  dieselbe  Gleichung  als  Gleichung:  A). 

*) c  =z  d  — ^—^;—ß-  3)  Man  kann  auch  zuerst  die  Seiten  a 

sm  —7^  und  b  berechnen  und  zwar  mitteis  Anwen- 

ergibt.  düng  des  Tangentensatzes;  man  erhftlt  nach 

Vergleiche   hiermit  die   in   nebenstehender  demselben: 
Andeutung  1)  aufgestellte  Gleidiung  A).  a-\-ß 


a  +  b_    ^ 


2 


«-*  tg^ 

oder,  da: 

a  —  6  =  d 
ist: 

C)  .  .  .  .    a  +  6  =  d — T- 

Hat  man  nach  Gleichung  C)  die  Siunme 
der  Seiten  a  und  b  berechnet,  so  kam  man 
aus  der  hiemach  berechneten  Summe  und  aus 
der  gegebenen  IMfferenz  jener  Seiten  die 
einzelnen  Seiten  a  nnd  b  berechnen,  nnd 
kann  dann  ferner  die  Seite  c  mittels  der  Sinns- 
regel bestimmen. 


Aufgabe  487.    Die  Seite  c  eines  Drei-  f         c  =  75,924  m 

ecks  ist  75,924  m  lang,  der  dieser  Seite  gegen-  Gegeben :  l         y  =  40o  20*  30" 

tiberüegende  Winkel  /  betrögt   40^  20/  30"  l  a  -  6  =  d  =  87,962  m 

und  die  Differenz  der  beiden  andern  Seiten  a  Andeutungen: 

und  5  ist  (i?  =  37,962  m;  man  soll  aus  diesen  j)  Man  kann  in  analoger  Weise  yerfahren 
Angaben  die  nicht  gegebenen  Seiten  und  ^e  in  dei'  Andeutung  1)  zur  vorigen  Auf- 
Winkel des  Dreiecks  berechnen.  gäbe  486  gesagt  ist,  und  zunächst  nach  der 

in  jener  Andeutung  aufgestellten  Gleichung  A), 

^  /  j.\      A  «+i>  /      1800  — y>v 

aus  c,  c;?  (=  a  —  b)  und      '      I  =  — = — -  j 

die  Wmkeldifferenz  a  —  ß  berechnen,  wobd 
man  jedoch  beachten  muss,  dass  dem  Winkel 

— ö~"  DacJt^  derErkL  271  zwei  Werte  ent- 
sprechen können;  dann  hieraus  und  aoa  der 
bekannten  Winkelsumme  die  einzelnen  Wmkel 
a  und  ß  berechnen.  Sind  somit  diese  Winkel 
berechnet,  so  kann  man  die  Seiten  a  nnd  b 
mittels  der  Sinusregel  bestimmen. 

2)  Man  kann  auch,  analog  wie  in  der  An- 
deutung 2)  der  vorigen  Aufgabe  gesagt  wurde, 
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die  Moüweidesche  Formel  90  in  Anwendung 
bringen  und  verfahren  wie  in  der  vorstehen- 
den Andeutung  1)  gesagt  ist. 

3)  Man  kann  auch  zuerst  die  Seiten  a 

und  b  mittels  Anwendung  des  Projektions- 

Erkl.  M9.     Aus  der  nebenstehenden  Glei-  satzes,  bezw.  mittels  Anwendung  der  in  der 

chnog  k):  Erkl.  342    aus    dem  Pi'ojektionssatz    abge- 

2Si-{-2d^  8^—d^  __  leiteten  Formeln  berechnen. 

4  2 j        cosy  —  c*  ^^g  ^^j.  ^  ^^j.  g^y    3^2  aufgesteUten 

erhält  man  S  wie  folgt:  Gleichung  4): 

5»+  ^2—  (S«  -  <P)  .  cosy  =  2c2  c«  =  (a  —  6)2+4adsin«-^ 

S^  —  £f^*  cosy  +  cl^-f-d^  •  cosr  =  2dS 

5«  (1  ^  cosy)  +  dHl  +  cosy)  =  Sc«  ^^^^  T  ^  Rücksicht  der  gegebenen  Be- 

Setzt   man   nunmehr  nach   den  Erkl.  801        •  a)  .  .  .  a &  =  d 

y  für  das  Produkt  der  Seiten  a  und  b   die 

1  —  eosy  =  Sfslns  -|-  Relation: 

und  1  + cosy  =  2co8»-|-  4sin«f 

80  erhält  man:  aus  welchen  beiden  Gleichungen  die  Seiten  a 

o»   -:««  y  A  :%M   ft  y       o  9  ^>nd   b  leicht   durch   Substitution  berechnet 

2S2.|„n«^  +  2d«.cos«-=2c2  ^^^^^^  j^^^^     j^^  ^^^^j  «  und  ^  kann 

«     J4    «^«*  r  mAQ  alsdann  im  weiteren  nach  der  Sinusregel 

gj  _. 2  berechnen. 

sm>-|-  4)   Man  kann  auch  zuerst  die  Seiten  a 

und  b  ohne  Anwendung  der  in  der  Erkl.  342 
aufgestellten  Htilfsgleichungen  wie  folgt  be- 
rechnen: 

Gemäss  der  Aufgabe  besteht  die  Relation: 
I  a)  .  .  .  a  —  h  "==.  d 

Y  c2  _  rf2 .  cos«  1"  femer  hat  man  nach  dem  Projektionssatz  die 

T^  Beziehung: 

'*^  2  b)  .  .  .  a«-|-62  — 2a6  •  cosy  =  c« 

ans  welchen  beiden  Gleichungen  man  zunächst 
die  Summe  a-\-h  folgendermassen  bestimmen 
kann: 

Setzt  man: 

c)  .  .  .  a  -f-  5  =:  S 

so  erhält  man  aus  den  Gleichungen  a)  und 
c)  durch  Addition  bezw.  Subtraktion: 

d)  .  .  .    a  =  — ' — 
und 

e)  .  .  .    h  =. 

oder 

f)  .  .  .  a2  — 
und 

g)  .  .  .  &«  =  ^ 

Durch  Additon  dieser  beiden  Gleichungen  f) 
und  g)  erhält  man  weiter: 

o  .   ro       -S2  +  25(i  +  d2  .   52  — 25ce  +  d2 


oder 


VC«— (i«.  cos«^ 


5  = 


2 

2 

5«  +  2fif<i  +  <i« 

4 

5f2  — 25rf  +  rf2 
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oder 

4 

und  dnrch  Multiplikation  der  Gleichungen  d) 
nnd  e)  erhält  man: 

8+d      S—d 

2  2 

oder 

..  .        52  — d« 

1)  .  .  .  ao  = r 

4 

Setzt  man  nmmnehr  die  Werte  ffir  a'  -f~  ^ 
nnd  ffxr  ab  «OB  den  Gldchnngen  h)  nnd  ij 
in  Gldchnng  b)  ein,  so  erhttt  man: 

k)  .  .  j 2« — 2 — coe/  =  e2 

Löst  man  diese  Gleichimg  nach  S(=a-\-b) 
anf,  so  erhält  man  nach  der  &kL  349: 

S=— ^ 

8in| 

In  Bücksicht  dieses  fOr  5  =  04-^  ^ 
rechneten  Wertes  nnd  in  Rücksicht  der  Gld- 
chnng  a)  hat  man  also  znr  Berechnnng  der 
Seiten  a  nnd  b  die  Gleichnngen: 

1)...  a+6  =  -^l — ?- 

sin  Zr 

nnd 

0)  .  .  .  a  —  b  =  d 

Hierans  erhält  man  dnrch  Addition: 

yc«--d«.co8«-|^ 
A).  ..a  =  fi 

und  durch  Subtraktion: 

yc^^d^coifiJL 
B),..h  =  ^i ^ 

\  am  


1  /  Y^'^-^i   ,  \ 

i  Subtraktion: 


Angabe  488.    In  einem  Dreieck  diffe-  (  a  —  b  =  d  =  lkm 

rieren  die  Seiten  a  und  6  um  ef  =  1  km,  der  Gegeben:  |         ^  =  46« 

der  kleineren  Seite  b  gegenüberliegende  Win-  l         c  —  3  km 

kel  /J  sei  =45«  und  die  dritte  Seite  c  sei  Andeutnng.    Man  berechne  zuerst  einen 

?,^J^^^^^.®^o®?™i^®^^^*PP^^^  der  Wmkel,  z.B.  den  Winkel  a  wie  folgt: 
Wmkel  und  die  Seiten  dieses  Dreiecks?  ^     „      ,      *  i.    v    .  * 

Gemäss  der  Aufgabe  ist: 

a)  .  .  .  a  —  b  =  d 

femer  hat  man  nach  der  Mollweideschen 
Formel  90,  siehe  Antw.  der  Frage  21,  die 
Relation: 

a-J,        8"»-^ 


sm 


«t^ 


2^ 
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Aus  diesen  beiden  Gleichnngen  folgt: 

d   __    ™-^ 

^         sm— ^ 

Bringt  man  nuxi  in  bezog  anf  diese  Pro- 
portion den  in  der  Erkl.  119  angeführten 
Siunmen»  und  Diferenzensats  in  Anwendung, 
80  erhält  man: 

c  +  tf^  8m^  +  »m-^ 

Bringt  man  jetzt  in  bezug  auf  den  Quo- 
tienten rechts  die  in  der  Erkl.  268  ange- 
führte goniometrische  Formel  in  Anwendung, 
indem  man  in  derselben  für: 

«  +  /> 

2 
und  für  ^  =  ^^^ 

setzt,  so  erhält  man  weiter: 

*«      2       ■«■       2 


e-Yd__    ^  2 

C—  d~'  g  +  /^         a  —  ß 


oder  ^  2 

'-^"'^ 

und  hieraus  ergibt  sich  zur  Berechnung  des 
Winkels  a  die  Relation: 

A\  *    «        c-{'d     .     ß 

Hat  man  hiemach  a  berechnet,  so  kann 
leicht  aus  der  Beziehung: 
B)  .  .  .  y=  1800— (a-f-^) 

den  Winkel  y  berechnen  und  dann  die  Seiten 
a  und  b  mittels  der  Sinusregel  bestimmen. 


Au&abe  489.    Die  Differenz  der  Seiten  (  a--h  =  d  =  l2m 

o  mdb  eines  Dreiecks  ist  c?  =  72  m,  die  Gegeben:  l         c  =  120  m 

dritte  Seite   c   misst   120  m   und    der   der  l        a  =  430  36' 10,1" 

Seite  a  gegenfiberliegende  Winkel  a  beträgt  Andeutung.  Die  Auflösung  dieser  Aufgabe  ist 
43^36'10,1''.    Man  soll  aus  diesen  Angaben  analog  der  Auflösung  der  vorigen  Aufgabe  488. 
die  nicht  gegebenen  Seiten  und  Winkel  des 
Dreiecks  berechnen. 


Aufgabe  490.    In  einem  Dreieck  ist  die  (a  —  h=id  =  i/«  km 

1  Gegeben:  <  c  =  2km 


:  ]  c  = 


Differenz  d  zweier  Seiten  a  und  b  =  -^  Inn,  (  «  — .  /j  =  10© 

die  dritte  Seite  c  misst  2  km  und  die  Diffe-        Andeutung.    Man  bringe  die  MoUweide- 

renz  der   derselben  anliegenden  Winkel  a  sehe  Formel  90: 

und  ß  beträgt  10^;  man  soU  hieraus  die  nicht 

gegebenen  Seiten  und  Winkel  des  Dreiecks  ^~"^  : 

berechnen.  ^ 


sin 

a-ß 

2 

sin 

a-h/? 

2 
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in  Anwendung,  setze  in  derselben: 

a —  h  =.  d 


nnd  berechne  dann  aus  derselben 
a-{-ß,  u.  s.  f. 


2 


bzw. 


Angabe  49L  Von  einem  Dreieck  kennt 
man  die  Differenz  der  Seiten  a  und  b,  die- 
selbe ist  (2  =  360  dm,  die  Differenz  der 
diesen  Seiten  gegenüberliegenden  Winkel  a 
nnd  /?,  dieselbe  ist  =  71®  35'  41,3"  und  den 
dritten  Winkel  /,  welcher  96®  57'  20,1"  be- 
trägt; wie  gross  sind  die  Seiten  dieses 
Dräecks? 


Gegeben 


fa-ft  = 


h  =  (2  =  860  dm 
710  35' 41 ,3" 
960  67'  20,1" 


tg! 

»  +  /» 
2 

t«- 

x-ß 

9 

Andeutung.   Man  berechne  aus  der  nach 
dem  Tangentensatz  sich  eingebenden  Relation: 


a— 6"" 


indem  man  in  derselben: 

a —  6  =  d 
und 

g-f-jl  _  1800  — y 

2      ■"        2 

setzt,  zunächst  die  Summe  der  Seiten  a  nnd 
&,  dann  kann  man  leicht  aus  a  —  b  und 
a  -\-b  die  einzelnen  Seiten  a  und  b  be 
rechnen. 


An&abe  492.  Die  Summe  zweier  Seiten 
a  und  b  eines  Ihreiecks  ist  5  =  1200,50  m, 
deren  Differenz  d  beträgt  498,20  m  und  der 
von  beiden  Seiten  eingeschlossene  Winkel  y 
ist  =  98®  50';  man  soll  die  Seiten  und  Winkel 
des  Dreiecks  berechnen. 


f  a  +  h  =  S=z  1200,60m 
Gegeben:  {  a  —  &  =  d  =  498,20  m 
[         y=  98060' 

Andeutung.    Aus  den  gegebenen  Bezie- 
hungen: 

a  +  h  =  8 
und  a  —  h  :=  d 

kann  man  leicht  die  Seiten  a  und  b  berechnen. 
Die  Winkel  a  und  ß  kann  man  im  weiteren 
mittels  der  nach  dem  Tangentensatz  sich  er- 
gebenden Relation: 

*   "-\-ß 

berechnen,  wenn  man  in  derselben: 

tt  +  ^  __  1800  — y 
2—2 

setzt,  die  für  a  und  b  berechneten  Werte 
und  den  für  /  gegebenen  Zahlenwert  sub- 
stituiert, dann  aus  der  hienmch  sich  eiigeben- 
den  Gleichung  zunächst  die  Winkeldifferenz 
a  —  ß  bestimmt  und  schliesslich  aus  dieser 
Differenz  und  der  bekannten  Summe  a-\-ß 
die  einzelnen  Winkel  berechnet. 


Aufjgabe  493.  Von  einem  Dreieck  kennt 
man  die  Seite  a  =  13  m,  die  Summe  S  = 
29  m  der  Seiten  b  und  c  und  die  Differenz 
d  =  l  m  dieser  Seiten;  man  soll  die  Seiten 
und  Winkel  des  Dreiecks  berechnen. 


Gegeben 


{a=:  1dm 
h  +  ez=zS=2 
6  — C=r(J=:  1 


29m 
m 


Andeutung.   Man  berechne  zunftchst  ans 
den  gegebenen  Beziehungen: 

b  +  c  —  S 
und  d  —  c  =  <f 
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829 


4ie  Seiten  b  nnd  c.  Da  man  aLidaiin  die 
drei  Seiten  des  Dreiecks  kennt,  so  verfabre 
man  im  weiteren  analog  wie  in  der  Auflösong 
der  Aufgabe  119  gesagt  wurde. 


(  a  +  b  =  8  = 
:  Ib  +  c  =iS^z=: 
[ a-b=d= 


a  +  b  =  8  =  98m 

29m 
—  2m 


Angabe  494.   Von  einem  Dreieck  kennt 
nuin  die  Smmne  /S'  =r  28  m  der  Seit^  a  nnd  Gegeben 

b^  die  Somme  S^  =:  29  m  der  Seiten  b  nnd  c 

und  die  Differenz  d  =i  —  2  m  der  Seiten  a        Andeutung.    Man  berechne  aus  den  ge- 
nnd  b}  man  soll  die  Seiten  und  Winkel  des  gebenen  Relationen: 
Dreieeks  berechnen.  ^^  b  =  S 

a  —  b  =  d 

m 

die  Seiten  a  und  b,  dann  substituiere  man. 
den  Wert  für  5  in  die  gegebene  Relation: 

und  berechne  hieraus  die  dritte  Seite  c;  dann 
yerfahre  man  weiter  wie  in  der  Auflösung 
der  Aufgabe  119  gezeigt  wurde. 


t)  Aufgaben,  in  welchen  die  Summe  oder  Differenz  zweier  Seiten  und  eine  Höhe 
oder  zwei  Höhen  oder  Seitenabschnitte  (gebildet  durch  Höhen),  auch  die  Summe 
oder  Differenz  einer  Seite  und  einer  Höhe  oder  eines  Seitenabschnitts  vorkommen. 


Angabe  495.  Bie  zwei  Seiten  a  und  b 
eines  Dreiecks  messen  zusammen  'S'  =  170  m, 
der  der  grösseren  Seite  b  gegenüberliegende 
Winkel  ^  ist  =  75®  24'  36"  und  die  zur 
dritten  Seite  c  gehörige  Höhe  A«  ist  68  m 
lang.  Wie  gross  sind  die  nicht  gegebenen 
Seiten  und  Winkel  des  Dreieeks? 

Figur  180. 


Gegeben 


■■{ 


a  +  6  =  5=  170m 
fl  =  760  24'  36" 


Figur  181. 


Andentung.  Die  zur  Seite  c  gehörige 
Höhe  hc  ist,  siehe  die  Figuren  180  und  181 
und  die  Erkl.  278—280,  die  Kathete  eines 
rechtwinkligen  Dreiecks,  dessen  Hypotenuse 
die  Seite  a  und  dessen  einer  spitze  Winkel 
der  gegebene  Winkel  ß  ist.  Aus  diesem 
Dreieck  kann  man  mittels  der  gegebenen 
Höhe  ho  und  dem  gegebenen  Winkel  ß  die 
Seite  a  berechnen.  Ist  a  berechnet,  so  kann 
man  aus  der  gegebenen  Beziehung: 

a  +  b  =  S 

die  Seite  b  berechnen,  indem  man  für  a  den 
berechneten  Wert  substituiert.  Dann  kann 
man,  siehe  Figur  180,  aus  der  Beziehung: 

hc 
Bma  =  -=- 
o 

den  Winkel  a  berechnen,  wobei  man,  siehe 
die  Figuren  180  und  181,  berücksichtigen 
muss,  dass  nach  der  Erkl.  271  dem  Winkel  a 
zwei  Werte  entsprechen  können.  Die  dritte 
Seite  c  kann  man  schliesslich  mittels  Anwen- 
dung der  Sinusregel  berechnen,  wobei  sich 
ebenfalls  zwei  Werte  für  c  ergeben  müssen. 
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Anfjg^be  496.     Die  Sttinme  der  beiden  (  a-\-b  =  8=z  28m 

Selten  a  und  6  eines  Dreiecks  ist  S'  =  28  m,         Gegeben:  |         y  =  69© 29'  23,1" 
der  von  beiden  Seiten  eingescblossene  Winkel  y  l       äj  —  11,2m 

beträgt  59®  29'  23,1"  nnd  die  zur  Seite  b  ge-  Andeutung.  Man  berechne,  siehe  Fig.  124, 
hörige  Höhe  hi,  misst  11,2  m;  man  soll  hier-  aus  dem  rechtwüüdigen  Dreieck  BBC  milr 
aus  die  Seiten  nnd  die  nicht  gegebenen  Winkel  tels  der  gegebenen  Höhe  hi  nnd  dem  ge- 
des  Dreiecks  berechnen.  gebenen  Winkel  y  zunächst  die  Seite  a,  daim 

bestimme  man  die  Seite  b  mittels  der  ge- 
gebenen Beziehung  a-{-^  =  S,  indem  man 
hierin  den  für  a  berechneten  Wert  snbstitniert 
Da  man  hiemach  von  dem  Dreieck  die  zwei 
Seiten  a  und  b  und  den  von  beiden  ein- 
geschlossenen Winkel  7 'kennt,  so  verfnhre 
man  im  weiteren  wie  in  der  Auflösung  der 
Aufgabe  118  gezeig^t  wurde. 


Au^be  497.   In  einem  Dreieck  beträgt  f  a  +  h  =  8  =  170m 

die  Summe  S  der  zwei  Seiten  a  und  5  =  Gegeben:  {        y  =  960  43'Ö8,5" 


\ 


170  m,  der  von  diesen  Seiten  eingeschlossene  l       äc  —  24  m 

Winkel  y  misst  960  43'  68,5"  und  die  zur        Andeutung.    Man  berechne  zunächst  die 
dntten  Seite  gehörige  Höhe  hc  ist  24  m  lang;  g^^^^  ^  ^^  fjw. 

man  sofl  aus  diesen  Angabai  die  unbekannten        j^ach  dem  in  der  ErkL  15i  aufgesteUtea 
Seiten  und  Wüikel  des  Dreiecks  berechnen,  g^tz  hat  man  für  den  Inhalt  t  des  Dreiecks 

die  Relation: 

a)  .  .  .  F  =  -Q-  •  smy 

femer  hat  man  auch  fOr  diesen  Inhalt  I  die 
Beziehung: 

und  aus  diesen  Gleichungen  eigibt  sieh  die 
Beziehung: 

c)  .  .  .  a^-sin^  =  c-A« 

Um  nun  hieraus  das  Produkt  ab  zu  eli- 
minieren, beachte  man,  dass  nach  der  in  der 
Erkl.  342  aufgestellten  Gleichung  1)  die  Be 
Ziehung  besteht: 

d)  .  .  .  c«  =  (a  -f- &)«  -  4a6.oo8«^ 

und  dass  sich  hieraus,  in  Bücksicht,  dass 
gemäss  der  Aufgabe  a--|~6  =  5ist,  fSr  das 
Produkt  abx 

e)  .  .  .  ao  = 

4coB»^ 

ergibt.  Substituiert  man  diesen  Wert  ffir 
ab  ydl  vorstehende  Gleichung  c),  so  erhält 
man  für  c  die  Bestimmungsgleichung: 

•  smy  =  c .  Äe 

4C08S-|- 

Setzt  man  hierin  nach  der  Erkl.  52  für: 
siny  =  28in  ^  cob  ~- 

m  Sa 

80  erhält  man  femer: 
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(S«  — c«).28in|-cos|^ 

; =  C'he 

.4coö^-|- 

oder  nach  gehöriger  Reduktion  und  in  Rück- 
sicht der  ErkL  120: 


52  — CÄ    ^    y 
0  .  .  .  — 2 ^'^  =  ^'^<^ 

und  diese  Gleichung  in  bezug  auf  c  auf- 
gelöst, gibt  der  Reihe  nach: 

S«.tg|-  — c2tg-|-  =  2cÄc 
c2tg|-  +  2cÄc  =  5«tg^ 


tg^ 


2 

2 


C  +  he*Ctg^  =  +y  S«4-Ä2<,  .  Ctg« 


=  S^+h^e  'Gtg^Y  ^^'  ^'^*  ^^^ 


2 

(8.  Erkl.  16) 

ndthin  ist:  

A)  .  .  .  c=  -Äc.ctg|  +  yS24-Ä«c-ctg8| 

nach  welcher  Gleichung  man  die  Seite  c  be- 
reclmen  kann.  Ist  hiernach  die  Seite  c  be- 
rechnet, 80  kennt  man  von  dem  Dreieck 
a-^bf  Y  und  c  und  man  kann  im  weiteren 
verfahren  wie  in  der  Andeutung  zur  Auf- 
gabe 479  gesagt  ist 


Aufgabe  498,   Die  Summe  zweier  Winkel  ra  +  6  =  5  =  528m 

a  und  b  eines  Dreiecks  ist  S=b2S  m,  die         Gegeben:  l         c  =  424m 
dritte  Seite  c  misst  424  m  und  die  zu  dieser  l       ä«  — .  84  m 

Seite  gehörige  Höhe  hc  ist  =  84  m  lang;  Andeutung.  Die  Auflösung  dieser  Auf- 
wie  gross  sind  die  nicht  gegebenen  Seiten  gäbe  ist  analog  der  Auflösung  der  vorigen 
und  die  Winkel  des  Dreiecks?  Aufgabe  497.    Man  erhält,  wenn  man  die  in 

der  Andeutung  der  Aufgabe  497  aufgestellte 

Gleichung  f): 

S^  —  c^.     y  - 

— g— tg^  =  c.Äc 

y 

in  bezug  auf  tg-^-  auflöst: 
A)  .  .  .  .  t«-^  = 


2         S2— c2 

nach  welcher  Gleichung  man  den  Winkel  y 
berechnen  kann.  Da  hiemach  a-\-b,  c  imd 
y  bekannt  ist,  so  kann  man  im  weiteren  ver- 
fahren wie  in  der  Andeutung  zur  Aufgabe  479 
gesagt  ist 
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Aufgabe  499.  Die  Samme  der  zwei 
Seiten  b  und  c  eines  Breiecks  ist  iS'  =  176  m, 
die  zu  der  letzteren  dieser  Seiten  gehörige 
Höhe  hc  misst  24  m  und  die  dritte  Seite  a 
ist  145  m  lang;  man  soU  hieraus  die  nicht 
gegebenen  Seiten  nnd  Winkel  des  Dreiecks 
berechnen. 


Gegebe 


n:  I 


a  =  145  m 


Andeutungen: 

1)  Denkt  man  sich  in  dem  zu  berechnenden 
Dreieck  die  Seite  b  auf  der  Verlängenmg 
der  Seite  c  angetragen  und  den  Endpunkt  D 
dieser  Verlängerung  mit  der  Ecke  C  ver- 
banden, so  erhftlt  man  ein  Dreieck  BCD, 
dessen  eine  Seite  BD  =  6  -|-  c  =  i^,  dessen 
andere  Seite  BC  =  a  und  dessen  zur  Seite 
b-^c  gehörige  Höhe  he  gegeben  ist  Dieses 
Dreieck  kann  man,  wie  in  der  Andeutung 
zur  Aufgabe  346  gesagt  ist,  berechnen. 

2)  Man  kann  aus  hc  und  a  zunftohst  den 
Winkel  ß  berechnen,  da  man  alsdann  von 
dem  Dreieck  a-j-b,  ß  und  a  kennte  so  kann 
man  im  weiteren  verfahren  wie  in  der  An- 
deutung zur  Aufgabe  480  gesagt  wurde. 


■■{ 


he  =  40  dm 
/J  =  50  48'  29,8" 


Aufgabe  500.   In  einem  Dreieck  beträgt 
die  Summe  S  der  Seiten  b  und  c  ==  449  dm,  Gegeben 

die    zur    letzteren    dieser    Seiten    gehörige 
Höhe  he  ist  40  dm  lang  und  der  der  ersteren        Andeutung.  Die  Auflösung  dieser  Aufgabe  ist 
jaier  Seiten  gegenüberliegende  Winkel  ß  ist  analog  der  Auflösung  der  vorigen  Aufgabe  499. 
=  5^  43' 29,3'';   man  soll  die  unbekannten 
Seiten  und  Winkel  dieses  Dreiecks  berechnen. 


Aufgabe  501.  Die  Summe  der  Seiten  a 
und  b  eines  Dreiecks  ist  S  =*=  250  m,  die 
Differenz  der  diesen  Seiten  gegenüberliegen- 
den Winkel  a  und  ß  bbträgt  2S^  43'  10,5", 
und  die  zur  dritten  Seite  c  geliörige  Höhe  he 
ist  28  m  lang;  man  soll  hieraus  die  Seiten 
und  Winkel  des  Dreiecks  berechnen. 


Gegeben: 


o  +  6  =  Ä=:250m 

he  =  28m 
«  — /J  =  280  43' lOA 


n 


Andeutung.  Man  kann  zunächst  die  Setter 
berechnen,  indem  man  in  der  in  AndenUmg 
der  Aufgabe  497  aufgestellten  Gleichung'  A): 

a)  .  .  .  c  =  — Äc-dg^-f  ys«-|-ÄSc-ctg«| 

tar  ctgZr  den  aus  der  Gleichung  A)   dar 

Andeutung  zur  Aufgabe  498  sich  ergebenden 
Wert: 

^>--^*2=-27:Är 

substituiert,  u.  s.  f. 


Angabe  502.  Die  Summe  zweier  Seiten 
a  und  b  eines  Dreiecks  ist  S  =  14,715  m, 
die  zur  Seite  a  gehörige  Höhe  ha  bildet  mit 
der  Seite  b  einen  Winkel  a^  =  33®  20'  36" 
und  die  dritte  Seite  c  misst  7,25  m:  wie  gross 
sind  die  nicht  gegebenen  Seiten  and  Winkel 
dieses  Dreiecks? 


■[ 


a  +  b=:S=  14,715m 
Gegeben:  {  <^  ä«6  =  «,  =  83® 20*  36 

c  =  7,25  m 


Andeutung.  Ist,  siehe  Figur  182,  ABC 
das  Dreieck,  welches  den  gegebenen  Bedin- 
gungen entspricht,  und  man  denkt  sich  b 
auf  der  Verlängerung  von  a  nach  CF  ab- 
getragen und  ^  mit  ^  verbunden,  so  erbilt 
man  das  Dreieck  ABF,  in  welchem  die  Seite 
BF=  a-\-b  =  S,  die  Seite  AB  =  C,  nnd  in 
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Figur  182. 


welchem  femer  nach  der  Erkl.  113  nnd  in 
Rücksicht,  dass  der  Winkel  ACD  =  B-^ai 

ist,  der  Winkel  AfDz^^  — g— ^  ist.  Von  diesem 

Dreieck  ÄFB  kennt  man  also  zwei  Seiten 
nnd  den  der  kleineren  dieser  Seiten  gegen- 
überliegenden Winkel.  Wie  in  der  Auflösung 
der  Aufgabe  121  gezeigt,  kann  man  somit 
aus  jenem  Dreieck  den  Winkel  ß  berechnen. 
Ist  ß  berechnet,  so  kennt  man  von  dem  Drei- 
eck ABC  die  Summe  der  Seiten  a  und  6, 
die  Seite  c  und  den  Winkel  j3,  und  kann  so- 
mit im  weiteren  verfahren  wie  in  der  An- 
deutung zur  Aufgabe  480  gesagt  wurde. 


Aufgabe  503.  Die  Summe  der  beiden  Seiten 
a  and  b  eines  Dreiecks  ist  8  =  1000  m,  der 
von  beiden  eingeschlossene  Winkel  ^^  ist  = 
123M1'20''  und  das  Verhältnis  der  Ab- 
schnitte c'  und  c'',  in  welche  die  dritte  Seite  c 
durch  die  zugehörige  Höhe  he  geteilt  wird, 
sei  =  10 : 7 ;  man  soll  hieraus  die  Seiten 
ond  die  beiden  andern  Wmkel  des  Dreiecks 
berechnen. 


Gegeben 


a+6  =  S=  1000m 
1230  41'  20" 
10:7 

Andeutung.  Han  berechne  zunächst  die 
Winkel  a  und  ß  des  Dreiecks  wie  folgt: 

Ist,  siehe  Figur  180,  ABC  das  Dreieck, 
welches  den  Bedingungen  der  Aufgabe  ent- 
spricht, so  ergeben  sich  aus  den  rechtwinkligen 
Dreiecken  ACD  nnd  BCD  die  Relationen: 

a)  .  .  .  e*  =  hc'  ctg/J  ] 

und  [  (s.  Erkl.  43) 

b)  .  .  .  c"  =  Ä«  •  ct^a  J 

Aus  denselben  erhält  man  durch  Division: 
c'  _   ctg/? 


jt 


ctg« 


den 


Erkl«  8oO«      Eine   goniometrische   Formel 
heisBt: 

ctgg  —  ctgß  sin  («  —  ß) 

Gtga-\-ctgß         Bm{a-\-ß) 

(Siehe  Formel  175  in  Kleyers  Lehrbuch  der 
Gomometrie.) 


oder,   wenn  man  für  das  Verhältnis  -^ 

gegebenen  Wert  setzt: 

^\  ctg^__  10 

'  ctg«  7 

Bringt  man  in  bezug  auf  diese  Proportion 

den  in  der  Erkl.  119  angeführten  Differenzen- 

und  Summensatz  in  Anwendung,  so  erhält  man: 

ctgß  —  ctgtt  _   10  —  7 

"ctg/J  +  ctga  ■"  10  +  7 

oder  nach  der  in  der  Erkl.  350  aufgestellten 

Formel:  .^.^       v         « 

sm  09  —  o)  3 

8in(/9  +  a)  ""TT 
oder  in  Rücksicht,  dass: 

n  +  ß  =  2R  —  y 
also: 
sin  (o  +  /»)  =  sin  (2  /?  —  y)  =  siny  (s.  Erkl.  66) 

ist: 

Q 

A)  .  .  .  wiiß  —  a)  =^jy  •  sißy 

Mittels  welcher  Gleichung  man  ß  —  a  be- 
rechnen kann.  Da  man  hiernach  ß  —  a  und 
ß-\-a  (==2R  —  y)  kennt,  so  kann  man  leicht 
die  Winkel  a  und  ß  berechnen  und  dann 
weiter  verfahren,  wie  in  der  Andeutung  zur 
Aufgabe  477  gesagt  wurde. 
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Aufjgrabe  504.    Die  Seiten  a  und  b  eines  (  a  +  hz=  8  =  921m 

Dreieclu  messen  zusammen  iS'  =  221  m  and  Gegeben:  <        ha  =  23,7624  m 

die  zu  diesen  Seiten  gehörigen  Höhen  K  [       hb==  82,7586  m 

und  hb  sind  bezw.  =  23,7624  und  =  32,7586  m        Andeutung.    Man  beachte ,  dass  gemäss 

lang;  wie  gross  sind  die  Seiten  und  Winkel  der  Aufgabe  die  Relation: 
des  Dreiecks?  B,),..a  +  b  =  S 

und  dass  nach  der  Erkl.  295  die  weitere  Re- 
lation: 


b  ha 

besteht,  und  dass  man  aus  denselben  die 
Seiten  a  und  b  berechnen  kann.  Sind  die 
Seiten  a  und  b  hiemach  berechnet,  so  kami 
man  mittels  einer  derselben  und  einer  der 
gegebenen  Höhen  den  Winkel  y  bestimmen, 
wonach  man  von  dem  Dreieck  zwei  Seiten  und 
den  von  beiden  eingeschlossenen  Winkel  kennt 


Aufgabe  506.    Die  Seite  c  eines  Dreiecks  [  e  +  Jh  =  8  =  284dm 

misst  mit  der  ihr  zugehörigen  Höhe  he  zu-  Gegeben:  {  a  =  81oi2'9,a 


sammen  S  =  284  dm,   die  jener  Seite  an-  l         /»  =  240  11'22,8'' 

Hegenden  Winkel  a  und  j5  betragen  bezw.        Andeutung.    Man  hat  gemäss  der  Auf- 

81M2'9,3"  und  24^  11' 22,3";  man  soU  die  gäbe  die  Rektion: 
Seiten  des  Dreiecks  bereebnen.  ^\         c  +  he  =  S 

femer  erhält  man  aus  den  rechtwinkligen 
Dreiecken,  welche  die  Höhe  hc  mit  den  Ab- 
schnitten c'  und  c"  der  Seite  c  und  den 
beiden  andern  Seiten  des  Dreiecks  bildet 
(siehe  die  Figuren  180  und  181)  die  Rela- 
tionen: 

b)  .  .  .  tgo  =  -^ 
und 

c)  .  .  .  tg/J  =   ** 


Setzt  man  die  aus  den  Gleichungen  b) 
und  c)  flir  c'  und  c'*  sich  ergebenden  Werte: 

hc 


e"  = 


und 
(;'  = 


tg« 


tgß 

in  Gleichung  a),  so  erhält  man  in  Rficksicht, 
dass: 

ist,  für  he  die  Bestimmungsgleichung: 


tg«  '  tgfi 

Diese  Gleichung   in  bezug  anf  he   auf- 
gelöst, gibt  der  Reihe  nach: 

he'tgß  +  he'tga  +  he'tgatgß  =  Stgatgß 
Äc(tgo  +  tg/J-|-tg«tg/J)  =  S.  tg«tg/J 
oder 

tgatg/? 


A)  ...  he  —  8 


tg«  +  tg/J  +  tgatg^ 
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wonach  man  die  Höhe  he  berechnen  kann. 
Ist  hiemach  he  berechnet,  so  kann  man 
leicht  ans  der  Gleichung  a)  die  Seite  c  be- 
stimmen, u.  s.  f. 


Angabe  608.  Die  Differenz  zweier  Seiten  [  a  —  &  =  d  =  0,76  m 

a  mdb  eines  Dreiecks  ist  d  =  0,75  m,  der  aatrahi^n   )  ^  >  ^ 

der  grösseren  Seite  a   gegenfiberliegende  "egeoen.           «  =  66o 34' 12,6" 

Winkel  a  ist  =  ßb^  34'  12,6"  und  die  zur  l        ä«  =  8,28  m 

dritten  Seite  c  gehörige  Höhe  ä«  misst  3,28  m;  Andeutung.    Die  Auflösung  dieser  Aufgabe 

wie  gross  smd  die  nicht  gegebenen  Seiten  igt  analog  der  Auflösung  der  Auifeabe  495. 

und  Winkel  dieses  Dreiecks?  

Aufgabe  607.   Die  beiden  Seiten  a  und  b  (b  —  a=id  =  2m 

eines  Dreiecks,  von  welchen  6  >  a  ist,  diffe-  a  troh      1  ^  >  * 

rieren  um  tf  =  2  m,  die  zur  ersteren  dieser  wegeoen:  <        ^  _.  ig^g^gj  „j 
Seiten  gehörige  Höhe  ha  misst  12,9231  m  und  l         r  =  69«  29'  23,1" 

kIJI^  iSS?n.®o^*?S  eingeschlossene  Winkdy        Andeutung.    Die  Auflösung  dieser  Aufgabe 
beträgt590  29' 23,1";  man  berechne  hieraus  die  igt  analog  der  Auflösung  der  Aufgabe  496. 
nicht  bekannten  Seiten  und  Winkel  des  Dreiecks. 

Au%ab6   608.     Die  zur  Seite  c  eines  f  a  —  d  =  <2  =  144m 

Dreiecks  gehörige  Höhe  hc  ist  =  28  m,  der  Gegeben:  l        Äc  =  28  m 

dieser  Seite  gegenüberliegende  Winkel  y  misst  l        y  =  23©  43  10,4" 

23®  43'  10,4''  und  die  beiden  andern  Seiten        Andeutung.     Die  Auflösung  dieser  Au^be 

0  imd  5,  von  welchen  a  >  6  ist,  differieren  ist  analog  der  Auflösung  der  Aufgabe  497;  man 

um  (?  =  144  m.    Man  soH  die  Seiten  und  erhält:  ^ 

r 

2 


die  übrigen  Winkel  berechnen.  A)  .  .  :  c  =  y^M,tg«|-  +  Ätg 


Aufrabe  609.  DieDifferenz  zweier  Seiten  (a'-b  =  d  =  d70m 

ö  und  ö  eines  Dreiecks  ist  d  =  370  m,  die  Gegeben:  |         c  =  1167  m 

dritte  Seite  c  ist  =  1167  m  und  die  zu  dieser  l       Ä«  =  958m 

Seite  gehörige  Höhe  hc  ist  =  953  m.    Wie        Andeutung.  Die  Auflösung  dieser  Aufgabe  ist 

gross  ist  der  von  den  beiden  Seiten  a  und  b  analog  der  Auflösung  der  Aufgabe  498;  man 

eingeschlossene  Winkel  y?  erhält: 

A)  ..  .  tg-^^-^—^ 


Aulgabe  610.    Die  Seite  b  eines  Dreiecks  r  5  —  c  =  ({  =  125  m 

ist  um  tf  =  125  m  grösser  als  die  Seite  c.  Gegeben:  he  =  24m 

die  zur  letzteren   Seite  gehörige  Höhe   he  l        a  =  145  m 

misst  24  m  und  die  dritte  Seite  a  ist  145  m        Andeuhing.    Die  Auflösung  dieser  Aufgabe 

lang;  man   berechne  hieraus   die  nicht  ge-  ist  analog  der  AiuSösung  der  Au^be  499. 
gebenen  Seiten  und  Winkel  des  Dreiecks. 


Aufgabe  611.    Die  b  Seite   eines  Dreiecks 
ist  um  (2  =  220  m  kleiner  als  die  Seite  a,  und  Gegeben: 

die  zu  diesen  Seiten  gehörigen  Höhen  ha  und 


a  —  b  z=d  =  220m 
ha  =  81,7467  m 
hh  =  171,7431  m 


h  sind  bezw.  =  81,7467  und  =  171,7431  m        Andeutung.    Die  Auflösung  dieser  Au^be 
^sDg,    Man  berechne  hieraus  die  Seiten  und  ist  analog  der  Auflösung  der  Aufjg^abe  504. 
Winkel  dieses  Dreiecks. 
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r  6  —  c"  =  d  =  200  cm 
/J  =  860  3'  0,4'' 
y  =  430 1'  28,5" 


Aufgabe  61S.   Die  Seite  b  emes  Dreiecks 
ist  um  c^  =  200  cm  grösser  als  der  ihr  an*         Gegeben: 
liegende  Abschnitt  c"  der  Seite  c,  welcher 
durch  die  zu  c  gehörige  Höhe  auf  der  Seite  c       Andeutung.    Man  hat  gemftss  der  Anf- 
gebildet  wird,  £e  den  Seiten  b  und  c  gegen-  gäbe  die  Bdation: 
ftberliegenden  Winkel  ß  und  y  sind  bezw.  a)  .  .  .  &  —  c"  =  d 

=  86^8'0,4'' und  43^1'23|5'^   Man  soll  die  femer  erhftlt  man  aus  dem  rechtwinkligen 
Dreiecksseiten  berechnen.  Dreieck,  welches  die  zar  Seite  c  gehörige 

Höhe  he  mit  der  Seite  b  und  dem  Abschnitt 
c"  der  Seite  c  bildet,  siehe  Figur  180,  die 
Relation: 

c" 

C08O  =  -T- 
O 

oder 

b)  .  .  .  c"  =  boosa 

Aus  den  Gleichungen  a)  und  b)  erl^t 
man  durch  Substitution: 

b  —  bcos«  =  d 
b(L  —  008«)  =  d 

1 — cosa 

oder  in  Rücksicht  der  Erkl.  301 : 

d 


A)  .  .  .  6  = 


9smt« 


Setzt  man  in  dieser  Gleichung  den  fir 
d  gegebenen  Wert  und  berücksichtigt  man, 
dass  a  =  180  —  (ß-\-Y)  ist,  so  kann  man 
hiemach  die  Seite  b  berechnen.  Die  fibrigea 
Seiten  kann  man  ans  der  berechnete  Seite  b 
und  den  gegebenen  Winkeln  mittels  der  Sinus- 
regel beredmen. 


u)  Aufgaben,  in  welchen  die  Summen  oder  Differenzen  zweier  durch  eine  HMe 

gebildeten  Seitenabechnitte,  aueh  Winkeldifferenzen,  HBhen,  auch  Verhältnisse 

und  Summen  und  Differenzen  der  Dreieoksseiten  vorkommen. 


Anfjgabe  513.     Man   kennt   von   einem  (  e*  —  e"  =:d  =  2,2806  m 

Dreieck  die  Differenz  d  =  2,2308  m  der  Ab-  Gegeben:  {  a  =  670  22'48,5'' 

schnitte  c*  und  c",  in  welche  die  Seite  c  des-  l  /»  =  69©  29'  23.r 

selben  durch  die  zugehörige  Höhe  hc  zerlegt  Andentungen: 
wird,  und  die  jener  Seite  c  anliegenden  Winkel  1)  Man  kann  zunächst  eine  der  Seiten  a 
a  =  67®  22'  48,5"  und  /J  =  59®  29'  23,1";  und  b,  z.  B.  die  Seite  a  wie  folgt  berechnen: 
man  soll  hieraus  die  nicht  gegebenen  Stücke  Ist,  siehe  Figur  183,  ABC  das  Dreieck, 
des  Dreiecks  berechnen  und  zwar  unter  der  welches  den  Bedingungen  der  Aufgabe  ent- 
Voraussetzung,  dass  c^  >  c"  ist.  spricht,  so  hat  man  gem&ss  der  Aufgabe  die 

Relation: 

a)  .  .  .  e'  —  e''=:d 
femer  ergeben  sich  aus  den  rechtwinkligen 
Dreiecken  BDC  und  ÄDC  die  Rektioneo: 

und  I    (8.  die  Brkl.  51). 

e)  .  .  .  c^zsib'  cosa) 

Ans  diesen  Gleichungen   folgt  znnfiehst 

durch  Substitution: 

d)  .  .  .  a  •  COB/J  —  b  •  cos«  =  d 


Preisgekrönt  in  Frankfurt  a.  M.  1881. 


Der  ansfübrllche  Prospekt  und  das  ansfübrllche  Inhalts- 
verzeichnis der  9,YoUständig  gelösten  Anfgabensammlimg  von 
Dr.  Ad.  Kleyer**  kann  von  jeder  ßucliliandlung,  sowie  yon  der 
Verlagshandlnng  gratis  nnd  poi*tofrci  bezogen  werden. 

Bemerkt  sei  hier  nur: 

1).  Jedes  Heft  ist  aufgeschnitten  und  gut  brochiert  um  den  sofortigen  und  dauern- 
den Gebrauch  zu  gestatten. 

2).  Jedes  Kapitel  enthalt  sein  besonderes  Titelblatt,  Inhaltsverzeichnis,  Berichtigungen 
und  Erkl&mngen  am  Schlüsse  desselben. 

8).  Auf  jedes  einzelne  Kapitel  kann  abonniert  werden. 

4).  Monatlich  erscheinen  8—4  Hefte  zu  dem  Abonnementsprelse  von  25  Pfg.  pro  Heft 

5).  Die  Reihenfolge  der  Hefte  im  nachstehenden,  kurz  angedeuteten  Inhaltsver- 
zeichnis ist,  wie  auM  dem  Prospekt  eraiohtUoh,  ohne  Jede  Bedeutung 
fflr  die  Interessenten. 

6).  Das  Werk  enthält  AUee,  was  sich  überhaupt  auf  mathematische  Wissenschaften 
bezieht,  alle  Lehrs&tze,  Formeln  und  Regeln  etc.  mit  Beweisen,  alle  praktischen 
Aufgaben  in  vollständig  gelöster  Form  mit  Anhängen  ungelöster  analoger  Auf- 
gaben und  vielen  vortrefflichen  Figuren. 

7).  Das  Werk  ist  ein  praktisches  Lehrbuch  fOr  Schüler  aller  Schulen,  das 
beste  Handbuch  für  Lehrer  und  Examinatoren,  das  yorsügUchste  Lehrbuch 
warn  Selbststudium,  das  yortrefflichste  Nachschlagebuch  fOr  Fachleute  und 
Techniker  jeder  Art. 

8).  Alle  Buchhandlungen  nehmen  Bestellungen  entegen. 


Das  YOiiständige 

Inhaltsyerzeichnis 

der  bis  jetzt  erschienenen  Hefte  1—266 

kann  durch  jede  Buchhandlung  bezogen  v^erden. 


Halbjährlich  erscheinen  Nachträge  Über  die  inzwischen  neu  erschienenen  Hefte. 


Oniok  T0B  Oftfl  IIftmm«r  In  Stuttgart. 


v\0^'y^y-^  v^^ovux^', 


287.  Heft. 


Preis 
des  Heftes 

«5  Pf. 


Ebene  Trigonometrrer^ 

Forts.  V.  Heft  286.  —  Seite  337—352 

Mit  7  Figuren. 


J iL_   i^:^A^J  ^J  _i_. 


•yl?7^ 


VoUständig  gelöste 
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Inlialt: 

Aufgaben  llber  das  sohiefwinklige  Dreieck,  Fortaeksung.    Aufgaben,  in  welchen  die  Summen  oder  DiSerensen 
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Das  vollständige  Inhaltsverzeichnis  der  bis  jetzt  erschienenen  Hefte  1 — 266 
kann  durch  jede  Buchhandlung  bezogen  werden. 


Preisgekrönt  in  Frankfurt  a.  M.  1881. 


PROSPEKT. 


Dieies  Werk,  welchem  kein  ähnliches  zar  Seite  steht,  erscheint  monatlich  in 
Heften  sn  dem  billigen  Preise  von  25  ^  pro  Heft  nnd  bringt  eine  Sammlung  der  wichtif 
sten  nnd  praktischsten  Anf gaben  ans  dem  Gesamtgebiete  der  Mathematik  ^  Pfafstk« 
Mechanik,  math«  Geographie,  Astronomie,  des  Maschinen-,  Strassen-,  Elsenbakii-, 
Brflcken-  and  Hochbanes,  des  konstraktiren  Zeichnens  etc.  etc.  nnd  swar  in  TOllstlsdlg 
gelöster  Form,  mit  rielen  Fignren,  Erkllmngen  nebst  Angabe  nnd  Entwickelnag  der 
benntiten  Sitze,  Formeln,  Regeln  in  Fragen  mit  Antworten  etc.,  so  dass  die  Lösung 
Jedermann  Yerst&ndlich  sein  kann,  bezw.  wird,  wenn  eine  grössere  Anzahl  der  Hefte  er- 
schienen ist,  da  dieselben  sich  in  ihrer  Gesamtheit  ergänzen  nnd  alsdann  anch  alle 
Teile  der  reinen  nnd  angewandten  Mathematik  — -  nach  besonderen  selbständigen  Kapi- 
teln angeordnet  —r  Torliegen. 

Fast  jedem  Hefte  ist  ein  Anhang  Yon  nngelösten  Aufgaben  beigegeben,  welche  der 
eigenen  Lösnng  (in  analoger  Form,  wie  die  bezttglichen  gelösten  Aufgaben)  des  Studierendea 
aberlassen  bleiben,  nnd  zugleich  von  den  Herren  Lehrern  filr  den  Schulnnterricht  benntst 
werden  können.  —  Die  Lösungen  hierzu  werden  später  in  besonderen  Heften  für  die  Hand  des 
Lehrers  erscheinen.  Am  Schlüsse  eines  jeden  Kapitels  gelangen:  Titelblatt,  InbaltsTeneleh- 
nis,  Berlehtiguigen  nnd  erläuternde  Erklärungen  aber  das  betreffende  Kapitel  zur  Ausgabe. 

Das  Werk  behandelt  zunächst  den  Hauptbestandteil  des  mathematisch-naturwiBaea- 
schaftlichen  ünterrichtsplanes  folgender  Schulen:  Realschulen  L  und  IL  Ord.,  gleich* 
berechtigten  höheren  Bflrgerschnlen,  PriTatsehulen,  Gymnasien,  Bealgjninasiea,  Pre- 
gjmnasien,  Schnllehrer- Seminaren,  Polytechniken,  Teclinikea,  BaugewerkscIialeB, 
Gewerbesclinlen,  Handelsschulen,  techn.  Torbereitungsschulen  aller  Arten,  gewerbiiclie 
Fortbildungsschulen,  Akademien,  Unirersitäten ,  Land-  nnd  Forstwlssensdiaftssehnleiiy 
Militärst^bnlen,  Torbereitnngs-Anstalten  aller  Arten  als  z.  B.  für  das  Eli^ährlg-Frel* 
willige-  und  Offlsiers-Examen,  etc. 

Die  Schaler,  Studierenden  und  Kandidaten  der  mathematischen,  technischen  aad 
natnrwissenschaftlichen  Fächer,  werden  durch  diese.  Schritt  für  Sciurltt  gelöste,  Aufgabea- 
Sammlung  immerwährend  an  ihre  in  der  Schule  erworbenen  oder  nur  gehörten  Theorien  etc. 
erinnert  und  wird  ihnen  hiermit  der  Weg  zum  unfehlbaren  Auffinden  der  Lösungen  der- 
jenigen Aufgaben  gezeigt,  welche  sie  bei  ihren  Prfiftingen  zu  lösen  haben,  zugleich  aber  aoch 
die  ülierans  grosse  Fruchtbarkeit  der  mathematischen  Wissenschaften  Torgef&hrt. 

Dem  Lehrer  soll  mit  dieser  Aufgabensammlung  eine  kräftige  Stfitie  ftkr  den  Schal- 
Unterricht  geboten  werden,  indem  zur  Erlernung  des  praktischen  Teiles  der  mathematischen 
Disdplinen  —  zum  Auflösen  Ton  Aufgaben  —  in  den  meisten  Schulen  oft  keine  Zeit  er- 
Qbrigt  werden  kann,  hiermit  aber  dem  Schaler  bei  seinen  häuslichen  Arbeiten  eine  woU- 
ständige  Anleitung  in  die  Hände  gegeben  wird,  entsprechende  Aufgaben  sn  lösen,  die  s^ 
hebten  Regeln,  Formeln,  Sätze  etc.  anzuwenden  und  praktisch  zu  Torwerten.  Lust,  Liehe 
und  Terständnis  för  den  Schul-Unterricht  wird  dadurch  erhalten  und  belebt  werdoi. 

Den  Ingenieuren,  Architekten,  Technikern  und  Fachgenessen  aller  Art,  Milltirs 
etc.  etc.  soll  diese  Sammlung  snr  Auffrischung  der  erworbenen  und  rielleicht  Tergesseoen 
mathematischen  Kenntnisse  dienen  und  zugleich  durch  ihre  praktischea  in  allen  Beralb- 
sweigen  TOrkommenden  Anwendungen  einem  toten  Kapitale  lebendige  Kraft  Tcrleihen  oad 
sofldt  den  Antrieb  zu  weiteren  praktischen  Terwertungea  und  weiteren  Forschuagea  gehen. 

Alle  Buchhandlungen  nehmen  Bestellungen  entgegen.  Wichtige  und  praktisdie  Aaf- 
gaben  werden  mit  Dank  tou  der  Badaktion  entgegengenommen  und  mit  Angabe  der  Nanaca 
verbreitet  —  WOnsche,  Fragen  etc.,  welche  die  Redaktien  betreffen,  nimmt  der  Ytrrffisior, 
Dr.  Kleyer,  Frankftirt  a.  M.  Ilscherfeldstrasse  lö,  entgegen  und  wird  deren  Eriedigoif 
Ihunlichst  berflcksichtigt 

stattgart  Dio  TerlagshandUiimg. 
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Figur  188. 


c'D 


BerüdoBichtigt  man  nunmehr,  dass  flieh 
nach  der  Sinnsregel  ans  dem  gansen  Dreieck 
ABC  fSr  ö  die  Beziehnng: 

^_   a»8in/? 

e)   .   .   .    0  = ; 

sma 

ergibt,  so  erhalt  man  ans  den  Gleichungen 
d)  und  e)  für  a  die  Bestimmungsgleichung: 

a-sinßcoBa 


a*co8/9  — 


sma 


=  d 


und  diese  Gleichung  nach  a  aufgelöst,  gibt: 

(sin/?  \ 
coBß  —  cos  a    .        I  =  d 
sma  ) 

sinacos/}  — co8«8in/9        , 
a  •  — ; =  » 


mithin: 


a  = 


sma 


({•sina 


sina  cos/? —  cos  et  sin/? 

oder  in  Rücksicht  der  in  der  Erkl.  232  auf- 
gestellten goniometrischen  Formel: 

sin« 


A) 


a  =  ({ 


Erkl.  851.  Man  kann  auch,  anstatt,  wie  in 
nebenstehender  Andeutung  2)  gesagt  wurde, 
den  kleinern  Absehnitt  c*  auf  dem  grösseren 
Abschnitt  abzutragen,  siehe  Figur  184,  den 
grossem  Abschnitt  auf  dem  kleineren  Abschnitt 
abtragen  (siehe  die  Erkl.  220).  Die  Lösung  der 
diesb^^lichen  Aufgabe  bleibt  im  allgemeinen 
dieselbe. 

Erkl.  852.  In  dem  Dreieck  BFC  der 
Figur  184  ist  <a:  BFC=:  2Ä— «,  femer  ist 
der  Wmkel  FCB=z  2Ä  —  [(2Ä  —  «)  +  fl  oder 
=  2i2— (2Ä— «)  — /»  =  2Ä— 2JR-f«~/? 
mithin  :=  a  —  ß. 


sin  (a  — -  /9) 

nach  welcher  Gleichung  die  Seite  a  berechnet 
werden  kann.  Aus  dieser  Seite  a  und  den  ge- 
gebenen Winkehi  a,  /J  und  y  [=  2  Ä  —  (« +/J)] 
kann  man  im  weiteren  mittels  der  Sinusregel 
die  übrigen  Seiten  h  und  c  berechnen. 

2)  Die  Seite  a  kann  man  auch,  anschliessend 
an  die  Konstruktion  eines  Dreiecks  aus  der 
gegebenen  Differenz  c'  —  c*'  und  den  Winkel 
a  und  ß  wie  folgt  berechnen: 

Trägt  man,  siehe  Figur  184,  den  klei- 
neren Abschnitt  c*'  auf  dem  grösseren  Ab- 
schnitt c*  von  D  nach  DF  ab  (siehe  die 
Erkl.  351)  und  verbindet  i^  mit  C,  so  er- 
hält man  das  gleichschenklige  Dreieck 
ÄFCf  dessen  Basiswinkel  =  a  sind  und 
dessen  Schenkel  gleich  der  Seite  b  sind,  und 
das  schiefwinklige  Dreieck  BFC,  dessen 
eme  Seite  BF  gleich  der  gegebenen  Differenz 
c'  —  c^*  =  d  ist,  dessen  beide  anderen  Seiten 
bezw.  =  a  und  =  b  sind  und  dessen  Winkel 
die  in  der  Figur  184  verzeichneten  Werte 
haben  (siehe  Erkl.  352).  Nach  der  Sinusregel 
erhält  man  aus  diesem  letzteren  Dreieck: 

a  sin  (2jB  —  a) 

d         8in(a  —  ß) 

und  hieraus  ergibt   sich  in  Rücksicht  der 

Erkl.  66   zur  Berechnung  der  Seite  a   die 

Relation: 

T5X  ^  sin« 

B)  .  .  .  a  =  a  •  —T—: T7- 

^  sm  («  —  /J) 

nämlich  dieselbe  Relation  als  die  iikuier  An- 
deutung 1)  aufgestellte. 
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Auijg^be  514.  Die  Seiten  a  und  h  eines 
Dreiecks  sind  bezw.  =  3,57  m  und  =  2,28  m, 
die  Differenz  der  beiden  Abschnitte  c*  nnd  c** 
in  welche  die  dritte  Seite  c  durch  die  ihr 
zugehörige  Höhe  zerlegt  wird  und  von  wel- 
chen c"^c*  ist,  ist  f/  =  1,72  m;  wie  gross 
sind  die  Winkel  und  die  nicht  gegebenen 
Seiten  des  Dreiecks? 


Gegeben 


f  c"  —  c'  =  d 
:  {  a  =  3,J 

l  &=2,i 


—  c'  =  d  =  1,72  m 
,57  m 
.28  m 


Andeutong.  Man  bilde  sich,  wie  in  der 
Andeutung  2)  der  vorigen  Aufgabe  513  ge- 
sagt wurde,  ein  Htilfsdreieck  und  berec^e 
aus  diesem  Hüfsdreieck,  von  welchem  man 
die  drei  Seiten  kennt,  wie  in  der  Auflösung 
der  Aufgabe  119  gezeigt  wurde,  die  Wink^  a. 
180®  —  ß  und  jS  —  a,  wonach  dann  leicht  die 
Winkel  ß  und  y  und  die  dritte  Seite  c  be- 
stimmt werden  können. 


Aufgabe  616.    Die  beiden  auf  der  Seite  c  j  c"  —  c'  =  d  =  4  m 

eines  Dreiecks  durch  die  zu  dieser  Seite  ge-  Gegeben:  <  a  =  18  m 

hörige  Höhe  gebüdeten  Abschnitte  c'  und  c'*  \  ß  =  Ö7o  22'  48,5" 

differieren  um  c?  ==  4  m,  die  Seite  a  dieses        Andeutung.  Die  Auflösung  dieser  Au%abe  iit 
Dreiecks  misst   18  m  und   der  von   diesen  im  allgemeinen  analog  der  Auflösung  der  Auf- 
Seiten a  und  c  eingeschlossene  Winkel  ß  g»^«  518. 
beträgt  67<^  22'  48,5'';   man  soll  hieraus  die 
nicht  gegebenen  Seiten  und  Winkel  des  Drei- 
ecks berechnen,  wenn  man  noch  weiss,  dass 
der    Abschnitt    c"    grösser    als    der    Ab- 
schnitt c*  ist. 


f  &  —  c"  = 


c"  =  d  =  186  dm 
145  dm 
780  44'  23,8" 


Aufgabe  516.  Die  Höhe,  welche  zu  der 
Seite  c  eines  Dreiecks  gehört,  zerlegt  diese  Gegeben 
Seite  m  zwei  Abschnitte  c*  und  c",  von  wel- 
chen der  Abschnitt  c'  grösser  als  der  Ab-  Andeutung.  Die  Auflösung  dieser  Au^be 
schnitt  c"  ist,  und  welche  um  e^  =  186  dm  ist  im  allgemeinen  analog  der  Auflösung  der 
differieren,  eine  der  andern  Seiten  dieses  Drei-  Auftabe  518. 
ecks,  z.  B.  die  Seite  a  misst  145  dm  und  der 
dieser  Seite  gegenüberliegende  Winkel  a  be- 
trägt 73®  44'  23,8";  man  soll  hieraus  die 
nicht  gegebenen  Seiten  und  Winkel  des  Drei- 
ecks berechnen. 


I 


Aufgabe  517.  Von  den  beiden  Abschnitten 
c'  und  c",  in  welche  die  Seite  c  eines  Drei- 
ecks durch  die  zugehörige  Höhe  hc  zerlegt 
wird,  ist  c'  um  78  m  grösser  als  &* ,  die 
beiden  jener  Seite  c  anliegenden  Winkel  a 
und  jS  differieren  um  d  =  32®  10'  53,8",  und 
eine  der  beiden  andern  Seiten,  z.  B.  die  Seite  a 
misst  101  m;  man  berechne  die  nicht  ge- 
gebenen Stücke  dieses  Dreiecks? 


Gegeben: 


c'  —  c"  =  78m 
a— /f  =  32010'ö3,8 
a  =  101  m 


ti 


Andeutung.    Die  Auflösung  dieser  Aufigabe 
ist  analog  der  Auflösung  der  Au^be  513. 


Aufgabe  518.  Die  zur  Seite  c  gehörige 
Höhe  he  eines  Dreiecks  ist  =  24  m,  die  beiden 
Abschnitte  c*  und  c",  in  welche  hierdurch 
die  Seite  c  geteilt  wird  und  von  welchen 
c'  >  r"  ist,  differieren  um  {/  =  136  m  und 
die  beiden  der  Seite  c  anliegenden  Winkel  a 
und  ß  differieren  um  <$  =  64®  12'  45,1";  man 
soll  hieraus  die  nicht  gegebenen  Seiten  und 
Winkel  des  Dreiecks  berechnen. 


Gegeben: 


r  c'  —  c"  =  d  =  186  m 
^  =  24m 
a  —  /9  =  <r  =  640 12*  45,1" 

Andeutung.  Bildet  man  sich,  siehe 
Figur  184,  wie  in  der  Andeutung  2)  der 
Aufgabe  513  gesagt  wurde,  das  HiUfadreieck 
BCF,  so  kennt  man  von  diesem  Dreieck  die 
Seite  BF=c*--  c"  =  d,  die  zu  dieser  Seite 
gehörige  Höhe  hc  und  den  dieser  Seite  gegen- 
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überliegenden  Winkel  a  —  ß.  Dieses  Hülfs- 
dreieek  kann  man  somit  berechnen  wie  in 
der  Andeatnng  zur  Aufgabe  349  gesagt  wnrde. 
Ist  dieses  Dreieck  berechnet,  so  hat  die  Be- 
rechnung der  noch  fehlenden  Stücke  jenes 
Dreiecks  keine  Schwierigkeiten  mehr. 


An^rftbe  619.     Die  zur  Seite  c  eines 
Dreieoks  gehörige  Höhe  A«  misst  12  m  und         Gegeben: 
zerlegt  die  Seite  c  in  zwei  Abschnitte  c' 


c'  — c"  =  d  =  4m 
y  =  590  29'  23,1 


it 


ond cf^  welche  xm  d  =  4m  differieren;  wie  Andeutung.  Bildet  man  sich ,  siehe 
gross  sind  die  Winkel  und  Seiten  dieses  Drei-  Fig.  184,  wie  in  der  Andeatnng  2)  der  Anf- 
ecks,  wenn  der  der  Seite  c  gegenüberliegende  gäbe  513  gesagt  wurde,  das  Hülfsdreieck 
Winkel  7  =  59*^  29'  23,1"  beträgt  und  c"  BCF,  so  kennt  man  von  diesem  Dreieck  die 
kleiner  als  c'  ist?  Seite  BF=c'-'c"  =  d,  die  zu  dieser  Seite 

gehörige  Höhe  hc  und  zwischen  den  in  a 
und  ß  ausgedrückten  Winkeln  a  —  ßt2B  —  a 
und  ß  dieses  Dreiecks  die  Beziehung: 

a)  .  .  .  «  +  /»  =  2Ä  — y 

Analog  wie  in  der  Andeutung  zur  Auf- 
gabe 349  gezeigt  ist,  erhält  man  nach  der 
in  jener  Andeutung  aiüfgeetellten  Gleichung  A) 
die  derselben  analoge  Gleichung: 

b)  .  .  .  co8[(2fi-«)  ~/;]=g^'y-^>^co8(a^/g) 

und  hieraus  erhält  man: 

roD       /      I    a\i        2Äc'8in(«  — /5)  , 

cos  [2Ä— («  +  /»)]  = j^ C:^  ^  COB  (a  — /9) 

und  in  Rücksicht  der  Gleichung  a): 

cos[2Jg~(2Jg~y)]  =  ^*""y^^^~co8(«~/?) 

oder 

A\                      2Äc  •  sin  (« — /J)  ,        ^. 

A)  .  .  .  cosy  = ^ —  —  cos  (a  —  ß) 

nämlich  eine  goniometrische  Gleichung,  in 
welcher  nur  noch  die  Funktionen  Sinus 
und  Kosinus  der  unbekannten  Winkeldifferenz 
a  —  ß  vorkommen.  Drückt  man  eine  dieser 
Funktionen  nach  der  Erkl.  145  in  die  andere 
aus,  so  erhält  man  eine  goniometrische  Glei- 
chung, in  welcher  nur  noch  eine  Funktion 
der  Winkeldifierenz  (a  —  ß)  vorkommt  und 
nach  welcher  man  die  W^inkeldifferenz  a  —  ß 
berechnen  kann.  Aus  a  —  ß  und  a-\-ß  kann 
man  dann  die  Winkel  a  und  ß  berechnen 
und  dann  weiter  verfahren  wie  in  der  An- 
deutung zu  der  Aufgabe  343  oder  in  der 
Andeutung  zur  Aufgabe  518  gesagt  wurde. 


Anlgabe  620.    Das  Verhältnis  der  zwei  f  c"  —  c'  =  c?  =  3  m 

Seiten  a  und  6  eines  Dreiecks  ist  =  25 : 26,  Gegeben:  j       a:h  =  25^26 

die  beiden  diesen  Seiten  gegenüberliegenden  l    ^  —  a  —  <f  —  60  2I'  34,8" 

Winkda  und  ß  differieren  um  6  =  6^  21' 34,8''  Andeutung.     Man  denke  sich  zunächst 

und  die  beiden  Abschnitte  c'  und  c",  in  welche  ein  dem  zu  berechnenden  Dreieck  ähnliches 

die  dritte  Seite  c  durch  die  ihr  zugehörige  Dreieck,  beachte,  dass  in  demselben,  in  Rück- 
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Höhe  zerlegt  wird,  differieren  nni  c^  s=  3  m;  sieht  des  gegebenen  Verhältnisses,  ß  grösser 
man  soll  hieraas  die  nicht  gegebenen  Seiten  als  a  sein  moss,  und  berechne  ans  demselben 
nnd  Winkel  des  Dreiecks  berechnen.  mittels  der  nach  dem  Tangentensatz  sich  er* 

gebenden  Relation: 

/?  +  « 

__    26  +  25 

^    26 


tg 


t«^ 


25 


indem  man  In  derselben  den  fOr  ß  —  a  ge- 
gebesen  Zahlenwert  mrbstitidert^  die  Wk&ei- 
snmme  ß-^a,  Aas  ß  —  a  nnd  ß-^-a  be- 
stimme  man  daam  dte  einzehien  W^el  a 
imd  ß.  Da  man  kiemaeli  von  dem  zu  be- 
reclmenden  Dreieck  die  Dü^Brenz  e*'  —  c',  die 
Winkel  a  imd  ß  kennt,  so  verfleihre  oian  dami 
weiter  wie  in  d^  Andentmigen  znr  Auf- 
gabe 513  gesagt  wurde. 


Aufgabe  621.  Die  zwei  Seiten  a  nnd  b 
eines  Dreiecks  verhalten  sich  wie  13 :  15, 
die  znr  dritten  Seite  c  gehörige  Höhe  he 
verhält  sich  zu  dieser  Seite  c  wie  6 : 7  imd 
die  Differenz  der  Absdtnitte  c'  and  e*\  in 
welche  die  Seite  c  dnrch  die  Höhe  he  zer* 
legt  wird,  beträgt  4  m;  wie  gross  sind  anter 
der  Voraassetzang,  dass  c'*  >  c*  ist,  die  Seiten 
and  Winkel  des  Dreiecks? 


Gegeben 


f  c''  — c'  =  4m 
[      hcic  =6:7 


15 


Andeutang.  Man  berechne  zunächst  die 
gesachten  Winkel  wie  folgt: 

Ist,  siehe  Figar  183,  ^£C  das  Dreieck, 
welches  den  Bedingungen  der  Aufgabe  ent- 
spricht, so  hat  man  gemäss  der  Aufgabe  die 
Kelation: 

'  c  1 

femer  ergibt  sich  aus  dem  reohtwinkligen 
Dreieck  BDC  die  Relation: 

b)  .  .  .  .  A«  =  a*8]n/9 

und  nach  der  Stnusregel  aus   dem  ganzen 
Dreieck  ABC  ^%  Kelation: 

a'Sin^' 

^  sma 

Darch  Substitution  der  Werte  für  he  und  c 
aus  den  Gleichungen  b)  und  c)  in  Gleichung  a) 
erhält  man: 

asin/g     __   6 

a .  sin  V  7 


d)  .  .  . 


odei' 

xX  )     •     •     •     • 


sina 


sin«  sin^    _  ^ 
siny  7 

Femer  ergibt  sich  nach  der  Sinnsregel 
aus  dem  Dreieck  ABC: 


C I     •     •     •     • 


sma 


a 
T 


oder,  da  gemäss  der  Aufgabe: 

f)  ^-^ 

ist: 

siuM         18 


B)  .... 


sin^ 


15 
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Mittete  der  beiden  goniometiiac^ieQ  Glei- 
ehaogen  A)  und  B)  kimn  man  in  Räckücht, 
dass: 

€)....  Bmy  =r  €BL{»-j-ß) 

ist,  eine  Funktion  des  Winkels  a  oder  des 
Winkels  ß  bestimmen  nnd  dam  diese  Winkel 
bereehnen.  Sind  anf  diese  Weise  die 
Winkel  a  nnd  ß  bereefanet,  so  kennt  man 
von  dem  Dreieck  die  Winkel  a  nnd  ß  und 
die  Differenz  c"  —  c';  man  kann  also  zur 
Berechnung  der  gesuchten  Seiten  im  weiteren 
verfahren  wie  in  der  Andeutung  zur  Auf- 
gabe 5  IS  gesagt  wurde. 


Aubabe  522.  Die  Summe  zweier  Seiten 
ü  imäo  eines  Dreiecks  ist  5  =  2S  m^  die 
Abschnitte  e'  und  c'\  welehe  durch  die  zur 
dritten  Seite  c  gehörige  Höhe  he  gebildet 
werden,  offerieren  um  c?  =?  4  m  und  die 
Differenz  der  Winkel  a  und  ß,  welche 
dieser  dritten  Seite  c  anliegen,  betriigt  d  = 
14®  15'  0,1'^  man  soU  hieraus  die  nicht  ge- 
gebenen Seiten  und  Winkel  des  Dreiecks  be- 
rechnen. 

Figur  185. 


Gegeben:  {    a  -f-  b  =  5^  =  t8 


m 
14»  15'  0,1" 


I 


e'- 


Andeutung.  Ist,  siehe  Figur  185,  ABC 
das  Drdeck,  welches  den  Bedingungen  der 
Aufgabe  entspricht,  so  bilde  man  sich  die 
Differenz  c"  —  c',  indem  man  c'  von  D  nach 
DiF abträgt;  femer  bilde  man  sich  die  Summe 
a-^-h,  indem  man  a  anf  der  VerlAngemng 
von  h  nach  CO  ablaugt  und  verbinde  dann 
JF"  mit  C  und  G.  Man  esrhUt  hiemach  das 
gleichschenJklige  Direieek  BCF,  das 
gleichschenklige  Dreieck  FGG  und 
das  schiefwinklige  Dreleok  ÄFG.  Im  letz- 
teren kennt  man  ^QfA\»  AGASSI  a^h  =  8, 
die  Seite  AF:^  c"  — c'  =6  rf,   den  Winkel 

AGF,  welcher  nach  der  Erkl.  353  =  ^^^ 

ist,   die  übrigen  Winkel  haben  die  in  der 
Figur  eingetragenen  Werte. 

Nach  der  Sinusregel  erhält  man  aus  dem 
Dreieck  AFG  die  Relation: 

^_  sin(3/?-.^ 
ä  "^"^  ^ 


.    ß^it 


sm 


Erkl.  858.  Das  Dreieck  BCFin  der  Fig.  185 
i«t  gleichschenklig,  folglich  ist  der  Winkel 
BFC=ß  und  der  Nebenwinkel  AFC=i2R'-ß, 

Der  Wiokel  ACF  des  Dreiecks  AFC  ist 
Hernach 

oder  =  ß  —  « 

I)a  ferner  das  Dreieck  FCG  ebenfalls  ein 
leichschenkliges  Dreieck  ist,  so  muss  nach 
er  ErkL  217  der  Basiswinkel  GGF  desselben 

g—  sein.    Hiemach  ist  der  Winkel  AFG 


und  hieraus  erhält  man  nach  der  Erkl.  66: 

ft  +  z? 


s_ 

d 


sm 


oder 

A)  .  .  .  sm     ' 


.     ß—  a 

sm^ 


S       .    /f— « 

sm 


(f 


Ü 


l 


und  mittels  dieser  Gleichung  kann  man  zu- 
nächst die  Winkelsumme  ct  +  j?  berechnen. 
Aus  a-\-ß  und  ß  —  a  kann  man  dann  leicht 
die  Winkel  a,  ß  und  y  berechnen,  dann  ent- 
weder weiter  verfahren  wie  in  der  Andeutung 
zur  Aufgabe  477  oder  wie  in  der  Andeutung 
zur  Ansähe  513  gesagt  wurde. 
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Anfnbe  623.    Die  Summe  zweier  Selten  (  c'  —c''  =zd  =  136  m 

a  und  ?  eines  Dreiecks  ist  S  =  160  m,  die  Gegeben:  l    a  +  6  =  5=  160m 

Differenz  der  Abschnitte  c'  und  c",  in  welche  l  «  =  730  44'  23,8" 

die  dritte  Seite  c  durch  die  zugehörige  Höhe        Andeutung.    Die  Auflösung  dieser  Aufgabe 
zerlegt  wird  und  yon  welchen  c^  >  c^'  ist,  ist  analog  der  Auflösung  der  Aufgabe  622. 
ist  e^  =  136  m  und  der  dieser  Seite  c  an- 
liegende Winkel   a    beträgt    73^  44' 23,3"; 
wie  gross  sind  die  übrigen  Winkel  und  die 
nicht  gegebenen  Seiten  des  Dreiecks? 


fc'  — c"  =  d  =  80m 
Gegeben:]    aH-6  =  5=170 

[  y  =  660  69'  26,4" 


Aufgabe  624.  Die  Summe  zweier  Seiten 
a  und  b  eines  Dreiecks  ist  i8'=  170  m,  der 
von  beiden  Seiten  eingeschlossene  Winkel  / 
beträgt  66<»  59'  25,4"  und  die  Differenz  der  Andeutung.  Die  Auflösung  dieser  Auf- 
zwei Abschnitte  c'  und  c'\  in  welche  die  gäbe  ist  smSog  der  Auflösung  der  Aui- 
dritte  Seite  durch  die  zugehörige  Höhe  ge-  gäbe  522.  Man  löse  die  in  der  Andeutung 
teilt  wird  und  von  welchen  c'  grösser  als  zur  Aufgabe  522  enthaltene  Gleichung  A) 
c"  ist,  ist  rf  =  80  m;   wie  gross  sind  die._  «/*  — «     -,      ,       ,  «  +  ^ 

nicht  gegebenen  Seiten  und  Winkel  dieses  m  hezug  auf --g— auf  beachte,  dass  am —g~ 

Dreiecks?  y   ,       .  ,       a+ß      ,    v    ^ 

=  cos  y  wt ,  indem      1     und  ^  Komple- 
mentwinkel sind. 


Auiigabe  626.  Die  Differenz  zweier  Seiten  f  c"  ~  c'  =  ^^  =  1,8  m 

o  und  6  eines  Dreiecks  ist  d  =  1,5  m,  der         Gegeben:  |    a  —  b  =  d  =  1,6m 
Unterschied  dj^   der  Abschnitte   c'  und  r",  l   «-/»=<^  =806'87^" 

welche  durch  die  zur  dritten  Seite  c  ge-        Andeutung.    Die  Auflösung  dieser  Aut- 

hörige  Höhe  he  gebildet  werden,  ist  =  1,8  m  gäbe   ist   analog   der  Auflösung   der  Auf- 

und  die  Differenz  der  dieser  Seite  c  anliegen-  gäbe  522 ,  nur  bilde  man  sich  die  Differenz 

den  Wmkel  a  und  ß  beträgt  ^  =  8^ 5'  37,5".  a  —  b,  indem  man  die  kleinere  Seite  b  von 

Wie  gross  sind  die  nicht  gegebenen  Seiten  C  auf  der  grösseren  Seite  a  abträgt 
und  Winkel  dieses  Dreiecks? 


rc'  — (;"  =  di  =  ia6m 
Gegeben:]    a— &  =  c{=lfiOm 
[  /8  =  90  81'  38,2" 


AuJ^abe  626.  Die  zwei  Seiten  a  und  b 
eines  Dreiecks  differieren  \an  d  =  120  m 
und  die  beiden  Abschnitte  c*  und  c",  in  welche 
die  dritte  Seite  c  durch  die  zugehörige  Höhe  Andeutung.  Die  Auflösung  dieser  Au^be  iit 
zerlegt  wird  und  von  welchen  c'  >  c''  ist,  analog  der  Auflösung  der  Aufgabe  626. 
dÜferieren  um  e^i  =  136  m;  wie  gross  sind  die 
Wüikel  und  Seiten  dieses  Dreiecks,  wenn  der 
der  Seite  c  anliegende  Winkel  |?  =  9^  31'  38,2" 
beträgt?  


Aufgabe  627.  Die  Differenz  zweier  Seiten  [  C  —  c"  =  dj  =  78  m 

a  und  b  eines  Dreiecks,  von  welchen  a>6  Gegeben:  <    a—  6  =  <f  =  72m 

ist,  ist  d=12  m,  der  von  beiden  Seiten  ein-  l          r  =  1240  58'  88,6" 

geschlossene  Winkel  y  beträgt  124^  58'  33,6"  Andeutung.    Die  Auflösung  dieser  Aufgabe 
und  die  Differenz   der  zwei  Abschnitte   c*  ist  analog  der  Auflösung  der  Auflebe  685. 
und  c",  in  welche  die  dritte  Seite  durch  die 
zugehörige  Höhe  geteilt  wird,  ist  ^^  =  78  m; 
wie  gross  sind  die  nicht  gegebenen  Seiten 
und  Winkel  dieses  Dreiecks? 


Aufgaben  ttber  das  schiefwinklige  Dreieck  im  allgemeinen. 
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v)  Aufgaben,  in  welchen  Summen  oder  Differenzen  zweier  Höhen,  auch  Winlcel- 
differenzen  und  Summen  oder  Differenzen  zweier  Dreiecicsseiten  voricommen. 


Aufjgabe  628.  In  einem  Dreieck  ist  die 
Seite  5  =  15  m,  der  derselben  gegenüber- 
liegende Winkel  ß  ist  =  67^  22'  48,5"  und 
die  Summe  der  beiden  zu  den  zwei  andern 
Seiten  a  und  c  gehörigen  Höben  ha  und  he 
ist  iS'  =  24,9281  m;  wie  gross  sind  die  übri- 
gen Seiten  und  Winkel  dieses  Dreiecks? 

Figur  186. 


Gegeben 


■■{ 


Äa  +  Äc  =  -S=  24,9281  m 
6  =  15m 
fl  =  670  22'  48,5^ 


it* 


Andeutung.    Ist,  siehe  Figur  186,  ABC 
das  Dreieck,  welches  den  Bedingungen  der 
Aufgabe  genügt,  und  man  trfigt  die  Höhe  ha 
auf  der  Verlängerung  der  Höhe  he  nach  FG 
ab,  zieht  durch  0-  eine  Parallele  zu  ÄB^ 
verlängert  lüsdann  die  Seite  BC  bis  zum 
Durchschnitt  H  mit  jener  Parallelen, 
so  erh&lt  man  das  rechtwinklige  Drei- 
eck CGH  in  welchem  die  Seite: 


CG  =  ha  +  h 


die  Seite  CH=:  CB'\-BB  =  a-^-c 
(siehe  Erkl.  854)  und  in  welchem: 

-^  GHC  =  ^  ABC  =  ß  ist 

Aus  diesem  rechtwinkligen  Dreieck 
CGH  ergibt  sich  die  Relation: 


\C 


8in/8  = 


CG 


\ 


CH 


c 


..^. 


a" 


..Ti..:. 


H 


und  hieraus  ergibt  sichin Rücksicht,  dass : 


c'+  a 


CH  =a  +  c 


ist: 

A)  .  .  .  a  -|-  c  = 


Erkl,  SM«  Dass  in  dem  rechtwinkligen 
Dreieck  CGH  der  Figur  186  die  Hypotenuse 
CH  gleich  der  Summe  a-]-c  der  Seiten  a  und 
c  des  Dreiecks  ABC  ist,  kann  man  wie  folgt 
darthun: 

Fällt  man,  siehe  Fi^  186,  BJ  \GH,  so 
erhält  man  das  recht^mklige  Dreieck  BJH, 
welches  dem  rechtwinkligen  Dreieck  ulD^  kon- 
gruent ist,  denn  es  ist: 


sin^ 


wonach  man  die, Summe  der  Seiten  a  und  c 
berechnen  kann.  Da  man  alsdann  von  dem 
Dreieck  die  Summe  der  Seiten  a  und  c,  den 
von  diesen  Seiten  eingeschlossenen  Winkel  ß 
und  die  dritte  Seite  h  kennt,  so  kann  man 
im  weiteren  verfahren  wie  in  der  Andeutung 
zur  Aufgabe  479  gesagt  wurde. 


BJ=zFG   (als  ZwischenparaUele) 

und  da  FG  =  AD  =Aa  noch  Konstruktion  ist, 
80  folgt  hieraus,  dass: 

a)  .  .  .  b7  =  Ao 
sein  musB,  femer  ist: 

")  •  •  .  '^JHB  =  <i^ABC  =  fi  (als  korrespon 

dieiende  Winkel  an  Paianelen; 


und 


en) 


c)  .  .  .  ^BJH=  <^ADB  =  R 
Uithin  ist  nach  der  Erkl.  79 : 

/\BJH^/SADB 

^d  da  in  kongruenten  Dreiecken  die  homo- 
logen Stücke  bezw.  einander  gleich  sind,  so 
folgt  hieraus,  dass: 

d)  .  .  .  55  =  Ib  =  c 
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dass  also: 


e)  .  .  .  CH  :=.  a-\-c 

ist.     Aq8  jener  Eongniens  ergibt  sich  weiter 
noch,  dass: 

f)  .  .  .  ^JBH  =z^DÄB  =  «4 
und  dassj 

g)  .  .  .  JE  =  BD  =  a"  ist. 


Aufgabe  529.  Die  zu  den  Seiten  a  und  c 
eines  Dreiecks  gehörigen  Höhen  ha  und  hc 
messen  zusammen  S  =r  60,81  ui,  der  von  jenen 
Seiten  eingeschlossene Winkel|3 ist  =:=7r^ll'd'' 
und  die  eine  jener  Seiten,  z.  B.  die  Seite  c 
ist  =  S938  m  lang;  man  soU  hieraus  die 
nicht  gegebenen  Seiten  und  Winkel  des  Drei- 
ecks berechnen. 


Gegeben 


■■{ 


hn  +  hc  =  S=:i:mfilm 

/J  =  770 11'  3'' 
c  =  39,88  m 


Andeutung.  Die  Auflösung  dieser  Auf- 
gabe ist  analog  der  Auflösung  der  yorigeo 
Aufgabe  528.  Man  berechne,  siehe  Figur  186, 
zuerst  a-{-Cf  dann  die  Seite  o.  Man  kennt 
alsdann  von  dem  Dreieck  ABC  zwei  Seiten 
a  und  e  und  den  von  beiden  eingeschlossenen 
Winkel  ß. 


Aufjgabe  530.  Die  Seiten  a  und  c  eines 
Dreiecl^  messen  bezw.  =  145  und  =  150  m; 
die  Summe  S  der  zu  diesen  Seiten  gehörigen 
Höhen  ha  und  hc  ist  =  48,8276  m;  wie  gross 
sind  die  nicht  gegebenen  Seiten  und  Winkel 
dieses  Dreiecks? 


Gegeben 


■{ 


Äa  +  Äc  =  Ä  =  48,8276m 
a  =  145  m 
c  =  150  m 


Andeutung.  Die  Auflösung  dieser  Auf- 
gabe ist  analog  der  Auflösung  der  Auf- 
gabe 528.  Man  berechne  zuerst,  siehe 
Figur  186,  den  Winkel  j3  aus  A«  -{-  A«  ond 
aus  a  -{-  c.  Man  kennt  alsdann  von  dem 
Dreieck  ABC  die  zwei  Seiten  a  und  c  und 
den  von  beiden  Seiten  eingeschlossenen  Win- 
kel ß. 


Aufgabe  531.  Man  kennt  von  einem 
Dreieck  die  beiden  Winkel  «  =  43^36'  10,1" 
und  j3  =  n^  25'  16,3"  und  die  Summe  S 
^=  43,7624  m  der  bdden  Höhen  ha  und  h^ 
und  soll  ans  diesen  gegebenen  Stacken  die 
Seiten  des  Dreiecks  berechnen. 


Gegebe 


'■■{ 


Äa  +  Ä«  =  S  =  43,76a4m 
«  =  480  36' 10,1" 
/J  =  110  25' 16,3'' 


Andeutung.  Die  Auflösung  dieser  Auf- 
gabe ist  analog  der  Auflösung  der  Auf- 
gabe 528;  man  berechne  zuerst,  siehe 
flgur  186,  aus  Ao  +  h  und  dem  Winkel  ^ 
die  Summe  a-^-c,  da  man  alsdann  von  dem 
Dreieck  a-^-c,  a  und  ß  kennt,  so  verfahre 
man  weiter  wie  in  der  Andentang  zur  Auf- 
gabe 477  gesagt  wurde. 


Aufgabe  532.  Die  zu  den  Seiten  a  und  h 
eines  Dreiecks  gehörigen  Höhen  ha  und  hj, 
messen  zusammen  S  =  24,1231  m;  die  dritte 
Seite  c  misst  14  m  und  der  der  Seite  a  gegen- 
überliegende Winkel  «  beträgt  53^  V  48,4"; 
wie  gross  sind  die  nicht  gegebenen  Seiten 
und  Winkel  des  Dreiecks? 


Gegeben 


^1 


Äo-l-Äft  =  S  =  24,1231m 
c  =;:  14  m 
a  =  580  r  48,4" 


Andeutung.  Gemäss  der  Aufgabe  be- 
steht die  Belaüon: 

a)  .  .  .  Äa  +  Ä6  =  S^ 

Berücksichtigt  man  feimet,  dass  zwischen 
der  Höhe  h^^  der  Seite  c  und  dem  Winkel  a 
die  Relation  besteht: 


b)  .  .  .  sin«  = 


hb 


(s.  Figur  130) 
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so  erhält  man,  wenn  man  den  ans  Gleichung  b) 
fSr  hh  sich  ergebenden  Wert: 

c)  .  .  .  %6  =  c  •  sin« 

in  Gleichnng  a)  substituiert,  für  ha  die  Be- 
stimmungsgleichung : 

Äo  +  c  •  sina  =  S 
und  hieraus  ergibt  sich: 
A)  .  .  .  .  Äa  =  5  —  c  '  sina 

nach  welcher  Gleichung  man  die  Höhe  ha 
berechnen  kann.  Ist  A«  auf  diese  Weise  be- 
rechnet, so  kennt  man  von  dem  Dreieck  ABC 
die  Höhe  ha,  die  Seite  c  und  den  Winkel  a 
und  kann  im  weiteren  verfahren  wie  in  der 
Andeutung  zur  Aufgabe  342  gesagt  wurde. 


Anfjgabe  538.  Die  zu  den  beiden  Seiten  (ha  +  hb  =  S=  168,8276  dm 

fl  und  ft   eines  Dreiecks  gehörigen  Höhen  Gegeben:  |     a  — ^  =  <r  =  640  12' 46,1" 

ha  und  hk  messen  zusammen  S=  168,8276  dm;  i           c  =  160  m 

die  IMerraz  der  jenen  Seiten  gegenüber-  Andeutung.  Gemäss  der  Aufgabe  besteht 

hegenden  Winkel  a  und  ^ ,  von  welchen  a  die  Relation^ 

grösser  als /5 ist,  beträgt  a  =  64<>  12' 45,1  und  .          1.  j^i.  -  c 

die  dritte  Seite  c  misst  150  dm;  man  sofl  ^  7;  :  :  7"^'»«'  -  ^        ^ 

die  nicht  bekannten  Seiten  und  Winkel  des  Berücksichtigt  man  femei-,  dass  zwischen 

Dreiecks  berechnen.  d®r  Höhe  ht,  der  Seite  c  und  dem  Winkel  a 

die  Relation: 

b)  .  .  .  sin«  =  —  (8.  Figur  180) 

c 

und  zwischen  der  Höhe  ha,  der  Seite  c  und 
dem  Winkel  ß  die  Relation: 

c)  .  .  .  sin/J  =  —  (8.  Figur  130) 

c 

besteht,  so  erhält  man,  wenn  man  die  aus 
den  Gleichungen  b)  und  c)  bezw.  für  A»  und 
ha  sich  ergebenden  Werte: 
hb  =^  c  *  sina 
und  ha=^C'  mß 
in  Gleichung  a)  substituiert,  die  Relation: 

d)  .  .  .  c  •  sin«  +  e  •  sin^  =  S 

Da  femer  gemäss  der  Aufgabe: 

e)  .  .  .  a  —  /J  =  «^ 

ist,  so  hat  man  somit  zwei  Gleichungen  mit  den 
unbekannten  Winkeln  a  und  ß ,  aus  welchen 
man  die  Winkel  a  und  ß  wie  folgt  berechnen 
kann: 

Aus  Gleichung  d)  ergibt  sich: 
sina4-sin/9  =  — 
oder  nach  der  Erkl.  115: 

a  +  ß  a  —  ß  __    S 


2  •  sin  — ^r-^  •  cos 


2  2  c 

und  in  Rücksicht  der  Gleichung  e): 

-      .    a+ß  S  S 

2  •  sm  — i-^  «cos  —  =  — 
2  2  c 

und  hieraus  erhält  man: 
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A) 


Bin 


2 


2c  •  cos-g- 


mittels  welcher  Gldchnng  man  a  +  ß  berechr 
nen  kann;  ans  a  —  ß  nnd  cc-^ß  kann  man 
dann  leicht  a  nnd  ß  berechnen.  Ist  a  und  ß 
berechnet,  so  kennt  man  von  dem  zu  berech- 
nenden Dreieck  die  Seite  c  nnd  die  beiden 
anliegenden  Winkel  a  nnd  ß  nnd  kann  im 
weiteren  verfahren  wie  in  der  Anflösnng  der 
Anfgabe  117  gezeigt  wnrde. 


Anfgabe  534.  Die  Snmme  der  zn  den 
Seiten  a  nnd  c  eines  Dreiecks  gehörigen 
Höhen  ä«  mid  he  beträgt  S  ==  80,6983  m, 
die  znr  dritten  Seite  b  gehörige  Höhe  h 
misst  398,0488  m  nnd  der  dieser  dritten 
Seite  h  gegenüberliegende  Winkel  ß  beträgt 
5^  43'  29,3";  man  soll  die  nicht  gegebenen 
Seiten  nnd  Winkel  des  Dreiecks  hieraus  be- 
rechnen. 


Gegeben 


■■{ 


ha  +  he==  5  =  80,6983m 
hb  =  398,0488  m 
/j  =  50  43' 29,3' 


M/ 


Andeutung.  Man  berechne,  siehe  Fig.  186, 
ans  ha  +  hc  und  ß  die  Summe  a  +  c  der 
Seiten  a  und  c.  Da  man  nunmehr  von  dem 
zu  berechnenden  Dreieck  a-f-c,  ä»  und  ß 
kennt,  so  verfahre  man  im  weiteren  wie  in 
der  Andeutung  zur  Aufgabe  497  gesagt  wnrde. 


Aufjgabe  636.  Die  zu  den  Seiten  a  und  c 
eines  &eiecks  gehörigen  Höhen  ha  und  he 
messen  zusammen  S  =  24,9231  m,  jene  beiden 
Seiten,  von  welchen  c  grösser  als  a  ist,  diffe- 
rieren um  e^  =  1  m  und  der  von  jenen  Seiten 
eingeschlossene  Winkel  j?  beträgt  61^22'  48,5"; 
man  soll  aus  diesen  Angaben  die  nicht  ge- 
gebenen Seiten  und  Winkel  des  Dreiecks  be- 
rechnen. 


f  Äa  +  Ät:  =  fif=24 

Gegeben:  I      e  —  a  =  d  =  l] 
1  ^  =  67022' 


Äa  +  Ät:  =  fif  =  24,9231  m 

m 
48,5' 


i** 


Andeutung.  Die  Auflösung  dieser  Aul- 
gabe ist  im  allgemeinen  analog  der  Auflösung 
der  Aufgabe  528;  man  berechne  wob  ha  -\-  he 
und  ß,  siehe  Figur  186,  die  Summe  c  -^  a: 
aus  c  —  a  und  c-{-a  bestimme  man  e  und  o. 
Man  kennt  hiemach  von  dem  Dreieck  die 
zwei  Seiten  a  und  c  und  den  von  beiden 
eingeschlossenen  Winkel  ß. 


Aufgabe  536.  Die  Summe  der  Seiten 
a  und  c  eines  Dreiecks  ist  5  =  195  dm,  die 
Summe  der  zu  diesen  Seiten  gehörigen  Höhen 
ha  und  he  ist  S^  =  48,8276  dm  und  die  dritte 
Seite  b  misst  25  dm;  man  soll  die  drei  Winkel 
und  die  Seiten  a  und  c  des  Dreiecks  berechnen. 


Gegeben 


■[ 


ha  +  he  =  5i  =  48,8276  dm 
a  +  c  =  5  =  195  dm 
5  =  25  dm 


Andeutung.  Man  berechne  ans  ha  -f-  ke 
und  a-j-c,  siehe  Figur  186,  den  Winkel  ß. 
Man  kennt  alsdann  von  dem  zu  berechnenden 
Dreieck  ß,  b  und  a-f-c,  und  kann  im  weiteren 
verfahren  wie  in  der  Andeutung  zur  Auf- 
gabe 479  gesagt  wurde. 


Aufgabe  537.  Die  Seiten  a  und  c  eines 
Dreiecks  messen  zusammen  6'  =  221  m,  die 
zu  diesen  Seiten  gehörigen  Höhen  ha  und  he 
messen  zusammen  S^  =^  43,7624  m  und  der 
der  Seite  a  gegenüberliegende  Winkel  a  misst 
43^  36'  10,1";  man  soll  die  nicht  bekannten 
Seiten  und  Winkel  des  Dreiecks  berechnen. 


Gegeben: 


Äa  +  Ätf 


5i  =  43,7624  m 
5  =  221m 
480  36'  10,1" 


Andeutung.  Man  berechne  aus  A«  -\~  hc 
und  a-f-c,  siehe  Figur  186,  zuerst  den  vSiln- 
kel  ß.  Da  man  alsdann  von  dem  zu  berech- 
nenden Dreieck  die  Summe  a-j-c  und  die 
Winkel  a  und  ß  (auch  y)  kennte  ao  verfahre 
man  im  weiteren  wie  in  der  Andeutung  zur 
Aufgabe  477  gesagt  wurde. 


Angaben  über  das  schiefwinklige  Dreieck  im  allgemeinen. 
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Aufgabe  538.  Die  Summe  der  Seiten  a 
und  c  eines  Dreiecks  beträgt  S  =  809  m, 
die  Summe  der  zu  diesen  Seiten  gehörigen 
Höhen  ha  und  he  beträgt  S^  =  80,6983  m 
tmd  die  Differenz  der  der  dritten  Seite  b 
anliegenden  Winkel  a  und  /,  von  welchen  y 
grösser  ist  als  «,  beträgt  ö  =  19<*38'  19,5"; 
man  soll  die  nicht  gegebenen  Seiten  und 
Winkel  des  Dreiecks  berechnen. 


Gegeben: 


ha-^hc 
a-\-c 


y  —  «  =  o    = 


80,6983  m 

809m 

190  88'  19,5" 


Andeutung.  Man  berechne  aus  ha  -f-  he 
und  a  -[-  c^  siehe  Figur  186,  zunächst  den 
Winkel  j3.  Da  man  alsdann  von  dem  zu  be- 
rechnenden Dreieck  a-\-c,y  —  «  und  ß  kennt, 
so  verfahre  man  im  weiteren  analog  wie  in 
der  Andeutung  zur  Aufgabe  482  gesagt  wurde. 


Aufgabe  539.  Der  Unterschied  der  zu 
den  Seiten  c  und  a  gehörigen  Höhen  h^  und 
ha  beträgt  d  =  9,8765  m  (ä^  >  ä«)  ,  die 
Winkel  /  und  a  des  Dreiecks,  durch  welche 
jene  Höhen  gehen,  sind  bezw.  =  35®  46'  20" 
nnd  \\&^  34'  40".  Man  soll  die  Seiten  des 
Dreiecks  hieraus  berechnen. 


Figur  187. 


Gegeben : 


(  Äc  —  Äa  =  d  =  9,8765  m 
Y  =  350  46'  20" 
az=z  1160  34' 40" 


Andeutung.  Ist,  siehe  Figur  187,  ABC 
das  Dreieck,  welches  den  Bedingungen  der 
Aufgabe  entspricht,  und  man  trägt  die  Höhe  ha 
vom  Fusspuiüct  F  der  Höhe  he  auf  he  nach 
FG  ab  und  zieht  GH  parallel  zu  FB,  so 
erhält  man  das  rechtwinklige  Dreieck 
CGH,  in  welchem 

die  Seite  CG  =^  he  — ha  =  d 


die  Seite  CH=z  CB  —  HB  =  a  —  c 
(siehe  Erkl.  355)  und  in  welchem 
<^  GHC  =  ^  ABC  =  ß  ist.  Aus 
diesem  rechtwinkligen  Dreieck  CGH 
ergibt  sich  die  Relation: 

smÄ  =  -r==- 

CB 

und  hieraus  erhält  man  in  Rücksicht,  dass : 

CG  —  hc-'ha  =  d 


ErUU  855«  Dass  in  dem  rechtwinkligen 
Dreieck  CGH  der  Figur  187,  die  Hypotenuse 
CH  gleich  der  Differenz  a  —  c  der  Seiten 
a  und  c  des  Dreiecks  ABC  ist,  kann  man  wie 
folgt  darthun: 

Verlängert  man  GH  und  fällt  von  B  auf 
diese  Verlängerung  den  Perpendikel  BJ,  so 
erhält  man  das  rechtwinklige  Dreieck  BJH, 
welches  dem  reditwinkligen Dreieck  ^ DB  kon- 
gruent ist,  denn  es  ist: 

BJ  =.  FG  (als  Zwischenparanele) 

und  da  FG  =  AD  =:  ^  noch  Konstruktion  ist, 
so  folgt  hieraus,  dass: 

a)  .  .  .  ,  BJ  =  15  =  ha 
sein  muss;  femer  ist: 

b)  .  .  .  <^JHB  =  <^ABD  =  ß   (als  Wechsel- 

Winkel  an  Parallelen) 
und 

c)  .  .  .  <^BJH=^ADB=zR 

mithin  ist  nach  der  Erkl.  79 : 

/^.BJH^/SADB 

und  da  in  kongruenten  Dreiecken  die  homologen 
Stücke  bezw.  einander  gleich  sind,  so  folgt 
hieraus,  dass: 

d)  .  .  .  .  BH  =z  AB  —  c 


CH  =ia  —  c 
und  dass: 

^  =  1800  — («-|-y) 

dass  also: 
sin/J  =  sin  [1800 —(«  + y)]  =  sin(a  +  y) 

ist: 

A)    .   .    .   a  —  C  =  -: — i r 

'  sm  («  +  y) 

wonach  man  die  Differenz  der  Seiten  a 
und  c  berechnen  kann.  Da  man  alsdann  von 
dem  Dreieck  die  Differenz  der  Seiten  a 
und  c  und  die  Winkel  a  und  y  (auch  /3)  des 
Dreiecks  kennt,  so  kann  man  im  weiteren 
verfahren  wie  in  der  Andeutung  zur  Auf- 
gabe 486  gesagt  wurde. 
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dass  also: 


e)  .  .  .  .   CH  =  CB  —  BH  =za  —  c 

ist.  Ans  jener  Kongmenz  ergibt  sich  femer  dass : 

f)  .  .  .  .  <^JBH  =  <^DAB  =  «j 
nnd  dass: 

g)  ....  JH  z=  BD  z=:a"  ist.  


An%ab6  540.  Die  zn  den  Seiten  c  and 
a  eines  Dreiecks  gehörigen  Höhen  hc  nnd 
ha,  von  welchen  hc  grösser  als  ha  ist,  diffe- 
rieren ma  d  =  2,0488  m,  die  dritte  Seite  b 
misst  85  m  nnd  der  derselben  gegenüber- 
Hegende  Winkel  ß  ist  =  24<>11'22,3";  man 
floU  die  nicht  gegebenen  Seiten  nnd  Winkel 
des  Dreiecks  bereehnen. 


Gegeben: 


he  —  ha  — 
b  = 

ß  = 


d  :=  2,0488  m 

85  m 

240 11'  22,3" 


Andentnng.  Die  Anflöscing  dieser  Auf- 
gabe ist  analog  der  Anflösong  der  vorigen  Auf- 
gabe 539.  Man  berechne  znerst,  siehe  F!g.  187, 
a  —  C]  dann  kennt  man  Ton  dem  Ih^eieck 
ABC,  die  Seite  b,  den  Winkel  ß  nnd  die 
Differenz  der  Seiten  a  nnd  c. 


Aufjgabe  541.  Die  zu  den  Seiten  c  mid 
a  eines  Dreiecks  gehörigen  Höhen  A«  und  ha, 
von  welchen  die  Höhe  he  grösser  als  die 
Höhe  ha  ist,  differieren  mn  d  =  3,8532  dm, 
die  eine  jener  Seiten,  nämlich  die  Seite  c  ist 
=  102  dm  lang  nnd  der  von  jenen  Seiten  ein- 
^^chloBsene  Winkel  ß  beträgt  33<^  23'  54,6''; 
man  soll  die  nicht  gegebenen  Seiten  nnd 
Winkel  des  Dreiecks  berechnen. 


Gegeben: 


he  —  ha  =  d  =  8,8532  dm 
c  =  102  dm 
ß  =  380  28'  64,6" 


Andeutung.  Die  Auflösung  dieser  Aufgabe 
ist  analog  der  Auflösung  der  Aufgabe  539: 
man  bestaune  zuerst,  siehe  Figur  187,  a  —  c, 
dann  die  Seite  a.  Man  kennt  alsdann  von 
dem  Dreieck  ABC  die  Seiten  a  und  e  nnd 
den  von  beiden  eingeschlossenen  Winkel  ß. 


Aufjgabe  642.  Die  zwei  Seiten  a  und  c 
emes  Dreiecks  messen  bezw.  =  25  m  und 
^  17  m  und  die  zur  Seite  c  gehörige  Höhe  he 
ist  um  (f  =  7,68  m  grösser  als  die  zur  Seite  a 
gehörige  Höhe  ha;  man  soll  aus  diesen  An- 
gaben die  nicht  gegebenen  Seiten  und  Winkel 
des  Dreiecks  berechnen. 


Gegeben: 


he  —  Äo  =  d  =  7,68  m 
a  =:  26m 
c  =  17  m 


Andeutung.  Die  Auflösung  dieser  Auf- 
gabe ist  analog  der  Auflösung  der  Ant- 
gabe  539;  man  berechne  zuerst,  siehe 
Figur  187,  aus  he  —  ä«  und  aus  a  —  c  den 
Winkel  ß.  Man  kennt  alsdann  von  dem  Dreieck 
ABC  die  zwei  Seiten  a  und  c  und  den  von 
beiden  eingeschlossenen  Winkel  ß. 


Aufjgabe  548.  Die  beiden  Seiten  a  und  c 
eines  Dreiecks  messen  zusammen  S  =  125  dm, 
und  die  Differenz  der  zn  diesen  Seiten  ge- 
hörigen Höhen  ha  und  hc,  von  welchen  hc 
grösser  als  ha  ist,  beträgt  d  =  9,7059  dm 
und  der  von  jenen  Seiten  emgesiddossene 
Wiokel  ß  beträgt  61<^55'39,1";  man  soll  die 
nicht  gegebenen  Seiten  und  Winkel  des  Drei- 
ecks berechnen. 


Gegeben: 


hc  —  ha 

a-\-c 

ß 


d  =1  9,7069  dm 
S  =  126  dm 
610  65'  39,1'^ 


Andeutung.  Die  Auflösung  dieser  Auf- 
gabe ist  im  al^emeinen  analog  der  Auflösnng 
der  Aufgabe  539;  man  berechne  zunächst, 
siehe  Fi^  187,  aus  A«  —  A«  und  /}  die  Diffe- 
renz a  —  c]  aus  a-j-c  und  a  —  c  bestimme 
man  ftlff^^"  a  und  c.  Da  man  alsdann  von 
dem  zu  berechnenden  Dreieck  die  Seiten  a 
und  c  und  den  Winkel  ß  kennt,  so  verfahre 
man  im  weiteren  wie  in  der  Auflösung  der 
Aufgabe  118  gezeigt  wurde. 


Aufgabe  544.  Die  Seiten  a  und  c  eines 
Dreiecks,  von  welchem  a  grösser  als  c  ist, 
differieren  um  </  =  7  m,  die  zu  diesen  Seiten 


Gegeben: 


f  hc—ha  ^d^—  8,8682m 
a  —  c  :=.  d   =7m 
6=r  61m 
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gehörigen  Höhen  ha  nnd  Ac,  von  welchen  Andeutung.  Man  berechne  zunächst  ans 
he  grösser  als  A«  ist,  differieren  nm  c^^  =  hc  —  ha  nnd  a  —  c,  si^e  Figur  187,  den 
3,8532  m  nnd  die  dritte  Dreiecksseite  h  misst  Winkel  ß.  Da  man  dann  von  dem  zu  be- 
61m;  man  berechne  die  nicht  gegebenen  rechnenden  Dreieck  die  Differenz  a  —  <?,  die 
Seiten  nnd  Winkel  des  Dreiecks.  Seite  h  nnd  den  Winkel  ß  kennt,  so  verfahre 

man  im  weiteren  wie  in  der  Andentnng  znr 
Aufgabe  487  gesagt  wnrde. 


Gegeben: 


[he-— ha  —  3,8582  dm 
a  =  790  36'  40" 
:7dm 


a  —  c 


Aufigabe  545.  Die  Seite  a  eines  Dreiecks 
ist  um  ei?  =  7  dm  grösser  als  die  Seite  c 
imd  die  znr  Seite  c  gehörige  Höhe  hc  ist  nm 

3,8582  dm  grösser  als  die  znr  Seite  a  ge*        Andeutung.  Die  Auflösung  dieser  Anfj^abe  ist 
hörige  Höhe    A«;   wie  gross  sind  die  Seiten  analog  der  Auflösung  der  vorigen  Aufgabe  544. 
und  Winkel  des  Dreiecks,    wenn  der  der 
Seite    a    gegenüberliegende   Winkel   a    = 
79»  36'  40"  ist? 


w)  Aufgaben,  in  welohen  Summen  und  Differenzen  von  HiHienabsehnitten  vor- 
kommen. 


Gegeben : 


h'a  +  h'b  =  S=^  16m 
a  =  580  T  48,4" 
ß  =  670  22*  48,5" 


sind  die  Seiten  dieses  Dreiecks? 

Figur  188. 


Anfjgabe  546.  Die  zu  den  Seiten  a  nnd 
b  eines  Dreiecks  gehörigen  Höhen  ha  und 
h  schneiden  sich  so,  dass  die  Summe  der  bei- 
den Höhenabschnitte  ä'«  nnd  h't,  welche  nach  Andentnng.  Ist,  siehe  Pigor  188,  ABC 
den  Ecken  ^  und  -B  hin  liegen,  6^=  16  m  das  Dreieck,  welches  den  Bedingungen  der 
beträgt;  die  beiden  Winkel  a  und  ft  durch  Aufgabe  entspricht,  nnd  beachtet  man,  dass, 
welche  jene  Höhen  gehen,  betragen  bezw.  wie  in  der  Er«,  293  gezeigt  ist,  der  Winkel 
530  7'  48,4"  und  6r>  22"  48,5";   wie  gross  jiPF  0eich  dem  Winkd  ACB^yjRt,  dass 

also  dessen  Nebenwinkel,  bezw.  dessen  Supple- 
mentwinkel A  PB  =  a-^ß  sein  muss  nnd 
dass  hiernach  in  dem  Dreieck  ABF: 

a)  .  .  .  «,  +  ^,  =  2Ä-(«  +  /S) 

ist,  und  beachtet  man  femer,  dass  nach  der 

Erkl.  356: 

«,  —  /5,  =  «  —  ^ 

bezw.  dass: 

b)  .  .  .  ß^  —  a^=z  ß  —  u 

ist  (indem  nach  den  für  a  und  ß  gegebenen 
Zahlenwerten  ß  grösser  als  a  ist)  und  bringt 
man  die  Mollweidesche  Formel  89  in  Anwen- 
dung, so  erhält  man  aus  dem  Dreieck  ABF 
zur  Berechnung  der  Seite  c  die  Relation: 

ßt+at 


\ 


a 


■^" 


15 


E 


C08< 


Erkl.  856.   Ans  der  Figur  188  ergeben  sdch 
die  Eelationen: 


Ä'6  +  Ä'« 


cos 


ßi—  a% 


und 


a)  .  ,  .  «j  =  «  —  «j 

b)  .  .  .  ß^  —  ß-^ß^ 


oder  in  Rücksicht  der  Gleichungen  a)  und  b): 


h'i  +  Ä'a 


COS 


ß-a 


.„  j-I.  *  V,',"L         „vaiT"^     ,a„i.o*    "Dd  hieraus  erhält  man,  in  Rücksicht,  dass 

Am  dl««  Bfilaöonen  «rbalt  man  zunächst:   j^.^   ,    ^.^  _  g  ^^  ^^  ^^^  ^^  j^^   jg. 


nnd 


e)  .  .  .  ß^  —  ß  —  ß^ 
^)  •  •  •  «1  =  ft 


cos 


U-'-±i) 


sin 


«  +  /? 


gesetzt  werden  kann: 
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und  ans  den  Qleichiingen  d)  und  e)  erhftlt  man 
in  Bttcksicht  der  Gleichung  f): 

g)  r  .  .    «  —  «2  =  ^  —  i^2 
oder 

h)  .  .  ,  «2  —  ^i  =  «  —  ß 

Erkl.  857t    Aus  dem  rechtwinkligen  Dreieck 
^DC  der  Figur  188  ergibt  sich: 


A) 


sm 


a  +  /3 


c  =  S 


cos 


/J-a 


a) 
oder,  da: 

ist 


oder 


«1  =  1?  —  y 

«1  =  i?--[2Ä  — («  +  /?)] 


b)  .  .  «1  =  «  -|-  /J  —  i? 


Da  femer: 


a. 


oder 


ist,  so  erhält  mau  hiemach: 

«2  =  «  —  (a  -|-  /J  —  i?) 

c)  .  .   «2  =  Ä  —  ß 

In  analoger  Weise  erhält  man: 

d)  .  .  /Jj  =  a  +  /3  — Ä 
und 

e)  .  ,  ß^  =.  R  ^  a 


nach  welcher  Gleichung  man  die  Seite  c  aus 
S,  a  und  |?  berechnen  kann.  Ist  c  berechnet, 
so  kennt  man  von  dem  Dreieck  ABC  die 
Seite  c  und  die  beiden  anliegenden  Winkel 
a  und  ß  und  kann  dann  im  weitere  Ter- 
fahren  wie  in  der  Auflösung  der  Aufgabe  11 T 
gezeigt  wurde. 

Da  man  von  dem  Dreieck  ABP  die 
Summe  Ä'a  +  ^'h  zweier  Seiten  und  die 
diesen  Seiten  gegenüberliegenden  Winkel 
a.,  und  ßo  kennt,  indem  nach  der  ErkL  357: 

«2  =  E  —  ß 

und 

ist,  so  kann  man  auch  ans  diüem  Breieck 
die  Seite  c  allgemein  berechnen,  wie  in  der 
Andeutung  zur  Aufgabe  477  gesagt  wvrde. 


Aufgabe  547.  Die  zu  den  beiden  Seiten 
a  und  h  eines  Dreiecks  gehörigen  Höhen 
Aa  nnd  A»  schneiden  sich  so,  dass  die  Summe  S 
des  nach  der  Ecke  A  lün  liegenden  Ab« 
Schnitts  h*a  der  Höhe  ha  und  des  nach  der 
Seite  h  hin  liegenden  Abschnitts  h*'h  der 
Höhe  hl,  ==  14,7  m  beträgt;  wie  gross  sind 
die  Seiten  dieses  Dreieck,  wenn  die  beiden 
Winkel  a  und  j3,   durch  welche  jene  Höhen 

gehen,  bezw.=53^7'48,4"und=67^22'48,5" 
sind? 


Gegeben 


■{ 


V«  -f  A"6  =  S  =  14,7  m 
a  =  580  7'  48,4" 
/J  =  670  22*  48,6' 


Andeutung.  Die  Auflösung  dieser  Aufg:abe 
ist  analog  der  Auflösung  der  Aufgabe  546. 
In  dem  rechtwinkligen  Dreieck  APF,  siehe 
Fig.  188 ,  kennt  man  die  Summe  h'a  4~  ^"t 
=  S  zweier  Seiten  und  nach  der  ErkL  293 
denWinkdy  =  2i?  — (a  +  jJ).  Wie  in  der 
Andeutung  zur  Aufgabe  206  gesagt  wurde, 
kann  man  die  Seiten  h'a  nud  h"b  dieses  Drei- 
ecks berechnen.  Da  man  nunmehr  von  dem 
Dreieck  ^jBP  die  Seite  h'a  und  die  Winkel 
a2  und  ß2  kennt,  indem  nach  der  ErkL  357: 

a^=zR  —  ß 
und  ^j  =  Ä  —  ff 

ist,  so  kann  man  aus  diesem  Dmeck  nach 
der  Sinusregel  die  Seite  c  berechnen.  Nun- 
mehr kennt  man  von  dem  Dreieck  ABC  die 
Seite  c  und  die  derselben  anliegenden  Winkel 
a  und  ß,  siehe  Aufgabe  117. 


Aufgabe  648.  Die  zu  den  beiden  Seiten 
a  und  b  eines  Dreiecks  gehörigen  Höhen  Gegeben: 
ha  und  hh  schneiden  sich  so,  dass  die  Summe  S 
der  beiden  nach  den  Seiten  a  und  b  hin 
liegenden  Abschnitte  A' «  uud  h'^j,  dieser 
Höhen  =  43,9747  dm  beträgt;  wie  gross  sind 
die  Seiten  des  Dreiecks,  wenn  die  Winkel 
a  und  ß^  durch  welche  jene  Höhen  gehen, 
bezw.  =  79®  36'  40"  und  =  33<>  23'  54,6"  sind? 


a 


ß  = 


S  =  43,9747  dm 
790  36'  40" 
330  28'  54,6' 


i** 


Andeutung.  Ist,  siehe  Figur  189,  ABC 
das  Dreieck,  welches  den  Bedingungen  der 
Aufgabe  entspricht  und  man  verbindet  F  nax 
D,  so  erhält  man  das  Dreieck  DPF,  von 
welchem  man  die  Summe  ä"«  +  A''^  zweier 
Seiten  und   die  drei  Winkel  kennt,   indem 


Aufgaben  über  das  schiefwinklige  Dreiecl^  im  allgemeinen. 
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Figur  189. 


<  FPD  =  a'\'ß  und  nach  der  ErkL  358 
<^  PDF=^ß2  und  ^  PFD  =  «j,  also  nach 
der  ErkL  357  <^  PDF=  Ä  — a  und<^  PFD 
=  E  —  ß  int.  Wie  in  der  Andeutung  zur 
Aufgabe  477  gesagt  ist,  kann  man  somit 
aus  jenem  Dreieck  DPI  die  Abschnitte  hf'a 
und  h"b  berechnen.  Zieht  man  dann  die 
dritte  Höhe  ^e,  welche  nach  der  Erkl.  294 
durch  P  gehen  muss,  und  berfickslchtigt  man, 

dass  7i  =  «2 

und  ^2  =  ßi 

ist,  indem  die  rechtwinkligen  Dreiecke  BGC 
und  BDA  den  Winkel  ß  und  die  rechtwink- 
ligen Dreiecke  AGCmd  AFB  den  Winkel  a 
gemeinschaftlich  haben,  dass  also  nach  der 
ErkL  357: 


Erkl,  858«     Ein   planimetrischer  Lehrsatz 

heisst: 

„Je  zwei  Höhen  eines  Dreiecks  schneiden 
sich  so,  dass  die  nach  den  Ecken  hin- 
liegenden Abschnitte  dieser  Höhen  um- 
fekehrt  proportional  sind  den  nach  den 
eiten  hinliegenden  Abschnitten  dieser 
Höhen. 

(Siehe  Kleyers  Lehrbücher  der  Planimetrie.) 

Nach  diesem  Satz  ergibt  sich  aus  der 
Kgur  189  die  Proportion: 

a)  .  .  .  Ä'a  :  Ä'6  =  V'6  :  Ä"a 

Da  hieznach  in  den  Dreiecken  AFB  und 
DPF  das  Verhältnis  zweier  Seiten  des  einen 
Breiecks  gleich  dem  Verhältnis  zweier  Seiten 
des  andern  Dreiecks  ist,  und  da  femer  der  von 
jenen  Seiten  eingeschlossene  Winkel  des  einen 
Dreiecks  gleich  dem  von  jenen  Seiten  ein- 
geschlossenen Winkel  des  andern  Dreiecks  ist 
(als  Scheitelwinkel),  so  ergibt  sich  hieraus,  dass 
nach  der  Erkl.  273  diese  beiden  Dreiecke  ähn- 
lich sind,  dass  somit  auch  nach  der  Erkl.-  7 
die  homologen  Winkel  beider  Dreiecke  einander 
gleich  sein  müssen,  dass  also: 

<iPDF=^PBA=zfl, 
nnd 

igt.       ^PFD  =  <^PAB  =  a^  


und 


a) 


ri  =  (*t  =  B  —  ß 


b)  .  .  .  /j  =  ^g  =  Ä  —  a 

ist,  so  kann  man  aus  den  rechtwinkligen  Drei- 
ecken PDC  und  PFC  die  Seitenabschnitte 
CD  —  a*mäFC=  h'  berechnen.  Mittels 
dieser  Abschnitte  und  dem  bekannten  Win- 
kel /=  2  ^  —  {a-\-ß)  kann  man  im  weiteren 
die  Seiten  a  und  h  bestimmen,  u.  s.  f. 


Aufgabe  549.  Die  Höhen  ha  und  hi, 
welche  zu  den  Seiten  a  und  h  eines  Dreiecks 
gehören,  schneiden  sich  so,  dass  der  nach  der 
Ecke  A  hinliegende  Abschnitt  h'a  der  Höhe  ha 
um  (Z  =  11  m  grösser  ist,  als  der  nach  der 
Ecke  B  hinliegende  Abschnitt  h%  der  Höhe  hy, 
▼ie  gross  sind  die  Seiten  dieses  Dreiecks, 
wenn  die  Winkel  a  und  j3,  durch  welche 
jene  Höhen  gehen,  bezw.  =  53®  7'  48,4"  und 
=  610  55'  39,1"  betragen? 


Gegeben: 


Va  — Ä'6  =  d  =  lim 
a  =  580  r  48,4" 
/J  =  6 10  56' 39,1" 

Andeutung.  Die  Auflösung  dieser  Auf- 
gabe ist  analog  der  Auflösung  der  Auf- 
gabe 546.  Man  kennt  von  dem  Dreieck  ABPy 
siehe  Figur  188,  die  Differenz  ä'«  —  ä'»  =  c? 
zweier  Seiten  desselben  und  die  Winkel  a^ 
und  ß^j  indem  nach  der  ErkL  357: 

und  ß^zs^E-^a 

ist.  Wie  in  der  Andeutung  der  Aufgabe  486 
gesagt  ist,  kann  man  somit  aus  diesem  Dreieck 
die  Seite  c  berechnen,  u.  s.  f. 
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fVa  — A"ä  =  «2  =  29,4m 
a  =  530  r  48,4" 
ß  =  610  66'  89,1" 


Anfig;abe  550.     Die   zu    den   Seit^  a 
und  b   einee  Dreiecks  gehörigen  Höheü  ha        Gegeben: 
tmd  h  sehndden   sich   so,   dass  der  Ab- 
«chnitt  h'a  der  Höhe  ä«,  welcher  nach  der        Andeutung.    Die  Auflösung  dieser  Aufgabe 
Ecke  A  hm  liegt,  mad  =  29,4  m  gröasor  ist,  ist  analog  den  Auflösungen  der  vorigen  Aufjgaben 
als  der  Abschnitt  h'%  der  Höhe  A«,  welcher  549  und  547. 
nach  der  Seite  b  hin  liegt;  wie  gross  sind 
die  Seiten  dieses  Dreiecks,  wenn  die  Winkel 
a  md  ß  desselben  bezw.  =  53^  V  48,4"  and 
=  ßl^  55'  39,1"  betragen?  


Angabe   55L     Die   zu    den   Seiten    a  {  V'a  —  V»  =  d=i  28,3623  dm 

und  b  eines  Dreiecks  gehörigen  Höhen  ä«      Gegeben:  j  «  =  790  36' 40"^^ 

und  Ä6  schneiden   sich    so ,    dass   der  Ab-  l  ^  —  33©  23'  54,6" 

schnitt  h\  der  Höhe  A«,  welcher  nach  Andeutung.  Die  Auflösung  dieser  Aufgabe 
der  Seite  a  hin  liegt,  ma  d  =  28,3523  dm  ist  analog  der  Auflösung  der  Aulgabe  548. 
grösser  ist,  als  der  Abschnitt  A"»  der  Höhe  h^, 
welche  nach  der  Seite  b  hin  Hegt;  wie  gross 
sind  die  Seiten  dieses  Dreiecks,  wenn  die 
Winkel «  und  jS  desselben  bezw.  =  TQ^  36'  40" 
und  =  38<*23'54,6"  betragen? 


x)  Aofgabefi,  in  welehen  die  Soiiime  oder  Differenz  zweier  Seiten,  und  Sohwer- 
linien;  die  Summe  einer  Seite  und  einer  Schwerlinie;  die  Differenz  einer  Hibe 
und  einer  Schwerlinie;  die  Summe  zweier  Seiten,  und  Winkelhalbierende  Trans- 
versalen oder  durch  solche  Transversalen  gebildeten  Seitenabaohnitte;  die  Summe 
oder  Differenz  zweier  Seiten,  und  zwei  von  Winkelhalbierenden  Transversalen 

gebildete  Seitenabscbnitte  vorkommen. 

Aufgabe  552.    Die  Seiten  b  mä  c  eines  [  h  +  c  =  ;S'  =  S9m 

Dreiecks  messen  zusammen  «S"  =  29  m,  die  zu  Gegeben:  j       «e  =  12,1656m 

einer  dieser  Seiten,  z.  B.  die  zur  Seite  c  ge-  ^        a  =  13  m 

hörige  Schwerlinie  Se  misst  12,1655  m  und        Andeutung.  Gemäss  der  Aufgabe  besteht 

die  dritte  Seite  a  misst  13  m;    wie  gross  die  Relation: 
sind  die  nicht  gegebenen  Seiten  und  "Winkel  a)  .  .  .  fe  + «  =  S 

des  Dreiecks?  ^^^^^  besteht  nach  den  Ei*l.  299  und  300 

die  Belation: 

b)  .  .  .  a2  4-d2  =  2«2c+-y 

Man  hat  somit  zwei  Gleichungen  mit  deo 
zwei  Unbekannten  b  und  c.  Hat  man  nach 
.  diesen  Gleichungen  die  Seiten  b  und  c  be- 
rechnet, so  kam  man  die  Winkel  aus  des 
drei  Seiten  a,  b  und  c  berechnen,  wie  in  der 
Auflösung  der  Aufgabe  119  gezeigt  wurde. 


Aufgabe  553.    Die  Seite  b  eines  Dreiecks  rft  —  c  =  d  =  187m 

ist  \m  d=  187  m  grösser  als  die  Seite  c,  Gegeben:  |        Sc  =  217,9601m 

die  zur  Seite  c  gehörige  Schwerlinie  Se  ist  {       a  —  197  m 

217,9501  m  lang  und  die  dritte  Seite  a  misst  Andeutung.  Die  Auflösung  dieser  Aufgabe  ist 

197  m;   wie  gross  sind  die  nicht  bekannten  analog  der  Auflösung  der  vorigen  Aulgabe  553. 
Seiten  und  Winkel  des  Dreiecks? 


Preisgekrönt  in  Frankfurt  a>  M.  1881, 

Der  ausführliche  Prospekt  und  das  ausführliche  In- 

haltsyerzeichnis  der  „vollständig  gelösten  Aufgabensammlung 
von  Dr.  Ad.  Kleyer**  kann  von  jeder  Buchhandlung,  sowie  von 
der  Verlagshandlung  gratis  und   portofrei   bezogen  werden. 

Bemerkt  sei  hier  nur: 

1).  Jedes  Heft  ist  anfgeschnitten  und  gat  brochiert,  um  den  sofortigen  and  dauem- 
den  Gebranch  zn  gestatten. 

2).  Jedes  Kapitel  enthält  sein  besonderes  Titelblatt,  Inhaltsyerzeichnis,  Berichtigungen 
nnd  Erklärungen  am  Schlüsse  desselben. 

3).  Auf  jedes  einzelne  Kapitel  kann  abonniert  werden. 

4).  Monatlich  erscheinen  3 — 4  Hefte  zn  dem  Abonnementspreise  von  25Pfg.  pro  Heft. 

5).  Die  BeUienfblge  der  Hefte  im  nachstehenden,  knrz  angedeuteten  Inhaltsyerzeich- 
nis ist,  wie  aus  dem  Prospekt  ersichtlich,  ohne  Jede  Bedeutung  fflr 
die  Interessenten. 

6).  Das  Werk  enthält  AUes,  was  sich  überhaupt  auf  mathematische  Wissenschaften 
bezieht,  alle  Lehrsätze,  Formeln  und  Regeln  etc.  mit  Beweisen,  alle  praktischen 
Aufgaben  in  vollständig  gelöster  Form  mit  Anhängen  ungelöster  analoger  Auf- 
gaben und  vielen  vortrefflichen  Figuren. 

7).  Das  Werk  ist  ein  praktisches  Lehrbuch  ffir  Schüler  aller  Schulen,  das 
beste  Handbuch  für  Lehrer  und  Examinatoren,  das  vorsugliohste  Iiehrbuch 
zum  Selbststudium,  das  vortrefflichste  Nachschlagebuch  für  Fachleute  und 
Techniker  jeder  Art. 

8).  Alle  Buchhandlungen  nehmen  Bestellungen  entgegen. 


Das  vollständige 

InhaltsYorzoichnis 

der  bis  jetzt  erschienenen  Hefte  1 — 266 

kann  durch  jede  Buchhandlung  bezogen  werden. 


HalbjUiiiicb  erscheinen  Nachträge  Über  die  inzwischen  neu  erschienenen  Hefte. 


Draek  Ton  Carl  Hammer  in  Stuttgart« 
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288.  Heft. 
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Ebene  Trigo 


Forts.  V.  Heft  287.  —  Seite  353-368. 

Mit  5  I'ignreii. 


Vollständig  gelöste 

Aufgaben  -  Sammlung 

-  nebst  Anhängen  ungelöster  Aufgaben,  für  den  Schul-  &  Selbstunterricht  - 

mit 

iBiabe  md  Entiicklnn^  der  benntzten  Sätze,  Formeln,  Regeln  In  Fragen  nnd  intf  orten 

erl&ntert  durch 

viele  Holzschnitte  &  lithograpL  Tafeln, 

ans  allen  Zweigen 
der  Reehenknnsty  der  niederen  (Algebra,  Planimetrie,  Stereometrie,  ebenen  n.  BphArischen 
Trigonometrie,  synthetischen  Geometrie  etc.)  u.  höheren  Mathematik  (höhere  Analysis, 
Differential-  u.  Integral-Rechnung,  analytische  Geometrie  der  Ebene  u.  des  Ranmes  etc.);  — 
aus  aüen  Zweigen  der  Physik ,  Meehanik,  Graphostatik,  Chemie ,  Geodäsie ,  Nautik , 
mathemat.  Geographie,  Astronomie;  des  Maschinen-,  Strafsen-,  Eisenbahn-,  Wasser-, 
BrSeken-  u.  Hochbau's;  der  Konstmlrtionslehren  als:  darsleU«  Geometrie,  Polar-  u. 

ParaUel-PerspeetiTe,  Schattenkonstmktionen  etc.  etc. 

für 

Schüler,  Studierende,  Kandidaten,  Lehrer,  Techniker  jeder  Art,  Militärs  etc. 

zum  ehzig  richtigen  und  erfolgreichen 

Studium,  zur  Forthfilfe  bei  Schularbeiten  nnd  zur  rationellen  Verwertung 

der  exakten  Wissenschaften, 

herausgegeben  von 

Dr#  Adolph  Kleyer^ 

Matbematiker,  voreidetor  königl.  preuss.  FeMmesser,  vereidetor  grossh.  hessischer  Oeometcr  I.  Klasse 

in  Frankfurt  a.  M. 
unter  Mitwirkung  der  bewährtesten  Er&fte. 


Ebene  Trig^onometrie. 

Fortsetzung  von  Heft  287.   —    Seite  353— 3G8.    Mit  5  Figuren. 

Anfgaban  Aber  das  sohlef winklige  Dreieck,  Fortsetzung.    Aufgaben ,   in  welchen   die  Summe  oder  Differens 
Bweier  Seiten  und  Sobwerlinien ;   die  Summe  einer  Seite  und   eint^r  Schwerlinie;   die  Differenz   einer  Höhe 
and  einer  Sohwerlinie  etc.  vorkommen;  in  welchen  femer  die  algebraische  Summe  dreier  Seiten ;  die  Summe 
Bweier  Seiten  und  einer  Höhe,  nnd  die  Summe  von  drei  Höhenabschnitten  vorkommen. 


Qj  Stuttgart  1886. 
Verlag  von  Julius  Maier. 


^H  Oi«M  Aufgabensammlung  arseheint  fortlaufend,  monatlich  8—4  Hefte.  ^^ 
Die  eifiz«lnM  HaoptkapKei  sind  mit  eigener  Paginierung  versehen,  so  dass  fedes  derselben  einen  Band  bilden  wird. 

ISiSSü! 


Das  vollständige  Inhaltsverzeichnis  der  bis  jetzt  erschienenen  Hefte  1—266 
kann  durch  jade  Buchhandlung  bezogen  werden. 


Preisgekrönt  in  Frankfurt  a,  M,  1881,, 

PROSPEKT. 

Dieses  Werk,  welchem  kein  ähnliches  zur  Seite  steht,  erscheint  monatlich  in 
Heften  zn  dem  hilligen  Preise  von  25  ^  pro  Heft  nnd  bringt  eine  Sammlung  der  widitig- 
sten  nnd  praktischsten  Aufgaben  ans  dem  Gesamtgebiete  der  Mathematik ,  Physi^ 
Mechanik,  math*  Geographie y  iLstronomle^  des  Maschinen- 9  Strassen-,  Elsenbahm-, 
Brücken-  nnd  Hochbaues,  des  konstruktlyen  Zeichnens  etc.  etc.  nnd  swar  in  ToUstindlg 
gelöster  Form,  mit  rielen  Figuren,  Erklärungen  nebst  Angabe  und  Entwlckelnng  der 
benntsten  Sätze,  Formeln,  Regeln  in  Fragen  mit  Antworten  etc.,  so  dass  die  Lösung 
jedermann  yerstftndlich  sein  kann,  bezw.  wird,  wenn  eine  grössere  Anzahl  der  Hefte  er- 
schienen ist,  da  dieselben  sich  In  ihrer  Gesamtheit  ergänzen  und  alsdann  auch  alle 
Teile  der  reinen  und  angewandten  Mathematik  —  nach  besonderen  selbständigen  Kapi- 
teln angeordnet  —  yorliegen. 

Fast  jedem  Hefte  ist  ein  Anhang  von  ungelösten  Aufgaben  beigegeben,  welche  der 
eigenen  Lösung  (in  analoger  Form,  wie  die  bezttglichen  gelösten  Aufgaben)  des  Studierenden 
überlassen  bleiben,  und  zugleich  von  den  Herren  Lehrern  fOr  den  Schulunterricht  benatst 
werden  können.  —  Die  Lösungen  hierzu  werden  später  in  besonderen  Heften  für  die  Hand  des 
Lehrers  erscheinen.  Am  Schlüsse  eines  jeden  Kapitels  gelangen:  Titelblatt,  InhaltsTenMeh- 
nls,  Berlchtlgrnngen  und  erläuternde  Erklärungen  über  das  betreffende  Kapitel  zur  Ausgabe. 

Bas  Werk  behandelt  zunächst  den  Hauptbestandteil  des  mathematisch-naturwiaaen- 
schaftlichen  ünterrichtsplanes  folgend»  Schulen:  Bealsehnlen  I.  nnd  IL  <h*d.,  gleich- 
berechtigten höheren  BOrgerschulen,  Prlyatschulen,  Gymnasien,  Bealgymnasfen,  Pre- 
gymnasien,  Schnllehrer- Seminaren,  Polytechniken,  Techniken,  Bangewerkschalea, 
Gewerbeschulen,  Handelsschulen,  techn.  Yorbereltungsschnlen  aller  Arten,  gewerbiiehe 
Fortbildungsschulen,  Akademien,  UnlYersitäten ,  Land-  nnd  Forstwlssenschaftsschnlea, 
Militärschulen,  Yorbereitnngs- Anstalten  aller  Arten  als  z.  B.  fllr  das  Ei^fälirig-Frei- 
willige-  nnd  Offlzlers-Examen,  etc. 

Die  Schaler,  Studierenden  und  Kandidaten  der  mathematischen,  technischen  nnd 
naturwissenschaftlichen  Fächer,  werden  durch  diese.  Schritt  fttr  Schritt  gelöste,  Aufgaben- 
sammlung Immerwährend  an  ihre  in  der  Schule  erworbenen  oder  nur  gehörten  Theorien  etc 
erinnert  und  wird  ihnen  hiermit  der  Weg  zum  unfehlbaren  Auffinden  der  Lösungen  der^ 
jenigen  Aufgaben  gezeigt,  welche  sie  bei  ihren  Prüfungen  zu  lösen  haben,  zugleich  aber  auch 
die  flberaus  grosse  Fruchtbarkeit  der  mathematischen  Wissenschaften  Torgeföhrt 

Dem  Lehrer  soll  mit  dieser  Aufgabensammlung  eine  kräftige  Stütze  fOr  den  Schul- 
unterricht geboten  werden,  indem  zur  Erlernung  des  praktischen  Teiles  der  mathematischen 
Disziplinen  —  mm  Auflösen  TOn  Aufgaben  —  in  den  meisten  Schulen  oft  keine  Zeit  er- 
übrigt werden  kann,  hiermit  aber  dem  Schüler  bei  seinen  häuslichen  Arbeiten  eine  toU- 
ständige  Anleitung  in  die  Hände  gegeben  wird,  entsprechende  Anfigaben  in  lösen,  die  ge- 
habten Regeln,  Formeln,  Sätze  etc.  anzuwenden  und  praktisch  zu  Tcrwerten.  Lust,  Liebe 
und  Verständnis  für  den  Schul-Unterricht  wird  dadurch  erhalten  und  belebt  werden. 

Den  Ingenienren,  Architekten,  Technikern  und  Fachgenossen  aller  Art,  MUltära 
etc.  etc.  soll  diese  Sammlung  zur  Auffrischung  der  erworbenen  und  rielleicht  Tergessenen 
mathematischen  Kenntnisse  dienen  und  zugleich  durch  ihre  praktischen  in  aUen  Benfii» 
zweigen  rorkommenden  Anwendungen  einem  toten  Kapitale  lebendige  Kraft  verleihen  on^ 
somit  den  Antrieb  zu  weiteren  praktischen  Yerwertnngen  und  weiteren  Forschungen  geben. 

Alle  Buchhandlungen  nehmen  Bestellungen  entgegen.  Wichtige  und  praktische  Auf- 
gaben werden  mit  Dank  von  der  Bedaktion  entgegengenommen  und  mit  Angabe  der  Nanea 
Terbreitet.  —  Wünsche,  Fragen  etc.,  welche  die  Redaktion  betreffen,  nimmt  der  Yerftsser, 
Dr.  Kleyer,  Frankfurt  a.  M.  Fischerfeldstrasse  16,  entgegen  und  wird  deren  Krledignag 
thunlichst  berücksichtigt. 

Stuttgart.  Die  Yerlagshandliuig. 
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f«c+c  =  flf=  222,111  dm 
«  =  780  44' 28,8" 
/5  =  90  81'  88,2 


Anfjptbe  664.   Die  zwei  Winkel  a  und  ß 
eines  Dreiecks  sind  bezw.  =  73<>  44'  23,3"        Gegeben: 
imd  =  9^31'38,2'';  die  Summe  der  Seite  c, 
welcher  jene  Winkel  anliegen,  und  der  zu  ihr       Andeutung.   Gemäss  der  Aufgabe  besteht 
gehangen  Schwerlinie  Se  ist  /S'  =  222,111  dm;  die  Belation: 
wie  gross  sind  die  drei  Seiten  des  Dreiecks?  a)  .  .  .  sc+c  =  S 

dann  besteht  nach  den  ErkL  299  und  300 
die  Eelation: 

b)  .  .  .  a«  +  6«  =  2««tfH--y 

und  femer  besteht  nach  der  Sinusregel  die 
EdAtion: 

c)  •  •  •  a :  d  =  sin« :  sin/f 

Man  hat  somit  drei  Gleichungen  mit  den 
drei  Unbekannten  a,  b  und  c,  aus  welchen 
man  die  gesuchten  drei  Seiten  berechnen  kann. 


Angabe  5S5.     Die   zur  Seite  e   eines  { 8c  —  he  =  d=:lm 

Dreiecks    gehörige    Höhe    K  und    Schwer-  ß^^v^„   J  <i;Äc«c  =  «=  16o  15' 86,78" 

Jinie  Sc  büden  einen  Winkel «  =  16»  16'  36,73"  ^8®*^®^'  j  ^  =  86o  52'  11,64" 

miteinander  und  die  Schwerlinie  ««  ist  um  [  a  >  ( 

^tL^'J^*?«^^^.^^?^*^-  Wie  gross  Andeutung.  Man  beachte,  dass,  siehe 
and  die  Seiten  und  Winkel  j^es  Dreiecks,  ^^^  147,  dk  Schwerlinie  8,  die  Hypotenuse, 
w«m  von  d«i  beiden  andern  S^^  di*  Höhe  A.  die  Kathete  eines  rechtwink- 

grösser  als  6  ist  und  der  der  kldneren  Seite  b  ,.  j^pßjeßtg  jg*  dessen  einer  snitze  Winkel 
^berliegendeWfa]cel^  =  86062' 11.64"  JSJt^ÄnrwÄ ÄSt^ 
™®^^  derer  spitzer  Winkel  also  =  90® —  «  ist  Wie 

in  der  Andeutung  zur  Aufgabe  212  gesagt 
wurde,  kann  man  aus  der  gegebenen  Differenz 
8^  —  hc  =^  d  und  dem  gegebenen  Winkel  s 
die  Höhe  he  und  die  Schwerlinie  ««  berechnen. 
Da  man  alsdann  von  dem  zu  berechnenden 
Dreieck  Sc,  A«.  und  ß  kennt,  so  kann  man  im 
weiteren  yerÜEthren  wie  in  der  Andeutung  zur 
Aufgabe  411  gesagt  wurde. 


f  a  +  6  =  fir=180m 
y  =  1240  58'  88,6 
wy  =  20,8155  m 


Anfjgabe  556.    Die  Summe  zweier  Seiten 
amdo  eines  Dreiecks  ist  S  =  130  m,  der         Gegeben: 
von  beiden  eingeschlossene  Winkel  y  misst 
124®  58'  83,6^'  und  die  diesen  Winkel  hal-        Andeutung.   Gemäss  der  Aufgabe  besteht 

bierende  Transversale  Wy  misst  20,8155  m;  die  Relation: 

wie  gross  sind  die  Seiten  und  nicht  gegebenen  a)  .  .  .  a  -f-  6  =  S 
Winkel  dieses  Dreiecks?  j^^  ^^  ^^  ^^1^  ^^  ^  ^^  E^tl^  32o 

aufgestellten  Gleichung  d)  die  Relation: 
b)  .  .  .  c«  =  (a  +  6)ra  +  6-2«)y.cos^^ 
Aus  beiden  Gleichungen  erhält  man: 

oder 


A)  .  .  .  c  =  y  fir^fif— 2«y.co8-|-j 


Hat  man  nach  dieser  Gleichung  die  Seite  c 
berechnet,  so  kennt  man  von  dem  zu  berech- 
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nenden  Dreieck  a-\-b,  c  nnd  7  und  kaan  so- 
mit weiter  verfahren  wie  in  der  Andeatnng  rar 
Anfgabe  479  gesagt  wurde. 


Aufgabe  557.    Die  zwei  Seiten  a  und  b  (  a-^-b  =^  S=.  170 dm 

eines  Dreiecks  messen  zusammen  8=110 dm,         Gegeben:  l         c  =  102  dm 
die  dritte  Seite  c  misst  102  dm  und  die  den  l      «^  =  65,2831  dm 

Winkel  y  halbierende  Transversale  Wy  ist  Andeutung.  Die  Auflösung  dieser  Auf- 
65,2831  dm  lang;  man  soll  hieraus  die  Winkel  gäbe  ist  analog  der  Auflösung  der  vorigen 
und  die  nicht  gegebenen  Seiten  berechnen.     Aufgabe  556.    Man  berechne  aus  der  in  der 

Andeutung  der  vorigen  Aufgabe  erwSlmteo 
Oleichung  b)  zunächst  den  Winkel  7. 

Au%abe  S6S. :  Die  Seiten  a  und  b  eines  (  a  +  b  =  8  =  52m 

Dreiecks  messen  zusammen  iS  =  52  m,  der  Gegeben:  j       c',»  =  81,8077  m 

von  diesen  Seiten  eingeschlossene  Winkel  7  l     ^"«^  =  12,6928  m 

wird  durch  eine  Transversale  halbiert,  welche  Andeutung.   Gemäss  der  Aufgabe  besteht 

die  Gegenseite  c  in  die  Abschnitte  c'«  =  die  Relation: 

31,3077m  und  c"«,  =  12,6928  m  zerlegt  Man  a)  .  .  .  a  +  6  =  5 

soU  aus  diesen  Angaben  die  Seiten  und  Winkel  ^^  ist-    ' 

des  Dreiecks  berechnen.  ^  '  ,    ,    \, 

b)  .  .  .  c',^-|-c"ip  =  c 

ferner  hat  man  nach  den  ErkL  31i — ^816 
Relationen: 

c)  .  .  .  w^  -=2  ab  —  &w  &*v 


a  +  6 
bc 


und 

e)  .  .  .  c  ip  =      ,  _ 

a-^-b 

Durch  Multiplikation  der  Gleichungen  d) 
und  e)  erhält  man: 

<^b'C^ , 

(a  -f-  b)^ 
und  hieraus   ergibt   sich  in  Rücksicht  der 
Gleichungen  a)  und  b): 

Setzt  man  diesen  Wert  in  Gleichung  e), 
so  erhält  man: 


oder 


'^^W^±c"^y        V 


W^  =  I  -rz ; — TTTTi  —   1  I  •  e'ir  •  «"i^ 


(fw  '  ^  t 


Setzt  man  diesen  Wert  fBr  Wy^  den  for 
a  -j-  6  gegebenen  Wert  8  und  den  Wert  für 
ab  aus  Gleichung  f)  in  die  in  der  ErkL  320 
aufgestellte  Gleichung  b): 

h)         cos  ^  -  <«  +  ^)'*^ 
n;  ...  cos  2  —  ^^ 

ein,  so  kann  man  hieraus  den  Winkel  y  be- 
rechnen. Da  man  alsdann  von  dem  zu  be 
rechnenden  Dreieck  a-j-5,  c  und  y  kennt 
so  kann  man  im  weiteren  verfahren  wie  in 
der  Andeutung  zur  Aufgabe  479  gesagt  wurde. 
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An4^  668.    In  dnem  Dreieek  über-  f       a--5  =  <f  =  120m 

trifft  die  Seite  a  die  Seite  6  um  c^  =  120  m,      Gegeben:  ]       a-ß=zd=  «4^12'  45,1" 
der  der  Seite  a  gegenüberliegende  Winkel  «  \c^  —  c  y,=z  d^=z  106,8824 

ist  um  ^  =  64^  12'  45,1''  grösser  als  der  der  Andeutnng.  Konstroiert  man  sich,  siehe 
Seite  h  gegenüberliegende  Winkel  ß  nnd  die  Fignr  161  und  die  Andeutung  zur  Auf- 
den  dritten  Winkel  /  halbierende  Trans-  gäbe  161,  das  Hülfsdreieck  BDF,  so  kennt 
versale  Wy  teilt  die  Gegenseite  c  in  zwei  man  von  demselben  die  Seite  Bi^*=a  —  h=^d, 
Abschnitte  c'^  nnd  c"«,  von  welchen  der  die  Differenz  der  Seiten  BD  und  DjF,  die- 
der  Seite  a  anliegende  Abschnitt  c'^  um  gelbe  ist  =  c'^,  —  c"„  =  d^  und  den  Wuikel 
</,  =  105,8824  m  grösser  ist  als  der  Ab-  BDF,  derselbe  ist  =  a  —  ß  =  d.  Wie  in 
schnitt  c"«,;  man  soll  hieraus  die  nicht  ge-  der  Alideutung  zur  Aufgabe  487  gesagt  ist, 
gebenen  Seiten  und  Winkel  des  Dreiecks  be-  kann  man  somit  aus  jenem  Dreieck  c'^p  und 
rechnen.  c'*^  und  den  Winkel  ß  berechnen.    Da  man 

alsdann  von  dem  zu  berechnenden  Dreieck 
a  —  6,  c  (=  c'^  -j-  c"«,)  und  ß  kennt,  so  kann 
man  im  weiteren  verfahren  wie  in  der  An- 
deutung zur  Aufgabe  488  gesagt  wurde. 


Angabe  660.   Die  zwei  Seiten  a  und  b 
eines  Ih^iecks,  von  welchen  a>6  ist,  diffe-      (begeben: 
rieren  xm  d  =  12  dm^  der  der  kleineren 


a  —  6  =  tf  =  72  dm 
ß  =  110  25'  16,3" 
c'^  —  c''to  =  dj  =  66,4614  dm 


Seite  h  gegenüberliegende  Winkel  ß  beträgt        Andeutung.   Die  Auflösung  dieser  Aufgabe  ist 

11*25'  16,3"  und  die  zwei  Abschnitte  c'^p  und  analog  der  Auflösung  der  vorigen  Aufgabe  669. 

^«,  in  welche  die  dritte  Seite  c  durch  die 

den  Gegenwinkel  /  halbierende  Transversale 

Wy  zerlegt  wird,  und  von  welchen  c"«,>c',^ 

ist,  differieren  um  dj  =  66,4614  dm;  man 

soll  die  nicht  gegebenen  Seiten  und  Winkel 

des  Dreiecks  berechnen.  

y)  Aufgaben,  in  welchen  die  Summe  dreier  Seiten;  die  Differenz  zwischen  der 
Summe  zweier  Seiten  und  der  dritten  Seite,  auch  Hölien,  winJcelliaJbierende 
Transversalen,  Summe  oder  Differenz  zweier  Seiten,  Differenz  einer  Seite  und 
Hfilie;  in  welchen  femer  die  Summe  zweier  Seiten  und  einer  H8he;  die  Summe 

von  drei  Hfihenabschnitten  voricommen« 

Au&abe  561.    Man  «oll  die  Seiten  a,  b,  (  a  +  h  +  c  =  u  ==  49m 

c  und  den  Inhalt  eines  Dreiecks  bestimmen.      Gegeben:  l  «  =  530  7'48,4" 

wemide88enUmfanga  +  5  +  c  =  u  =  42m  l  ^  =  67022' 48,5" 

ond  zwei  Winkel  a  und  ß  desselben  bezw.        Andeutungen: 

=  53«7'48,4"  und  =  67"22'48,5"  smd.  i)  Gemäss  der  Aufgabe  besteht  die  ReUtion: 

a)  .  .  .  a-\-h-^c  =zu 
Femer  bestehen  nach  der  Sinusregel 
die  Relationen: 

h  _  Etafl 

D)  .   .   .   .    —  =  -T 

und 

a        sma 
Aus  Gleichung  b)  erhält  man: 
-       asin^ 
sma 
aus  Gleichung  o)  erhält  man: 

asinr 
sma 
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Setzt  man  diese  Ausdrucke  fOr  ^  mid  c 
in  Gleichung  a),  bo  erhfilt  man  für  a  die 
Beatimmiingsgleichmig : 

,    asrnS    ,    asiny 

a-\ : ^H ; — ^  =ZH 

und  hieraus  kann  man  a,  wie  folgt  bestimmen: 

\     '    sma    '    sma/ 

flin  «  4- sin^  4- sin  V 

a  • ; =  u 

sma 

setzt  man  hierin  nach  derErkL  345  fSr: 

sina  +  sin^  +  siny  =  4cos-jr-  «cos—  -cos-^ 

und  nach  der  ErkL  52  fSr: 

sma  =  Ssm-^  •  cos-g- 

80  erhält  man: 

4  cos  Y  cos  -f  cos  ^ 
a  • =  u 

2sm2-  *  ^^"2 

oder  nach  gehöriger  Eeduktion: 

a 

A)  .  .  .  a=-^  * 


^      cos  ^  cos  "l- 


In  ganz  analoger  Weise  erhalt  man: 


u  ™4 

B)  .  .  .   fr  =  -^  ^ 


2  <s        r 

^        OOS-g-COS-^ 

und 

C)  ...    e  :=  -TT-  •  - 


*      cos  -1-  cos  -1- 

Benutzt  man  zur  Berechnung  des  gesaehteB 
Inhalts  jP  die  in  der  ErkL  151  aof^iestellte 
Formel : 

TP       »'  ^      . 
F=-g-.smy 

und  setzt  hierin  fOr  a  und  h  die  Werte  w 
den  Gleichungen  A)  und  B),  so  erhalt  vm- 

^^      u.sin|  «.sinA         ^^ 


2cos-^  •  cos-|-    2cos-^-oos^       ^ 

oder,   wenn  man  reduziert   und   nach  de 
ErkL  52: 


setzt: 


F=z-=^ 


y  y 

ainy  =  2sin-^  •  cos-^ 

^     sml^.sin^.  2.sin|-cai|^ 


*       COS-^COi-|- •oo8-|--cob|>  •  2 


a 


F=-h- 


^,     sin-j     8m4     üa^ 


COS-g-        00s|-        008-|- 
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oder  nach  der  ErkL  120 : 

Mittels  der  aUgemeinen  Relationen  A)  bis 
D)  kann  man,  wenn  man  in  denselben  die 
für  M,  a  und  ß  gegebenen  Zahlenwerte  und 
für  7  den  aus  der  Relation: 

sich  ergebenden  Wert  substituiert,   die  ge- 
suchten Stücke  berechnen. 

2)  Nach  der  Sinusregel  besteht  zwischen 
den  drei  Seiten  a,  h  und  c  und  den  drei 
Winkeln  a,  ß  und  /  eines  Dreiecks  die 
Relation: 

d)  .  .  .  a:^:«;  =  sincKisin^isiny 
oder  nach  der  Erkl.  88  die  Relation: 

-'"  .  a  h  c 

e)  .  .  . 


^  j  h.  sina        sin^        siny 

und  hieraus  erhalt  man  nach  der  ErkL  234: 

a-}-h-{-e  a 

sina-|-sin/?-|-sin/  *""  sin« 


a  +  h  +  c  _     h 

sina  +  sin/?-f-8hi/        sin^ 

a-{-h-^c  c 


f).. 
oder 

g).. 
oder 

8ina  +  8in^-|-Biny  ~"  dny 

Setzt  man  in  diese  Gleichungen  f)  bis  h) 
gemäss  der  Aufgabe: 

femer  nach  der  Erkl.  345: 

sin«  -|-  sin/?  +  siny  =  4  cos  -3-  cos  -~  cos  ^ 
und  nach  der  ErkL  52  in  Gleichung  f): 

sin«  =  Ssin-^coB-ö' 

bezw.  in  Gleichung  g): 

ß        ß 
wiß  =  28in-^co8-^ 

und  in  Gleichung  h): 

siny  =  2sin  -~  cos  ~ 

und  löst  diese  drei  Gleichungen  bezw.  in  bezug 
auf  a,  b  und  c  auf  und  reduziert,  so  erhält 
man  die  in  Andeutung  1)  entwickelten  Glei- 
chung A)  bis  C). 

3)  Anschliessend  an  die  Konstruktion  ehies 
Dreiecks  aus  dem  gegebenen  Umfang  und 
zwei  gegebenen  Winkeln  desselben,  kann  man 
die  geforderten  Stücke  wie  folgt  berechnen: 

Ist,  siehe  Figur  190,  ^BC  das  Dreieck, 
welches  den  Bedingungen  der  Aufgabe  ent- 
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Figur  190. 


F^-.lli|jHI|... 


N., 


. j. — L^jj 


+^  +  c  »  ü 

spricht  und  man  bfldet  sich  den  Umfang  des 
Dreiecks,  d.  L  die  Somme  der  drei  Seiten, 
dadurch,  dass  man  z.  B.  die  Seiten  a  und  & 
auf  den  Verlängerungen  der  Seite  e  nadi 
BD  und  AF  hin  abträgt,  und  verhindet  C 
mit  D  und  F,  so  erhält  man  die  gleich- 
schenkligen Dreiecke  CBD  und  CÄF 
und  das  schiefwinklige  Dreieck  fDC 
in  letzterem  kennt  man  £e  Seite  FD,  die 
selbe  ist  =  a  -^  6  -|-  ^  oder  =  «,  und  die 
sämtlichen  Winkel;  letztere  haben  die  in  der 
Figur  190  verzeichneten  Werte.  Aus  diesei 
Dreieck  IDC  kann  man  mittels  der  Sinn- 
regel  zunächst  die  Seiten  FC  und  DC  be 
rechnen;  dann  kann  man  mittels  der  ^ns* 
regel  aus  dem  gleichschenkligen  Dreieck  fAC, 
in  welchem  nunmehr  die  Basis  FC  bekannt 
ist,  die  Seite  h  desselben  berechnen;  dessgl. 
kann  man  aus  dem  Dreieck  DBC  die  Seite  a 
berechnen.  Aus  6,  a  und  dem  gegebaieü 
Umfang  u  (==  a-^lf'-\-e)  kann  man  8eh]ie6^ 
lieh  die  Seite  c  bestimmen. 


Anijnbe  662.  Die  Summe  der  drei  Seiten 
a,  b  mSc  eineB  Dreiecks  beträgt  i»  s=  d20m,  Gegeben 
die  Seite  c  yerhält  sieh  zur  Seite  b  wie  6 : 1 
und  der  der  Seite  b  gegenüberliegende  Win- 
kel ß  beträgt  9<>31'38,2'';  man  soll  hieraus 
die  Seiten  und  die  nicht  gegebenen  Winkel 
des  r^eiecks  berechnen. 


{ 


a  +  h  +  c^z  «  =  890m 
c:h  =  6:1 

/?  =  90  81'  88,2" 


Andeutung.    Man  berechne  zunächst  die 
Winkel  /  und  a  des  Dreiecks  wie  folgt: 
Gemäss  der  Aufgabe  ist: 

a)  .  .  .  e :  d  =  6 : 1 
femer  ist  nach  der  Sinusregel: 

b)  .  .  .  any : sin/?  =i  e:h 

ond  aus  diesen  Gleichungen  ergibt  aich: 
oder         8iny:sm/?  =  6:l 

A)  .  .  .  .  mny  =.  6*8m^ 

Nach  dieser  Gleichung  kann  man  in  Bfi<^* 
sieht  des  für  ß  gegebenen  Zahlenwerts  den 
Winkel  /  berechnen.  Den  Winkel  a  findet 
man  alsdann  mittels  der  Relation: 

B)  .  .  .  .  «  =  2Ä  — (^  +  y) 

Sind  hiemach  die  Winkel  des  Dreiecb 
berechnet,  so  yerfahre  man  im  weiteren  «i^ 
in  der  Auflösung  der  vorigen  Angabe  561 
gesagt  wurde. 
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a  +  l>  — c=:<f  =  260dm 
o  =  650  28'  18,6" 
/J  =  420  30'  3,6" 


Auljpkbe  663.     Bezeichnet  man  mit  i>, 

^  und  e  die  drei  Seiten  eines  Dreiecks,  mit  Gegeben: 

a  und  j}  die  den  zwei  ersten  dieser  Seiten 

g<^überUegenden  Winkel,  so  sei:  Aadeutung.    Die  gesachten  Seiten  a,  h 

a  +  ft  — c  —  d  =  260dm  ^xnA  e  kann  man  berechnen  analog  wie  in 

««^  Ä  -  Aooon'ftÄS  der  Andeutung  2)  der  vorigen  Aufgabe  ge- 

.  /TT     «  sagt  wurde.  Nach  der  Sinusregel  ist  nämlich: 

wie  gross  smd  die  drei  Seiten  des  Dreiecks  a           h           c 

und  wie  gross  ist  dessen  Inhalt?  a)  .  .  .  .  -j —  =  -r-r-  =  —, — 

^  '  8in«        sm^        sm/ 

oder 
b)  •  •  .  • 


sina        sin^        —sin/ 
und  hieraus  erhält  man  nach  der  ErkL  234: 

-'••'•    8ina-|~>^^  —  ^Y        an« 
oder 

g+ft-c  _     h 

sm«  +  sm^  — smy        sm^ 
und 

e)    .   .    .    .    — T r-J-; — T^ —  =  : OGOr   = 


8in«  +  8in^  — siny       —  siny  siny 

Setzt  man  in  den  Gleichungen  0)  bis  e), 
gemäss  der  Aufgabe: 

a  +  ft  —  c  :=  tf 

nach  der  ErU.  846: 

sin«  +  sin^  —  siny  =  4Bin  -|-  sin  -|-  oos-~ 
und  nach  der  ErkL  52  in  Gleichung  c): 

CK  ff 

sina  =  28in  -g-  cos  -5- 
bezw.  in  Gleichung  d): 

8in/9  =  28in  Y  «>8  -H- 
und  in  Oleichong  e): 

sin/=:  28in-|-co«-|- 

so  erhält  man  bezw.: 

d  a 

f )  .  .  . 


4  sin 

2 

8in| 
d 

ß08|- 

48in 

a 
2 

8in4< 

C08|- 

d 

2«     »  a 

sm^cos-^ 


2sin^co8^ 


g)  •  .  . 
und 

48in-|-sin-^coB-|^         28in^cos-^ 

und  aus  diesen  drei  Gleichungen  erhält  man 
nach  gehöriger  Reduktion  bezw.: 


A)  .  .  .  .  a  = 


d  ^»f 


^       sm'l-cos-^ 


2 


B)  .  .  .  .  6  =  ~- 


d  «»4 


"       sm  -j  cos  ^ 


1 


aeo 
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0) 


€  = 


2 


dn| 


sin -|  Bin  1^ 


nach  welchen  drei  Gleichongen  man,  in  Bflck- 
sicht,  das8  /  =  2R  —  (a^ß)  ist,  die  dra 
Seiten  des  breiecks  berechnen  kann.  Des 
Inhalt  F  kann  man  alsdaim  mittels  des  in 
ErkL  161  aufgestellten  Satzes  berechnen. 


Anfig^be  664.  Die  Somme  der  drei  Seiten 
a,  b  nnd  e  eines  Dreiecks  ist  u  =  100  m, 
die  zur  Seite  c  gehörige  Höhe  he  ist  =  30  m 
and  der  der  Seite  b  gegenüberliegende  Win- 
kel /3  ist  =  50^ ;  wie  gross  sind  die  Seiten 
nnd  die  übrigen  Winkel  des  Dreiecks? 

Figur  191. 


Gegeben 


■■{ 


Andeutung.  Man  berechne,  siehe  Fig.  191. 
ans  hc  und  ß  zuerst  die  Seite  a  und  dun 
bestimme  man  aus  der  gegebenen  Relation: 

bezw.  aus: 

b-^e  =  u  —  a 

die  Summe  b-{-c.  Da  man  alsdann  von  den 
Dreieck  die  Summe  b-\'€  zweier  Seiten,  die 
dritte  Seite  a  und  den  Winkel  ß  kennt,  so 
verfahre  man  im  weiteren  wie  in  der  Andeu- 
tung zur  Au^be  480  gesagt  wurde. 


Aufgabe  666.    In  einem  Dreieck  besteht  (b  +  C'-'a  =  d  =  lßm 

zwischen  den  Lungen  der  drei  Seiten  a,  b        Gegeben:  l  Ac  =  12m 

und  c  die  Beziehung;  l  ß  =  18^66' 28,7" 

&-)-<;  —  a  =  <2=  16  m  Andeutung.  Die  Auflösung  dieser  Au^be  ist 

Die  zur  Seite  c  gehörige  Höhe  hc  nüsst  12  m  "*^®«  ^®'  Auflösung  der  vorigen  Aui^be  6W. 
und  der  der  Seite  b  gegenüberliegende  Win- 
kel/I  beträgt  18®  55'  28,7'';  man  soU  die  Seiten 
und  die  beiden  andern  Winkel  des  Dreiecks 
berechnen. 


Aufigabe  666.   Die  drei  Seiten  a,  bxmlLc  (a  +  b  +  e  =  u  =  ^m 

eines  Ihreiecks  messen  zusammen  u  =  42  m,        Gegeben:  {  <^'  =  9  m 

die  zur  Seite  c  gehörige  Höhe  Ä^  teüt  die-  l  «  =  68®  7' 48,4'' 

selbe  in  zwei  Abschnitte,  von  welchen  der        Andeutung.     Die  Auflösung  dieser  Au^ilte 
der  Seite  b  anliegende  Abschnitt  c"  =  9  m  ist  analog  der  Auflösung  der  Au^be  664: 
misst;  wie  gross  sind  die  Seiten  und  die  Winkel  man  berechne,  siehe  Figur  191,  zuerst  aus  e" 
des  Dreiecks,  wenn  der  Winkel  a,  welcher  ^^  «»  ^^  ^^  b,xLB,t 
der  Seite  a  gegenüberliegt,  53®  T  48,4"  be- 
trflgt? 


Au^be  667.  Der  Umfang  u  eines  Drei- 
ecks beträgt  460  m,  der  Winkel  y  desselben 
ist  =  62®  89'  26,7"  und  die  vom  Scheitel  dieses 
Winkels  auf  die  Gegenseite  c  gefällte  Höhe  he 
ist  120  m  lang;  wie  gross  sind  die  drei  Seiten 
dieses  Dreiecks? 


Gegeben: 


a  +  &  +  c  =  «  =  460m 
y  =  620  39'  26,7" 
A«  =  120m 

Andeutung.  Ist,  siehe  Figur  192,  ABC 
das  Dreieck,  welches  den  Bedingungen  der 
Aufgabe  entspricht,  so  ergibt  sich  ans  dem 
rechtwinkligen  Dreieck  ADC  die  Relation: 
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Fignr  192. 


SrUL  859.     Eine   goniometrische   Formel 
heisst: 


9)  ...  he  =  («Bin«  (fliehe  ErkL  50) 

ferner  ergibt  sich  nach  der  Sinnsregel  ans 
dem  Dreieck  ABC  die  Relation: 

b)  .  .  .  2»  =  c  •    . 

sin/ 

Ans  diesen  beiden  Gldchnngen  erhält  man 
zunächst  dnrch  Snbstitntion: 


oder 


,  8m/?8m« 

smy 


0 c  =  Ai^ 

BUkavmß 

Drttekt  man  nnnmehr,  wie  in  den  Andeu- 
tungen 1)  und  2)  der  Aufgabe  661  gezeigt 
ist»  die  Seite  c  auch  in  den  gegebenen  Um- 
fang u  und  in  die  Winkel  des  Dreiecks  ans, 
so  eriiält  man  die  weitere  Oleichung: 


d)  .  .  .  c  =  -^ 


ain| 


a  ß 

cos  -g-  •  COB  -^ 


Ddehe  die  Oleiobimg  0)  in  der  Andentuig  1)  der  Auf- 
gabe 501]. 

und  ans  den  Gleichungen  c)  und  d)  erhält 
man  die  goniometrische  Oleichung  : 


e)  •  .  . 


hc*  siny   u 

sinasin^        2 


8m|- 


a  ß 

cos -g-COB^ 


in  welcher  nur  noch  die  unbekannten  Winkel 
a  und  ß  vorkommen.  Mittels  dieser  Gleichung 
kann  man  diese  Winkel  a  und  ß  wie  folgt 
berechnen: 

Bringt  man  in  bezug  auf  sin/,  sina,  sin^ 
die  in  der  ErkL  52  erwähnte  Formel  in  An- 
wendung, so  erhält  man: 

he  •  28in  -l-  cos  -|- 

28in-^cos-^  •  28in-^coB-|^ 
oder 

he'CM^ 

I    o   '.    IST 
sm  -R-  sm  -^ 


u 


5 J 

cos  -^  COB  ^ 


=  U 


und  hieraus  ergibt  sich: 


oder 


a  .  ß  he  y 
sm  —  sm  -~  =  —  cos  -hr 
°"*  2        2         u         2 


2Bm-2-Bm-2-  =  2.— coB^ 


co8(«  — /?)  — co8(«  +  Ä  =  2Bin«8iniJ         und  wenn  man  die  in  der  ErkL  359  auf- 
(Siehe  Formel  194  m  Kleyers  Lehrbuch  der  gestellte  Formel  in  Anwendung  bringt  und 


Goniometrie.) 


in  derselben  «  =  -q  "^^  ^  ^^~2  ^^^ ' 

a  —  ß  n-\-ß        2Ae         y 

f )  .  .  .  co8~^  — cos— ^  = COB^ 

'  2  2  tt  2 
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Berftckflichtigt  man  noch«  dass: 

coß— ^  =  8m-|^ 

ist,    80   ergibt   sich   ans  dieser  Oleichmig 
scUiesdieh: 


A) 


naeh  welcher  Oleiohnng  man  a  —  /I  berechnen 
kann.  Ans  a  — /J  nnd  «4-^  (=2^—7) 
kann  man  dann  leicht  die  Winkel  a  nnd  |? 
berechnen.  Sind  die  Winkel  berechnet,  so 
kann  man  nach  Gleichung  c)  die  Seite  c  ood 
mittels  der  Sinnsregel  die  beiden  andern  Seiten 
berechnen. 


Anfigabe  668.  Die  Somme  der  drei  Seiten 
a,  h  nnd  c  eines  Dreiecks  ist  u  =  250  dm, 
die  znr  Seite  c  gehörige  Höhe  K  misst  20  dm 
nnd  die  Differenz  der  dieser  Seite  c  an- 
liegenden Wmkel  «  und  ^  ist  =  32®  10'  53,8"; 
man  soll  hieraus  die  Seiten  nnd  Winkel  des 
Dreiecks  berechnen. 


Gegeben 


\ 


A«=:  20  dm 
«  — ^  =  820  lO' 63,8" 


Andeutnng.  Die  Auflösung  dieser  Auf- 
gabe ist  analog  der  Auflösung  der  vori^ 
Aufgabe  567;  man  berechne  zuerst  die  Somme 
der  Winkel  a  und  ^  und  dann  aps  a— ^ 
und  a-|-j3  die  einzelnen  Winkel  a  und  |3. 
u.  s.  f. 


Anijgabe  669.  Der  Umfang  u  eines  Drei- 
ecks beträgt  490  m,  die  zur  Seite  c  gehörige 
Höhe  "hc  misst  28  m  und  die  den  dieser  Seite  c 
gegenüberliegenden  Winkel  /  halbierende 
Tiunsversale  Wy  misst  28,6107  m;  man  soll 
hieraus  die  Seiten  und  Winkel  des  Dreiecks 
berechnen. 

Figur  198. 


Gegeben 


\ 


a  +  6  +  c 


tf  =r490m 
28m 
28,6107  m 


Andeutnng.  Aus  dem  rechtwinkligen 
Dreieck  CDF,  siehe  Figur  198,  kann  mis 
mittels  der  für  K  und  Wy  gegebenen  Werte 
den  von  diesen  Tran8Ya*8alen  Ac  nnd  Wy  em- 

geschlossenen  Winkel  ^^^^  (siehe  ErkL  328} 

berechnen.  Da  nuin  alsdann  von  dem 
zu  berechnenden  Dreieck  die  Summe 
a-f-^-fc,  die  Höhe  K  und  die  Winkel- 
differenz  a  — /3  kennt,  so  kann  ma 
alsdann  weiter  veifahren  wie  in  der 
Andeutnng  zur  Aufgabe  568  gesagt 
wurde. 


Angabe  670.  Die  Summe  der  drei  Seiten 
a ,  h  und  c  eines  Dreiecks  ist  u  =  42  m ; 
die  Seite  ^  ist  um  c2  =  2  m  grösser  als  die 


Gegeben 


\ 


a-\-h-\-c  =  tt  r=  42m 
5  —  a  =  <2  =  2m 
c  —  6i=(2|  =  lm 
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Seite  a  und  die  Seite  c  ist'xtm  d^  ^=  1  m       Andeutung.     Aus  den  in  der  Aufgabe 
grösser  ate  die  Seitd  b;  wie  gross  sind  die  gegebenen  drd  Gleichungen: 
Setten  und  Winkd?  a)  .  .  .  a-f2»-f  c  =  u 

b)  .  .  .  h  —  a  =  d 

c)  .  .  .  c  —  h  =z  d^ 

kann  man  jede  der  drei  Seiten  a,  b  und  c 
berechnen.  Da  man  alsdann  die  drei  Seiten 
des  Dreiecks  kennt,  so  yerfahre  man  zur  Be- 
rechnung der  Winkel  wie  in  der  Auflösung 
der  Aufgabe  119  gezeigt  wurde. 

Aufgabe  671.    In  einem  Dreieck  beträgt  ra  +  &  +  c  =  u  =  320m 

die  Summe  der  drei  Seiten  a,  5  und  c  =  t*  Gegeben:  l        a—  6  =  d  =  120 m^^ 

=  320  m  und  die  Differenz  der  beiden  ersten  l               «  =  73«  44  23,3 

Seiten  a  und  6,  von  welchen  «grösser  als  Andeutung.    Wie  in  den  Andeutungen 

b  ist,  c^=  120  m;jjie  gross  smd  die  drei  j)  ^^  g)  der  Aufgabe  561  gezeigt  wurde, 

Seiten  und  die  Winkel  dieses  Dreiecks,  wenn  Y^e^^u  in  bezug  auf  die  Seite  c  die  Belation; 
der  der  Seite  o  gegenüberliegende  Winkel 

a  =  73<>  44'  23,8"  beträgt?  ^  sin  ^ 

a)  .  .  .  c  =  Y j- 

^     cos-^cos-^ 

[sielie  Gleichung  0)  in  Andeutung  1)  der  Aufgabe  561] 

Femer  besteht  nach  der  Mollweideschen 
Formel  90,  siehe  Antwort  der  Frage  21,  die 
Belation: 

.   «—  ß 


sm 


2 

und  hieraus  ergibt  sich  ftir  die  Seite  c: 

sm~^ 
c=z(a-hy        ^,^- 

sm-g-^ 

oder,  da  gemäss  der  Aufgabe: 

a  —  6  =  d 
ist: 

8"^  "2 

b)  .  .  .  c  =  d 


*     a  —  ß 

sm  — TT^ 


Aus  den  Gleichungen  a)  und  b)   erhält 
man  nunmehr  die  goniometrische  Gleichung: 

Q  ö  p  .     a — 8 

^     cos  -g-  cos  -^  sm     2 

oder  in  Rücksicht,  dass: 


ist: 


"^^2  "=^"     2 


^    a-{-ß  .     a'\-ß 

COS  — -R-^  sm  — ?r-^ 

=  a  • 


2  o         ß  .    a—  ß 

^      cos  ^  cos  ^  sm  — 2"^ 

aus  welcher  Gleichung  man  durch  Umfor- 
mung mittels  Benutzung  entsprechender  go* 
niometrischer  Formehi  (siehe  Eleyers  Lc^- 
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buch  der  Goniometrie)  eine  Fnnklion  des 
imbekannten  WlnkeLs  ß  bestanmen  mid  so- 
mit diesen  Winkel  ß  selbst  berecbnn  kno. 
Ist  ß  berechnet,  so  kennt  man  von  dem 
Dreieck  a  —  b^  a  and  ß  und  kann  alsdann 
im  weiteren  verfUiren  wie  in  der  Andeutung 
znr  Aufgabe  486  gesagt  wnrde. 


a. 


Aiifnbe672.  Die  Summe  der  drei  Seiten  (  a  +  h-^-c  =zu=z  42m 

bxmc  eines  Dreiecks  ist  «  =  42  m,  die        Gegeben:  j        6  —  a  =  d  =  2m 
ffisrenz  der  beiden  ersten  Seiten  a  nnd  b.  \ 


Differenz  der  beiden  ersten  Seiten  a  nnd  6,  l  r  =  6»^29'28,r 

Yon  welchen  b  grösser  als  a  ist,  iBtd=^2m        Andeutung.    Die  Auflösung  dieser  Au^be 

und  der  der  dritten  Seite  gegenüberliegende  ist  analog  der  Auflösung  der  Aufgabe  571. 

Winkel  /  beträgt  59<^  29'  23,1'';  man  soll  die 

beiden  andern  Winkel  und  die  drei  Seiten 

des  Dreiecks  berechnen.  

Anfjgabe  578.   Die  drei  Seiten  a,  ^  und  c  r  a-f-^-f-c  =  u=:860m 

eines  I^ecks  messen  zusammen  u  =  850  m,  Gegeben:  l        a  —  5  =  <J  =  860m 
die  Seite  a  ist  um  <^  =  360  m  grösser  als  l  ß  =  ß«>48'99,8- 

die  Seite  b  und  der  der  Seite  b  gegenüber-  Andeutung.    Die  Auflösung  dieser  An^be 
liegende  Winkel  /3  ist  ==  5^  43'  29,3";  man  ist  analog  der  Auflösung  der  Aufgabe  671. 
soU  die  Seiten  und  die  beiden  andern  Winkel 
des  Dreiecka  berechnen. 

Aufgabe  674.   Der  ümfEmg  «  ehies  Drei-  (  a  +  h  +  e=zuz=W)m 

ecks  ist  =  90  m,  der  Winkel  y  desselben  ist        Gegeben:  |  y  =  98041' 48,8" 

=  93®  41'  42,8"  und  die  Gegenseite  c  dieses  l       c  —  *«  =  d  =  28 

Winkels  y  ist  um j?  =  28  m  grösser  als  die        Andeutung.    Man  berechne  zufiehst  die 

zu  derselben  gehörige  Höhe  he.  Man  berechne  g^j^^^  ^  wierokt* 

die  Seiten  des  Dreiecks.  ^     ^      jiAi.vi.-*i.       ;i-d^ 

Gemftss   der  Aufgabe  bestehen   die  De- 
lationen: 

a)  .  .  .  a-|-6-|-c  =  u 
und 

b)  ,  .  .  c  —  hc=^  d 

Femer  hat  man  nach  den  ErkL  151  omI 
84  die  Relation: 


C'he        ah 


=  — .gmy 


oder 


2  2 


c)  ,  ,  ,  ,  ao  = 


shix 

Dann  hat  man  noch  nach  ErkL  342  die 
Relation: 

d)  .  .  .  <;<  =  (a-|-2>)S->4a6-oo^r 

Man  hat  somit  4  Gleichungen  mit  des 
Tier  unbekannten  a,  5,  c  und  A«;  diesdbeD 
kann  man  in  bezug  auf  c  wie  fol^  asflösea: 

Aus  Gleichung  a)  erhSlt  man: 

e)  .  .  .  a-\~h  =ru  —  c 
oder 

f).  .  .  (a  +  6)2  =  (u-ü)« 

Aus  Gleichung  b)  erhUlt  man: 
g)  .  .  .  he=ze  —  d 
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Setzt  man  diesen  Wert  f6r  Ac  in  Olei- 
chnng  c),  so  erhSlt  man: 

h)...a6  =  ^fc5 

smy 

Substituiert  man  nunmehr  die  Werte  für 
(a  -f-  hy  und  a&  aus  den  Gleichungen  f)  und 
h)  in  Oleichung  d),  so  erhält  man  für  c  die 
Bestimmungsgleichung: 

c«  =  (u  —  c)2  — 4  .  ^^^."^^^  .  cos«y 
^         '  smy  ' 

Löst  man  diese  Gleichung  in  bezug  auf  c 
auf,  so  erhält  man  nach  gehöriger  Reduktion: 


A) 


...,=4_.^x+V,.,r+(!r!i^:f)' 

nach  welcher  Gleichung  man  die  Seite  c  be- 
rechnen kamu  Ist  hieniach  c  berechnet,  so 
kann  man  nach  Gleidiung  g)  die  Höhe  hej 
dann  nach  Gleichung  c)  das  Produkt  ab  und 
nach  Gleichung  e)  die  Summe  a-\-b  berech- 
nen. Aus  den  fir  ah  und  a >{-  &  geftmdenen 
Werten  kann  man  dann  leicht  die  Seiten  a 
und  b  berechnen.  Die  Winkel  a  und  ß  findet 
man  schliesslich  aus  a,  b,  c  und  y  mittels 
Anwendung  der  SinusregeL 


Aufirabe  676.    Von  einem  Dreieck  kennt  f  a  +  &  +  äc  =  fi^  =  lö4m 

man  ausser  den  Winketo  a  =  73«  44'  23,3"  Gegeben:  {                a  =  780  44'  28£' 

nnd  i5  =  9«31'38,2"  die  Summe  Ä  =  194  m  l               ^  =  ^^^  ^»^ 

der  zwei  Seiten  a  und  b  und  der  auf  der  Andeutung.    Zur  Berechnung  der  Selten 

dritten  Seite  c  gefällten  Höhe  A«..    Man  soll  a  und  b  verfahre  man  wie  folgt: 

die  Seiten  dieses  Dreiecks  berechnen.  j^^  ^^  Sinusregel  besteht  die  Proportion: 

a)  .  .  .  a :  5  =  sina :  sin^ 
femer  besteht,  siehe  Figur  192,  zwischen  der 

RiU.  MO.   Aus  den  in  nebenstehender  An-  Höhe  A«,  der  Seite  b  und  dem  Winkel  a  die 

deutong  aufgestellten  Proportionen:  Relation: 

a)  .  .  .  a:(  =  8ina:8in/}  sina  =  — 
mid  b 

b)  .  .  .  Äe:l>  =  8ina:l  welche  man  auch  als  die  Proportion: 
kann  man  wie  folgt  eine  laufende  Proportion  \^  .  .  .  A«:  5  :=  sin« :  1 

^'*                      :.      «x_  i_           ^       ^  schreiben  kann.    Aus  diesen  beiden  Propor- 

dasB  der  Strecke  6  die  Masszahl -gj^  entspricht  c)  .  .  .  a:l>:Äc  =  8m«:sin^:sino8in/J 

In  EUcksloht,  dass  also  nach  jener  Annahme  herleiten.    Bringt  man  nunmehr  in  bezug  auf 

Aa^  af«^v^  fc  A\^  v««a,roi,i  ^^  ^n+^irinv*  o»  ^^^0  Proportlon  den  in  der  ErkL  284  angeföhr- 

der  Strecke  b  die  Maaszahl  -gj^  entspricht,  er-  ten  Summensatz  in  Anwendung,  so  erhält  man: 

gibt  sich  aus  der  Proportion  b),  dass  der  Strecke  ^.j-^^;^                   0 

*e  die  Masszahl  -!^  •  sina   oder  die  Masszahl  ^  '  '  *  '    sina  +  sin^  +  smasm^  ""  Sn« 

«™«  und 

sin/?  entsprechen  muss.    In  Mcksicht  jener  An-  n  4.  ^  4.  v^                    5 

nähme  bosteht  also  die  laufende  Proportion:       e)  .  .  .  .  — ; j — ,   ^  ,    , r-r-  =  -r-r- 

1^  sm«-|-sm/JH-sm«sm^        sm/? 

1)  .  .  .  .  y  =    ^A    =     .  oder  wenn  man  gemäss  der  Aitfgabe: 
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Diyidiert  man  Glied  fOr  Qlied  dieser  Glei-  setzt  and  jene  Gleichungen  bezw.  nach  a 
chnng  darch  sinoi  so  erh&lt  man  hieraus  die  und  b  auflöst: 
laufende  Proportion: 


sin«         sin^         sinasin^ 

welche  man  nach   der  Erkl.  88  auch   in   der 
Form  schreiben  kann: 

3)  .  .  .  .  a:  &:Ao  =  sina:8in/9:sina sin/9 


A) 

und 

B) 


•     •    • 


a  =  8 


h=iS' 


sina 


sina  -f-  Bmß  -f-  sina  sin/} 
siaß 


sin«  -f-  sin/?  -\-  sin«  sin/f 

Hat  man  nach  diesen  Gleichungen  a  imd  h 
berechnet,  so  kann  man  die  Seite  c  im  wei- 
teren mittels  Anwendung  der  Sinusregel  be- 
rechnen. 


Angabe  676.  In  einem  Dreieck  schneiden 
sich  die  drei  Höhen  so,  dass  die  Summe  der 
drei  nach  den  Ecken  des  Dreiecks  bin  liegen- 
den Abschnitte  h*a,  ^'h  und  hfc  dieser  Höhen 
zusammen  S  =:  24,6  m  messen;  wie  gross  sind 
die  drei  Seiten  dieses  Dreiecks,  wenn  die 
Winkel  a  und  /}  desselben  bzw.  =  53«  7'  48,4" 
und  =  67<>  22'  48,5"  betragen? 

Figur  194. 


Gegeben 


■{ 


h*a-\-h'h  +  h'c  =8=i  24,25111 
«  =  580  7'  48,4" 
^  =  670  22*  48,5" 


AndentniLg.  Ist,  siehe  Figur  194,  ABC 
das  Dreieck,  welches  den  Bedingungen  der 
Aufgabe  genügt,  so  beachte  man  zunächst 
dass  mit  a  und  ß  auch  der  dritte  Winkel  > 
bekannt  ist,  indem: 

a)  .  .  .y  =  2R^{a  +  ß) 

ist,  dass  femer  auch,  siehe  Figur  194,  die 
Winkel  ai,  o«,  ßi,  ß2,  fx  ^ind  /,  als  bekannt 
vorausgesetzt  werden  dürfen,  indem  zwischen 
den  spitzen  Winkeln  a^  und  ß  des  rechtwink- 
ligen Dreiecks  ÄDB  die  Relation: 

b)  .  .  .  a,  =  J2  —  ß 

zwischen  den  spitzen  Winkeln  a|  nnd  y  des 
rechtwinkligen  Dreiecks  ^Z)(7  die  Relation: 

c)  .  .  .  a,  =  Ä  —  Y 

zwischen  den  spitzen  Winkehü  ß^  und  c  des 
rechtwinkligen  Dreiecks  ÄFB  die  Relation: 


d) 


ß^  =  R-a 


Erkl.  861.    Ans  den  in  nebenstehender  An- 
deutung auiig^estellten  Proportionen  h)  bis  k): 


und 


h)  .  .  .  Va :  h*c  =  sin/, :  sin«, 
i)  .  .  .  Va :  h'b  =  sin^, :  sina. 


k)  .  .  .  Vft :  h*e  =  sin/i :  sin^, 

kann   man    wie    folgt   eine    laufende    Pro- 
portion bilden: 

Nimmt  man  an,  der  Strecke  h'a  entspreche 
die  Hasszahl  l,  so  ergibt  sich  aus  der  Pro- 
portion h),  dass  der  Strecke  Vc  die  Masssahl 

siniK. 

-: — -  entsprechen  rauss;  femer  ergibt  sich  in 

Mdodoht  jener  Annahme  ans  der  Proportion  i), 

dass  der  Strecke  V»  die  Masszahl  ^?^  ent- 

maßi 


zwischen  den  spitzen  Winkeln  ß^  nnd  /  des 
rechtwittkligeB  Dreiecks  BFC  die  Relation: 

zwischen  den  spitzen  Winkdn  /•  ^d  a  des 
rechtwinkligen  Dreiecks  ÄGC  &e  Relation: 

f)  .../,  =  £  -X  « 

und  zwischen  den  spitzen  Winkeln  y^  und/}  des 
rechtwinkligen  Drdeeks  BGC  die  Relation: 

g)  .  .  .  y,  =  Ä  — ^ 
besteht. 

Zur  Berechnung  der  gesuchten  Seit^  a, 
h  und  c  berechne  man  zunächst  die  Höhen- 
abschnitte h\  h*h  und  h'c  wie  folgt: 

Au  den  Dreieckes  ÄPC,  ÄFB  ind  BK 
erhalt  man  nach  der  Sinnsregel  besw.  die 
Proportionen: 

h)  .  .  .  A  « :  Wo  =  sin/t  •  8U^«i 

i)  .  .  .  V« :  h'h  =  sin^, :  sin«, 
nnd 

k)  .  .  .  Vfr :  Ve  =  dny, :  sin/}, 


Aufgaben  über  das  addefwinkUge  Dreieck  im  allgemeinen.  S67 

sprechen  mnas,  und  man  hat  in  Bttcksicht  jener  aus  welehen  mati  nach  der  ErkL  361   die 

Annahme  die  laufende  Proportion:  laufende  I^oportion: 

jx  —  :=     ^'^     =z     ^'^  1)  .  .  .  .  Ä'a :  V» :  h'e  =  «n/?, :  sin«, :  Bin«i 

1         ^         ^  ableiten  kann. 

ris-jj«  -X  /^i.  j  At   Viv^^  j«  ^     /11..5         Bringt  man  nunmehr  in  bezug  auf  diese 

Dividiert  man  Glied  für  Glied  dieser  Glei-  tk,^^^^^^^^    a^^   i«    ;i^*    i?»w     ooj    ««^« 

chung  durch  «n/J„  so  erhUt  man  hieraus  die  ^/^^^^^^^   ^^\  "f   1^^   ^^j^'    ^3*   »^ge- 

laufäde  Proportion:  führten  Summensatz  in  Anwendung,  so  erhält 


siuÄ-       sma,        singi.Bin^  m)  .  .  .  .  -; r^ '-i — r-r-  =    .    . 

'^^  '        — gj^z; —  smai4~sM^«2  +  8m^,        sm^, 

welche  man  nach  der  Erkl.  88  auch  in  der  Form  ^  Va  +  ^*»  +  ^*c       __    Wh 

schreiben  kann:  ;  .  .  .  .  g|i||,(^_|_g^i,(^^gli^^^       sino, 

QN         i.t    r,i    ^i         •   -     •        sina,-sin^j  und 

3)  .  .  .  h'.'.h'hiWc  =  8m^,:sin«,:— j^^  Vg  +  Vft  +  Vc        _    Vc 

Berücksichtigt  man  noch,  dass  nach  den  in  '  '  '  '  8in«i  +  sina,-|-8in^,       sin«i 

nebeufltehender  Andeutung  angestellten  Glei-   oder,  wenn  man  gemäss  der  Aufgabe: 

chtmgen  d)  und  f)*-  Ä'a  +  h%  +  Ä'c  =  Ä 

,       ,          ,        ^j  =  7j  getzt  und  jene  Gleichungen  bezw.  nach  A'«, 

^  *^  *'"*^  rin/.,  =  «ny,  *'»  ^^  V.  auflögt:         ^^ 

H  «.  MhÄlt  man  Meraos:  A)  .  .  .  V,  =  g-  ^         'j;^ 

4)  .  .  .  Va:  Vfr:Ve  =  sm^,  :sma,  ism«,  i  i        -ii  i 

B)   .   .   .  h*h  ^=^  S  •  -: ; ; \ : — — 

'  8mai-f-8ma,4~Bm/?2 

und 

sm  Oj -4- sm  ff, -|~  ^^ /'s 
nach  welchen  Gleichungen  man  die  Höhen- 
abschnitte h'a^  h%  und  Vc  berechnen  kann. 
Sind  diese  Abschnitte  berechnet,  so  kann  man 
mittels  derselben  und  den  Winkeln  aj,  a«, 
jSi,  j?2>  fi  lu^d  y%  ^^  Höhenabschnitte  hf'a,  h'h 
und  W'c  leicht  bestimmen.  Sind  auch  diese 
Höhenabschnitte  berechnet,  so  kann  man  auch 
die  Höhen  A«,  hj,  und  hc  bestimmen  und  dann 
mittels  den  letzteren  und  den  gegebenen  Win- 
kdn  a,  ß  und  y  die  gesuchten  Seite  a,  b  und  c 
auf  einfache  Weise  berechnen. 


z)  Aufgaben,  in  welchen  Bezug  auf  den  Flächeninhalt  genommen  ist. 


Aufgabe  677.  Der  Inhalt  jF  eines  Dreieoks 
beträgt  715  qm,   eine  Seite  a  misst  53,4  m  Gegeben: 

ond  der  ihr  anliegende  Winkel  /   beträgt 


\F  =  715  qm 
a  =  53,4  m 
y  =  880  47'  lO" 


38®  47'  10'';  wie  gross  sind  die  beiden  andern        Andeutung.    Mittels  der  in  der  Auflösung 
Seiten  dieses  Drdieeks?  tlerAufgabell8aufgeBtelltenInhaltsformell33 

berechne  man  aus  dem  gegebenen  Inhalt  F, 
der  gegebenen  Seite  a  und  dem  gegebenen 
Winkel  /,  die  Seite  b ;  dann  benutze  man  im 
weiteren  die  Sinusregel. 


Aufgabe  678.    Welchen  Winkel  müssen  ( i^  =  8687,45  qm 

die  zwei  124,8  m  und  368  m  langen  Seiten  Gegeben:  <  a  =  124,8  m 

a  und  b  eines  Dreiecks  einschliessen,  damit  l  6  —  368  m 

dessen  Inhalt  F=  8687,45  qm  beträgt?  Andeutung.    Die  Auflösung  dieser  Au^be 

ist  analog  der  Auflösung  der  Yorigen  Aufjgabe 
577.    Man  beachte  auch  die  ErkL  271. 


368  Ebene  Trigonometrie. 

Aufgabe  679.  Der  Inhalt  F  eines  Dreiecks  (  F  =  88480  qm 

beträgst  39480  qm,  die  Seite  a  desselben  misst  Gegreben:  j  a  =  829  m 

329  m  nnd  der  dieser  Seite  gegenüberliegende  l  «  =  41©  6'  48,6'' 

Winkel  a  beträgt  41«  6'  43,5";   wie  gross  Andeutung.    Aus  den  in  der  ErkL  342 

^  die  übrigen  Seiten  und  Winkel  dieses  aufgestellten  Gleichungen  2)  und  6)  er^bcn 

Dreiecks  f  ^^£  2nr  Berechnung  der  Seiten  b  and  c  die 

Beziehungen: 

a)  .  .  .  (6  +  c)«  =  a«  +  4ftccog«~ 
und 

b)  .  .  .  (6  — <?)«  =  a>  — 4ftc«in«-|- 

Setst  man  fai  diese  Gtetehaagen  für  6  •  c 

den  aus  der  Formel  161: 

Fz=^ma(B.  EtkL  151  und  15«) 

sich  eigebenden  Wert: 

2F 

c)  .  >  .  hc  =z 


sma 
so  erhalt  man  bezw.: 

BF  a 

(6  +  C)«  =  O«  +  -; COS«  -s- 

^     '    '  '    sm«  2 

und 

(6  — c)«  =  a>  -  4^  •  sin«'  -^ 
^         ^  sma  2 

oder  wenn  man  nach  der  ErU.  52: 

sma  r=  2sm  -5-  cos  -^ 

setzt,  dann  reduziert,  die  ErkL  120  und  121 
berücksichtigt: 

A).  .  .  6  +  c  =  ya«  +  4l?'.ctg|- 
und 

B)  .  .  .  ft--<j  =  y  o«  — 4F.tg  Y 

mittels  welcher  Gleichungen  man  leicht  die 
Seiten  b  und  e  berechii^  kamt  Die  ge- 
suchten Winkel  ß  und  y  kann  man  aladam 
im  weiteren  mittels  der  Sinusregel  berechnen. 


AuijBfabe  680.    Wie  gross  sind  die  drei  f  F=:  564qkm 

Seiten  eines  Dreiecks,  wenn  die  Winkel  a  Gegeben:  \  a  =  65oi8'12'' 

und  ß  bezw.  =  Öö«  18'  12''  und  58«  22'  18"  U  =  58o  22*  18" 

sind  und  wenn  dessen  Inhalt  JP  =  564q]an  ^  ji    4^         niv^         ^iji- 

f^^,.  P  ^  Andeutung.    Bezeichnet  man  die  drei  ge- 


^^^  suchten  Seiten  bezw.  mit  a,  b  und  c,  so  be- 

stehen nach  der  ErkL  151  die  Relationen: 

a)  .  .  .  .  -^  •  smy  =  F 

b)  .  .  .  .  — -ain/J  =  F 

c)  .  .  .  .  -^sin«  =  F 


Preisgekrönt  in  Frankfurt  a.  M.  1881. 


Der  ausführliche  Prospekt  und  das  ausführliche  Inhalts- 
Ferzeichnis  der  „vollständig  gelösten  Aufgabensammlung  von 
Dr.  Ad.  Kleyer**  kann  von  jeder  ßuckhandlung,  sowie  von  der 
Verlaphandlung  gratis  und  portofrei  bezogen  werden. 

Bemerkt  sei  hier  nur: 

1).  Jedes  Heft  ist  aufgeschnitten  und  gut  brochiert  um  den  sofortigen  und  dAiiem- 
den  Gebrauch  zu  gestatten. 

2).  Jedes  Kapitel  enthält  sein  besonderes  Titelblatt,  Inhaltsirerzeichnis,  Berichtigungen 
und  Erklärungen  am  Schlüsse  desselben. 

8).  Auf  jedes  einzelne  Kapitel  kann  abonniert  werden. 

4).  Monatlich  erscheinen  3 — 4  Hefte  zu  dem  AbonnementspreiBe  von  25  Pfg.  pro  Heft 

5).  Die  Beihenlblge  der  Hefte  im  nachstehenden,  kurz  angedeuteten  Inhaltsver- 
zeichnis  ist,  wie  ans  dem  Prospekt  erslohtUoh,  ohne  Jede  Bedeutung 
für  die  Interessenten. 

6).  Das  Werk  enthält  Alles,  was  sich  Überhaupt  auf  mathematische  Wissenschaften 
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gaben und  vielen  vortrefflichen  Figuren. 

7).  Das  Werk  ist  ein  praktisches  Lehrbuch  für  Schüler  aUer  Schulen,  das 
beste  Handbuch  für  Lehrer  und  Examinatoren,  das  vorzüglichste  Lehrbuch 
sum  Selbststudium,  das  vortrefflichste  Nachschlagebuch  fOr  Fachleute  und 
Techniker  jeder  Art. 

8).  Alle  Buchhandlungen  nehmen  Bestellungen  entegen. 


Das  vollständige 

Inhaltsyerzeichnis 

der  bis  jetzt  erschienenen  Hefte  1—266 

kann  durch  jede  Buchhandlung  bezogen  werden. 


Halbjährlich  erscheinen  Nachträge  Über  die  inzwischen  neu  erschienenen  Hefte. 


Dmok  TOB  Oftrl  Ilftmmar  In  Stuttgart. 


Vollständig  gelöste 

Aufgaben-  Sammlung 

—  nebst  Anhängen  ungelöster  Aufgaben,  für  den  Schul-  &  Selbstunterricht  - 
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inUlbe  ud  EntwicUnuji  der  beutxten  Sätie,  Fomeln,  Regeln,  In  Fragen  ud  Antworten 
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mathemaU  Geoipraphle,  Astronomie;  des  Maschinen-^  Strassen-,  Eisenbahn«,  Wasser-, 
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Pandlel-PerspektiTe,  Schattenkonstmktionen  etc.  etc. 

for 

Schiller,  Studierende,  Kandidaten,  Lehrer,  Techniker  jeder  Art,  Militärs  etc. 

zum  einzig  richtigen  und  erfotgreiclien 

Studium,  ZOT  Vorthülfe  bei  Schularbeiten  und  zur  rationellen  Verwertung 

der  exakten  Wissenschaften, 

herausgegeben  tou 

Dr*  Adolph  Kleyer^ 

Mathematiker,  rereldeter  kOoigl.  preusi.  Feldmeiser,  Tereideter  grossh.  hessischer  Oeometcr  I.  Klasse 
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Eibene  Trigonometrie« 

Fortsetzung  von  Heft  288.    —  Seite  369—384.     Mit  3  Figuren. 

Inlialt: 

Aufgaben  übpr  das  schiefwinklige  Dreieck,  Fortsetsung.    Aufgaben ,   in    welchen  Bezug   auf  den  Flächen- 

f&hall  genommen  fftt ,  und  Aufgaben  ,   in  welchen  Besiehnngen  ewischen  den  Masszahlen  der  Seiten ,   auch 

der  UOhen,  Sobwerlinien,  Winkelhalbierenden  Tranareraalen  und  Seitenabschnitte  gegeben  eind. 


/^ 
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Preisgekrönt  in  Frankfurt  a.  M,  1881. 


PROSPEKT. 


Diesei  Werk,  welchem  kein  Uuillehet  sar  Seite  steht,  encheint  monatlich  In  S— 4 
Heften  in  dem  billigem  Preise  von  25  ^  pro  Heft  and  bringt  eine  Sammlung  der  wichtif 
Bten  and  praktischsten  Aafgaben  ans  dem  Gesamtgebiete  der  Mathematik,  Phyaik, 
Meehanlk,  math.  Geographie,  Astronomie,  des  Maschinen-,  Strassen-,  Eisenbahn-, 
Brücken-  nnd  Uoehbanes,  des  konstroktiTen  Zeichnens  etc.  etc.  nnd  swar  in  TOllstindIg 
gelöster  Form,  mit  ylelen  Figuren,  Erkllrnngen  nebst  Angabo  nnd  Entwiekelnng  der 
benntiten  Sitze,  Formeln,  Regeln  in  Fragen  mit  Antworten  etc.,  so  dass  die  Lteong 
Jedermann  rerstandlich  sein  kann,  besw.  wird,  wenn  eine  grössere  Anxahl  der  Hefte  er- 
schienen ist,  da  dieselben  sich  In  Ihrer  Gesamtheit  ergftnien  and  alsdann  auch  alle 
Teile  der  reinen  and  angewandten  Mathematik  —  nach  besonderen  selbst&ndigeo  Kapi- 
teln angeordnet  —  Torliegen. 

Fast  jedem  Hefte  ist  ein  Anhang  Ton  nngelMen  Aafgaben  beigegeben,  wdche  der 
eigenen  Lösang  (in  analoger  Form,  wie  die  besflglichen  gelösten  Aafgaben)  des  Studierende! 
fiberlassen  bleiben,  nnd  lagleich  Ton  den  Herren  Lehrern  fhr  den  Schalanterricht  benntst 
werden  können.  —  Die  Lösungen  hiersa  werden  sp&ter  in  besonderen  Heften  ffir  die  Hand  des 
Lehrers  erscheinen.  Am  Schiasse  eines  jeden  Kapitels  gelangen:  Titelblatt,  InkaltsrerMleii- 
nis,  Berichtigungen  und  erliutemde  Erklirnngen  über  das  betreffende  Kapitel  sor  Ausgabe. 

Das  Werk  behandelt  sanAchst  den  Hauptbestandteil  des  mathematisch-naturwissen- 
schaftlichen ünterrichtsplanes  folgender  Schalen:  Realschulen  L  nnd  IL  Ord.,  glolch- 
borechtlgten  höheren  Bürgerschulen,  PriTatsehulen,  Gymnasien,  Bealgjmnaalen,  Pro- 
gjmnaslen,  SehuUehrer- Seminaren,  Polytechniken,  Tecknlkon,  Bangewerksdinlen, 
Gewerbeschnlen,  Handelsschulen,  teehn.  Torbereltungsschnlen  aller  Arten,  goworbll^e 
Fortbildungsschulen,  Akademien,  Unlrersiülten ,  Land-  nnd  Forstwissensehaltsaehulen, 
Milltftrschnlen,  Torbereltnngs-Anstalten  aller  Arten  als  i.  B.  für  das  EI^|Urig-Frel» 
willige-  nnd  (Httilers-Examen,  etc. 

Die  Schüler,  Studierenden  und  Kandidaten  der  mathematischen,  technischen  und 
naturwissenschaftlichen  F&cher,  werden  durch  diese.  Schritt  für  Schritt  gelöste,  Anfgaben- 
sammlung  Immerwährend  an  ihre  in  der  Schule  erworbenen  oder  nur  gehörten  Theorien  etc 
erinnert  und  wird  ihnen  hiermit  der  Weg  lom  nnflehlbaren  Auffinden  der  Lösungen  dei^ 
jenigen  Aufgaben  geseigt,  welche  sie  bei  ihren  Prfiftingen  su  lösen  haben,  mgleich  aber  anch 
die  überaus  grosse  Fruchtbarkeit  der  mathematischen  ^ssenschaften  Torgeffihrt 

Dem  Lehrer  soll  mit  dieser  Aufgabensammlung  eine  kriftige  Stfltio  ffir  den  Schul- 
unterricht geboten  werden,  indem  sur  Erlernung  des  praktischen  Teiles  der  mathematischea 
Disdplinen  —  nun  Auflösen  Ton  Aufgaben  —  In  den  meisten  Schalen  oft  keine  Zelt  er- 
fibrigt  werden  kann,  hiermit  aber  dem  Schftler  bei  seinen  hluslichen  Arbeiten  eine  toD- 
st&ndige  Anleitung  in  die  H&nde  gegeben  wird,  entsprechende  Aufgaben  in  lösen,  die  g^ 
habten  Regeln,  Formeln,  Sitze  etc.  ansuwenden  nnd  praktisch  in  Torwerten.  Lust,  Liebe 
und  Terstftndnis  ffir  den  Schal-Unterricht  wird  dadurch  erhalten  und  belebt  werden. 

Den  Ingenieuren,  Architekten,  Technikern  und  Fachgenossen  aller  Art,  Mllltirs 
etc.  etc.  soll  diese  Sammlang  mr  AufMschnng  der  erworbenen  nnd  lielleicht  Tergessenen 
mathematischen  Kenntnisse  dienen  und  sagieich  durch  Ihre  praktlsehen  in  allen  Bervfb- 
swelgen  Torkommenden  Anwendungen  einem  toten  Kapitale  lebendige  Kraft  rerleihen  nnd 
somit  den  Antrieb  in  weiteren  praktischen  Terwertungen  nnd  weiteren  Feneknng«n  gnbea. 

Alle  Bachhandlnngen  nehmen  Bestellungen  entgegen.  Wichtige  und  prakttoehe  Anf- 
ganea  werden  mit  Dank  Ton  der  Redaktion  entgegengenommen  und  mit  Angabe  der  Ni 
verbreüet  —  Wfinsche,  Fragen  etc.,  welche  die  Redaktion  betreffen,  nimmt  der 
Dr.  Kleyer,  Frankftirt  a.  M.  Fischerfeldstrasse  16,  entgegen  und  wird  deren  Xriedicaiig 
tkunlichst  berficksichtigt 

stattgari  Dio  Yerlagshandluiif  • 
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femer  bestehen  nach  der  Sinnsregel  die 
weiteren  Relationen: 

d).  ..  "      * 

nnd 

c^    •    •    •    • 


sma 


BOLß  I     Diese  Belationen  er- 
•  geben  sieh  aaeh  ans  den 
Gleichungen  a),  b)  a.  c) 


sina        sin/ 

Drfickt^  man  nunmehr  mittels  der  Glei- 
chung d)  5  in  a,  a  nnd  ß  ans,  nnd  setzt 
diesen  für  b  sich  ergebenden  Wert: 

-        aemß 
0  ^  — i 


8m( 


in  Gleichung  a),  so  erhftlt  man: 
a^amß 


28ina 


siny  =  F 


oder: 
A) 


.   .   .   a  =    1/  — ; — r-T- 

r    smi^su 


sm« 
ßmjky 

In  ganz  analoger  Weise  erhSlt  man  ans 
den  Gleichungen  a)  bis  e): 

B)...  5  =  1/^1^ 
^  V    smasm/ 

und  

y    smatanß 


ß 
Der  Winkel  y  ist  =  lS(fi  —  (a  +  ß). 


Au^be  681.  Der  Flächeninhalt  F  efaies 
Dreiecks  ist  :=  7,5  qtn,  die  Winkel  a  und  ß 
sind  bezw.  =  42^  mid  59®;  man  soll  die 
drei  Höhen  des  Dreiecks  berechnen. 


{F  =  7,6  qm 
a  =  420 
ß  =  690 

(besucht:  ha,  hh  und  hc 


Figur  196. 


Andeutung.  Die  gesuchte  Höhe  ha,  siehe 
Figur  195,  kum  man  wie  folgt  berechnen: 

Nach  der  ErkL  151  besteht  die  Relation: 

a)  .  .  .  F=: 

Femer  ergeben  sich  aus  den  rechtwink- 
ligen Dreiecken  ADC  und  ÄDB,  in  welche 
die  Höhe  ha  das  Dreieck  ABC  zerlegt,  die 
Relationen: 

b)  .  .  .  sm/  = 
und 

c)  •  •  .  fauß  = 


h 

ha 


Substituiert  man  die  aus  den  Gleichungen 
b)  und  c)  für  6  und  c  sich  ergebenden  Werte: 

d)  .  .  .  h^-h- 
smy 
und 


e) 


C  =: 


sin^ 
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in  Gleichung  a),   so  erhält  man  fOr  ha  die 
Bestimmungsgleichung : 
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Ma-rin« 


F  = 


Ssin^sin/ 
und  hieraus  erhalt  man: 


In  analoger  Weise  erhält  man  fOr  die 
Höhen  A>  nnd  A«  bezw.: 


y         vmß 


Bmy 

y         sin/ 
und  

^.  ,        i/2jF'8in«8in^ 

^^•••*^=y — SET" 

Der  Winkel  y  ist  =  180®  — (a  +  /J). 


An^be  682.    Das  Verhältnis  der  zwei  f     F  =  84  qm 

Seiten  a  nnd  6  eines  Dreiecks  ist  =  13 :  15,        Gegeben:  j  a :  &  =  18 :  16 
der  von  diesen  Seiten  eingeschlossene  Wüi-  l      y  =  öd«  29' 28,1" 

kel  y  beträgt  69®  29' 23,1";  wie  gross  sind        Andeutang.     Gremäss  der  An^be  be- 

die  Seiten  und  die  übrigen  Winkel  dieses  gteht  die  Relation: 
Dreiecks,  wenn  dessen  Inhalt  F  =  84qm  a)  ...  a:d  =  18:16 

^^^'^^  femer  besteht  nach  der  Erkl.  151  die  Bdatioii: 

b)  .  .  .  F  =  -x-  •  siny 

Setzt  man  den  ans  Gleichung  a)  für  & 
sich  ergebenden  Wert: 

c)  .  .  .  6  =  -jg-  a 

in  Gleichung  b),  so  erhält  man  Ar  a  die 
Bestimmungsgleichung : 

r.       16      a«    . 

und  hierans  ei^t  lioh: 


.,  ,/l8       SP 

Setzt  man  femer  den  aus  Gleichung  a) 
für  a  sich  ergebenden  Wert: 

d)  .  .  .  a  =.  -r^  0 

in  Gleichung  a),  so  erhält  man  für  5  die  6e 
Stimmungsgleichung : 

F=_._.«my 

und  hierans  ergibt  sich: 


B)  .  .  .  d  =  y- 


16       2^ 


18      siny 

Hat  man  nach  den  Gleichungen  A)  im^ 
B)  die  Seiten  a  und  h  berechnet,  so  kaut 
man  von  dem  zu  berechnenden  Dreieck  zro 
Seiten  und  den  von  diesen  Seiten  äft- 
geschlossenen  Winkel  y  und  kann  somit  in 
weiteren  verfahren  wie  in  der  Anfltanug  der 
Aufgabe  118  gezeigt  wurde. 
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Die  vorstehenden  Oldchimgen  A)  und  B) 
kann  man  auch  wie  folgt  herleiten: 

Denkt  man  sich  ein  dem  zu  berechnenden 

Dreieck  ähnliches  Dreied^,  nämlich  nach 

dem  in  der  ErkL  273  angeführten  zweiten 

Aehnlichkeitssatz  ein  Dreieck,  in  welchem  ein 

Winkel  gleich  dem  gegebenen  Winkel  y  ist, 

nnd  in  welchem  die  Längen  der  diesen  Winkel 

einschliessenden  Seiten  bezw.  ==  13  und  =  15 

irgend  welchen  Längeneinheiten  sind, 

v.1.1    MO      w      1    .    i-s  V      T  V     *    80  hat  man  für  den  Mialt  3^  dieses  g^ 
\^  phimmetnscher  Lebrsat.  ^^^^  p^i^^  ^^  ^^  ErkL  161 : 

„Die  Inhalte  ähnlicher  Dreiecke  verhalten  ^          F  =  ^^'^^  gj,jy 

dch  wie  die  Quadrate  zweier  homologen  ;  •  •  •     i          2         ' 

Seiten."  ^^  j^im  jj^^j^  ^^^  e^^^  3g2  zwischen  dem 

(Siehe  Kleyers  Lehrbttcher  der  Planimetrie.)  Inhalt  F^  und  dem  gegebenen  Inhalt  F  des 

Sind  z.  B.  F  und  F,  die  Inhalte  zweier  zn  berechnenden  Drei^ks  die  Relation: 

ähnlichen  Dreiecke,    «  und   a^   bezw.  zwei  ^\          ^-jP  =:a8-13s 

homologe  Seiten  derselben,  so  besteht  nach  jenem  ,           ,'  ,.*    ^W 

Sats  die  Beziehung:  oder  auch  die  Relation: 

F:F,  =:a«:a,«  h)  .  .  .  2?»:  i^^  =  6«:  16« 

besteht,  so  erhält  man  ans  den  Gleichungen 
g)  und  h),  wenn  man. für  I^  den  Wert  ans 
Gleichung  f)  substitoiert,  bezw.: 


und 


i)  .  .  .  l?:i?lllsiny  =  a«:18« 
k)  .  .  .  lP:i^liiiny  =  6«:16« 


und  aus  diesen  Gleichungen  ergeben  sieh  naeh 
gehöriger  Beduktion  ebenfalls  die  beiden  vor- 
stehenden Gleichungen  A)  und  B). 


Au%ab6  688.   Wie  gross  sind  die  Seiten  Geffeben*  /  <>  ^  ^  '•  <'  =  ^"^  '•  ^^ '  ^ 

a,  h  und  c  ehies  Dreiecks,  wenn  man  wdss,  ^^        \         F  =  240  qm 

dass  dieselben  in  dem  Verhältnis  87 :  13 :  40  Andeutung.  Denkt  man  sich  ein  dem  zu 
stehen,  und  dass  der  Inhalt  F  des  Dreiecks  berechnenden  Dreieck  ähnliches  Dreieck, 
=  240  qm  beträgt?  nämlich  nach  dem  in  der  Erkl.  273  ang^ 

führten  dritten  Aehnlichkeitssatz  ein  Dreieck, 
in  welchem  die  Längen  der  drei  Seiten  bezw. 
=  87,  18  und  40  irgend  welchen  Längen- 
einheiten sind,  so  hat  man  für  den  Inhalt  ^| 
dieses  gedachten  Dreiecks  nach  der  in  der 
Auflösung   der   Aufgabe   119    aufgestellten 

Formel  194  die  Relation; 

a)  .  .  .  .  F,  =  >^«(«  -  87)  (8  —  13)  («  -  40) 
in  welcher: 

_  87  +  18  +  40 

gesetzt  werden  muss. 

Da  nun  nach  der  ErkL  362  zwischen  dem 
Inhalt  J.  jenes  Dreiecks  und  dem  gegebenen 
Inhalt  Jr  des  zu  berechnenden  Dreiecks  die 

Relation: 

b)  .  .  .  -F:-Fi=:a«:37« 
auch  die  Relation: 

c)  .  .  .  F:Fi  =6«:  18« 
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nnd  auch  die  Relation: 

d)  .  /.  F',F^  =  c«:408 

besteht,  so  erhält  man  ans  den  Gleichnngen 
b)  bis  d),  wenn  man  in  denselben  f8r  F^  doi 
Wert  ans  Gleichnng  a)  snbstitoiert  nnd  die 
somit  erhaltenen  Gleichungen  bezw.  nach  a, 
h  nnd  c  auflöst,  die  Gleichungen  : 

A)  .  .  . 

B)  .  .  . 
nnd 

C)  .  .  . 

f    V^ä(«— 37)(«  — 18){«  — 40) 

in  welchen  man  sich  für: 

874-18  +  40 
^=  2 

gesetzt  zu  denken  hat 

Hat  man  nach  den  Gleichungen  A)  bis  C) 
die  drei  Seiten  a,  h  und  c  berechnet,  so  kam 
man  im  weiteren  die  Winkel  a,  ß  nnd  /  be- 
rechnen, wie  in  der  Auflösung  der  Angabe  119 
gezeigt  wurde;  oder  man  kann  die  Winkd 
auf  einfachere  Weise  mittels  Benutzung  des 
in  der  Erkl.  151  aufgestellten  Satzes  be- 
rechnen, da  der  Inhalt  F  bekannt  ist 


—  37A/ 

F 

V  v«(«- 

87)  («       18)  {s      40) 

—  lav/ 

^ 

^    Vs{s- 

-  37)  («  -  13)  («  —  40) 

-4oV     . 

F 

Dreiecks  berechnen. 


Aufgabe  684.   Von  einem  Dreieck  kennt  (  F=  1800 qdm 

man  den  Flächeninhalt  t  =  1800  qdm,  die  Gegeben:  j   a  =  145  dm 

Seite  a  =  145  dm  und  die  zur  Seite  c  ge-  l  ä«  =  24dm 

hörige  Höhe  Äc  =  24  dm;  man  soll  hieraus        Andeutung.    Nach  der  ErkL  34  besteht 

die  nicht  bekannten  Seiten  und  Winkel  dieses  die  Belation: 

a)...F  =  ^ 

mittels  welcher  man  die  Seite  c  berechnen 
kann.  Da  man  alsdann  von  dem  Dreiei^ 
die  zwei  Seiten  a  und  c  sowie  den  FIildi«n- 
Inhalt  kennt,  so  kann  man  den  von  jenen 
Seiten  eingeschlossenen  Winkel  ß  mitleb  da 
Formel : 

b)  .  :.  F=^Bmß  (8.  Erkl.  151) 

berechnen,  wobei  man  die  ErkL  271  zn  be- 
rücksichtigen hat,  u.  s.  f. 


Au^be  585.   Der  Flächeninhalt  F  eines  (  F=:  8180  qm 

Dreiecks  beträgt  8160  qm,   der  Winkel  ß  Gegeben:  ]   ^  =:  60  48'29,3" 

desselben  ist  =  5®  43'  29,3"  und   die  zur  l  Äc  =  40  m 

Seite  c  gehörige  Höhe  hc  misst  40  m ;  man        Andeutung.    Aus  ß  und  A«  berechne  man 

soll  aus  diesen  Angaben  die  nicht  gegebenen  zunächst  die  Seite  a ;  dann  berechne  man  die 

Seiten  und  Winkel  des  Dreiecks  berechnen.  Seite  c  mittels  der  Belation: 

B)  .  .  .  F=:^Bmß  (B.  Erkl.  161) 
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indem  man  in  derselben  fOr  a  den  vorhin  be- 
rechneten Wert  nnd  für  I  nnd  ß  die  ge- 
gebenen Werte  snbstitaiert  und  jene  Glei- 
chung in  bezng  auf  c  auflöst.  Die  übrigen 
Stöcke  kann  man  dann  leicht,  wie  in  der 
Anflösang  der  Aufgabe  118  gezeigt  wurde, 
berechnen. 


Angabe  686.    In  einem  Dreieck  verhält  r  c :  ^  =r  7 : 6 

sich  die  Seite  c    zu   der  ihr  zugehörigen  G^egeben:  <      F=84qm 

Höhe  Äe  wie  7 : 6 ;  der  Inhalt  ^  des  Dreiecks  l      a=:13m 

betrSgt  84  qm  rmä  die  Seite  a  desselben  misst        Andeutung.   Gemäss  der  Aufgabe  besteht 
13  m;  man  soll  hieraus  die  nicht  bekannten  die  Eelation: 
Seiten  und  Winkel  des  Dreiecks  berechnen.  a)  .  .  .  <; :  ^  =  7 : 6 

femer  besteht  nach  der  ErkL  34  die  Relation: 

Man  hat  somit  zwei  Gleichungen  mit  den 
beiden  Unbekannten  c  und  he  und  kann  sonach 
aus  denselben  c  und  he  berechnen.  Hier- 
auf kann  man  nach  der  ErkL  151  den  Win- 
kel j3  aus  a,  c  und  F  berechnen,  u.  s.  f. 


Aidgahe  687.    Die  zu  den  Seiten  a  und  6  |  i^  =  46  qm 

gehörigen  Höhen  A«  und  h^  messen  bezw.  Gegeben:  j  ä«  =  8m 

=  8  m  und  =  9  m;  wie  gross  sind  die  Seiten  l  äj  —  9  m 

nnd  Winkel  des  Dreiecks,  wenn  dessen  In-        Andeutung.    Nach  der  ErkL  34  bestehen 
halt  F==:  46  qm  beträgt?  aiur  Berechnung  der  Seiten  a  und  6  die  Rela- 

tionen: 

a)  .  .  .  F  = 


2 
h'hh 


und 

man  erhält  aus  denselben: 

AN  2^ 

A)  .  .  .  a  =  -^— 

na 

und 

2F 

B)  .  .  ,  6  =  -T — 

hb 

nach  welchen  Gleichungen  man  die  Seiten 
a  und  b  berechnen  kann. 

Femer  besteht  zwischen  dem  Winkel  /, 
der  Höhe  ha  und  der  Seite  b  die  Relation: 

ha 

8my=-^ 

oder,  wenn  man  den  Wert  fOr  6  aus  Glei- 
chung B)  substituiert: 

^N  .  ha'  hb 

C)  .  .  .  8my=     gjy, 

nach  welcher  Gleichung  man  den  Winkel  y 
berechnen  kann,  wobei  die  Erkl.  271  zu  be- 
rücksichtigen ist  Da  man  nunmehr  von  dem 
Dreieck  die  zwei  Seiten  a  und  b  und  den 


874 


Ebene  Trigonometiie. 


yon  diesen  Seiten  eingeschlossenen  Winkel  j 
kennt,  so  kann  man  die  übrigoi  Stacke  be- 
rechnen, wie  in  der  Auflösung  der  Auf- 
gabe 118  gezeigt  wnrde. 


Angabe  688.  Der  Winkel  y  eines  Drei- 
ecks ist  =  bd^  t  48,4",  das  Verhältnis  der 
beiden  Höhen  ha  und  A»,  welche  zu  den  jenen 
Winkel  y  einschliessenden  Seiten  a  nnd  b  ge- 
hören, ist  =  14 :  15 ;  wie  gross  sind  die  übrigen 
Winkel  nnd  die  drei  Seiten  des  Dreiecks,  wenn 
dessen  Flächeninhalt  =  84  qm  beträgt? 


Gegeben 


{F=84qm 
^:^  =  14:ll 


qm 
15 


48,4" 


Andeutung.  Die  gesachten  Seiten  a  and  5 
des  Dreiecks  kann  man  wie  folgt  berechnen: 

Gremäis  der  Aufgabe  besteht  die  EelatioB: 

a)  .  .  .  ^ :  ^  =  14 :  15 

femer  besteht  nadh  der  EikL  295  die  RehtioD: 

b)  .  .  .  hoihb  =  h:a 

und  ans  diesen  beiden  Gleichungen  etfß 
sich  zunächst  die  Beziehung: 

c)  .  .  .  6 :  a  =  14 :  15 

Da  femer  noch  nach  der  ErkL  151  £e 
Eelation: 


d) 


besteht,  so  hat  man  mit  den  Gleichungen  c) 
und  d)  zwei  Gleichungen  mit  den  zwei  üd- 
bekannten  a  und  i,  aus  welche  man  die 
gesachten  Seiten  a  und  b  leicht  beredma 
kann.  Sind  hiernach  a  und  b  berechnet,  w 
kennt  man  von  dem  Dreieck  die  zwei  Setas 
a  und  b  und  den  von  diesen  Seiten  eing^ 
sclilossenen  Winkel  y,  und  man  kann  somit 
im  weiteren  die  übrigen  Stücke  bestimmeo, 
wie  in  der  Auflösung  der  Aufgabe  118  g^ 
zeigt  wurde. 


Anfigabe  689.  Die  zu  den  Seiten  a  und  b 
eines  ]>eiecks  gehörigen  Höhen  ha  und  A» 
schneiden  sich  so,  dass  die  nach  den  Ecken 
A  und  B  hin  liegenden  Abschnitte  h'a  und  h'i 
dieser  Höhen  im  Verhältnis  von  39:25  stehen. 
Wie  gross  sind  die  Seiten  und  Winkel  dieses 
Dreiecks,  wenn  der  Winkel  ß  =  67^  22'  48,5" 
und  der  Flächeninhalt  F  des  Dreiecks  =  84  qm 
beträgt? 


Gegeben 


•1 


Va:V6  =  89:86 

^  =  6702^48,5'' 
jF'=:84qm 

Andeutung.  Man  berechne  zunächst  die 
gesuchten  Winkel  des  Dreiecks  wie  folgt: 

Ist,  siehe  Figur  196,  ^BO  das  Drdect 
Welches  den  Bergungen  der  Aufgabe  ent- 
spricht, so  ergibt  sich  aus  dem  Dreieck  ÄBf 
nach  der  Sinusregel  die  Relation: 

a)  .  .  .  Va :  h'h  =  sin^, :  sin«, 
oder,  da  gemäss  der  Aui^gabe: 

Va:V»  =  89:25 
ist,  die  Relation: 

b)  .  .  .  sin^, :  sin«,  =  89 :  25 
Berücksichtigt  man  ferner,  dass: 

«i  +  ^i  +  /»t  =  ÖOO 
bezw.  dass: 

c)  .  .  .  «,  +  /!  =  900 

ist,  indem  a^  und  ß  die  spitzen  Winkel  des 
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Figur  196. 


rechtwinkligen  Dreiecks  ÄDB  sind,  dass  man 
also  in  der  Gleichong  b)  für: 

d)  ...«,  =  900  —  /» 
setzen  kann,  so  geht  jene  Gleichnng  b)  über  in: 
sin  ^, :  sin  (900  ~ /9)  =  39 :  25 

nnd  hierans  erhält  man  in  Rücksicht  der 
£rkL  19: 

89 

A)  ....   8in/9j  =  "ö^  •  cos^ 

nach  welcher  Gleichung  man  den  Winkel  ß^ 
berechnen  kann.  Ist  hiemach  dieser  Winkel  ß^ 
berechnet,  so  kann  man  leicht,  da,  siehe 
Figur  196: 

B)  .  .  .  .  ^j  =  ^  —  ^, 

ist,  den  Winkel  ß.  bestimmen,  womit  zugleich, 
da  nach  der  ErkL  357: 

C)  .  .  .  .  «j  =  /Jj 

ist,  auch  der  Winkel  a^  bestimmt  ist;  fenier 
kann  man  nach  Gleichung  d),  nach  wdcher: 

D)  .  .  .  .  «,  =  900  —  /» 

ist,  den  Winkel  a,  bestimmen  und  hiemach 
kann  man  schliesslich,  m  Bücksicht,  dass: 

ist,  den  Winkel  a  berechnen;  den  dritten 

Winkel  y  des  Dreiecks  findet  man  aus  der 

Relation: 

F)  .  .  .  .  y  =  1800  — («  +  /») 

Da  man  nunmehr  von  dem  zu  berechnenden 
Dreieck  die  drei  Winkel  und  den  Flächen- 
inhalt F  kennt,  so  kann  man  die  gesuchten 
Seiten  a,  h  und  c  mittels  der  in  der  Auf- 
lösung der  Aufgabe  117  und  der  in  den 
ErkL  131  nnd  184  aufgestellten  Formeln  95, 
109  und  122  berechnen,  indem  man  in  diesen 
Formeln: 

^__    gg- 8m(«+Ä«in^ 


G) 


H) 
und 
J)  . 


2sina 
&2 .  Bin«  »  %m{a-\-ß) 

^      — —      C\ * A 

2sm/9 


c^'ain«Bin/g 

•  •         ""  28in(«  +  /f) 

für  F  den  gegebenen  Wert  und  für  a  und  ß 
die  vorhin  berechneten  Werte  substituiert  und 
diese  Gleichungen  G)  bis  J)  in  bezug  auf  a, 
b  und  c  auflöst 


Gegeben 


■■{ 


F  =  1800  qdm 
h-\-c  —  5f=  175  dm 
a  =  145  dm 


Aufgabe  690.  Die  Seite  a  eines  Dreiecks 
ist  =  145  dm,  die  Summe  der  beiden  andem 
Seiten  h  und  c  ist  5  =  175  dm;  wie  gross 
sind  diese  beiden  letzteren  Seiten  und  die  Andeutung.  Setzt  man  in  der  in  Andeu- 
Winkel  des  Dreiecks,  wenn  der  Flächen-  tung  der  Ai^gabe  579  aufgestellten  Glei- 
inhalt  F  des  Dreiecks  =  1800  qdm  beträgt?  chung  A) : 
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faTh-\-c  (=  S),  für  tf  und  I  die  gegrebenea 
Werte  und  löst  die  somit  erhaltene  Gldohimg 

nach  ctg  Y  ^^t  ^^  erhält  man  eine  Gleichm^, 

ans  welcher  man  den  Winkel  a  berechneQ 
kann.  Da  man  alsdann  von  dem  Dreieck  a. 
a  nnd  b-^-e  kennt,  so  kann  man  die  übri^ 
Stücke  berechnen  wie  in  der  Andeotimg  zur 
Aufgabe  479  gesagt  wurde. 


Aufgabe  69L    Die  Seite  b  eines  Dreiecks  [       F  =  6940  qm 
ist  um  e?  =  37  m  grösser  als  die  Seite  c  Gegeben:  j  d  — c  =  ^  ==  37m 
desselben;  die  dritte  Seite  a  misst  125  m  l        a  =  125  m 
und  der  Flächeninhalt  F  des  Dreiecks  be-  Andeutung.    Die  Auflösung  dieser  Auf- 
trägt 5940  qm ;  man  soU  liieraus  die  Seiten  gäbe  ist  analog  der  Auflösung  der  vongce 
h  und  c  und  die  drei  Winkel  des  Dreiecks  Aufgabe  590.    Man  benutze  die  in  der  An- 
bereehnen.  deutnng  zur  Angabe  579  angestellte  Glei- 
chung B):             


Au^be  692.   Der  Inhalt  t  eines  Drei-  [        F^::  50qm 

ecks  beträgt  50  qm,  die  Summe  der  Seiten  a        Gegeben:  la+b=z  S=Jpm 
und  ft  ist  5  =  30 m  und  der  von  diesen  Seiten  l        y  =  88«87  35 

eingeschlossene  Winkel  ^  ist  =  28^  37'  35'^        Andeutung.    Zur  Berechnung  der  Sdtoi 

Man  soU  das  Dreieck  trigonometrisch  auf-  a  und  b  verfahre  man  wie  folgt: 

1^8«^  Gemäss  der  Aufgabe  besteht  die  Relatiao: 

a)  .  .  .  a-\'h  =z  S 

Ferner  besteht  nach  der  Eikl.  151  die 

Relation: 

„       ah       .     . 

oder  die  Relation: 

2F 

b)  .  .  .  ab  = 


gm/ 

und  aus  diesen  beiden  Gldchungen,  wdeb« 
die  beiden  Unbekannten  a  und  b  enthato. 
kann  man  die  letzteren  unter  anderem  ^ 
folgt  berechnen: 

Quadriert  man  Gleichung  a)  und  multi- 
pliziert Gleichung  b)  mit  4,  so  erhält  mai^ 
bezw.  die  Gleichungen: 

c)  .  .  .  a8  +  2a&  +  &«  =  S* 
und 

SF 

d)  .  .  .  4ah  ~  — : — 
'  smy 

Subtrahiert  man  nunmehr  die  Gleichuiig  d 
von  Gleichung  c)  und  reduziert,  so  eaHbltr 
man: 

'  sm/ 

oder: 

(a  -  6)«  =  fi»  —  4iL. 
^         '  smy 
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und  hieraoB  erhält  man: 


5)  .  .  .  a-'hz^A/ S* — % 


e] 


sm/ 

nämlich  die  Differenz  jener  Seiten  a  und  h. 
Addiert  man  nunmehr  die  Gleichungen  a) 
nnd  e),  so  erhält  man: 

A)...a=l(.+Vs*-^) 

subtrahiert  man  hingegen  Gleichmig  e)  von 
Gleichung  a),  so  erhält  man: 

B)...5  =  l(.-V«.-^) 

und  nach  diesen  beiden  Gleichungen  A)  und 
B)  kann  man  die  Seiten  a  und  h  beredmen. 
Für  die  dritte  Seite  c  hat  man  nach  dem 
Pixijektionflsatz : 

c«  =  a«  +  6«  —  aad  •  cosy 
oder  nach  der  ErkL  342: 

c«  =  (a  4- ft)a  —  4a*  .  cos«-|. 

Setzt  man  üi  dieser  Gleichung  nach  Glei- 
chung a)  für: 

(a  +  6)«  =  S« 

und  nach  Gleichung  d)  für: 

4a&  =  — ; 

smy 

so  geht  dieselbe  über  in: 

smy  2 

und  hieraus  erhält  man,  wenn  man  nach  der 
ErkL  52: 

siny  =  fisin  -^  cos  ~ 
setzt  und  reduziert: 


C>  .  .  .  c  =  v/58— 4F.ct«^ 


f         F  =  8160  qdm 
Gegeben:  {  a  —  6  =  d  =  360 dm 
l  y  =  960  67'  20,1" 


Angabe  S93.     Die  Differenz  der  zwei  . 
Seiten  a  und  h  eines  Dreiecks,  von  welchen 
a  grösser  als  h  ist,  ist  d  =  360  dm,  der  von 
diesen  Seiten  eingeschlossene  Winkel  y  ist        Andeutung.  Die  Auflösung  dieser  Aufgabe  ist 
=  96®  hV  20,1''  und  der  Inhalt  F  des  Drd-   analog  der  Auflösung  der  vorigen  Aufgabe  592. 
ecks  beträgt  8160  qdm;  man  soll  die  Seiten 
und  die  fibrigen  Winkel  des  Dreiecks  hieraus 
berechneiL 


Anllgabe  694.     Die  Summe  der  beiden  t       p  —  1200  qm 

Seiten   b  und  c  eines  Dreiecks  beträgt  S  Gegeben:  I  2» 4- c  r=  i9=  149  m 

=  149  m ;  die  zur  Seite  e  gehörige  Höhe  hc  [       ^  =  20  m 
ist  20  m  lang  und  der  Flächeninhalt  F  des 

Dreiecks  ist  =  1200  qm;  man  soll  aus  diesen  Andeutung.  Gemäss  der  Aufgabe  besteht 
Angaben    die   nicht  gegebenen  Seiten   und  die  Eelation: 

Winkel  des  Dreiecks  berechnen.  a)     ,  ,  h  +  c  =  S 
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femer  bestdit  nach  der  ErU  34  die  Bdation: 


h) 


•    •    • 


2 


=  F 


Ans  Gleichling  b)  kann  man  die  Seite  e 
berechnen,  dann  diesen  Wert  für  c  in  GleK 
chnng  a)  snbstitnieren  and  ans  der  somit 
erhaltenen  Gleichnng  die  Seite  b  beredmen, 
n.  8.  f. 


Ani^abe  695.  Die  Seite  a  eines  Dreiecks 
ist  nm  d  =  24  dm  grösser  als  die  Seite  b 
nnd  die  zur  Seite  a  gehörige  Höhe  ha  misst 
12,973  dm.  Wie  gross  sind  die  Seiten  nnd 
Winkel  des  Dreiecks,  wenn  dessen  Flächen« 
ihbBit  F=  240  qdm  betrügt? 


{F=240qdm 
a  —  &  =  (2  =  24  dm 
ha  =  12,973  dm 

Andeutung.  Die  Anflöenng  dieser  A 
analog  der  AnflOsnng  der  vorigen  A 


abe  ist 
e594. 


Aufgabe  696.  Die  znr  Seite  e  eines 
Dreiecks  gehörige  Höhe  hc  ist  6  m  lang, 
die  Seite  a  ist  nm  d  =  8  m  grösser  als  der 
dieser  Seite  a  anliegende  Abschnitt  c'  der 
Seite  c ;  wie  gross  sind  die  Seiten  nnd  Winkel 
des  Dreiecks,  wenn  dessen  Inhalt  F=:  15  qm 
beträgt? 


Gegeben 


F  =  16  qm 


r         F=lbq\ 
:  \         A«  =  5  m 


dm 


Andeutung.  Gemäss  der  Aufgal>e  besteht 
die  Relation: 

a)  .  .  .  a  —  c*  =:  d 

femer  besteht  zwischen  der  Höhe  hc^  der 
Seite  a  nnd  dem  Absdmitt  </  die  EelatioD: 

b)  .  .  .  0«  =  Ä«e  +  c*« 

Da  diese  beiden  Gleichungen  nur  die  zwei 
Unbekannten  a  nnd  c'  enthalten,  so  kann  maa 
ans  denselben  jedes  dieser  Stücke  a  nnd  (^ 
berechnen.  Ist  a  berechnet,  so  kann  man 
aus  hc  und  a  den  Winkel  ß  und  hieranf  kann 
man  aus  a,  ß  nnd  dem  Flächeninhalt  F  mit- 
tels der  Formel  : 


F  = 


die  Seite  c  berechnen,  u.  s.  f. 


Aufgabe  697.  Die  zur  Seite  c  eines 
Dreieclu  gehörige  Höhe  hc  misst  20  dm,  die 
Abschnitte  c*  und  c'^  in  welche  die  Seite  c 
durch  diese  Höhe  zerlegt  wird,  und  von 
welchen  c'  grösser  als  c^'  ist,  differieren  um 
d  =  IS  dm;  wie  gross  sind  die  Seiten  nnd 
Winkel  dieses  Dreiecks,  wenn  man  noch  weiss, 
dass  dessen  Flächeninhalt  F  =  1200  qdm 
beträgt? 


Gegeben: 


F  =z  1200  qdm 
c'  —  c"  =  d  =  78  dm 
hc=^  20dm 


Andeutung.   Gemäss  der  Aufgabe  bestdit 
die  Eelation: 

a)  .  .  .  c'  -  c"  =  d 

femer  besteht  nach  der  ErkL  84  und  in  Rück- 
sicht, dass: 

ist,  die  Relation  : 


oder 


2 


b)  .  .  .  c'  +  c"  = 


2F 


Kittels  der  beiden  Gleichungen  a)  u.  b) 
man  jeden  der  Abschnitte  c*  and  ^'  beredmcn. 
Hat  man  c'  und  c^'  berechnet,  so  kann  mo 
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im  weiteren  an  der  Hand  einer  Figm  ans  c^ 
und  hc,  bezw.  ans  c"  nnd  hc  die  Seiten  a 
nnd  b  nnd  die  Winkel  ß  nnd  a  berechnen. 


An^be  698.  Die  zwei  Seiten  a. nnd  c 
eines  I^ecks  messen  gnsammen  S  =  130  m 
und  die  zn  diesen  Seiten  gehörigen  Höhen 
hg  nnd  hc  messen  zusammen  8^  =  106|521i»» 
der  Fladieninhalt  F  des  Dreiecks  beträgt 
1200  qm.  Man  soll  ans  diesen  Angaben  dUe 
nicht  gegebenen  Seiten  nnd  Winkel  des  Drei- 
ecks berechnen. 


Gegeben: 


F  =  1200  qm 
a  +  e  =  5=  130m 
h^  +  he  =  8^  =  l06fi21m 


Andeutung.  Man  berechne,  siehe  Fig.  186, 
und  die  Andeutung  zur  Aufgabe  528  mittels 
der  aus  dem  rechtwinkligen  Dreieck  CGH 
sich  ergebenden  Belation: 

AI...  sm  p  = i 

indem  man  in  derselben  die  ffSot  ha -\-  he  und 
a  -\-  e  gegebenen  Werte  substituiert,  den 
Winkel  ß.  Da  man  alsdann  von  dem  zu  be- 
rechnenden Dreieck  a-\-c^  ß  und  F  kennt, 
so  kann  man  im  weiteren  die  fibrigen  Stficke 
berechnen  wie  in  der  Andeutung  zur  Auf- 
gabe 592  gesagt  wurde. 


Angabe  699.  Von  einem  Divleek  kennt 
man  den  umfang  u  =t:  9,8  m,  die  zur  Seite  c 
grehörige  Höhe  he  =  2,1  m  und  den  Inhalt 
F=  4,2  qm;  man  soll  hieraus  die  Seiten  und 
Winkel  des  Dreiecks  berechnen. 


Gegeben: 


F=4fiqm 

a  +  b-|-«  =  t*=:9,8  m 
A«  =  2,1  m 

Andeutung.    Nach  der  ErkL  34  besteht 
die  Relation: 

a)  .  .         ^ 


F  = 


2 


mittels  welcher  man,  da  F  und  he  gegeben 
sind,  die  Seite  c  berechne  kann.  Ist  c  hier- 
nach berechnet,  so  kann  man  aus  der  ge- 
gebenen Beziehung: 

b)  .  .  .  a-\'h'\'e  =zu 

leicht  a-^-b  berechnen.  Da  man  nunmdir 
von  dem  Dreieck  a-^-b,  c  und  A«  kennt,  so 
kann  man  die  übrigen  gesuchten  Stficke  im 
weiteren  berechnen  wie  in  der  Andeutung 
zur  Au^be  498  gesagt  wurde. 


Angabe  600.  Die  Summe  der  drei  Seiten 
a,  b  und  c  eines  Dreiecks  ist  u  =  770  m, 
der  der  Seite  c  gegenfiberliegende  Winkel  / 
ist  =  b(fi  6'  54,8"  und  der  Inhalt  jPdes  Drei- 
ecks beträgt  27720  qm;  wie  gross  sind  die 
Seiten  und  die  übrigen  Winkel  des  Dreiecks? 


Gegeben 


,{. 


F  =  27720  qm 
-|-  6  -f-  (?==«  =  770  m 
y  =  50*  6'  54,8" 


Andeutung.   Nach  der  in  der  Auflösung 
der  Aufgabe  119  aufgestellten  Formel  179: 

in  welcher:  ^_li_l. 

bedeutet^  besteht»  wenn  man  in  derselben  ge- 
mäss der  Aufgabe  für: 


setzt: 


2  ~    V  ab 


C08-=r  = 
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oder 


Femer  besteht  nach  der  ErkL  151   die 
Belation: 

«       «^    • 

oder  ^p 

b)  .  .  .  a&  =  -: 

siny 

Ans  den  Gleichungen  a)  und  b)  erhxlt 
man  dnrch  Snbstitation : 

oder,  wenn  man  nach  der  ErkL  52: 

»iny  =  fisin-^cos-^ 
setEt  nnd  reduziert: 

und  hieranB  ergibt  ddi: 

u  2F  ^    y 

«der         «  "    *« 

nach  welcher  Gleichuig  man  die  Seite  c  be- 
rechnen kann.  Ist  c  berechnet,  so  kann  man 
aas  der  gegebenen  Beziehung: 

leicht  a  -f-  6  bestimmen  nnd  da  man  aladaim 
von  dem  Dreieck  a-\-bf  e  und  /  kennt,  so 
kann  man  ün  weiteren  die  fibrigen  Stfidce  be- 
rechnen wie  in  der  Andeutung  zur  Auf- 
gabe 479  gesagt  wurde. 


Aufgabe  601.    In  einem  Dreieck  ist  die  f  F  =  1800  qm 

Summe  der  zwei  Seiten  b  und  c  um  c^  =  30m      Gegeben:  {  b-^-c  — a  =^d  =z  90m 


■■{ 


grösser  als  die  dritte  Seite  a,  der  der  dritten  l  «  —  78*44' «,8 

Seite  a  gegenüberliegende  Winkel  a  betragt        Andeutung.     Aus    der   gegebenen    fie- 

73^  44'  23,3^'  und  der  FlAcheninhalt  F  des  ziehung: 

Dreiecks  ist  =  1800  qm;   man  soU  hieraus  h  +  c  —  a  =  d 

die  nicht  gegebenen  Seiten  und  Winkel  des  erhalt  man- 

Dreiecks  berechnen.  a)  .  .'  &  +  c  =  d  +  a 

femer  ist  nach  der  in  der  ErkL  842   auf- 
gestellten Gleichung  2): 

b)  .  .  .  6-fc  =  y^H-4bcw8«~- 

und  femer  ist  nach  der  EiU.  151 : 

171       be    . 
F=^  -^-sma 

oder: 

2F 

C)   .   .   .   bc^=  — ; 

sma 
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Setzt  man  den  Wert  für  be  ans  Glei- 
clnmg  c)  in  Gleichung  b)  nnd  redozi^  die 
somit  erhaltene  Gleichung,  indem  man  für: 

smet  =  Ssm  —  cos  — 

setzt  nnd  die  Erkl.  121  berücksichtigt,  so  er- 
hält man: 

d)  .  .  .  64-c  =  y^a2  +  4F.ctg|- 

Ans  den  Gleichnngen  a)  und  d)  ergibt  sich 
nmunehr  für  a  die  Bestimmnngsgleichnng ; 

d  +  a=yaH-4P'ctg|- 

Löst  man  diese  Gleichung  in  bezog  auf 
a  auf,  so  erhttlt  man: 

d2-{-2ad  +  a«  =  a«  +  41?'ctg  " 


2 
2ad  =  4Fctgy  — d« 


oder 

2F  a        d 

A)    ...  a  =  -^  .  ctgy  -  g- 

naoh  welcher  Gleichung  man  a  berechnen 
kann.  Ist  hiemach  die  Seite  a  berechnet, 
so  kann  man  leicht  nach  Gleichnng  a)  die 
Snmme  b-^-c  berechnen.  Da  man  alsdann 
von  dem  Dreieck  b-j-c,  a  nnd  a  kennt,  so 
kann  man  im  weiteren  die  übrigen  geforderten 
Stücke  berechnen  wie  in  der  Andentnng  zm* 
Aufgabe  479  gesagt  wurde. 


zi)  Aufgaben,  in  wetchen  Beziehungen  zwisclien  den  Masszalilen  der  Seiten, 
auch  der  Höhen,  Schwerlinien,  winiceihalbierenden  Transversalen  und  Seiten- 

absohnitte  gegeben  sind. 


f  a«  +  6«  =  S«=1688qm 
o  =  670  22^  48,5" 
ß  =  180  66' 28,7" 


An^be  608.   Die  zwei  Winkel  a  und  ß 

eines  Dreiecks  sind  bezw.  ==  67^  22'  48,5"  Gegeben: 
und  =  180  55'28,7''  nnd  die  Snmme  der  In- 

Mte  der  Qnadrate ,  welche  man  über  den  Andeutung.  Gemäss  der  Aufgabe  besteht 

diesen  Winkeln  gegenüberliegenden  Seiten  a  die  Relation: 

und  b  konstmiert  denken  kann,  ist  S^  =  ^\         a!^-{-h*  =i  8^ 

1538  ^;   wie  gross  sind  die  Seiten  dieses  ,^^^  ^^  '^  ,^  ^^^  Sinnsreifel: 


Dreiecks? 


,.  a        sma 

D)  .  . 


h        «mß 

nnd  ans  diesen  beiden  Gleichnngen,  welche 
die  zwei  Unbekannten  a  nnd  b  enthalten, 
kann  man  die  letzteren  leicht  berechnen;  die 
dritte  Seite  c  kann  man  dann  mittels  der 
Sinusregel  berechnen. 


Aufgabe  608.   Die  Seite  c  eines  Dreiecks  r  o«  +  5«  =  S^  =  894  qm 

ist  =  14  in,  der  derselben  gegenüberliegende        Gegeben :  j  c  =  14  m^       ^^ 

Winkel  y  misst  b^  29*  23,1''  und  die  Snmme  ^  y  =  69«  29  2ö,i 
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der  Inhalte  der  Quadrate  über  den  beiden        Andeutung.   Gemäss  der  An^g;abe  bestdit 
andern  Seiten  a  und  d  ist  iS^  =  394  qm;   die  Beziehung: 
man  soll  hieraus  die  Seiten  and  Winkel  des  a)  .  .  .  o*  -|-  ^  =  S^ 

Dreiecks  berechnen.  femer  hat  man  nach  dem  Projektionssatz  die 

Beziehmig: 

b)  .  .  .  <j2  =  a«  +  6«  —  2ah  •  oosy 
Setzt  man  in  Gleiohmig  b)  nach  Glei- 
chnng  a)  für: 

nnd  löst  die  somit  erhaltene  Gleicfanng  in 
bezag  anf  ab  auf,  so  erhiUt  man: 

0)    ,    ,    ,    ah  =  —zr 

2oo8y 
•    Ans  den  Gleichnngen  a)  nnd  c),  welche 
die  beiden  Unbekannten  a  nnd  b  enthalten, 
.     .  kann  man  dieselben  wie  folgt  berechnen: 

Addiert  man  einmal  das  Doppelte  der 
Gleichung  c)  zur  Gleichung  a)  und  sabtra- 
hiert  man  efai  andermal  das  Doppelte  der 
Gleichung  o)  von  Gleichung  a),  so  eriiUt 
man  bezw.: 

a2  +  2a6  +  d«  =  S«  + 


und 


oder 


und 


««-2a6  +  5«  =  S«  — 


008/ 

Si  — c« 


(a  +  6)«  =  S»-f- 


(a— 5)2  =  fi^  — 


cos/ 
oosy 


008/ 

nnd  ans  diesen  Gleichungen  erfaSlt  man  bezw. 


d)...a  +  6  =  yS2+J?L 


-  c« 


cosy 
und 


-6=±ys«- 


S»  — «^ 


und 


C08X 

Durch  Addition,  bezw.  SiiMsraktian  dteser 
beiden  Gleichungen  erhält  man  beiw«: 


Hat  man  nach  diesen  Gleichungea  die  Seitea 
a  und  b  berechnet,  so  kann  man,  da  die  dritte 
Seite  e  und  der  Winkel  /  gegeben  ist,  die 
gesuchten  Wiiücel  mittels  der  SinuBregei  be- 
rechnen. 


Aufgabe  604.  Die  über  den  beiden  Seiten  f  a«-6«  =  d«  =  SOOOqm 

a  und  6  eines  Dreiecks  konstruiert  gedachten        Gegeben:  j  e  =  Jl^m 

Quadrate,  von  welchen  das  Quadrat  über  a  ^  ^  -^  lö^fAsr  wr 

grosser  als  das  über  b  ist,  differieren  ihrem        AnAentuig.   Ans  der  dureh  die  Aufgabe 

Inhalt  naeh  um  eP  =  80(K)  qm.    Die  dritte  gegebeato  Btfteluaig: 
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Seite  e  misst  110  m  und  der  dergelben  gegea-  oS*- &>  =  (is 

überliegende  Winkel  y  beträgi;  132^  40'  10''.  ergibt  doh  nach  der  Erid.  37 : 
Man  soU  das  Dreieck  trigonometrisch  aoflösen.  a)  .  .  .  (a-^h)  •  (a  —  fr)  =  d^ 

Femer  hat  man  nach  den  in  Antw.  der 
Frage  21  aufgestellten  Mollweideschen  For- 
mehi  89  und  90  die  Beadehongen: 

co«-^ 


cos 
nnd 

sin 


a±l 


O-Jf 


a  —  h  =  € 


•    «  +  /' 


oder,  wenn  man  in  Btteksioht,  dass: 
2      —         2  2 

ist,  in  denselben  fttr: 


boEW.  für: 


setzt: 


sin4-^  =  «n(«0o_|-)  =  «o.| 


cos— ^ 
b)  .  .  .  a  +  6  =  c  • 


nnd 


Bin^ 


sin 
c)  .  .  •  a— -6  =  tf»  — 


a-£ 


cos|- 


Ans  den  drei  Gleichnngen  a),  b)  und  c), 
welche  die  drei  Unbekannten  a,  h  nnd     ^ 

enthalten,  kann  man  nunmehr  leicht  jede  dieser 
Unbekannten  bestimmen. 


Aufgabe  606.    Zwischen  den  auf  Meter  r  a«  — 6«  =  d»  =  B0840qdm 

sich  beziehenden  Masszahlen  der  Seiten  a      Gegeben:  j  ^"^^^^^.au 

und  h  ehies  Dreiecks  besteht  die  Beziehung  l    «  — ^  =  J  =  a8050'44 

a^ — fr*  =  (^  =s  50840  qdm.  Die  dritte  Seite  c  Andeutung.  Die  Auflösung  dieser  Aufgabe  ist 
dieses  Dreiecks  ist  =  950  dm  und  die  Dlffe-  analog  der  Auflösung  der  yorigen  Aufgabe  604. 
renz  der  jenen  Seiten  a  und  fr  gegenttber- 
liegenden  Winkel  a  und  ß,  von  welchen  a 
grösser  als  |}  ist,  ist  d  =  28^^  60'  44";  man 
soll  aus  diesen  Angaben  die  nicht  gegebenen 
Selten  und  Winkel  des  Ihreiecks  berocfanen. 


Aufgabe  606.   Von  den  über  den  Seiten  r ««  — fr«  =  d«  =  lOOOOO  qdm 

a  und  fr  eines  Dreiecks  konstruiert  gedachten  Gegeben:  y  =  76© 40'  80,8" 

Quadraten  ist  das  Quadrat  über  a  um  (P  «    «  — ^=  (r  =  82020  10,5' 

=  100000  qchn  grösser  als  das  Quadrat  ttber        Andeutung.    Die  Auflösung  dieser  Aufgabe 

fr;   der  von    diesen  Seiten    eingeschlossene  ist  analog  der  Auflösung  der  Au^be  605. 
Whikel  /  ist  =  76^  40'  30,8"  und  die  Differenz 
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der  jenen  Seiten  gegentibarllegenden  Winkel 
a  nnd  jj  beträgt  d  =  32<>  20'  10^5";  maH  soU 
aus  diesen  An^en  die  nicht  gegebenen  Seiten 
und  Winkel  des  Dreiecks  berechnen. 


Aufgabe  607.  Die  beiden  den  Seiten  a 
und  h  emes  Dreiecks  gegenüberliegenden 
Winkel  a  nnd  /?  sind  bezw.  =  73<>  44'  23,3" 
und  =  9^  31'  38,2";  die  Differenz  der  Inhalte 
der  über  jenen  Seiten  konstruiert  gedachten 
Quadrate  ist  (?  =  20400  qm;  wie  gross 
müssen  die  ni^t  gegebenen  Seiten  nnd  Winkel 
dieses  Dreiecks  sein? 


f  a2—  &2  ::r:  d2  =  20400 qm 
Gegeben:  {  «  =  780  44'  28,3" 

\  ^  =  90  31' 38,2" 

Andeutung.    Die  Auflösung  dieser  Anlgabe 
ist  analog  der  Auflösung  der  Au^be  602. 


Aoi^be  608.  Die  Seite  a  eines  Dreiecks 
ist  13  m  Lmg,  die  Summe  der  Inhalte  der 
Quadrate,  welche  man  über  den  beiden  an- 
dern Seiten  h  und  c  konstruiert  denken  kann, 
ist  S*  =  421  qm  und  die  zn  der  letzteren 
dieser  Seiten  (zur  Seite  c)  gehörige  Höhe  he 
misst  12  m;  wie  gross  sind  die  Winkel  und 
die  Seiten  b  und  c  dieses  Dreiecks? 

Figur  197. 


Erkl«  868.    Aus'  der  nebenstehenden  Grlei- 
chung:  '      

erhftlt  man  c  wie  folgt: 

c  q=  \/a«  -  h%  =  ±  |/5f2  — c2-  hh 

(c  +  Va^  -  h^ef  =  (±  V S^  —  <^  —  h^cf  . 
c«  +  2c  \/a2  — Ä2<j  +  a2  — Ä»o  =  5f2  — c2  — Äa^ 
2c«  +  2c  \/a8  — ä2^  =  SS  — o« 

o  -r-       /s r^        S^  —  a^ 

e^Zfe  ya^  —  h^c  = § 

'^        2       """V  2         / 

V+  2         )    =^^-  +  —4 

2  "■—  V  4 

,  =  + vZE^+l  v/25^:;ri^zr^ 

oder 


—  Ä«. 


<^T 


I  52  -f-  c2  =  flfj  r=  421  qm  1 
Gegeben :  <  a  =  13  m 

l  A«=12m 

Andeutung.    Die  Seite  c  kann  map  wie 
folgt  berechnen: 

Gemäss  der  Aufgabe  ist:  l 

a)  .  .  .  62-|-c«  =  S8  ^ 

femer  bestehen,  siehe  Figur  197,  zwicken 
den  Abschnitten  c*  und  <;"  der  Seite  r,  den 
Seiten  a  und  b  und  der  Höhe  A«  die  Edi- 
tionen:   

b)  .  .  .  ü'  =  ±  Va«-Ä2. 
und  

c)  .  .  .  c"  =  ±  l/fr«  — Ä«c 

Setzt  man  den  aus  Gleichung  a)  fär  i^ 
sich  ergebende  Wert: 

d)  .  .  .  6«  =  S«-c2 

in  Gleichung  c),  so  erhftlt  man: 

e)  .  .  .  c"  =  ±  ysi  —  c^  —  h^c 
Addiert  man  die  Gleichungen  b)  mid  el 

so  erhftlt  man  femer: 


C'  +  C"  =  +  i/o»  — Ä2c±  \/S8-.c2— Ä«. 

oder,  da: 

C'  +  C"=rc 

ist,  für  ^  die  Bestimmungsgleiehmüg; 


Löst  man  diese  Gleichmig  äi  bezog  aof 
c  auf  imd  berücksichtigt  man  hinsiditlich  der 
verschiedenen  Vorzeichen  die  ErkL  279,  m 
erhält  man  nach  der  Erkl.  863  für  c: 


A) 


Hat  man  hiernach  e  berechnet,  so  kann 
man  nach  Gleichung  d)  die  Seite  b  bestinimen. 
Den  Winkel  ß  kami  man  ans  he  nnd  a,  den 
Winkel  a  ans  he  nnd  b  berechnen. 


Preisgekrönt  in  Frankfurt  a.  H  1881. 


Der  ausführliche  Prospekt  und  das  ausführliche  In- 

haltsyerzeichnis  der  „vollständig  gelösten  Aufgabensammlung 
von  Dr.  Ad.  Kleyer"  kann  von  jeder  Buchhandlung,  sowie  von 
der  Verlagshandlung  gratis  und   portoft*ei  bezogen  werden. 

Bemerkt  sei  hier  nur: 

1).  Jedes  Heft  ist  aufgeschnitten  und  gat  brochiert,  um  den  sofortigen  und  dauern- 
den Gebranch  zu  gestatten. 

^).  Jedes  Kapitel  enthält  sein  besonderes  Titelblatt,  Inhaltsverzeichnis,  Berichtigungen 
nnd  Erklärungen  am  Schiasse  desselben. 

0.  Auf  jedes  einzelne  Kapitel  kann  abonniert  werden. 

!).  Monatlich  erscheinen  8 — 4  Hefte  zu  dem  Abonnementspreise  von  25  Pfg.  pro  Heft. 

5).  Die  Beihenfolge  der  Hefte  im  nachstehenden,  knrz  angedeuteten  Inhaltsverzeich- 
nis ist,  wie  aus  dem  Prospekt  ersichtlich,  ohne  Jede  Bedeutung  für 
die  Interessenten. 
r  3).  Das  Werk  enthält  Alles,  was  sich  überhaupt  auf  mathematische  Wissenschaften 
bezieht,  alle  Lehrsätze,  Formeln  and  Regeln  etc.  mit  Beweisen,  alle  praktischen 
Aufgaben  in  vollständig  gelöster  Form  mit  Anhängen  ungelöster  analoger  Auf- 
gaben und  vielen  vortrefflichen  Figuren. 

7).  Das  Werk  ist  ein  praktisches  Lehrbuch  für  Schüler  aUer  Schulen,  das 
beste  Handbuch  ftlr  Lehrer  und  Examinatoren,  das  Torsüglichste  Iiehrbuchi 
8um  Selbststudium,  das  Tortrefflichste  Nachschlagebuch  für  Fachleate       I 
Techniker  jeder  Art.  | 

8).  Alle  Buchhandlangen  nehmen  Bestellangen  entgegen. 


jtrie. 

Das  vollständige 

'  lOO,    Mit  1  Figui'. 

Inhaltsverze? 


der    bis    jeiiZlf    erSCJIienei^Cr*^«!*«  ^Q  weichen  Beslehangen    Bwiaohen  den 

.lukelhaibierendea  TransTersaUn  und  Seiten- 

kann  durch  jede  Buchhandlung  bezr**  *°'°  ' 

.Jttgart  1887. 

Halbjährlich  erscheinen  Nacl^ on    JuliuS    Maier. 


.^^nsftmmlung  «rtclMint  fortlaufand,  monttlich  3—4  Hafte,  «im 

mit  eigener  Paginiening  verteilen,  to  dats  jedes  derselben  einen  Btnd  bilden  wird. 

^ständige  Inhaltsverzeichnis  der  bis  jetzt  erschienenen  Hefte  1—266 
kann  durch  iede  Buchhandluna  bezoaen  werden. 


■      ■■ 

".    1 


•-' 


c=F  V  _ 

CÄ  +  c  /a«  —  Ä2c  =  -^ 


^  +  c 


V/aa-Ä^c  +  r 


2 


""        2       """V         i 
l^  + 2 j    =-2-  +  -4 


2 

-Ä2c 


2S«_a2  — Ä2, 


^  + 2—  ^-y  4 


oder 


2 


-yf^^"***  ±  V'2S«--a2-Ä2c] 


Den 
Winkel 


ammlung 


I 
I 


—  nebst  Anhängen  ungelöster  Aufgaben,  für  den  Schul-  &  Selbstunterricht  — 

mit 

iogabe  md  EBtflcUimg  der  benutzten  Sätze,  Formeln,  Regeln  in  Fragen  nnd  intf orten 

erl&atert  durch 

viele  Holzschnitte  &  lithograpL  Tafeln, 

auB  allen  Zweigen 
der  Beehenkiuisty  der  niederen  (Algebra,  Planimetrie^  Stereometrie,  ebenen  n.  sph&rischen 
Trigonometrie,  synthetischen  Geometrie  etc.)  n.  hSheren  Mathematik  (höhere  Analysis, 
Differential-  n.  Integral-Rechnung,  analytische  Geometrie  der  Ebene  u.  des  Raumes  etc.);  — 
aus  aUen  Zweigen  der  Physik)  Meehaaik,  Graphestatik,  Chemie«  Geodftgie,  Nantik, 
mathemat.  Geographie,  Astronomie;  des  Maschinen-,  Strafsen-,  EisenbahB-,  Wasser-, 
BrtlokeB-  u.  Hoehban's;  der  Konstmktionslehren  als:  darstell.  Geometrie,  Polar-  u. 

Parallel-PerspeetiTe,  Sehattenkonstmktionen  etc.  etc. 

fttr 

Schüler,  Stadierende»  Kandidaten,  Lehrer,  Techniker  jeder  Art,  Militärs  etc. 

zum  einzig  richtigen  und  erfolgreichen 

Studium,  zur  Forthülfe  bei  Schularbeiten  und  zur  rationellen  Verwertung 

der  exakten  Wissenschaften, 

herausgegeben  von 

Dr«  Adolph  Kleyer, 

Afathemakikor,  vereideter  kOnigl.  preuM.  Feldmesser,  Yereideter  grossh.  hessifoher  Geometer  I.  Klasse 

in  Frankfurt  a.  M. 
imter  Mitwirkung  der  bewährtesten  Kr&fte. 
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I  Fortsetzung  von  Heft  289.   —    Seite  385—400,    Mit  1  Figuf. 
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Preisgekrönt  in  Frankfurt  a.  M.  1881. 

PROSPEKT. 

Dieses  Werk,  welchem  kein  ähnliches  zur  Seite  steht,  erscheint  monatlich  in  3 — 4 
Heften  sn  dem  billigen  Preise  Ton  25  ^  pro  Heft  und  bringt  eine  Sammlang  der  wichtig- 
sten nnd  praktischsten  Aufgaben  ans  dem  Gesamtgebiete  der  Mathematik,  Phjslk, 
Mechanik,  math*  Geographie ,  Astronomie ,  des  Maschinen- ,  Strassen- ,  Eisenbahn-, 
Brücken-  nnd  Hochbanesy  des  konstrukÜTen  Zeichnens  etc.  etc.  und  swar  in  ToUstftndig 
geKWter  Form,  mit  Tlelen  Figuren,  ErklSrnngen  nebst  Angabe  und  Entwickeimg  der 
benntiten  SStie,  Formeln,  Regein  in  Fragen  mit  Antworten  etc.,  so  dass  die  Lösung 
jedermann  verstAndlich  sein  kann,  bezw.  wird,  wenn  eine  gr5ssere  Anzahl  der  Hefte  er- 
schienen ist,  da  dieselben  sich  in  ihrer  Gesamtheit  ergänzen  und  alsdann  auch  alle 
Teile  der  reinen  und  angewandten  Mathematik  —  nach  besonderen  selbständigen  Kapi- 
teln angeordnet  —  Torliegen. 

Fast  jedem  Hefte  ist  ein  Anhang  ron  mgelSsten  Aufgaben  beigegeben,  welche  der 
eigenen  Lösung  (in  analoger  Form,  wie  die  bezflglichen  gelösten  Aufgaben)  des  Studierenden 
aberlassen  bleiben,  und  zugleich  von  den  Herren  Lehrern  für  den  Schulunterricht  benutzt 
werden  können.  —  Die  Losungen  hierzu  werden  später  in  besonderen  Heften  für  die  Hand  des 
Lehrers  erscheinen.  Am  Schlüsse  eines  jeden  Kapitels  gelangen:  Titelblatt,  InhaltsTenelch- 
nis,  Berlchtigongen  und  erläuternde  Erklärungen  über  das  betrelfende  Kapitel  zur  Ausgabe. 

Das  Werk  behandelt  zunächst  den  Hauptbestandteil  des  mathematisch-naturwissen- 
schaftlichen ünterrichtsplanes  folgender  Schulen:  Realschulen  I.  und  IL  Ord.,  gleich- 
berechtigten höheren  Bürgerschulen,  PriTatschnlen,  Gymnasien,  Realgymnasien,  Pre- 
gymnasien,  Schullehrer- Seminaren,  Polytechniken,  Techniken,  Bangewerkschulen, 
Gewerbeschulen,  Handelsschulen,  techn.  Torbereitungssehnlen  aller  Arten,  gewerbliche 
Fortbildungsschulen,  Akademien,  üniTersitäten,  Land-  und  Forstwissenschafbisehulen, 
Militärschulen,  Torbereitnngs- Anstalten  aller  Arten  als  s.  B.  für  das  Ei^fährlg-Fret" 
wiUige-  nnd  Offlilers-Examen,  etc. 

Die  Schüler,  Studierenden  und  Kandidaten  der  mathematischen,  technischen  und 
naturwissenschaftlichen  Fächer,  werden  durch  diese.  Schritt  für  Schritt  gelüste,  Aufgaben- 
sammlung immerwährend  an  ihre  in  der  Schule  erworbenen  oder  nur  gehörten  Theorien  etc 
erinnert  und  wird  ihnen  hiermit  der  Weg  zum  unfehlbaren  Auffinden  der  Lösungen  der- 
jenigen Aufgaben  gezeigt,  welche  sie  bei  ihren  Prüfungen  zu  lösen  haben,  zugleich  aber  auch 
die  überaus  grosse  Fruchtbarkeit  der  mathematischen  Wissenschaften  vorgefahrt 

Dem  Lehrer  soll  mit  dieser  Aufgabensammlung  eine  kräftige  Stütze  für  den  Schal- 
unterricht geboten  werden,  indem  zur  Elrlemung  des  praktischen  Teiles  der  mathematischen 
Disziplinen  —  zum  Aufläsen  ron  Aufgaben  —  in  den  meisten  Schulen  oft  keine  Zeit  er- 
übrigt werden  kann,  hiermit  aber  dem  Schüler  bei  seinen  häuslichen  Arbeiten  eine  voll- 
ständige Anleitung  in  die  Hände  gegeben  wird,  entsprechende  Aufgaben  zu  läsen,  die  ge- 
habten Regeln,  Formeln,  Sätze  etc.  anzuwenden  und  praktisch  zu  verwerten.  Lust,  Liebe 
und  Terständnls  für  den  Schul-Ünterricht  wird  dadurch  erhalten  und  belebt  werden. 

Den  Ingenienren,  Architekten,  Technikern  und  Fachgenossen  aller  Art,  Militärs 
etc.  etc.  soll  diese  Sammlung  zur  Auffrischung  der  erworbenen  und  vielleicht  vergessenen 
mathematischen  Kenntnisse  dienen  und  zugleich  durch  ihre  praktischen  in  allen  Derafs- 
zweigen  vorkommenden  Anwendungen  einem  toten  Kapitale  lebendige  Kraft  verleihen  und 
somit  den  Antrieb  zu  weiteren  praktischen  Terwertnngen  und  weiteren  Forschungen  geben. 

Alle  Buchhandlungen  nehmen  Bestellungen  entgegen«  Wichtige  und  praktische  Auf- 
gaben werden  mit  Dank  von  der  Redaktion  entgegengenommen  nnd  mit  Angabe  der  Namen 
verbreitet.  —  Wünsche,  Fragen  etc.,  welche  die  Redaktion  betreffen,  nimmt  der  YerÜMser, 
Dr.  Kleyer,  Frankfurt  a.  M.  Fischerfeldstrasse  16,  entgegen  und  wird  deren  Erledigong 
thunlichst  berücksichtigt. 

Stuttgart.  Die  Terlagshandlung. 
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Angabe  609.    Die  Seite  a  einee  Drei-  r  c«  ~  l^  =  (2s  =  13&59  qm 

ecks  ist  =  101  m,   der  Inhalt  des  Qnadrats        Gegeben:  \  a  =  101  m 

über  der  grosseren  der  beiden  andern  Seiten,  l         ^  —  ^  °^ 

nämlich  über  der  Seite  c,  ist  um  eP  =  18559  qm        Andentnng.  Man  berechne  zunächst,  siehe 

grösser  als  der  Inhalt  des  Qnadrats  über  der  Figor  197,  ans  a  nnd  hc  den  Winkel  ß  mit- 

dritten  Seite  6,  nnd  die  zu  jener  Seite  c  ge-  tels  der  Relation: 

hörige  Höhe  he  misst  20  m:  man  soU  hieraus  ^ 

die  nicht  gegebenen  Seiten  nnd  Winkel  des  A)  .  .  .  sin^  =  — 

Dreiecks  berechnen.  t^       ,.       i.  .^  i    j         ^v  ^ 

Dann  berechne  man  mittels  der  na&h  dem 

Projektionssatz  sich  ergebenden  Belation: 
5«  =  a«  +  c«  — 2acco8^ 

indem  man  dieselbe  anf  die  Form: 
2ac  cos^  =  a«  +  c»  —  &2 

bringt,  gemäss  der  Aufgabe: 

a)  .  .  .  c«  —  5»  =  <|8 

setzt  und  die  somit  erhaltene  Gleichung  nach 
c  auflöst,  wonach  man: 

'  2a  cos^ 

erhält,  die  Seite  c.  Nachdem  c  und  ß  be- 
rechnet sind,  hat  die  Berechnung  der  übrigen 
Wudkel,  bei  welcher  die  für  c  und  ß  berech- 
neten Werte  benutzt  werden  können,  keine 
Schwierigkeit  mehr. 


Aufgabe  610.    Man  soU  die  Seiten  und  f  }ß  +  e^  =.8^=.  394qm 

Winkel  eines  Dreiecks  berechnen,  dessen  In-        Gegeben:  \  a  =  14m 

halt  i^  =  84  qm,  dessen  Seite  a  =  14  m  ist,  l         F  =  84qm 

und  dessen  Seiten  h  und  c  solchen  Längen       Andentnng.  Gemäss  der  Aufgabe  besteht 

entsprechen,  dass  die  Summe  der  Inhalte  der  die  Relation: 
Quadrate  über  denselben  8^  =  394  qm  be-  a)  .  .  .  fe«  4-  c«  =  5« 

^^  femer  hat  man  nach  dem  Projektionssatz: 

b)  .  .  .  a«  =  6«-f-c»  — 26C-C08O 

und  nach  dem  in  der  Erkl.  151  aufgestellten 
Satz: 

c)  .  .  .  .  F=  -^sma 

Aus  diesen  drei  Gleichungen,  welche  die 
drei  Unbekannten  6,  c  und  a  enthalten,  kann 
man  zunächst  den  Winkel  a,  wie  folgt  be- 
stimmen. 

Setzt  man  in  Gleichung  b)  nach  Glei- 
chung a)  für: 

und  f&r  h  •  c  nach  Gleichung  c): 

2F 

hc  =  — ; 

sma 
so  erhält  man: 

4F 

a^=z8^ : oosa 

sma 

0«  =  S«  —  4tFctga 
mithin: 

A)  .  .  .  ctg«  =  — jjr- 

Kleyar,  Eben»  Trigonometrie.  25 
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Da  man  mmmehr  von  dem  Dreieek  b^-^c^, 
a  nnd  a  kennt,  so  kann  man  im  weiteren 
ver&hren  wie  in  der  Andentong:  znr  Auf- 
gabe 603  gesagt  wurde. 


Aufgabe  611.    Der  Flächeninhalt  F  eines  r  62  -|-  ^2  =  52  =  15241  qm 

Dreiecks  betrag  =  1200  qm,  der  Winkel  «  Gegeben:  j  a  =  43036'  10,1" 

desselben  ist  =  43®  36'  10,1"  und  die  Summe  l         ^  =  ^200  qm 

der  Inhalte  der  Quadrate   Aber  den  diesen  Andeutung.   Die  Auflösung  dieser  Auigabe  ist 
Winkel  einschliessenden  Seiten  b  und  c  ist  analog  äet  Auflösung  der  yoiigen  Aufgäe  610. 
S*  =  15241  qm;  man  soll  die  nicht  gegebenen 
Seiten  und  Winkel  des  Dreiecks  berechnen. 


Angabe  612.  Die  Seite  a  eines  Dreiecks 
iet  =  101  m,  der  Inhalt  des  Quadrats  über 
der  grösseren  der  beiden  andern  Seiten,  näm- 
lich ober  der  Seite  c,  ist  um  (iP  =  13559  qm 
grösser  als  der  Inhalt  des  Quadrats  über  der 
dritten  Seite  b;  der  Inhalt  F  des  Dreiecks 
beträgt  1200  qm;  man  soll  hieraus  die  nicht 
gegebenen  Seiten  und  Winkel  des  Dreiecks 
berechnen. 


Gegeben 


{<J2  -  ft2  =:  dt 
a  =  10: 
F=  12( 


—  h^=:dß=z  18559  qm 
101m 
1200  qm 


Andeutung.     Aus  der  in  der  Aufgabe 
gegebenen  Beziehung: 

C«— 62  =  <f2 

erhält  man  nach  der  ErkL  37: 
a)  .  .  .  (c  +  ft)(c  — 6)  =  tf2 

femer  hat  man  nach  den  in  der  Andeutung 
zur  Aufgabe  579  aufgestellten  Gldchunges 
A)  und  B)  die  weiteren  Beziehungen: 


b) 


und 


oder 


—  c  =  \/a2^4ir'tg 


T 


c) 


-5  =  - Va2-4Ftg~ 


Multipliziert  man  die  Gleichungen  b)  und  c) 
miteinander  und  setzt  in  der  somit  erhaltenen 
neuen  Gleichung  nach  Gleichung  a)  fUr  (c  -^  6)  • 
(c  —  b)  =  d*,  so  erhält  man  eine  gt>mo- 
metrische  Gleichung,  in  welcher  nur  die  Funk- 
tionen ctg  und  tg  des  unbekannten  Winkels  a 
vorkommen.  Löst  man  diese  Gleichung  durch 
Benutzung  entsprechender  goniometrischer 
Formebi  in  bezug  auf  ctga  anf,  so  erhtit 
man  schliesslich: 


A) 


leFi  +  d^  —  a^ 
ctg«  = ^'■-  „ 


nach  welcher  Gleichung  man  den  Winkd  a 
berechnen  kann.  Da  man  alsdann  von  dem 
Dreieck  a,  F  und  a  kennt,  so  kann  man  die 
übrigen  Seiten  berechnen  wie  in  der  Andeu- 
tung zur  Aufgabe  579  gesagt  wurde. 


Aufgabe  613.   Die  Seite  a  eines  Dreiecks  (  h^  —  e^  =  d^  =  9S^qm 

ist  13  m  lang,  die  zu  der  grösseren  der  beiden  Gegeben:  j  a  =  13  m 

andern  Seiten  b  und  c,  nämlich  die  zu  der  l  **=  11,2861m 

Seite  b  gehörige  Schwerlinie  (Mittellinie)  s^       Andeutung.   Gemäss  der  Aufgabe  besteht 

misst  11,2361  m,  und  das  Quadrat  aber  dieser  die  Beziehung: 


Anflg^aben  über  das  aohiefwüiUige  Dreieck  im  allgemeineiL  387 

Seite  b  ist  seinem  Inhalt  nach  um  (P  =  29  qm  a)  .  .  .&>  -—  c>  =  eis 

grösser  als  der  Inhalt  des  Quadrats  über  der  ferner  besteht  nach  dem  in  der  ErkL  299 

dritten  Seite  c.    Man  soll  ans  diesen  An-  angeführten  planimetrischen  Satz  zwischen 

gaben  die  nicht  gegebenen  Seiten  nnd  Winkel  den  Seiten  a,  6  und  c  und  der  Schwerlinie  Sh 

des  Dreiecks  bestimmen.  die  Relation: 

b)...a«  +  c2  =  2[.«5  +  (4y] 
Formt  man  die  Oleichnng  b)  wie  folgt  nm: 

2a«  +  2c8=4««ft-f-6« 
2a«4-<5*  +  c«  =  4««>  +  68 
2fl^_j-e2  =  ^sh  +  h^  —  C^ 
nnd  setzt  hierin  nach  Oleichnng  a)  für: 

ft2  — C>  =  (P 

so  erhält  man  in  bezng  anf  e  die  Bestim- 
mnngsgleichnng: 

2a«-|-c«  =  4««»  +  ii« 
nnd  hieraus  erhält  man: 

c)  .  .  .  c«  =  4««6  +  d«— 2a« 
oder  

A)  .  .  .  <?=  l/4««»  +  (P  —  2a« 

Setzt  man  femer  den  Wert  für  e*  ans 
Gleichung  o)  in  Gleichung  a),  so  erhält  man 
weiter: 

6«  =  4««ft  +  2ii«— 2a« 
oder 

B)  .  .  .  .  6  =  \/2(««6  +  d«  — a«) 

Hat  man  nach  den  Gleichungen  A)  und 
B)  die  Seiten  b  und  c  berechnet,  so  kennt 
man  von  dem  Dreieck  die  drei  Seiten  a,  b 
und  c  und^kann  somit  die  Winkel  berechnen 
wie  in  der  Auflösung  der  Aufgabe  119  ge- 
zeigt wurde. 


Angabe  614.    In  einem  Dreieck  ist  die 
Seite  a  =  87  dm  lang;   femer  beträgt  die  Gegeben: 

Summe  der  Inhalte  der  Quadrate,  welche  man 


f  ft2  +  c«  =  S«  =  1769  qdm 
a  =  87dm 
8b  =  87,977  dm 


sich  über  den  beiden  andern  Seiten  b  und  c        Andeutung.  Die  Auflösung  dieser  Au^be  ist 
konstruiert  denken  kann,    S*  =  1769  qdm,  im  allgemeinen  analog  der  Auflösung  der  Auf- 
nnd  die  zur  Seite  b  gehörige  Schwerlinie  Sh  S^^^  ^^^• 
misst  87,977  dm;  man  soll  die  Seiten  b  und 
c  und  die  ^ei  Winkel  des  Dreiecks  berechnen. 


Aufgabe  616.    Denkt  man  sich  über  den  fai-\-ci  =  8i=  149786 qdm 

zwei  Seiten  a  und  c  eines  bestimmten  Drei-  Gegeben:  <          sa  =  203,721  dm 

ecks  Quadrate  konatraiert,  so  erhält  man  zwei  l         **  =  268,1832  dm 

solche  Quadrate,  deren  Inhalte  zusammen  S^  Andentung.  Gemäss  der  Aufgabe  besteht 

=1=  149785  qdm  betragen;  wie  gross  müssen  die  Rehition: 

die  Seiten  und  Winkel  dieses  Dreiecks  sein,  ^^         o«  4-  c«  =  S« 

Zlf*  nach  den  Saiten  a  und  J  desselben  f^^^  ^/^       ^  ^^^  ^  ^  ^^  299 

«gezogenen    SchwerUnien    s,    und    s»    bezw.  an-gffliu-^  nlflalmetrigehm  Sat«  die  weitere 

203,721  dm  und  268,1832  dm  messen?  RdST  P***^**™""™  ^**  *"*  ^^^^ 
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oder 


a«  +  c«  =  2[««*  +  (|-y] 


b)  .  .  .  .  a«-(-c«  =  2««ft  +  ^ 

Sa 


Setzt  man  In  Glelcliiuig  b)  nach  Glei- 
chüng  a)  für: 

80  erhält  man  für  2»  die  Bestimmungagleichniig: 

und  hieraus  erl^ält  man  fnr  b: 

A)  .  .  .  .  h=  y2S^^48h 

Da  man  nnnmehr  von  dem  Dreieck  ^ 
8b  und  b  kennt,  so  kann  man  im  weitere  die 
übrigen  Stücke  berechnen  wie  in  der  Andeih 
tong  zur  Aufgabe  427  gesagt  wurde. 


Aufgabe  616.  Die  über  den  Seiten  a 
und  b  eines  bestimmten  Dreiecks  konstruiert 
gedachten  Quadrate  haben  solche  Inhalte,  dass 
deren  Summe  8^  =  21650  qm  beträgt.  Die 
zu  jenen  Seiten  gehörigen  Schwerlinien  s«  und 
81,  messen  bezw.  79,4119  und  146,9906  m; 
wie  gross  müssen  die  Seiten  und  Winkel  dieses 
Dreiecks  sein? 


Gegeben 


■■{ 


a«  +  6«  =  S«  =  21650  qm 
8a  =  79,4119  m 
8b  =  146,9906  m 


Figur  198. 


Andeutung.   Gemäss  der  Aufgabe  bestekt 
die  Relation: 

a)  .  .  .  a«  +  5«  =  S« 

femer  bestehen,  siehe  Figur  198,  nach  dem 
in  der  ErkL  299  angefühlten  pknimetriscfaen 
Satz,  die  Beziehungen: 

b)  .  .  .  5«-[-c«  =  2-««fl  +  -^ 

Ja 

und 

Iß 

c)  .  .  .  oa  +  <j2=:2-««ft  +  -^ 

Addiert  man  die  Gleichungen  b)  und  e), 
so  erhält  man: 

o« -f  ft« + 2c«  =  2««a  +  2««6  + -^??4-^ 

Setzt  man  in  dieser  Gleichung  nach  Glei- 
chung a)  für: 

a«  +  d«  =  Ä2 

so  erhält  man  für  c  die  Bestimmungsgleichaiig: 

und  hieraus  erhält  man: 

2c«  =  2«a«  +  2«8»  +  ^—  S« 

2c«  =  2Ä«a  +  2««»-^ 

j> 

C«  =  «««  +  ««ft-^ 

oder 

A)...  c  =  y^a+««5-:J 

nach  welcher  Gleichung  man  die  Seite  e  be- 
rechnen kann. 


Au^ben  ttber  das  schiefwinklige  Dreieck  im  allgemeinen. 


389 


Subtrahiert  man  femer  die  Gleichnng  b) 
von  c),  so  erhält  man: 

und  hierans  kann  man  (a^  —  b^  bestimmen, 
man  erhält: 

08  -  62  —  1-—-^  =  28h  -  2  A 
2(a2  — d«)  +  (a«— 62)  =  4(»«6-  «««) 


oder 
d)  . 


.  a«  — 6«  =  y(«2ft  — A) 


Mittels  dieser  Gleichnng  nnd  der  ge- 
gebenen Gldchnng  a)  kann  man  leicht  die 
Seiten  a  nnd  b  berechnen.  Da  man  nnnmehr 
die  drei  Seiten  a,  b  nnd  c  des  Dreiecks  kennt, 
so  kann  man  die  gesuchten  Winkel  berechnen 
wie  in  der  Anflösung  der  Anfgabo  119  ge- 
zeigt wnrde. 


Angabe  617.  Die  den  Winkel  /  emes 
Dreiecks  halbierende  Transversale  Wy  teilt  Gegeben 
die  Gegenseite  in  die  beiden  Abschnitte  c'ur 
and  c'*„,  von  welchen  der  der  Seite  a  an- 
liegende Abschnitt  c'w  =  6,5  dm  nnd  der  der 
Seite  b  anliegende  Abschnitt  c"^  =  7,5  dm 
misst  Das  Quadrat  über  der  grösseren  der 
beiden  andern  Seiten  a  nnd  c,  nämlich  über 
der  Seite  a,  ist  seinem  Inhalt  nach  vm  tP  = 
20400  qdm  grösser  als  der  Inhalt  des  Qua- 
drats über  der  Seite  b;  wie  gross  sind  die 
Seiten  und  Winkel  des  Dreiecks? 


■■{ 


o«  —  6«  =  d«  =  20400  qdm 
c'to  =  6,5  dm 
c"ir  =  7,5  dm 

Andeutung.  Gemäss  der  Aufgabe  besteht 
die  Beziehung: 

a)  .  .  .  a2  —  6«  =  («2 

femer  besteht  nach  der  Erkl.  315  die  Be- 
ziehung : 


h) 


.  c'w :  c'^to  =  a:b 


Aus  diesen  beiden  Gleichungen  a)  und  b), 
welche  die  beiden  unbekannten  a  und  b  ent- 
halten, kann  man  die  letzteren  berechnen. 
Sind  a  und  b  berechnet,  so  kennt  man  von 
dem  Dreieck  die  drei  Seiten  a,  b  und  c 
(=  c'uf  +  c"tc)  und  kann  somit  die  Winkel 
dieses  I>reiecks  berechnen  wie  in  der  Auf- 
lösung der  Aufgabe  119  gezeigt  wurde. 


Anfjgabe  618.  Die  Summe  der  Inhalte 
der  Quadrate  über  den  beiden  Seiten  a  und  b 
eines  Dreiecks  ist  iS^  =  2650  qm,  die  Diffe- 
renz jener  Inhalte  ist,  in  Rücksicht,  dass  das 
Quadrat  über  a  grösser  als  das  über  b  ist, 
d^  =  1400  qm;  wie  gross  süid  die  Seiten 
und  Winkel  des  Dreiecks,  wenn  der  der 
Seite  a  gegenüberliegende  Winkel  a  = 
68«  29' 53"  beträgt? 


ra«  +  6«  =  fi^  =  2 

Gegeben:  {  a^^b^z=d»=l 

[  «  =  68029' 


a«  +  6«  =  fi^  =  2660  qm 

1400  qm 
63" 


Andeutung.     Aus    den   gegebenen   Be- 
ziehungen: 

a)  .  .  .  a«  +  fe2  =  S2 

und 

b)  .  .  .  a«~  52  =  ^2 

kann  man  leicht  die  Seiten  a  und  b  bestim- 
men. Dann  kennt  man  von  dem  Dreieck  die 
zwei  Seiten  a  und  b  und  den  der  grösseren 
dieser  Seiten  gegenüberliegenden  Winkel  a 
(siehe  Auflösung  der  Aufgabe  120). 
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Aufjpabe  619.  Zwischen  den  auf  die 
Lftngeneinheit  „Meter"  sich  beziehenden  Mass- 
zahlen der  drei  Seiten  a,  b  and  c  eines  Drei- 
ecks bestehen  die  Beziehungen: 

5  :  c  =r  1 : 2 
o*  -[-  62  =  4  qm 
o«  —  5«  =  2  qm 

man  soll  hieraas  die  Winkel  dieses  Dreiecks 
berechnen. 


Gegeben 


fa«+62  =  4q 

:  I  a«  —  6«  =  2  q 

l        h:c=zl: 


Andentnng.  Aas  den  dorch  die  Aufgabe 
gegebenen  Beziehangen  kann  man  leicht  jede 
der  drei  Seiten  a,  b  and  c  des  Dreiecks  in 
die  gegebenen  Masszahlen  ansdrftckeQ.  Da 
man  alsdann  von  dem  Dreieck  die  drei  Seiten 
kennt,  so  kann  man  leicht  die  Winkel  be- 
rechnen wie  in  der  AafLösang  der  Aufgabe  1 19 
gezeigt  wurde. 


Aufgabe  620.  Die  Summe  zweier  Seiten 
a  und  b  eines  Dreiecks  ist  8  =  130  m;  die 
Summe  der  Inhalte  der  Quadrate  über  diesen 
Seiten  betragt  8^^  =  11042  qm  und  der  von 
jenen  Seiten  eingeschlossene  Winkel  y  ist 
=  124<>58'38,6'';  wie  gross  sind  die  Seiten 
und  die  nicht  gegebenen  Winkel  dieses  Drei- 
ecks? 


Gegeben 


f  a«  +  5«  = 


S;s  =  11042  qm 
;9=180m 
124P  68'  88,6'' 


und 


Andeutong.    Ans  den  dureh  die  Aufgabe 
gegebenen  Buchungen: 

a)  .  .  .  a«  +  6«=S;« 

b)  .  .  .  a  +  b  =z8 

kann  man  jede  der  Seiten  a  und  b  berechnflo. 
Da  man  alsdann  von  dem  Dreieck  die  zwa 
Seiten  a  und  b  und  den  Ton  beiden  eangt- 
schlossenen  Winkel  /  kennt,  so  kami  man  k 
weiteren  verfahren  wie  in  der  AuflOeiing  d« 
Aufgabe  118  gezeigt  wurde. 


Angabe  62L  Die  Seite  a  eines  Dreiecks 
ist  um  (f  s=  48  m  grösser  als  die  Seite  b 
und  das  ttber  der  Seite  a  konstruiert  ge- 
dachte Quadrat  hat  einen  Inhalt,  welcher  um 
d^*  =  8161  qm  grösser  ist  als  das  ttber  der 
Seite  b  konstruiert  gedachte  Quadrat  Wie 
gross  sind  die  Seiten  und  Winkel  des  Drei- 
ecks, wenn  der  der  grösseren  Seite  a  gegen- 
überliegende Wfaik^  a  =  19^  36'  40''  beträgt? 


oS  — ^  =  dia  =  8161i^ 


und 


{o«  — 6«  =  di«  =  8161 
a  —  b  =zd  =z  48m 
«  =  790  36' 40" 

Andeutung.  G^emäss  der  Aai^g;abe  beeteheD 
die  Bdationen: 

a)  .  .  .  o«  — 6«  =  d,« 

b)  .  .  .  a  —  6  =  d 

Berücksichtigt  man,  dass  sieh  nach  der 
ErkL  87  die  Oleichung  a)  in  der  Fora 
schreiben  Ifisst: 

c)  .  .  .  (a  +  &)(a  — 6)  =  (ii« 

so  erhält  man,  wenn  man  die  Gleichung  c) 
durch  Gleichung  b)  dividiert: 


d) 


a-\-h  = 


_    ^1« 


Aus  den  Gleichungen  b)  und  d)  kann  mai 
nunmehr  leicht  die  Seiten  a  und  b  beredmei. 
Da  man  alsdann  von  dem  Dreieck  die  Seiten 
a  und  b  und  den  der  grösseren  Seite  a  gegen- 
überliegenden  Winkel  a  kennt,  so  kann  man 
im  weiteren  verfahren  wie  in  der  Anflöavig 
der  Aufgabe  120  gezeigt  wurde. 


Aufgabe  622.  Die  Summe  der  zwei  Seiten  f  o«  +  6«  =  5,«  =  89  qm 

a  und  6  eines  spitzwinkligen  Dreiecks  ist        Gegeben:  j     a-f-6  =  5=18m 
iS'  =  13  m,  die  Summe  der  Inhalte  der  Quar  l  !?•=  19 qm 

drate,  welche  man  fiber  diesen  Seiten  kon-       Andeutung.  Gemäss  der  Aufgabe  bestehen 

struiert  denken  kann,  ist  Sj^  =  89  qm;  wie  die  Relationen: 
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gross  sind  die  Seiten  und  Winkel,  wenn  der  a)  .  .  .  o^-t"  ^^  =  '^i^ 

Flächeninhalt  F  des  Dreiecks  =  19  qm  be-  und 

trägt?  b)  .  .  .  a  +  fe  =  S 

und  ans  diesen  beiden  Gleichungen  kann  man 
jede  der  Unbekannten  a  nnd  h  berechnen. 
Sind  die  Seiten  a  nnd  h  hiemach  berechnet, 
so  kann  man  mittels  der  aas  der  Erkl.  151 
sich  ergebenden  Relation: 

c)  .  .  .  F  =  -^  •  smy 

d^  Winkel  /  berechnen.  Da  man  alsdann 
von  dem  Dreieck  die  zwei  Seiten  a  nnd  h 
und  den  von  beiden  eingeschlossenen  Winkel  / 
kennt,  so  kann  man  die  fibrigen  Stacke  be- 
rechne wie  in  der  Auflösung  der  Aufgabe  118 
gezeigt  wurde. 


Aufgabe  628.   Die  Summe  zweier  Seiten  r  a^  -|-  6«  =  fifi«  =  162,482  qdm 

a  und  ft  eines  Dreiecks  ist  jS'  =  442  dm,  die  Gegeben:  <     a  +  6  =  fif  =  442dm 

Summe  der  Inhalte  der  fiber  diese  Seiten  l          ^  =  1Ö9,0603  dm 

errichtet   gedachten   Quadrate   beträgt    S^  Andeutung.  Gemäss  der  Aufgabe  bestehen 

=  162,482  qdm  und  die  nach  der  lütte  der  die  Relationen: 

dritten  Seite  c  gezogene  Schwerlinie  Sc  misst  ^       .  a^  -1-  2»^  =  iSf  s 

199,0603  dm;  man  soll  hieraus  die  Winkel  xa^i^         -  •  -      ^           i 

und  Seiten  des  Dreiecks  berechnen.  •    \i)  ,  ,  .  a-\-h  =  S 

und  aus  diesen  beiden  Gleichungen  kann  man 
jede  der  Seiten  a  und  h  berechnen.  Femer 
besteht  nach  dem  in  der  Erkl.  299  ange- 
führten plammetrischen  Satz  die  Beziehung: 

c)  .  .  .  a«  +  ft2  =  2««^  +  -^ 

Setzt  man  in  derselben  nach  Gleichung  a) 
für: 

so  erhält  man: 

d)    .   .    .   5i2  =  2«2c  +  -^ 

aus  welcher  Gleichung  man  leicht  die  dritte 
Seite  c  berechnen  kann.  Da  man  nunmehr 
von  dem  Dreieck  die  drei  Seiten  a,  h  und  c 
kennt,  so  kann  man  im  weiteren  die  Winkel 
des  Dreiecks  berechnen  wie  in  der  Auflösung 
der  Aufgabe  119  gezeigt  wurde. 


Aufjgabe  624.  Die  Seite  e  eines  Dreiecks  f  die  Be2dehung  a«  =  c«  +  3  62 

misst  10  m  und   der  derselben  gegenüber-  Gegeben:  \  c  =  10m 

liegende  Winkel  y  beträgt  30®;  wie  gross  l  y  =  80® 

smd  die  Seiten  und  Winkel  dieses  Dreiecks,        Andeutung.   Gemäss  der  Aufgabe  besteht 

wenn  zwischen  den  drei  Seiten  die  Beziehung:  die  Relation: 

a«  =  c«  +  85«  a)  .  .  .  o2  =  c2  +  3fe2 

^^'^^'^  femer  hat  man  nach  dem  Projektionssatz  die 

Relation : 

b)  .  .  .  a2  =3  52-f-c«  — 26c.co8y 

Aus  den  Gleichungen  a)  und  b)   ergibt 
sich  für  h  die  Bestimmungsgleichang: 
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woraus  man  die  Sdte  b  berechnen  kamt  Ist 
b  berechnet,  so  kann  man  ans  Gleichang  a) 
leicht  a  berechnen  und  dann  die  gesachten 
Winkel  mittels  der  Sinnsregel  bestimmen. 


Angabe  626.    Den  Seiten  a,  b  md  c  [  c^  +  4ifi  =  eo 

entsprechen  solche  auf  ein  und  dieselbe  Längen-  Gegeben :  |  c«  —  40«  =  8  d  —  6« 

einheit  sich  beziehende  Masszahlen,  dass  zwi-  l  6«  —  2a«  =  26 

sehen  denselben   folgende  Beziehungen  be-  Andeutung.   Man  berechne  ans  den  dorch 

stehen:  die  Aufgabe  gegebenen  drei  Gleichungen,  in 

c«  +  4a«  =  60  welchen  die  dwi  Unbekannten  a,  t  und  f 

M  H  a^  —  Ifc  *"  ^*  vorkommen ,    zunächst   diese   Unbekannten; 

dann  denke  man  sich  ein  Dreieck,  dessen 

Man  soll  hieraus  die  Winkel  des  Dreiecks  drei  Seiten,  bezw.  den  für  a,  5  und  c  g^ 

unter  der  Voraussetzung  berechnen,  dass  bei  fondenen  Masszahlen    entsprechen    und  be 

den  in  der  Auflösung  vorkommenden  Wut-  rechne  die  Winkel  dieses  Dreiecks  wie  in  der 

zehi  nur  deren  positiven  Werte  Gültigkeit  Auflösung  der  Aufgabe  119  gezei^  wurde. 

haben.  

Aufgabe  626.  Die  Summe  der  drei  Seiten  [     a4-6-fc  =:u  =  42m 

a,  b  und  c  eines  Dreiecks  ist  w  =  42  m,  die  Gegeben;  l                  c  =  a  +  b  —  Um 

Seite  c  ist  um  14  m  kleiner  als  die  Summe  l  a2  +  6«  +  c«  =  590qm 

der  beiden  andern  Seiten  a  und  b ,  und  die  Andeutung.    Aus  den  durch  die  Aufgabe 

Summe  der  Inhalte  der  Quadrate,  welche  direkt  gegebenen  drei  Gleichungen,  welche 

man  sich  über  den  drei  Seiten  konstruiert  die  Unbekannten  a,  b  und  c  enthalten,  kann 

denken  kann,  beträgt  590  qm.    Wie  gross  man  jede  derselben  berechnen.    Dann  kann 

sind  die  Seiten  und  Winkel,  und  welches  ist  man  im  weiteren  die  Winkel  und  den  Inhalt 

der  Inhalt  dieses  Dreiecks?  berechnen  wie  in  der  Auflösung  der  Auf- 
gabe 119  gezeigt  wurde. 


Au&abe  627.    Die  drei  Seiten  a,  b  und  c       OA^phpn-  i  a :  b :  c  =  13 :  15 :  14 

eines    Dreiecks    stehen   in   dem    Verhältnis       ''^^°™' j  a«  +  62  +  c2  =  S»  =  690qm 
13 :  15 :  14 ,  die  Summe  der  Flächeninhalte        Andeutung.  Aus  der  gegebenen  laufenden 

der  Quadrate,  welche  man  über  den  drei  Seiten  Proportion : 
konstruiert  denken  kann,  ist  iS^  =  590  qm.  a :  5 :  c  =  18 :  15 :  14 

Man  berechne  hieraus  die  Seiten  und  Winkel  Vsam  man  unter  anderem  die  Froportianen 

des  Dreiecks?  entnehmen: 

a)  .  .  .  a :  d  =  18  :  15 
und 

b)  .  .  .  a ;  c  =  13  :  14 

und  aus  diesen  Proportionen  erhält  man  bezw.: 

c)  ...  ^  =  -13-« 
und 

d)  .  .  .  c  =-13"« 

Setzt  man  diese  Werte  für  b  und  e  in 
die  durch  die  Aufgabe  gegebene  Gleichimg: 

e)  .  .  .  a2  +  l>8  +  c«=:S 

so  erhält  man  in  bezug  auf  a  eine  Bestim- 
mungsgleichung. Hat  man  nach  derselben 
die  Seite  a  berechnet,  so  kann  man  mittels 
der  Gleichungen  c)  und  d)  leicht  die  Seiten  h 
und  c  berechnen,  dann  im  weiteren  die  Winkel 
bestimmen  wie  in  der  Auflösung  der  Auf- 
gabe 119  gezeigt  wurde. 
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Angabe  628.  Zwischeii  den  auf  „Meter"  (  52-^^2  —  0«  =  (««  =  aiooqm 

sich  beziehenden  Masszahlen  a,  b  und  c  der  Gegeben:  |  b-f-c  =  S=  176m 

drei  Seiten  eines  Dreiecks  bestehen  die  Be-  l  «  =  '^3^^'  23,8" 

ziehnngen:  Andeutung.    Nach  dem   Projektionssatz 

J8+ c« -  o«  =  d»  =  2100  qm  hat  man  die  Relation: 

6  +  c  =  5=  175m  ,  ^,  ,  ,  und  hieraus  ergibTsich: 

Wie  gross  sind  die  Seiten  und  Winkel  «x  i.«  1    •       « 

dieses  Dreiecks,  wenn  der  der  Seite  a  gegen-  ^^^  '  ^^'^  =  «^  +  c«-«« 

fiberliegende  Winkel  a  =  73®  44'  23,3"  ist?  oder,  wenn  man  gemftss  der  Aufigabe  für: 

setzt: 

a)  .  .  .  2be  •  cos«  =  d^ 

femer  hat  man  nach  der  Aufgabe  die  Relation: 

h)  .  .  ,  h  +  e  =  8 

und  aus  diesen  beiden  Gleichungen,  welche 
die  Unbekannten  b  und  c  entMten,  kann 
man  leicht  die  Seiten  b  und  c  berechnen. 
Da  man  hiemach  die  Seiten  b  und  c  und 
den  Winkel  a  kennt,  so  kann  man  im  weiteren 
verfahren  wie  in  der  Auflösung  der  Auf- 
gabe 118  gezeigt  wurde. 


Angabe  629.    Zwischen  den  auf  Dezi-  r  c»  —  a«  —  6«  =  d»  =  3359  qdm 

meter  sich  beziehenden  Maeszahlen  a,  ft  und  c  Gegeben:  l  «  =  430  36'  10,1" 

der  Seiten  eines  Dreiecks  besteht  die  Relation :  l  ^  =  1  lo  25'  16,8" 

c«  —  o«  —  fe«  =  d2  =  3359  qdm  Andeutung.    Nach  dem  Projektionssatz 

Wie  gross  sind  jene  Seiten,  wenn  die  den  hat  man  die  Relation: 
beiden  ersteren  gegenfiberüegenden  Winkel  a  c^  =  oS  -4-  52  —  2a&  •  cos/ 

jmd  ß  bezw.  43«36'  10,1"  und  n<>25'l6,3"  ^^  hieraus  erhiüt  man: 

^'^^^^  c«-a2-62  =  «2a6.co8y 

oder,  wenn  man  gemäss  der  Aufgabe  für: 
c2  —  a2  —  H^  z=z  d^ 

und  in  Rücksicht,   dass  /=  180  —  (a-j-ß) 
ist,  nach  der  Erkl.  94  für: 

cosy  =  cos  [1800  — (a  +  ^)]  =  — co8(a-f-^) 

setzt: 

cP  =  —  2ab  •  —  008  («  +  ^) 

d«  =  2al>-c08(a  +  ^) 
oder 

ai    .    .    .    .    aO  = ; ; — -r 

^  2cos(a  +  ^) 

femer  hat  man  nach  der  Sinusregel: 

,.  a        wna 

b)  ....-=-  = 


b        sin^ 

und  aus  diesen  beiden  Gleichungen  a)  und  b), 
welche  die  Unbekannten  a  und  b  enthalten, 
kann  man  leicht  die  Seiten  a  und  b  berechnen. 
Die  dritte  Seite  c  kann  man  hiemach,  da 
sämtliche  Winkel  bekannt  sind,  mittels  der 
Sinusregel  bestimmen. 
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Aufgabe  630.  Denkt  man  sidi  tiber  den 
drei  Seiten  a,  b  nnd  c  eines  Dreiecks  Qua- 
drate konstmiert,  so  besteht  zwischen  deren 
Inhalten  die  Beziehung,  dass  die  Summe  der 
Quadrate  über  den  beiden  ersten  Seiten  a 
und  h  nmcP  =  9250  qm  grösser  ist  als  das 
Quadrat  über  der  dritten  Seite  c;  die  zu  dieser 
dritten  Seite  c  gehörige  Höhe  he  ist  84  m 
lang  und  der  derselben  gegenüberliegende 
Winkel  y  ist  =  74<»36'28,4";  man  soU  aus 
diesen  Angaben  die  Seiten  und  Winkel  des 
Dreiecks*  berechnen. 


Gegeben 


■■{ 


a2-f  6«  — c«  =  i«  =  M50qm 
A«  =  84m 
y  =  74P  36'  28,4" 

Andeutung.    Nach  dem  Projektaonflsati 
besteht  die  Relation  : 

a)  .  .  .  c«  =  a2-)-&«  — 2ad  •  cosy 

Femer  hat  man  nach  den  ErkL  34  nnd 
151  die  Belalionen: 

c  •  he 


und 


F=^ 


Fz= 


2 


ah 
2 


smy 


aus  welchen  sich  die  Beziehung: 

b)  .  .  .  a5  •  äny  =z  c  »  he 
ergibt. 

Setzt  man  nmmiehr  in  Gleichung  a)  ft 
a^-^-b*  den  aus  der  gegebenen  Beziehung: 

c)  .  .  .  a2  +  6«  —  c«  =  d2 
sich  ergebenden  Wert: 

d)  .  .  .  a«  +  6«  =  rf2  +  c2 

und  für  ab  den  aus  der  Gleichung  b)  aiöi 
ergebenden  Wert: 


e) 


ab  = 


C'  he 


smy 

so  erhält  man  in  bezug  auf  c  die  BestiBh 
mungsgleichnng: 


c2  =  d2  -f-  c«  —  2 


e  •  hc 
«my 


woraus  man  die  Seite  c  leicht  berechnen  kann. 
Ist  die  Seite  c  hiemach  berechnet,  so  kann 
man  den  für  c  gefundenen  Wert  in  die  Glei- 
chungen d)  und  e)  setzen,  wodurch  man  zwei 
Gleidiungen  mit  den  Unbekannten  a  m^h 
erhält,  aus  welchen  man  die  Seiten  a  xmih 
berechnen  kann.  Die  Winkel  a  und  ß  kann 
man  schliesslich  mittels  der  Sinnsregel  be- 
rechnen. 


Aufgabe  631.    Zwischen  den  auf  Meter  f 

sich  beziehenden  Masszahlen  a,  b  und  c  der  Gegeben:  < 


o«  +  ft«  —  c«  =  <2«  =  4820  qm 
;^=:60m 

Seiten  eines  Dreiecks  besteht  die  Beziehung:  l  ^  =  2810  qm 

^2  ^  52  _  ^s  =  (^  :r=  4820  qm  Andeutung.  Die  Auflösung  dieser  Aufgabe  ift 

die  zur  Seite  c  gehörige  Höhe  Ä,  ist  60  m  ün  allgememen  analog  der  Auflösung  der  Torig« 

lang  und  der  Flächeninhalt  F  des  Dreiecks  ^^«*'>®  ^^• 
beträgt  2310  qm.   Man  soU  hieraus  die  Seiten 
und  Winkel  des  Dreiecks  berechnen. 


Aufgabe  632.   Die  Seite  a  eines  Dreiecks 
ist  um  c^  =  120  m  grösser  als  die  Seite  b; 
das  Rechteck,   welches  man  sich  aus  diesen 
beiden  Seiten  gebfldet  denken  kann,  hat  einen       Andeutung.    Aus  den  durch  die  Aufgabe 
Inhalt  f  =  3625  qm  und  der  der  grösseren  gegebenen  Beziehungen: 


{a  —  &  =  d  =  120m 
a'hz=zf  z=  8625 qm 
«=780  44' 23,8" 
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Seite  a  gegenüberliegende  Winkel  a  misst  a)  .  .  .  a  —  &  =  d 

73^  44' 23,3'';  man  soU  die  Seiten  nnd  die  und 

nicht  gegebenen  Wink^  des  Lareiecks  be-  b)  .  .  .  a  •  6  =  / 

rechnen.  kann  man  leicht  die  Selten  a  und  b  berechnen. 

Da  man  dann  von  dem  Dreieck  die  Seiten  a 
und  b  und  den  der  grösseren  Seite  a  gegen- 
überliegenden Winkd  a  kennt,  so  kann  man 
die  weiteren  Stücke  berechnen  wie  in  der 
Aoflösmig  der  Aufgabe  120  gezeigt  wnrde. 


An^be  633.  Der  von  den  Seiten  a 
und  b  eines  Drdeoks  ehigesciüossene  Winkel  y 
ist  =  61<>  55'  39,1'';  die  Snmme  der  Qnadratr 
Inhalte  über  jenen  Seiten  ist  iS^  =  14689  qdm 
ond  der  Inhalt  des  Rechtecks,  welches  man 
aas  jenen  Seiten  bilden  kann,  ist  f=  2040  qdm ; 
wie  gross  sind  die  Seiten  und  Winkel  des 
Dreiecks? 


Gegeben 


■{ 


a2  +  &«  =  S»  =  14689  qdm 
a  •  fe  =  /  =  2040  qdm 
y  =  610  55'  39,1" 

Andeutung.    Nach  dem  Projektionssatz 
besteht  die  Belation: 

a)  .  .  .  c«  =  ii*-|-6«  — Äad-ooey 

Setzt  man  in  derselben  gemäss  der  Auf- 
gabe fSr: 

b)  .  .  .  a«+&«  =  Ä« 
nnd  für: 

c)  .  .  .  ad  =  / 
so  erhSlt  man: 

A)  .  .  .  c«  =  SS  — 2f -cosy 

nach  welcher  Gleichung  man  die  Seite  c  be- 
rechnen kann.  Setzt  man  femer  in  Glei- 
ohnng  a)  für  c^  den  soeben  berechneten  Wert, 
fär  b*  den  ans  Gleichung  b)  sich  ergebenden 
Wert: 

6«  =  Ä«  -  a« 

und  nach  Gleichung  c)  für: 

ah=zf 
so  erhält  man  eine  Bestimmungsgleichung  für 
a,  woraus  a  berechnet  werden  kamu  Die 
Seite  b  kann  man  dann  mittels  einer  der 
Gleichungen  b)  und  c)  berechnen  und  die 
Winkel  schliesslich  mittels  der  Sinusregel 
bestimmen. 


Au^be  684.  Das  Quadrat  über  der 
Seite  a  eines  Dreiecks  ist  um  e^^  =  159120  qm 
grösser  als  das  Quadrat  über  der  Seite  6; 
das  Reehteck,  welches  man  aus  diesen  Seiten 
a  und  b  gebildet  denken  kann,  hat  einen  In- 
halt f  =  16441  qm  und  der  von  diesen  Seiten 
eingeschlossene  Winkel  /  beträgt  96^  59'  20,1" ; 
man  soll  hieraus  die  Seiten  und  die  beiden 
andern  Winkel  des  Dreiecks  berechnen. 


Gegeben 


■[ 


a«—  d«  =  d«  =  159120  qm 
a  •  d  =  /  =  16441  qm 
y  =  960  57'  20,1" 

Andeutung.  Gemäss  der  Aufgabe  bestehen 
die  Relationen: 

a)  .  .  .  o«  — *«  =  (?« 
und 

b)  .  .  .  o6  =/ 

aus  denselben  kann  man  jede  der  Seiten  a 
und  b  berechnen;  dann  kaim  man  weiter  ver- 
fahren wie  in  der  Auflösung  der  Aufgabe  118 
gezeigt  wurde. 


Aufgabe  636.  Das  Rechteck,  welches 
man  sich  aus  den  Seiten  a  und  b  dnes  Drei- 
ecks gebildet  denken  kann,  hat  einen  Inhalt 


Gegeben 


a  = 

ß  = 


h  =  f=  8625  qdm 
730  44'  23,3" 
90  81'  38,2" 
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f  =L  3625  qdm;  wie  gross  sind  die  Seiten        Andentnng.   Oemftss  der  Aufgabe  besteht 

dieses  Dreiecks,  wenn  die  jenen  Seiten  a  nnd  die  Relation: 

h  gegenüberliegenden  Winkel  a  und  ^  bezw.  a)  .  .  .  .  a  •  &  =  / 

=  730  44'  23,3"  nnd  =  9«  31'  38,2"  be.  fonier  hat  man  nach  der  Sinnsregel: 

^«^^  ^,  a        sin« 


h        äuß 

Ans  diesen  beiden  Gleichungen,  welche 
die  beiden  Unbekannten  a  nnd  b  enHialtea, 
kann  man  leicht  a  nnd  b  berechnen.  Die 
dritte  Seite  c  kann  man  alsdann  mitteU  der 
Sinncoregel  berechnen. 


An^be  636.     Das  Rechteck,  gebfldet  (  a-b  ^f=zl96qm 

ans  den  beiden  Seiten  a  nnd  b  eines  I^eiecks,         Gegeben:  |       e  =  14m 
hat  einen  Inhalt  /^=  195  qm,  die  dritte  Seite  c  l      y  =  69o  89'  28,1" 

des  Dreiecks  misst  14  m  nnd  der  derselben        Andentnng.  Gemäss  der  Anfgabe  besteht 

gegenüberliegendeWinkel7ist=59^29'23,l";  die  Relation: 
man  soll  das  Dreieck  trigonometrisch  auflösen.  a)  .  .  .  a  •  6  =  / 

femer  bestehen  nach  den  in  der  ErkL  S42 
aufgestellten  Gleichungen  1)  und  4)  die  Rela- 
tionen: 


und 


b)  .  .  .  c«  =  (a  +  6)«  — 4a6.co8«-|- 
c)  .  .  .  c«  =  (a-6)2  +  4adsin«-^ 


Löst  man  diese  Gleichungen  b)  und  c)  in 
bezug  auf  a-\-b,  bezw.  in  bezng  aof  a^b 
auf  und  setzt  in  denselben  nach  Gleichmig  a) 
für: 

ab=zf 

so  erhfilt  man: 


und 


d)  .  .  .  a  +  d  =  c«  +  4/oos«-|- 

e)  .  .  .  a  — l»  =  ct  — 4/Bin«-|- 


aus  welchen  Gleichungen  man  leicht  a  nnd  b 
berechnen  kann.  Da  man  nunmehr  von  dem 
Dreieck  die  drei  Seiten  und  den  Winkel  j 
kennt,  so  kann  man  ün  weiteren  die  gesachten 
Winkel  mittels  der  Sürasregel  berechnen. 


An^be  637.     Von  einem  Dreieck  ist  ( a+b  +  c=:u  =  ^»im 

gegeben:   der  Winkel  a  =  7(fi  42'  30",  der  Gegeben:  l            b'e=f  =  8S929qm 

Inhalt  des  Rechtecks,  welches  man  aus  den  l              a  —.  700  42' 30" 

jenen  Winkel  einschliessenden  Seiten  b  und  c  Andentnng.    Die  Seite  a  kann  man  wie 

bilden  kann,  derselbe  ist  /*=  32929  qm  und  folgt  berechnen: 

der  Umfang  u  des  Dreiecks  =  592  m.   Man  Nach   dem   Projektionssatz    besteht    die 

soU  die  Seiten  a,  b  und  c  berechnen.  Relation: 

a)  .  .  .  a«  =  b^  +  c^'^2be'C0§u 
Femer  ist  gemäss  der  Aufgabe: 

a-|-6-|-c  =  u 

oder 

b-\-c  =  u  —  a 

(ft-[-c)«=:(i«— a)« 

J«  +  2*«  +  c»  =  ti«  — 2ua  +  i^ 
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mithin: 

b)  .  .  .  fe«4-c«  =  i««-2i*.a  +  a«  — 26c 

Setzt  man  nnnmehr  in  den  Gleichnngen 
a)  nnd  b)  gemäss  der  Anfgabe  für: 

c)  .  .  .  6  •  c  =  / 

und  sabstitniert  man  dann  den  ans  Glei- 
ehong  b)  für  b'^-j-^  sich  ergebenden  Wert 
in  Gleichung  a),  so  erhfilt  man  in  bezog  aof 
a  die  Bestimmnngsgleichung : 

d)  ..  a«  =  «>  — 2u.a-f-a«  — 2/— 2/.C0B« 

nach  welcher  Gleichnng  man  die  Seite  a  be- 
rechnen kann.  Ist  a  berechnet,  so  kann  man 
leicht  b-^-c  bestimmen  und  dann  kann  man 
aus  den  wxb-\-c  und  b  •  c  bekannten  Werten 
die  Seiten  b  und  c  berechnen.  Die  Winkel 
ß  und  /  findet  man  im  weiteren  mittels  der 
SinusregeL 


Au^be  638.    Zwischen  den  auf  Meter  f  a  —  6-|-c  =  c{  =  64m 

rieh  beziehenden  Masszahlen  a,  b  und  c  der  Gegeben:  <  b»c=z  f  =^  520 qm 

Seiten  eines  Dreiecks  bestehen  die  Relationeii:  l  «  =  67o  22^  48,5" 

a—b  +  e  z=.d:=z  64m  Andeutung.    Nach  der  in  der  Erkl.  342 
^  •  *  =  /  =  ^20  qm                   aufgestellten  Gleichung  4)  besteht  die  Relation : 
Wie  gross  sind  die  drei  Seiten  und  die  ^ 

Winkel  des  Dreiecks,  wenn  der  der  Seite  a  «*  =  (*  — c)«  +  4tc8in«y 

gegenfiberHegende  Winkel  «  =  67« 22' 48,5"  ^^^  hieraus  erhält  man: 
ist? 

a2  —  (6  —  c)«  =  46c .  sin«-^ 
oder  nach  der'  ErkL  37 : 

(a  +  6  —  c)  (a  —  6  +  c)  =  4  6  c  sin«  4 

Setzt  man  nunmehr  in  dieser  Gleichung 
gemäss  der  Aufgabe  toxi 

a)  .  .  .  a  —  6-|-c  =  d 

und  ffir: 

b)  .  .  .  6c  =  / 

so  erhält  man  die  Gleichung: 

(a+6  — c).d  =  4/.8in«y 

oder 

4/.8in«| 

c)  .  .  .  a'\-b  —  c  =  -= 

Addiert  man  nunmehr  die  Gleichungen  a) 
und  c),  so  erhält  man: 

4f.8in«-| 
2a= J-^  +  d 

oder 

A) a  = j +  y 

Ist  nach  dieser  Gleichung  die  Seite  a  be- 
rechnet, so  kttm  man  aus  Gleichung  a)  die 
Summe  b'\-c  bestimmen  und  dann  ans  dem 
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hiernach  für  b-\-c  sich  ergebenden  und  am 
dem  für  b'C  gegebenen  Wert  die  Seiten  b 
und  c  berechnen.  Die  Winkel  ß  nnd  y  kann 
man  dann  schliesslich  mittels  der  Sinnsregd 
bestimmen. 


Aui^be  639.     Zwischen  den  auf  Dezi-  (b  +  c  —  az:^d=:64äm 
meter  sich  beziehenden  Masszahlen  a,  b  nnd        Gegeben:  <  h-e  =  f=  6324 qdm 
c  der  Seiten  eines  Dreiecks  bestehen  die  Be-                       l  «  =  79«  36'  40" 
Ziehungen:                                                               Andeutung.  Die  AnflOsnng  dieser  Aufgabe  ist 
h-\-c  —  a=id=:zb4äm  hn  allgemeinen  analog  der  Auflösung  der  Anf- 
and gäbe  638. 

b'C  =  f=z  6324  qdm 

Der  der  Seite  a  gegenüberliegende  Win- 
kel a  beträgt  79<>36'40";  man  soU  die  drei 
Seiten  und  die  beiden  andern  Winkel  des 
Dreiecks  hieraus  berechnen. 


Aufgabe  640.    Zwischen  den  auf  Meter  (  a^  +  h^  +  ci  =  S»  =  828946  qm 

sich  begehenden  Masszahlen  a,  b  und  c  eines       Gegeben:  {  b^  c  =  f  =^  16728  qm 


■■{ 


Dreiecks  bestehen  die  Relationen:  l  « =  77©  19'  10,6" 

a«  +  62  4-  c2  =  fl»  =  328946  qm  Andeutung.    Nach  dem  Projektionsatr 

und  hat  man  die  Relation: 

6.c  =  /=16728qm  a)  .  .  .  a«  =  6«  +  c«— 26c -cos« 

Wie  gross  sind  die  drei^Seiten  und  Winkel  ferner  ergibt  sich  aus  der  durch  die  Anf- 

des  Dreiecks,  wenn  der  der  Seite  a  gegen-  g^j^  gegebenen  Beziehung: 

tiberUegende  Winkel«  =  77^  19'  10,6"  ist?  *^  d«T6«4-c«WS 

für:     ^       "^      ;  ^ 

b)  .  .  .  6«  +  c«  =  5»  — (»« 

Setzt  man  nunmehr  in  Gleichung  a)  nach 
Gleichung  b)  für: 

und  gemäss  der  Angabe  fOr: 

c)  .  .  .  6  •  c  =  / 

so  erhält  man  in  bezug  auf  a  die  Bestnn- 
mungsgleichung : 

d)  .  .  .  a2  =  S«  — o«- 2/.008« 

nach  welcher  Gleichung  man  die  Seite  a  be- 
rechnen kann.  Ist  a  berechnet  und  man  setit 
den  für  a  berechneten  Wert  in  Gleichung  hl 
so  kann  man  aus  den  Gleichungen  b)  und  c)t 
welche  die  unbekannten  b  und  c  enthalten, 
auch  die  Seiten  b  und  c  berechnen.  Die 
Winkel  ß  und  y  kann  man  dann  im  weiteren 
mittels  der  Sinusregel  bestimmen. 


Aufgabe  641.   Die  Summe  der  drei  Seiten  f           a  +  6  +  c  =  ii  =  320m 

a,  b  und  c  eines  Dreiecks,  oder  dessen  Um-  Gegeben:  l  a-6  +  a»c-|-6-c  =  S»  =  29125qin 

fang  «  ist  =  320  m,  die  Summe  der  Inhalte  l                    ^^  =  a2  +  6«-|-9B0qB 

der  drei  Rechtecke,  welche  man  aus  je  zwei  Andeutung.     Aus   den   drei    durch  die 

der  Seiten  a,  b  und  c  bilden  kann,  ist  8*  Aufgabe  direkt  gegebenen  Gleichungen,  welche 

=  29125  qm  und  der  Injialt  des  Quadrats  die  Unbekannten  a,  b  und  c  enthalten,  kann 

über  der  Seite  c  ist  um  950  qm  grösser  als  man  jede  derselben  berechnen.    Da  man  dann 

die  Summe  der  Inhalte  der  Quadrate  über  von  dem  Dreieck  die  drei  Seiten  kennt,  w 

den  beiden  andern  Seiten  a  und  b.    Man  be-  kann  man  im  weiteren  verfahre  wie  in  der 

rechne  hieraus  die  Seiten,   die  Winkel  und  Auflösung  der  Aufgabe  119  geze^  wurde, 
den  Inhalt  des  Dreiecks? 
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AnfipAa  642.    Die  zwei  Seiten  a  und  ö  r  a  •  5  =  f  =  81  qm 

einefl  DrdeckB  haben  solche  Längen,  dass  Gegeben:  j       e  =  9m 

wemi  man  sich  aas  diesen  Seiten  ein  Recht-  l     ^  '"  ^* '^^  ^ 

eck  gebüdet  deiAt,   dassdbe  einen  Inhalt       Andeutung.   Gemäss  der  Anfgabe  besteht 

f=Slqm  hat,  die  dntte  Seite  c  misst  9  m  ^^  Relation: 
und  die  zu  ihr  gehörige  Höhe  he  =  7,79  m;  v  '       ^   j»  —  / 

man  soll  hierans  die  Seiten  und  Winkel  des  ^         ^   *Vx"  *  t'/  "^  i.,  o.  ;,.   i.  i  ^ 

Dreiecks  berechnen.  ^^^^  '^^^^^^  »*^  ^^  ^^  ^*  ^®  Rektion: 

b)...^  =  ^ 

und  nach  der  Erkl.  151  die  Relation: 

c)  .  .  .  F=  -5-  •  siny 

Setzt  man  in  Gleichung  c)  nach  Gleichung  a) 
für: 

ah  =  f 

und  nach  Gleichung  b)  für: 

che 

so  erhält  man  die  goniometrisohe  Gleichung: 
C'he         f      . 

und  hieraus  ergibt  sich: 

A)  .  .  .  smy  = 

wonach  der  Winkel  /  berechnet  werden  kann. 
Da  man  nunmehr  von  dem  Dreieck  c,  he  und 
y  kennt,  so  kann  man  im  weiteren  verfahren 
wie  in  der  Andeutung  zur  Aufgabe  349  ge- 
sagt wurde. 


Anfgabe  643.  Das  Verhältnis  der  Seite  c  f  a  •  6  =  /  =  481  qm 

eines  Dreiecks  zu  der  zugehörigen  Höhe  he  ist  Gegeben:  l  c :  äc  =  10 : 8 

=  10:3,  das  Rechteck,  welches  man  sich  l      -F=240qm 

aus  den  beiden  andern  Seiten  a  und  b  ge-        Andeutung.  Gemäss  der  Aufgabe  besteht 

bildet  denken  kann,  hat  jf  =  481  qm  Inhalt,  die  Relation: 
der  Inhalt  J^  des  Dreiecks  selbst  beträgt  a)         c  -  A«  =  10  •  3 

WüdTdes^SS?  '^'^  *"*  ^"^  "^  ferner  hat  man' nach  der  ErkL  34  die  ßdation: 

b)...F  =  l^ 

und  aus  diesen  beiden  Gleichungen,  welche 
die  beiden  Unbekannten  c  und  he  enthalten, 
kann  man  leicht  Jede  dieser  Unbekannten 
berechnen.  Femer  besteht  nach  der  Erkl.  151 
die  Relation: 

Ja 

Setzt  man  hierin  gemäss  der  Aufgabe: 
ab=:f 
so  erhält  man: 

d)  .  .  .  jP  =  -^  •  siny 

aus  welcher  Gleichung  man  den  unbekannten 
Winkel  y  berechnen  kann.    Da  man  nunmehr 
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von  dem  Dreieek  a-6,  c  und  /  kennt,  so 
kann  man  die  Seiten  a  und  b  nnd  die  andern 
Winkel  berechnen  wie  in  der  Andeatongr  der 
Aufgabe  686  gesagt  wurde. 


Aui^be  644.  Der  Winkel  /  eines  Drei- 
ecks ist  =  124®  58'  33,6",  die  zwc  Gegenseite  c 
gehörige  Sc^werlinie  Se  ist  :=  43,8292  m  nnd 
das  Bechteck,  welches  man  sich  ans  den  an- 
dern Seiten  a  nnd  b  gebildet  denken  kann, 
hat  einen  Inhalt  f  von  2929  qm;  wie  gross 
süid  die  Seiten  nnd  die  beiden  andern  Winkel 
dieses  Dreiecks? 


Gegeben 


(  a-b=zf  = 

:  {        y  =  124 

l      Sc  =  43, 


=zf  =  2929  qm 
1240  68'  33,6 
8292  m 


/« 


Andeutung.  Nach  dem  in  der  EikL  299 
angeführten  planimetrischen  Satz  besteht  die 
Relation: 


a) 


(i2  +  6«  =  2««(,  +  -^ 


femer  besteht  nach  dem  Projektionssatz  die 
Relation : 

b)  .  .  .  c2==a2-|-b2  — 2a6-co8y 

Setzt  man  nunmehr  in  Gleichung  b)  den 
Wert  für  a^-j-b^  ans  Gleichung  a),  gemSs 
der  Aufgabe  für  a5  =  /,  so  erhSlt  man  in 
bezug  auf  c  die  Bestimmungsgleiohung: 


A) 


c2  =  28tc  +  -J~2/ 


cosy 


mittels  welcher  Gleichung  man  die  Seite  <* 
berechnen  kann.  Da  man  numehr  von  den 
Dreieck  c^  Sc  und  y  kennt,  so  kann  man  im 
weiteren  die  übrigen  Stücke  berechnen  wie 
in  der  Andeutung  zur  Aufgabe  400  gesagt 
wurde. 


Angabe  646.     Die  Seite  c  eines  Drei-  (  a'bz=fz=  16441  qdm 

ecks  misst  408  dm,  die  zu  derselben  gehörige        Gegeben:  l       c  =  406  dm 
Schwerlinie  Sc  ist  199,0603  dm  lang,  und  das  l      ««  =  199,0608  dm 

Rechteck,  welches  man  sich  aus  den  beiden        Andeotung.  Die  Auflösung  dieser  Auteibe  ist 

andern  Seiten  a  und  b  gebildet  denken  kann,  analog  der  Auflösung  der  yo^igen  Au^^e  644: 

hat  einen  Inhalt  /  =  16441  qdm.     Man  soll  n^cm  berechne  zuerst  den  Winkel  y. 
aus  diesen  Angaben  die  nicht  gegebenen  Seiten 
und  Winkel  des  Dreiecks  berechnen. 


Aufgabe  646.  Zwischen  den  auf  Meter 
sich  beziehenden  Masszahlen  a,  b  und  c  der 
Seiten  eines  Dreiecks  bestehen  dieBeziehungen: 

a«  +  6«  — c2  =  d8  =  198  qm 
und 

a-b  =  f=.  195  qm 

und  die  den  Winkel  /  halbierende  Trans- 
versale tvy  ist  12,0934  m  lang;  man  soll  aus 
diesen  Angaben  die  Seiten  und  Winkel  des 
Dreiecks  berechnen. 


Gegeben: 


a2  -|-  6*  —  c> 
a  •  b 


tOy  =: 


d»  =  198  qm 
/  =  195  qm 
12,0934  m 


Andeutung.  Nach  dem  in  der  ErkL  3U 
angeführten  planimetrischen  Satz  besteht,  siehe 
Figur  155,  die  Relation: 

a)  .  .  .  ir*y  =  a  •  d  —  e'w"  <?"» 

setzt  man  in  derselben  gemftss  der  Aufgabe: 

a-b^zf 
so  erhfilt  man: 

oder 

b)  .  .  .  e'w'e"w  =  f—u^Y 

Femer  bestehen  nach  der  ErkL  S16  die 
Relationen: 


Preisgekrönt  in  Frankfurt  a.  M.  1881., 


Der  ausführliche  Prospekt  und  das  ausführliche  Inhalts- 
verzeichnis der  „Yollständig  gelösten  Anfgabensammlnng  Yon 
Dr.  Ad,  Kleyer**  kann  Ton  jeder  Buchliandlung,  sowie  Yon  der 
Verlagshandlnng  gratis  und  portofrei  bezogen  werden. 

Bemerkt  sei  hier  nur: 

1).  Jedes  Heft  ist  aufgeschnitten  and  gut  brochiert  um  den  fofortigen  und  dauern« 
den  Gebrauch  zu  gestatten. 

2).  Jedes  Kapitel  enthält  sein  besonderes  Titelblatt,  Inhaltsverzeichnis,  Berichtigungen 
und  Erklärungen  am  Schlüsse  desselben. 

8).  Auf  jedes  einzelne  Kapitel  kann  abonniert  werden. 

4).  Monatlich  erscheinen  3—4  Hefte  zu  dem  AbonnementspreiBe  von  25  Pfg.  pro  Heft 

5).  Die  Beihenfolge  der  Hefte  im  nachstehenden,  kurz  angedeuteten  Inhaltsver- 
zeichnis ist,  wie  aus  dem  Prospekt  ersiohtlioh,  ohne  jede  Bedeutung 
für  die  Interessenten. 

6).  Das  Werk  enthält  Allei,  was  sich  Überhaupt  auf  mathematische  Wissenschaften 
bezieht,  alle  Lehrsätze,  Formeln  und  Regeln  etc.  mit  Beweisen,  alle  praktischen 
Aufgaben  in  vollständig  gelöster  Form  mit  Anhängen  ungelöster  analoger  Auf- 
gaben und  vielen  vortrefflichen  Figuren. 

7).  Das  Werk  ist  ein  praktiBohes  Lehrbuch  fOr  Schüler  aller  Schulen,  das 
beste  Handbuch  fUr  Lehrer  und  Examinatoren,  das  vorsüglichste  Lehrbuch 
sum  Selb8|»tudium«  das  yortrefTlichste  Nachschlagebuch  für  Fachleute  und 
Techniker  jeder  Art. 

8).  Alle  Buchhandlungen  nehmen  Bestellungen  entegen. 


Das  vollständige 
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der  bis  jetzt  erschienenen  Hefte  1—266 

kann  durch  jede  Buchhandlung  bezogen  werden. 
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Forts.  V.  Heft  294.  —  Seite  40 1  -416. 

Mit  9  Figaren. 
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/BRAK' 


ilöste 


o^  ^i^y 


aben 


ammlung 


—  nebst  Anhängen  ungelöster  Aufgaben,  für  den  Schul-  &  Selbstunterricht  - 

mit 

Angabe  nnd  Entwicklnng  der  benatzten  Sätze,  Formeln,  Regeln,  In  Fragen  nnd  Antworten 

erläutert  durch 

viele  Holzschnitte  &  lithograpL  Tafeln, 

ans   allen  Zweigen 

der  Beehenlninst^  der  niederen  (Algebra,  Planimetrie,  Stereometrie,  ebenen  o.  sphärischen 
Trigonometrie,  synthetischen  Geometrie  etc.)  u.  höheren  Xathematlk  (höhere  Analysis, 
Differential-  n.  Integral-Rechnung,  analytische  Geometrie  der  Ebene  u.  des  Raumes  etc.);  — 
aus  allen  Zweigen  der  Physik^  Mechanik,  Graphostatik,  Chemie,  Geodflsie,  Nantik, 
mathemat,  Geographie,  Astronomie;  des  Hasehtnen-,  Strassen-,  Eisenbahn-,  Wasser-, 
Brfleken-  u.  Hoehban's;  der  Konatmktionslehren  au:  darstelL  Geometrie,  Polar-  u. 

Parallel-PerspektiTe,  Sehattenkonstmktioiien  etc.  etc. 

fttr 

Schüler,  Studierende,  Kandidaten,  Lehrer,  Techniker  jeder  Art,  Militärs  etc. 

zum  einzig  riclitigen  und  erfolgreiclien 

Studium  t  zur  Forthfilfe  bei  Schularbeiten  nnd  znr  rationellen  Verwertung 

der  exakten  Wissenschaften, 

herausgegeben  yon 

Dr«  Adolph  Kleyer^ 

Mathematiker,  rereideter  kOnigl.  prenis.  Feldmesser,  rereideter  grossh.  hessischer  Oeometer  I.  Klasse 

in  Frankfurt  a.  H. 
unter  Mitwirkung  der  bewährtesten  Kräfte. 
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Ijxlialt: 

Aufgaben  über  das  sohiefwinklige  Dreieck ;  Fortsetcang.     Aufgaben,  in  welchen  Beslehnngen  zwischen  zwei 
Dreiecken  vorkommen.  —  Aufgaben  Aber  das  Viereck,  speziell  Aufgaben  ttber  das  Quadrat. 
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Preisgekrönt  in  Frankfurt  a.  M.  1881. 


PROSPEKT. 


DieiM  Werk,  welchem  kein  Uuüiehes  lar  Sdte  lieht,  ertcheint  monatlich  In 
Heften  in  dem  billigen  Preise  von  25  ^  pro  Heft  nnd  bringt  eine  Sammlung  der  wichtig 
■ten  und  praktiichiten  Aufgaben  ani  dem  Gesamtgebiete  der  Mathematik,  Phjtik, 
Meehanik,  math«  Geographiei  Astronomiei  des  Masehinen-i  Strassen-,  Elsenbahn-, 
Brtteken-  nnd  Hoehbanes,  des  kenstraktlTon  Zeichnens  etc.  etc.  nnd  swar  in  yollstindlg 
gelöster  Form,  mit  rlelen  Figuren,  Erkllmngen  nebst  Angabe  nnd  Entwiekelang  der 
benntiten  SItse,  Formeln,  Regeln  in  Fragen  mit  Antworten  etc.,  so  dass  die  Ltaiing 
Jedermann  verstftndlich  sein  kann,  besw.  wird,  wenn  eine  grossere  Ansahl  der  .Hefte  er- 
schienen ist,  da  dieselben  sieh  in  ihrer  Gesamtheit  ergänien  nnd  alsdann  anch  alle 
Teile  der  reinen  nnd  angewandten  Mathematik  —  nach  besonderen  selbstftndigen  Kapi- 
teln angeordnet  —  Torliegen. 

Fast  jedem  Hefte  ist  ein  Anhang  Ton  nngelOsten  Aufgaben  beigegeben,  welche  der 
eigenen  Lfttnng  (in  analoger  Form,  wie  die  beiüglichen  gelösten  Aufgaben)  des  Studierenden 
aberlassen  bleiben,  und  sugleich  Ton  den  Herren  Lehrern  für  den  Schulnnterricht  benatit 
werden  können.  —  Die  Losungen  hienu  werden  später  in  besonderen  Heften  fHiT  die  Hand  des 
Lehrers  erscheinen.  Am  Schlüsse  eines  jeden  Kapitels  gelangen:  Titelblatt,  InhaltsTerseiek- 
nis,  Beriehtignngen  und  erlintemde  Erklftmngen  über  das  betreffende  Kapitel  lurAusgabeL 

Das  Werk  behandelt  sunichst  den  Hauptbestandteil  des  mathematisch-naturwiBaen- 
schaftlichen  ünterrichtsplanes  folgender  Schulen:  Bealsehnlen  I.  nnd  IL  Ord.,  gleieh- 
bereehtigten  hlHieren  Blirgersehnlen,  PrlTatschulen,  Gymnasien,  Realgymnasien,  Pro- 
gymnasien,  Sohullehrer- Seminaren,  Polytechniken,  Teehniken,  Bangewerksehnlen, 
Gewerbesehnlen,  Handelssehnlen,  teehn.  Torbereitungsschulen  aller  Arten,  gewerbllehe 
Fertbildnngsschnlen,  Akademien,  üniTersItiten ,  Land-  nnd  Forstwissensehaltssekolon« 
Milltlrsehnlen,  Torbereitnngs- Anstalten  aller  Arten  als  i.  B.  IBr  das  Eii^ikrlg^Frel- 
willige-  nnd  Oflliiers-Examen,  etc. 

Die  Sehfiler,  Studierenden  und  Kandidaten  der  mathematischen,  technischen  nnd 
naturwissenschaftlichen  Fächer,  werden  durch  diese,  Sehritt  fttr  Sehritt  gelöste,  Aufgaben- 
sammlung inunerwfthrend  an  ihre  in  der  Schule  erworbenen  oder  nur  gehörten  Theorien  etc. 
erinnert  und  wird  ihnen  hiermit  der  Weg  snm  unfehlbaren  Auffinden  der  Lösungen  der- 
jenigen Aufgaben  geseigt,  welche  sie  bei  ihren  Prllftingen  lu  lösen  haben,  sugleich  aber  noch 
die  überaus  grosse  Fmehtbarkeit  der  mathematischen  Wissenschaften  Torgeffthrt 

Dem  Lekrer  soll  mit  dieser  Aufgabensammlung  eine  kriftige  Stütae  für  den  Schul- 
unterricht geboten  werden,  indem  sur  Erlernung  des  praktischen  Teiles  der  mathematiacheB 
Disdplinen  —  lum  Auflösen  yon  Aufgaben  —  in  den  meisten  Schulen  oft  keine  Zeit  er- 
übrigt werden  kann,  hiermit  aber  dem  SchQler  bei  seinen  häuslichen  Arbeiten  eine  toII- 
ständige  Anleitung  in  die  Hände  gegeben  wird,  entspreehende  Aufgaben  sn  lösen,  die  ge- 
habten Regeln,  Formeln,  Sätze  etc.  ansuwenden  und  praktisch  lu  rerwerten.  LÜt,  IJobt 
und  Terständnis  für  den  Schnl-Ünterricht  wird  dadurch  erhalten  und  belebt  werden. 

Den  Ingenieuren,  Architekten,  Technikern  und  Fachgenossen  aUer  Art,  MiUtlrs 
etc.  etc.  soll  diese  Sammlung  rar  AufMsehung  der  erworbenen  und  yielleicht  Tergesaeneo 
mathematischen  Kenntnisse  dienen  und  zugleich  durch  Hure  praktisehen  in  allen  Beral^ 
iweigen  rorkommenden  Anwendungen  einem  toten  Kapitale  lebendige  Kraft  verleiheB  nnd 
somit  den  Antrieb  zu  weiteren  praktischen  Terwertungen  nnd  weiteren  Forsehnngen  geben. 

Alle  Buehhandlungen  nehmen  Bestellungen  entgegen.  Wichtige  und  praktische  Anf- 
gaben  werden  sdt  Dank  Ton  der  Redaktion  entgegengenommen  und  mit  Angabe  der  Hnaen 
fertsiMsl  —  Wünsche,  Fragen  etc.,  welche  die  Redaktioa  betreffen,  nimmt  der  Terfaaer, 
Dr.  Kloyer,  Fraakftirt  a.  IL  Fiseherfeldstrasse  16,  entgegen  und  wird  deren  Srledicaig 
thuUchst  berflcksichtigt 

stattgsurt  IHe  Yerlagsliandliuig. 


Aufgaben  über  das  schiefwinklige  Dreieck  im  allgemeinen. 
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nnd 


C  uf  — 


C*'tp  — 


ae 


a  +  b 

hc 

a  +  b 


ans  welchen  man  durch  Multiplikation  die 
Gleichung : 


c) 


C'w  '  C'uf 


ab  •  c^ 


(a  +  b)^ 

erhält  Setzt  man  in  derselben  für  cV  -  c''» 
den  Wert  aus  Gleichung  b)  und  gemäss  der 
Aufgabe  für 

d)  .  .  ,  a  •  6  =  f 
so  erhält  man: 

Um  aus  dieser  Gleichung  noch  (a  +  b)^ 
zu  eliminieren,  verfahre  man  wie  folgt: 
Gemäss  der  Aufgabe  besteht  die  !E^lation: 

woraus  sich: 

f)  .  .  .  a«  +  &8  =  d»  +  e^ 

ergibt,  addiert  man  nun  zu  dieser  Gleichung 
das  Doppelte  der  Gleichung  d),  nämlich: 

so  erhält  man: 

a2  +  2a6  +  6«  =  di  +  ci-\-2f 
oder 

g).  .  .  (a4-5)a  =  ci2  +  c«-.2/ 

Setzt  man  diesen  Wert  für  (a  +  b)^  in 
Gleichung  e),  so  erhält  man  in  bezug  auf  c 
die  Bestimmungsgleichnng: 

h).../^-i^V=  e?2  +  c2-2/ 

aus  welcher  Gleichung  man  die  Seite  c  be- 
rechnen kann.  Ist  c  berechnet,  so  kann  man 
mittels  der  Gleichungen  f)  und  d)  die  Seiten 
a  und  b  berechnen  und  zwar  am  einfachsten 
dadurch,  dass  man  (siehe  Gleichung  g)  die 
Summe  a-\-b  und  die  Differenz  a  —  ft  zu- 
nächst bestimmt.  Sind  auf  diese  Weise  die 
Seiten  berechnet,  so  kann  man  die  Winkel 
berechnen  wie  in  der  Auflösung  der  Auf- 
gabe 119  gezeigt  wurde. 


Aufgabe  647.  Denkt  man  sich  über  den 
zu  den  Seiten  a  und  b  eines  Dreiecks  ge- 
hörigen Höhen  ha  und  h  Quadrate  konstruiert, 
so  ist  der  Inhalt  des  Quadrats  über  der 
Höhe  ha  xm  d  =  20160  qm  grösser  als  der 
Inhalt  des  Quadrats  über  der  Höhe  ä».  Wie 
gross  müssen  die  Seiten  dieses  Dreiecks  sein, 
wenn  die  jenen  Seiten  a  und  b  gegenüber- 
liegenden Winkel  «  und  j8  bezw.  9®  31'  38,2" 
und  =  96<>43'58,5"  sind? 


Kleyer,  Ebene  Trigonometrie. 


■{ 


Ä«a  —  Ä2ft  =  d  =  20160  qm 
Gegeben:  {  «  =  9« 81' 88,2" 

ß  =  960  43'  58,6" 


Andeutung.   Gemäss  der  Aufgabe  besteht 
die  Relation: 

a)  .  .  .  Ä2a  —  hh  =  d 

femer  besteht  nach  der  Erkl.  295  die  Relation: 

b)  .  .  .  a:b  =  hb'.ha 

und  nach  der  Sinusregel  besteht  weiter  die 
Relation : 

c)  .  .  .  a:  &  =  ßin«  •  sin/J 
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Aas  den  Gleichungen  b)  und  o)  ergibt  sich: 
,v  hb         sina 

ha         smß 
oder 


e) 


hb  =  hl 


sina 
ain^ 


Setzt  man  diesen  Wert  für  A»  in  Glei- 
chung a),  80  erhält  man  in  bezug  auf  ha  die 
Bestimmungsgleichung : 


aus  welcher  sich: 


8in2/9 


oder 


»■•('-^7)  =  ' 


A) 


.  .  .  .  ^  =  sin/f  1/  —T 

'^  V  (SU 


(sin^  4"  sina)  (8in/9  —  ma) 

ergibt  Hat  man  nach  dieser  Gleichnng  & 
Höhe  ha  berechnet,  so  kann  man  aus  ha  "oA 
ß  die  Seite  c  berechnen  und  im  weiteren  die 
übrigen  Seiten  mittels  der  Sinusregel  be 
stimmen. 


Z2)  Aufgaben,  in  welchen  Beziehungen  zwischen  zwei  Dreiecicen  voricommen. 


Anijgabe  648.  Die  drei  Seiten  a,  b  und  c 
sind  bezw.  =  8,  10  und  12  m  lang;  man 
soll  die  Seiten  und  den  Inhalt  eines  andern 
Dreiecks  berechnen,  dessen  Ecken  mit  den 
Fusspunkten  der  Höhen  jenes  I^iecks  zu- 
sammenfallen. 

Figur  199. 


Gegeben 


■m 


=  8m 
10  m 
12  m 

Ghesucht:  Die  Seiten  eines  Dreiecks,  dessen  Eckflc 
mit  den  Fusspunkten  der  H5b«ii  jenes 
Dreiecks  znsammenfaUen. 

Andeutung.  Ist,  siehe  Figur  199,  ABC 
das  Dreieck,  dessen  drei  Seiten  a,  b  und  ^ 
gegeben  sind  und  fUlt  maa  die 
drei  Höhen  AA^,  BB^  und  Ctj 
dieses  Dreiecks  und  verbindet 
die  Fusspunkte  A^ ,  B^  und  C^ 
dieser  drei  Höhen  der  B^e  nach 
miteinander,  so  erhält  aian  das 
Dreieck  A^  B^  C^,  dessen  drei 
Seiten  a^,  b^  und  c^  der  Aufgabe 
gemäss  berechnet  werden  soDeo. 

Zur  Berechnung  der  Seite  r^ 
kann  man  wie  folgt  verfahrei: 

Aus  dem  Dreieck  CA^  B^  er- 
hält man  nach  dem  Projektioi»- 
satz: 


a) 


=  a'-t--5'  — 2a'6- 


cos 


Ferner  ergibt  sich  nach  dem 
Projektionssatz  ans  dem  Dreieck 
ABC  die  Relation: 

und  hieraus  erhält 
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Weiter  ergeben  sich  aas  den  reehtwink- 
Ugen  Drdeckoi  AÄ^C  nnd  BB^C  beiw.  die 
Relationen: 

cosy  =  -g- 

ErkL  Wi*    Nimmt  man  snr  AnflOsimg  der  ^"^^ 

Ai%ibe  648  den  Badins  des  dem  gegebenen  cosy  =  — 

Dreieck  einbeschriebenen  Ejreises  zn  Hülfe,  ^        a 

80  gestalten  sich  die  AnflOsnng  nnd  die  dnrch  ^^^g  welchen  man* 

dieselbe  erhaltenen  Besnltate  wesentlich  ein-  / 

facher.     Siehe  die  späteren  Abschnitte,  welche       ,  «  =  o-cosy 

Aber  den  Kreis  handeln.  ™^ 

o'  =  a^cos^^ 

oder  in  Bficksicht  der  Gleichung  b): 

c)  .  .  .  a'  =  6  • TT-T 

nnd 

^)--^=«-— ^k^ — 

erhält  Setzt  man  nunmehr  die  Werte  fiir  a\ 
V  und  cos;^  aus  den  Gleichungen  b)  bis  d)  in 
Gleichung  a),  so  erbJUt  man  für  C|  die  Be- 
stimmungsgleichung : 

und  hieraus  erhftlt  man: 


/a«  +  6«  — c«V   r.    ,  „   .     a«  +  6«  — c«l 


mithin: 


., = V^: 


(Cfi  -|-  6«  —  c2)8 


(2  a  6)« 
oder 

__  c(a»  +  &«~c2) 
^^ ^»  -  2^6 

In  analoger  Weise  erhält  man: 

B) 6,  _ —^ 

und 

_a(^a2  +  62  4-c2) 
K.) a»  —  ^^^ 

und  nach  diesen  drei  Gleichungen  kann  man 
die  gesuchten  Seiten  berechnen  (s.  Erkl.  364). 
Hat  man  hiemach  die  drei  Seiten  berechnet, 
so  kann  man  im  weiteren  den  Inhalt  mittels 
der  Formel  194  berechnen  (siehe  die  Auf- 
lösung der  Aufgabe  119). 
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Aufgabe  649.  Der  Inhalt  Feines  Dreiecks 
ist  =:  368,57  qm,  zwei  Winkel  a  und  ß  des- 
selben messen bezw.  79<^24'S6"  nnd  61^ 7'54" ; 
wie  gross  ist  der  Inhalt  des  Dreiecks,  dessen 
Ecken  mit  den  Fasspunkten  der  Höhen  jenes 
ersten  Dreiecks  zusammenfallen? 

Figur  200. 


Gegeben 


^{•i 


F  =z  368,67  qm 
790  24'  36" 
610  7'  64" 


Erkl.  865.  Da  in  der  Figur  200  die  Winkel 
PA^  C  und  FB.  C  r e  cht e  Winkel  sind,  so  müssen 
nach  den  Erkl.  201  und  89,  deren  Scheitel  A^ 
und  Bi  in  der  Peripherie  eines  Kreises  Hegen, 
dessen  Durchmesser  =  PC  ist.  Denkt  man  sich 
diesen  Sj'eis  konstruiert,  so  sind  die  Winkel 
PA^B^  und  PCB^  als  Peripheriewinkel  jenes 
Kreises  über  einer  und  derselben  Sehne  B^P 
einander  gleich,  es  muss  also  hiemach: 

a)  .  .  .  <^PA,B^=z^PCB,  =z  &^ 

sem.  ;r«         1     i  ^r-  1  8 

In  analoger  Weise  kann  man  zeigen,  dass : 

b)  .  .  .  <^P^,Ci  =z^PBCi  =  ^s 
dass  femer: 

^      c)  .  .  .  <^  PC,A,  =  <^  PBA,  =  &^ 
und 

d)  .  .  .  <^  PCi^,  =  <^  PAB,  =  (f^ 

und  dass  schliesslich: 

^       f )  .  .  .  <^PB,C,  =  <^PAC,  =  ^^ 
und 

g)  .  .  .  <^PB,A^  =z<^PCA,  =  (f, 
sein  muss. 

Aus  dem  rechtwinkligen  Dreieck  AB^B  der 
Figur  200  ergibt  sich  femer  die  Relation: 

h)  .  .  .  (f g  =  ii  —  a 
und  da: 

^C,A,B=:^AA,B-'<^AA,C, 
oder 

<^C,A,B=Ji--^, 

ist,  so  ist  hiemach  und  in  Rücksicht  der  Glei- 
chung h): 

oder  «*C.^,B=^-(fi-«) 

i)  .  .  .  <^C^A^B  =  a 


Gesucht :  der  Inhalt  eines  Dreiecks,  dessen  Ecken 
nüt  den  Fosspnnkten  der  Höhen  jenes 
Dreiecks  znsammenfiülen. 

Andentang.  Wie  in  der  Andeutung  zur 
Aufgabe  577  gesagt  wurde,  kann  man  zu- 
nächst aus  F^  a  und  ß  die  Seiten  a, 
b  und  c  des  Hauptdreiecks  ABC. 
siehe  Figur  200,  berechnen.  Dann 
kann  man  aus  dem  flir  a,  &  nnd  c 
gefundenen  Wert  wie  in  der  An- 
deutung zur  vorigen  Aufgabe  648 
gesagt  wurde,  zwei  der  Seiten  a^, 
b^  u.  c^  des  Höhendreiecks  A^  B^  (\ 
berechnen  und  hierauf  kann  man  den 
gesuchten  Inhalt  dieses  Dreiecks  mit- 
tels des  in  der  Erkl.  151  anfg'esteU- 
ten  Satzes  berechnen,  indem  jeder 
der  Winkel  des  Höhendreiecks  wie 
folgt  aus  den  gegebenen  Winkebi 
des  Hauptdreiecks  leicht  berechKt 
werden  kann: 

Wie  sich  aus  den  Gleichung-en  V 
bis  g)  in  der  Andeutung  zur  Auf- 
gabe 576  ergibt,  bestehen  zvdschec 
den  Teilwinkeln,  in  welche  die  drei 
Winkel  a,  ß  und  y  des  Hauptdreiecks  durch 
die  drei  Höhen  zerlegt  werden,  die  Bezie 
hungen,  wie  sie  in  der  Figur  200  durch  die 
Bezeichnungen  d^,  ö^  und  ^3  gekennzeichnet 
sind. 

Fjemer  bestehen  nach  der  Erkl.  365  zwi- 
schen den  Teilwinkehi,  in  welche  die  Winkel 
des  Höhendreiecks  A^  B^  C^  durch  die  Höhen 
des  Hauptdreiecks  zerlegt  werden  nnd  jenen 
Teil  Winkel  ö^,  Ö^  und  Ö^  des  Hauptdreieek^ 
die  Beziehungen,  wie  sie  in  der  Fig^nr  20<> 
gekennzeichnet  sind.  Da  sich  nun  ans  deiD 
rechtwinkligen  Dreieck  ACCi  die  Relation: 

ergibt,  so  muss  hiemach: 

2.<f8  =  2Ä— 2o 

d.  h.  es  muss: 

A)  .  .  .  <^B,^iC,  oder  a^  =  27?  — 2« 

sein.     In  analoger  Weise  kann  man  zeigen. 

dass: 

B)  .  .  .  <^C,JB,^,  oder  ß^  =  2Ä  — 2^ 
und  dass: 

C)  .  .  .  ^^,C,B,  oder  /j  =  2Ä  — 2y 

sein  muss.  Es  lassen  sich  also  hiermit  die 
Winkel  des  Höhendreiecks  A^  B^  C^  ans  dtu 
Winkeln  des  Hauptdreiecks  |-4  5  C  leicht  b-*- 
rechnen : 
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In  gleicher  Weise  ergibt  sich,  dass: 

k)  .  .  .  ^JBi^jC=:  a 
1)  .  .  .  <f  ^J5iC  =  /» 
m).  .  .  <CiBi^  =  ß 
n)  .  .  .  ^A^CiB  =■  y 
und 

0)  .  .  .  <^B^C,Ä  =  y 

ist,  wie  in  der  Figor  2(X)  angedeutet  ist 

ErkL  $66.     Ein   planimetrischer  Lehrsatz 
heisst: 

„Fällt  man  von  den  dreÜßckpnnkten  eines 
Dreiecks  Perpendikel  auf  die  gegenüber- 
liegenden Seiten,  oder  sieht  man  ^e  drei 
Höhen  des  Dreiecks,  so  halbieren  dieselben 
die  Winkel  des  dnrch  ihre  Fnsspnnkte  be- 
stimmten Dreiecks.*' 

(Siehe  Eleyers  Lehrbücher  der  Planimetrie.) 

Der  Beweis  der  Eichtigkeit  dieses  Satzes  ist 
auch  in  der  Erkl.  965  enthalten. 


«  =  680  7' 48,4" 
ß  =  670  92'  48,y' 
y  =  690  29'  93,1'' 
Aj  =  90  m 


Angabe  650.  Die  drei  Winkel  ce,  ß  nnd  / 
6inefiDreieckg^5C8indbezw.  =  53®7'48,4",  ^      , 

67^  22' 48,5''   und   59»  29' 23,1";    die    dem  begeben: 

Winkel  a  gegenüberliegende  Seite  a^  des* 

jenigem  Dreie^,  welches  dorch  die  Fuss-        *   ^i    ^         t-l     .  i.    ^       *wv«    ^  »•> 

punkte  der  Höhen  jenös  Dreiecks  bestimmt  ^    Andeutonsr.    Ist,  siehe  Figur  200,  ABC 

ist,  misst  20  m;  man  soU  aas  diesen  Angaben  ^.  ^^ck,  dessen  drei  Winkel. a,  ß  und  y 

die  Seiten  des  Dreiecks  ABC  berechnen.  f^^i^^  ^  gegeben«i  smd  und  ^en  drei 

Seiten  berechnet  werden  sollen,  so  ist  A^  B^  C^ 

das  Dreieck,  dessen  Ecken  mit  den  Fuss- 
punkten  der  Höhen  jenes  Dreiecks  ABC 
zusammenfallen  und  dessen  Seite  a^  gegebeuist. 

Die  gesuchten  Seiten  a,  h  und  c  jenes 
Dreiecks  kann  man  wie  folgt  berechnen: 

Aus  den  gegebenen  Winkeln  a,  fi  und  / 
berechne  man  zunächst  die  Winkel  a^,  ßi 
und  7i  des  Dreiecks  A^B^C^  und  zwar  mit- 
tels der  in  der  Andeutung  der  vorigen  Auf- 
gabe aufgestellten  Gleichungen  A)  bis  G): 

a)  .  .  .  «1  =  2Ä— 2« 

b)  .  .  .  /J,  =z2R  —  2ß 
und 

c)  .  .  .  /i  =  2Ä  — 2y 

Da  man  nunmehr  von  dem  Dreieck  A^  B^  C^ 

die  drei  Winkel  und  gemäss  der  Aufgabe  die 

"  Seite  a^  kennt,  so  berechne  man  mittels  der 

Sinusregel  die  Seiten  b^  und  c^  dieser  Drei- 
ecke; man  erhält  bezw.: 

6,  _  sin  (91?  — 2/?) 


oder 


mithin 


und 


Ol         sin(2i2>-2o) 

&i  _  sin  2/? 
«1  "^  sin  9a 

^  *         ^     sm2a 

Ct  __   sin(2Ä— 2y) 
aj  ""   sin(2Ä  — 2«) 
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oder 

mithin 


Cj  wk2y 

«1  ""  sin  2a 


Bm2y 
'  *         *     8m2a 

Da  man  hiernach  von  jedem  der  I>reiecke 
ABiC^,  BA^C^  und  CA^Bi  eine  Seite,  nSm* 
lieh  a^  bezw.  h^  und  c^  and  die  beiden  dieser 
Seite  anliegenden  Winkel  kennt,  b.  Figar  200 
und  die  ErkL  365,  so  kann  man  im  weiteren 
aus  diesen  Dreiecken  mittelB  der  Sinuaregel 
die  SeitenabBchnitte  a',  a'^  V,  h'\  e*  und  c" 
berechnen. 

Man  erhält  z.  B.  aus  dem  Dreieck  A^B^C: 
a*  _  sin^ 
Cj         siny 

B«M  ai»f9     A      j     •       v^  -^  1.^«^^.  A«    oder  in  Rttcksicht   der  vorstehenden   Glei- 
Erkl.  867.    Aus  der  m  nebenstehender  An-   _r-_,_^  ^x 

deutung  entwidtelten  Gleichung  A)  «gibt  sich,  '^^"*«  ^^^  .   ^  . 

dass  zwischen  der  Seite  a  eines  Dreiecks,  dem  af  ^=ia,-    .     ^  •     ,^ 

derselben  gegenüberliegenden  Winkel  a  und  der-  sin  2  0      smy 

jenigen  Seite  a^  des  zu  jenem  Dreieck  gehörigen  oder  nach  der  ErkL  52: 
Höhendreiecks,  welche  lener  Seite  a  gegenüber-  9«5n-#.i.Aa-i/.ttltiii 

liegt,  siehe  Figur  200,  die  Bezieiiung  besteht:  a'  ^a.^  Vt^       ^    .^ 

^      -.         ^  *     2  8ma-co8a«8my 

1)  4  .  .  Ol  =  a.cos«  mithin 

Analog  wie  in  jener  Andeutung  gezeigt  ist,  -v        ^/  »-  -  .  ^P^^y 

kann  man  darthun,  dass  zwischen  den  übrigeai  ^  *  '  *  '  sin« cos« 

®®v*^/i,J?'*'l^?-^i^'lÄ  ä!f.I?1"  ^d  aus  dem  Dreieck  -B.I1C,: 
ecks  ABC^  siehe  Figur  200  und  den  Seiten  h^  »»         ^ 

und  Cj  des  Dreiecks  -ij  B^  C^  die  analogen  Be-  —  =  ^^ 

Ziehungen  bestehen:  ^i        sin/f 

2)  •  •  •  &i  =  &*cos/9  oder   in  Bttcksicht   der  vorstehenden  Glei- 
und  chung  d): 

8)  .  .  .  Cj  =  c-cosy  sin  2/9     siny 

^    sm  2a     sm/f 
oder  nach  der  Erkl.  52 : 


mithin 


.,  28m/9co6/9*8m/ 

^  2smaco8<K-sm^ 

,,  cos/Jsiny 

^'  ^  smacosa 


Hat  man  auf  diese  Weise  die  Seiten- 
abschnitte  a\  a'\  V,  h*\  c*  und  c**  berecbn€i> 
so  kann  man  leicht  die  gesuchten  Seiten  o. 
h  und  c  berechnen.  -  Für  die  Seite  a  z.  E 
hat  man: 

oder  in  Rttcksicht  der  Gleichungen  f)  imd  g): 

sin/9  cosr    ,  cos/9  siny 

^  smacosa  smacosa 

sin/9  cosy  +  cos/9  siny 
'  smacosa 

oder,  wenn  man  die  in  der  Erikl.  95  as- 
geftthrte  goniometrische  Formel  in  Anwo- 
düng  bringt: 
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a  ^z  a,  '  — ; 

^        Bm«C08tt 

und  berücksichtigt,  dass: 

ß'^yz=i2R—a 

dass  also: 

sin  0>H-y)  =  sin  (2Ä  — «) 

bezw.,  dass  nach  der  Erkl.  66 : 

8inOJ-|-y)  =  sin« 

gesetzt  werden  kann: 

sin« 


a 


a. 


8m«*cosa 


oder 


A)  . .  .  a  = 


a. 


cosa 


(8.  Erkl.  867) 


Aü^Tftbe  651.  Zwei  der  Winkel  eines 
Dreiecks  ^J5C  sind  «=  73<>44'23,3"  nnd 
ß=^^  31'  38,2"  nnd  der  Flächeninhalt  des 
Dreiecks  AiB^C^j  welches  dnrch  die  Foss- 
pnnkte  der  Höhen  jenes  Dreiecks  bestimmt 
ist,  betragt  F^  =  1000  qm,  man  soll  hieraus 
die  Seiten  des  Drdecks  ABC  berechnen. 


Gegeben: 


780  44'Sd,8 
90  81'  88,2" 
1000  qm 


ts 


Andentnng.  Man  berechne  zuerst  (siehe 
Figur  200)  die  Winkel  a^,  ßi  und  y^  des 
Dreiecks  Ä^B^C^  analog  wie  in  der  Andeu- 
tung zur  Aufgabe  650  gesagt  wurde;  dann 
berechne  man  mittels  der  in  der  Auflösung 
der  Aufgabe  117  aufgestellten  Formel  95. 
(bezw.  mittels  der  Formeln  109  und  122, 
siehe  die  £rkl.  131  und  134)  aus  dem  ge- 
gebenen Flächeninhalt  F^  und  den  nunmehr 
bekannten  Wüikeln  ctj,  ßi  und  /i,  die  Seiten 
Oj,  &i  und  Cj  des  Höhendreiecks  ÄiBiC^ 
und  benutze  dann  im  weiteren  zur  Bsrech- 
nung  der  gesuchten  Seiten  a,  h  und  c  die 
in  der  Erkl.  367  aufgestellten  Gleichungen: 


und 


a^  =  a*cosa 
6,  =  &•  cos/9 


Au&abe  662.  Die  Winkel  a  und  j}  des 
durch  £e  Figur  200  dargestellten  Dreiecks 
ABC  Bind  bezw.  =  43°  36'  10,1"  und 
=  11^25'  16,3"  und  die  Schwerlinie  Sc^  des 
Höhendreiecks  A^  B^  C^ ,  welche  zur  Seite  c^ 
dieses  Dreiecks  gehört,  ist  12,4  m  lang;  wie 
gross  sind  die  Seiten  des  Dreiecks  ABC: 


Gegeben: 


«  =  430  86'  10,1" 
ß  =  110  26'  16,8" 
8ci  =  12,4  m 


Andeutung.  Man  berechne  zuerst,  siehe 
Figur  200,  die  Wüikel  a^,  ß^  und  y^  des 
Dreiecks  A^B^C^^  analog  wie  in  der  An- 
deutung zur  Aufgabe  650  gesagt  wurde; 
dann  berechne  man  aus  der  gegebenen  Schwer- 
linie 8c  ^  und  den  nunmehr  bekannten  Win- 
kehi  des  Dreiecks  Ay  B^  C^  die  Seiten  a^,  b^ 
und  c^  dieses  Dreiecks  wie  in  der  Andeu- 
tung zur  Aufgabe  401  gesagt  wurde  und 
benutze  schliesslich  zur  Berechnung  der  ge- 
suchten Seite  a,  b  und  c  die  in  der  Erkl.  367 
aufgestellten  Relationen: 


und 


Oj  =  a*008a 

6j  =:  h'COBß 
C^  =  C'COS^' 
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Aufgabe  663.    Von  einem  Dreieck  ABC  rai  =  a- cos« 

kennt  man  die  Seiten  a\  b  nnd  c  und  die  Gegeben:  <  (j  =  h'COBß 

Winkel  a,  jS  und  y.     In  dieses  Dreieck  ist  1^1  =  ccosy 

ein  zwdtes  Dreieck  Ä,B,C^  konstnüert  Andeutung.  Bezeichnet  man  die  Seiteo 
dessen  Seiten  bezw.  =  acosa,  ft  cos/?  und  ^^s  Dreiecks^,  5,  C^ ,  welches  in  das  Drei- 
€ .  cosy  sind;  man  soU  die  Winkel  des  letz-  eck  ^  5  C,  dess^  ^eite  a,bimäc  und  dessen 
teren  ans  den  Winkehi  des  ersteren  berechnen,  ^j^^l  a,  ß  und  y  sind,  so  konstruiert  ist, 

dass  die  Seiten  jenes  Dreiecks  A^B^C^ 
bezw.  =  5 •  coscK,  =  b* cosß  und  =  c . cosy 
sind,  der  Reihe  nach  mit  a^,  b^  und  c^  nnd 
die  diesen  Seiten  gegenüberliegenden  nnd  ge- 
suchten Winkel  bezw.  mit  a|,  ßi  und  y^  (siehe 
Figur  2Ö0),  so  ergibt  sich  aus  dem  Dreieck 
A^BiCi  nach  der  Sinusregel  die  Relation: 


a) 

smaj 
•  •  •  .     •    _ 
Bmßi 

«1 

Setzt 

man  hierin 

für  a« 

und  b-t 

die 

g«- 

mSss  der 
hSlt  man 

Aufgabe  gegebenen  Werte, 

1 

80 

er- 

h\ 

BiniK, 

a- 

cosa 

sin/^i         h'COBß 

Femer  ergibt  sich  nach  der  Sinusregd 
aus  dem  Dreieck  ABC  die  Relation: 

a        sin« 


c) 


•  •  •  • 


h  BiXLß 

Aus  den  Gleichungen  b)  und   c)  erfallt 


man: 


oder 


sm«,        smacosa 


sin/9j        mnßcoBß 
sinaj  2  8inaco8a 


8in/9j        2  sin/S  cos/? 

oder,  wenn  man  die  in  der  Erid.  52  an- 
geführte goniometrische  Formel  in  Anwen- 
dung bringt: 

-  sinci   sin  2g 

smßi        sin  2ß 

Ans  dieser  Gleichung  ergibt  sieh,  dass: 

e)  .  .  .  .  sinaj  =:  sin  2a 
und  dass: 

f)  .  .  .  .  siüßi  -=.  sin  2/9 

sein  muss.  Da  aber  nach  der  Eiid.  66  die 
Sinus  zweier  Winkel  einander  gleich  sind, 
wenn  diese  Winkel  selbst  zueinander  Supple- 
mentwinkel sind,  so  ergibt  sich  hieraus,  das^ 
(unter  anderm  siehe  Erkl.  180): 

A)  .  .  .  «j  =  2Ä  — 2« 
und  dass: 

B)  .  .  .  /?,  =  2jB  — 2/J 
sein  muss. 
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Angabe  664.  Von  einem  Dreieck  ist  die 
Seite  a  =  10  m,  die  zugehörige  Höhe  ha  = 
8  m  and  der  der  Seite  a  gegenüberliegende 
Winkel  a  =  32^  gegeben.  Wie  gross  sind 
die  Schenkel  eines  aber  derselben  Seite  a  als 
Gnmdlinie  konstruierten  gleichschenkligen 
Dreiecks,  das  mit  jenem  Dreieck  gleichen  Um- 
fang hat? 


Gegeben 


^H= 


a  =  10  m 
8m 
820 


Gesucht:  Die  Schenkel  eines  gleichschenkligen 
Dreiecks,  das  mit  dem  gegebenen 
Dreieck  die  Seite  a  gemein  und  gleichen 
Umfang  hat. 

Andeutung.  Man  berechne  zunächst,  wie 
in  der  Andeutung  zur  Aufgabe  349  gesagt 
ist,  die  Seiten  b  und  c  des  gegebenen  Drei- 
ecks, dann  beachte  man,  dass,  wenn  man  einen 
der  gesuchten  Schenkel  des  gleichschenkligen 
Dreiecks  mit  x  bezeichnet,  gemäss  der  Auf- 
gabe zwischen  diesen  Schenkehi  und  den 
Seiten  a,  b  und  c  die  Relation: 

bezw.  die  Belation: 

h  +  c 

X  =  ! 

2 

besteht,  dass  man  also  hiemach  leicht  einen 
der  gesuchten  Schenkel  x  berechnen  kann. 


Aufgabe  666.  Auf  zwei  unter  einem 
Winkel  von  a  =  60^  sich  schneidenden  Ge- 
raden liegen  die  a  =  35  dm  von  einander  ent- 
fernten Punkte  B  und  C.  Wird  der  Punkt  C 
om  (^  =  22  dm  nach  dem  Schnittpunkt  Ä  der 
Geraden  hin  verschoben,  so  beträgt  die  nun- 
mehrige Entfernung  der  Punkte  B  und  C  nur 
noch  a^  =  24  dm.  Welche  Entfernungen  haben 
die  Punkte  B  und  C  von  dem  Schnittpunkt  Ä? 


Figur  201. 


Gegeben: 


4 


600 
86  dm 
22  dm 
24  dm 


(s.  Figur  201) 


Andeutung.  In  dem  Dreieck  BCC^ ,  siehe 
Figur  201,  kennt  man  die  drei  Seiten  a,  a, 
und  d.  Wie  in  der  Auflösung  der  Aufgabe  119 
gezeigt,  kann  man  aus  diesen  drei  Seiten 
den  Winkel  y  berechnen.  Ist  y  berechnet, 
so  kennt  man  von  dem  Dreieck  ^£(7  die 
Seite  a  und  die  Winkel  a  und  /,  und  kann 
somit  mittels  der  Sinusregel  die  Seiten  AB 
und  A  C  berechnen,  womit  die  gesuchten  Ent- 
fernungen bestimmt  sind. 


Aufjgabe  666.  Zwei  Dreiecke  halben  einen 
gleichen  Winkel,  man  soll  mittels  trigono- 
metrischer Sätze  das  Verhältnis  der  beiden 
Flächeninludte  dieser  Dreiecke  bestimmen. 


Auflösung.  Haben,  siehe  Figur  202,  die 
beiden  Dreiecke  ABC  und  AB^C^  den 
Winkel  a  gemeinschaftlich,  so  hat  man  nach 
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Figur  202. 


Erkl.  868*  Ein  planimetrischer  LehnatE 
heiflst: 

„Haben  zwei  Dreiecke  einen  Winkel  gleich^ 
80  verhalten  sich  deren  Inhalte  wie  die 
Produkte  der  diesen  Winkel  einschliessen- 
den  Seiten. 

(Siehe  Kleyers  Lehrbücher  der  Planimetrie.) 

Naeh  diesem  Satz  ergibt  sieh  aus  der  Fig.  302 
die  Relation: 

/\AB,C^  ""  6,.c, 

Die  nebenstehende  Auflösung  enthält  einen 
trigonometrischen  Beweis  dieses  planimetrischen 
Lehrsatzes, 


der  Erkl.  151  für  den  Inhalt  F  des  Drefecks 
^^C  die  Belation: 

a)  .  .  .  F  =  -g-  •  sma 

femer  hat  man  ftir  den  Inhalt  F^  des  Drei- 
ecks ÄB^C^  die  Belation: 

b)  .  .  .  Fl  =  —^  •  sin« 

Dividiert  man  die  Gleichung  a)  durch 
Gleichung  b),  so  erhält  man  nach  gehöriger 
Reduktion  ftir  das  gesuchte  YerhBltDis  der 
Flächeninhalte  F  und  F^i 

A)  .  .  .  .  -^  =  4^  («ehe  Erkl.  368) 


Ai^gabe  667.  Zwischen  den  Schenkeln 
eines  WinkeL»  a  =  60^  ist  ein  Punkt  P  von 
solcher  Lage  zu  finden,  dass  seine  Entfer- 
nung vom  Scheitel  gleich  der.  Strecke  a  = 
30  dm  und  dass  die  Summe  seiner  Entfer- 
nungen h  und  c  von  den  Schenkeln  s  = 
10  m  ist? 


203) 


Figur  203. 


r         «  =  600  I 

Gegeben:  <         a  =  30m  >  (s. 

1  &4-c  =  «  =  10m  J 

Andentnng.  Soll,  siehe  Figur  203,  der 
Punkt  P  seiner  Lage  nach  bestinunt  sein, 
so  muss,  da  die  Entfernung  AP=:^  a  bekannt 
ist,  noch  die  Lage  dieser  Strecke  AP  zu 
einem  der  beiden  Winkelschenkel  ^^  und 
^C bestimmt  werden,  d.  h.  es  muss  einer  der 
beiden  Winkel  cti  und  ce,  berechnet  werden. 

Den  Winkel  a^  z.  B.  kann  man  wie  folgt 
berechnen: 

Aus  dem  rechtwinkligen  Dreieck  ABF 
ergibt  sich  die  Belation: 


smcij  = 


c 
a 


oder 

a)  ....    e  =  a-sina^ 

femer  ergibt  sich  aus  dem  rechtwinkUgeo 
Dreieck  ^CP  die  Relation: 

h 
am  «2  =:  — 

oder  * 

b)  ....  (  =  a-sina. 

Addiert  man  die  Gleichungen  a)  und  b). 
so  erhält  man: 

h-^cz=z  asina, -{-osiAeE, 
oder,  da  gemäss  der  Aufgabe: 

6  +  c  =  « 
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ist,  nnd  da: 

ist; 

«  =:  a  smu]  -|-  a  sin  («x  —  a^) 

nfimlich  eine  Gldchnng,  in  welcher  nnr  nock 
der  unbekannte  Winkel  a^  vorkommt.  Be- 
dnziert  man  diese  Gleichung  nnd  bringt  in 
bezog  anf  sin  (a  —  Ui)  die  in  der  ErkL  232 
angeführte  goniometrische  Formel  in  Anwen- 
dung, so  erhält  man: 

—  =  sin  «1 4*  sina  cos«,  —  cos«  sin«, 

oder 

sin  «,  (1  —  cosa)  +  cos  a,  «sin  «  =  — 

a 

Setzt  man  nach  der  £rkl.  801 : 

1  —  cos«  =  2  sin*  -5- 
nnd  nach  der  Erkl.  52: 

Sina  =  2  sm  —  COS  -^ 

und    dividiert   die   ganze  Gleichung   durch 

2  sin  -Q- »  <30  erhält  man: 


sina,»sin-ö-  +  cos«i«cos~  = 


B 


^        2a8in|- 

Setzt  man  nunmehr  nach-  der  ErkL  225 
den  Ausdruck  auf  der  linken  Seite  dieser 

Gleichung  =  cos  lui  —  y  j  so  erhält  man 
schliesslich : 

A)  .  .  .  .  cos(a, -  t)  =  ^    \    a 
V  ^y       2asin|^ 

und  nach  dieser  Gleichung  kann  man  den 
Winkel  ui — g"  ^oz^<^lfflen  und  dann  auf 
leichte  Weise  den  Winkel  a^  bestimmen,  in* 
dem  man   zu   dem  für  a^  —  ^  firefnndenen 

Wert  Y  addiert. 


Au^be  667  a.     Man  soll  zwischen  den 
Schenkeln  eines  Winkels  a  von  36®  einen  Gegeben:  ^  a  =  10  m  }  (siehe  Figur  203) 


r  «  =  360    \ 
,:  {  a  =  10  m  >  (si( 
l  6  =  3,4m  j 


Pnnkt  P  seiner  Lage  nach  so  bestimmen, 
dass  er  von  dem  einen  Winkelschenkel  eine  Andeutung.  Die  Auflösung  dieser  Aufgabe  ist 
Entfernung  a= 10  m,  von  dem  andern  Winkel-  analog  der  Auflösung  der  yorigen  Angabe  657. 
Schenkel  eine  Entfernung  5  =  3,4  m  hat. 

AnmerksBg  16«  Weitere  Aufgaben,  in  welchen  die  Berechnung  rechtwinkliger,  gleich- 
schenkliger und  schiefwinkliger  Dreiecke  gefordert  wird,  sind  noch  in  den  folgenden 
Abschnitten  enthalten. 


(sind  bestimnit  durch  drei  Bestimmimgsstficke) 
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10)    Aufgaben  über  das  Viereck 

(auch  tetragonometrische  Aufgaben). 

(Anmerfaing  16«  Da  die  Vierecke,  je  nach  ihren  besonderen  Eigenschaften  und  je  nachdem  sie 
infolge  ihrer  besonderen  Eigenschaften,  abgesehen  von  konstanten  Winkelwerten  als  R, 

-^B  etc.,  dnrch  1,  2,  8,  4  oder  5  Bestimmnngsstücke  ihrer  Gestalt  nach  bestimmt  sind, 

in  folgende  Gmppen  eingeteilt  werden  kOnnen,  nämlich: 

a)  in  Quadrate (sind  bestimmt  durch  ein  BesUmmimgsst&ck 

b^  in  Rechtecke  1 

c)  in  Khomben  oder  Rauien    f     '    '     '   («i^*  bestimmt  durch  zwei  Bestimmnngastücke, 

d)  in  Bhomboiden  oder  RautUnge 

e)  in  gerade  Trapeze  oder  Antiparallelo- 

gramme 

f)  in  Deltoide 

g)  in  KreisTierecke 

ö^  £  ffieT'^d  TSnt^nvier;oke    }  <«^^  "«•«»»»  durch  v..rB,.änua™g.««ek. 

und      k)  in  allgemeine  Vierecke  oder  Trapezoide  (sind  bestimmt  dnrch  fünf  Bestimmungsstackei. 

und  da  die  Berechnung  einer  Figur  an  und  für  sich  im  allgemeinen  um  so  ein- 
facher ist,  je  weniger  Bestimmungsstttcke  zur  Bestimmung  derselben  erforderlich  sind, 
so  sind  die  in  diesem  Abschnitt  enthaltenen  Angaben  über  das  Viereck,  entsprechenl 
jener  Einteilung  der  Vierecke,  nämlich  je  nachdem  sich  diese  Aufgaben  auf  Quadrale. 
Rechtecke  etc.  beziehen,  in  besonderen  Abteilungen  zusammengestellt,  d.  h.  se 
sind  so  geordnet,  dass  die  Aufgaben,  welche  sich  auf  das  Quadrat  beziehen,  vona 
und  die  Aufgaben,  welche  sich  auf  das  Trapezoid  oder  das  allgemeine  Viereck  be 
ziehen,  zuletzt  zu  stehen  kommen.  Bemerkt  sei  hier,  dass  vom  rein  wissenschaft- 
lichen Standpunkt  aus  es  richtiger  wäre,  die  Berechnung  des  allgemeinen  Vierecb 
zuerst  Yorzunehmen,  indem  die  anderen  Vieredce  nur  spezielle  Formen  des  allgemeinea 
Vierecks  sind  (ähnlich  wie  das  rechtwinklige  und  das  gleichschenklige  Dreieck  spexidi^ 
Formen  des  schiefwinkligen  Dreieck  sind)  und  sich  deshalb  die  Bereclmung  der  speziellen 
Formen  des  Vierecks  der  Berechnung  des  allgemeinen  Vierecks  anzuschliessen  hätte, 
allein  vom  pädagogischen  Standpunkt  aus  muss  zunächst  darauf  Rücksicht  genommen 
werden,  dass  der  Lernende  vom  leichteren  zum  schwereren  geführt  wird,  und  aus  diesen 
Grund  ist  jene  Einteilung  erfolgt 

Anmerkiing  17.  Die  Berechnung  eines  Vierecks  erfolgt  im  allgemeinen  dadurch,  dass  man  das- 
selbe durch  Diagonalen  in  solche  Dreiecke  zerlegt,  oder  dass  man  auch  durch  ander- 
weite Hülfslinien  solche  Dreiecke  herstellt,  welche  durch  die  gegebenen  Stücke  unmittelbar 
trigonometrisch  bestimmt  sind,  und  dass  man  dann  mittels  der  aus  diesen  Dreiecken  sich 
eingebenden  tri^.  Beziehungen  die  gesuchten  Stücke  des  Vierecks  zu  berechnen  sucht:  'mt 
diese  Hethoae  der  Berechnung  eines  Vierecks  nicht  möglich,  so  ist  die  betreffende 
Aufgabe,  welche  die  Berechnung  jenes  Vierecks  yerlangt,  eine  sog.  tetragonometrische 
Aufgabe,  zu  deren  Auflösung  besondere  Methoden  erforderlich  sind,  wie  soldie  zua 
Teil  in  diesem  Abschnitt  enthalten  sind. 

a)  Aufgaben  über  das  rechtwinklig-gleichseitige  Parallelogramm  oder 

das  Quadrat. 

Anmerkung  18.  Da,  wie  sich  aus  den  nachstehenden  Erklärungen  872  und  874  ergibt,  jede> 
Quadrat  durch  jede  seiner  Diagonalen  in  zwei  kongruente,  rechtwinklig-gleich- 
schenklige Dreiecke  oder  durch  seine  beiden  DiaffoncJen  in  yier  kongruente,  recht- 
winklig-gleichschenklige Dreiecke  zerlegt  wird,  und  da,  wie  auch  in  der  Anmerkung  V 
erwähnt,  die  Berechnung  eines  Quadrats  im  allgemeinen  dadurch  erfolgt,  dass  man  das- 
selbe durch  seine  Diagonalen  in  Dreiecke  zerlegt,  so  ergibt  sich  hieraus,  dass  sich  die  Be- 
rechnung eines  Quadrats  an  und  für  sich,  direkt  an  die  Beredmung  des  rechtwink- 
lig-gleichschenkligen Dreiecks,  also  direkt  an  den  Abschnitt  4)  dieses  Lehrbuchs  an- 
schliessen  kann.  Da  nun,  wie  in  der  Anmerkung  6  (Seite  44)  erwähnt,  die  Berecfamae 
des  rechtwinklig-gleichschenkligen  Dreiei^s  in  das  Gebiet  der  Planimetrie  gehört 

indem  sämtliche  Winkel  desselben  konstante  Werte  haben  (=  B  und  =^  -^^  sind),  un<I 

somit  auch  die  Berechnung  des  Quadrats  an  und  für  sich,  in  das  Gebiet  der 
Planimetrie  gehört,  so  sind  aus  letzterem  Grund  in  diesem  Abschnitt  solche  Auj^bec 
welche  sich  lediglich  auf  die  Berechnung  des  Quadrats  an  und  für  sich  bedehtiL 
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nicht  aufgenommen,  und  es  sind  nur  einige  solche  Aufgaben  Torgeführt,  welche  sich  auf 
das  Qua£at  in  Verbindung  mit  einem  anderen  Quadrat  oder  einem  JDreieck  beziehen, 
nm  zu  zeigen,  wie  man  bei  der  Auf lösung  solcher  Aufgaben  zu  verfahren  hat  uud  um 
gleichzeitig  hierbei  dem  Studierenden  die  Sätze  Über  das  Quadrat  in  das  Gedächtnis- 
zurückzurufen. 


Aufgabe  668.  In  einer  Seite  eines  Quadrats 
ist  ein  Punkt  so  gewählt,  dass  er  diese  Seite 
im  Verhältnis  1 : 3  teilt  In  dieses  Quadrat 
ist  ein  zweitem  Quadrat  so  konstruiert,  dass 
einer  seiner  Eckpunkte  mit  jenem  Punkt  zu- 
sammenfällt und  dass  seine  aiuleren  drei  Eck- 
pankte  auf  die  Seiten  jenes  Quadrats  zu  liegen 
kommen.  Man  soll  die  Winkel  berechnen, 
welche  die  Diagonalen  beider  Quadrate  mit- 
einander bilden.  . 

Figur  204. 


Gegeben:  eine  Beziehung  zwischen  zwei  Quadraten. 


Andeutung.  Ist,  siehe  Figur  204, -45  Ci> 
das  gegebene  Quadrat  (siehe  die  Erkl.  369) 
und  ist  Ä^  der  gegebene  Punkt,  welcher  die 
Seite  AB  so  teilt,  dass  gemäss  der  Auf- 
gabe:    

ÄiB:A^Ä=:  1:3 

ist,  so  muss  hiemach,  wenn  man  die  Seite 
AB  dieses  Quadrats  mit  a  bezeichnet  nach 

der  Erkl.  375: 

1 


und 


sem. 


a)  .  . 

b)  .  . 


A^B  =  -^a 
3 


A,A  =  -r-a 
4 


Erkl.  869.     Ein   Quadrat  wird  im   all- 
gemeinen wie  folgt  definiert: 

„Ein  Quadrat  ist  ein  Parallelogramm 
(siehe  Erkl.  370  und  371),  in  welchem  zwei 
aneinanderstossende  Seiten  einander  gleich 
sind  und  einen  rechten  Winkel  miteinander 
bilden." 

In  bezug  auf  die  allgemeinen  Eigenschaften 
eines  Quadrats  siehe  die  Erkl.  372  und  374. 

firkl.  870.    Ein    Parallelogramm   wird 
im  allgemeinen  wie  folgt  definiert: 

„Ein  Parallelogramm  oder  ein  sog.  Bhom- 
boid  oder  Rautling  ist  ein  Viereck,  in 
welchem  je  zwei  gegenüberstehende  Seiten 
zueinander  parallel  sind.'* 

In  bezug  auf  die  allgemeinen  Eigenschaften 
eines  Parallelogramms  siehe  die  Erkl.  371. 

Erkl.  871«     Ein   planimetrischer   Lehrsatz 

heisst: 

„In  jedem  Parallelogramm  sind  je  zwei 
gegenüberliegende  Seiten  und  je  zwei 
gegenüberliegende  Winkel  einander  gleich, 
und  die  Diagonalen  halbieren  sich  gegen- 
seitig. • 

(Siehe  Kleyers  Lehrbücher  der  Planimetrie.) 


Zieht  man  durch  den  Schnittpunkt  M  der 
Diagonalen  des  Quadrats  AB  CD  und  jenen 
Punkt  ulj  die  Transversale  A^C^^  und  er- 
richtet man  in  M  auf  A^  Cj  die  Senkrechte 
B^  D^,  so  erhält  man  mit  den  Schnittpunkten  C^, 
B-^  und  Dy  die  drei  weiteren  Eckpunkte  dea 
in  der  Aufgabe  erwähnten  zweiten  Quadrats^ 
was  sich  leicht  aus  den  in  der  Erkl.  376 
und  374  angeführten  planimetiischen  Sätzen 
ei^bt. 

Den  gesuchten  Winkel  a,  welchen  z.  B. 
die  Diagonale  BD  des  Quadrats  AB  CD  mit 
der  Diagonale  A^  C^  des  Quadrats  A^  B^  C^D^ 
bildet,  kann  man  nunmehr  aus  dem  Dreieck 
MA^B  wie  folgt  berechnen: 

Aus  dem  rechtwinkligen  Dreieck  AiBB^ 
ergibt  sich  die  Eelation: 

oder,  da  nach  vorstehender  Gleichung  a): 
und  da  femer  nach  der  Erkl.  377: 


BB^  =  AA^ 
oder  in  Bücksicht  der   vorstehenden  Glei- 
chung b): 

3 


ist: 


BB,  =  -a 


oder 

1) tgß=zS 

mittels  welcher  Relation  man  zunächst  den 
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Erkl.  872.     Ein  planimetriscber  Lehrsatz  Winkel  ß  berechnen  kann.     Da  nun  in  dem 

heisst:  .  Dreieck  MÄ.B 

Jn  jedem  Quadrat  sind  die  sämtüchen  ^mA,B  =  ^Mä,B,+^B,±B 

Seiten  nnd  die  ßämtlichen  Winkel  bezw.     ,       ^       ^         ^'^     -«^i*'i^^3^-«'i-»i 

einander  gleich,  und  zwar  ist  jeder  der  "^®^     a- »r     » ^  i?j_ 

letzteren  gleich  einem  rechten  Winkel  ^  •  •  '^MA^B  —  -^R-f-ß 

(siehe  ErU.  373)."  ,3^  ^^  ^  f^„,,, 

ErkL  878«      Ein  planimetriscber  Lehrsatz  ^ MBA  =  ^R 

heisst:  ^^  *        2 

„In  Jedem  Viereck  ist  die  Summe  der  jgt,  go  kann  man  scUieBslich  den  geaachten 

vier  Winkel  stets  =  4i?.  ^^^  ^  ^.^^^  ^^  ^^^  ^^  Dreieck  MA,B 

Srkl.  874.      Ein  planimetriscber  Lehrsatz  sich  ergebenden  Relation: 
heisst;  fl  1      1 

„Li  jedem  Quadrat  sind  die  Diagonalen  «  =  2B  —  l-|-Ä-j-/J-|""g"'^  I 

gleich  lang,   halbieren  sich  gegenseitig,  ,  «xx  i    j      t>  i  x,. 

stehen  senkrecht  aufeinander  und  halbieren  ^ezw.  mittels  der  Relation: 

die  Winkel,  durch  welche  sie  gehen.''  A)  .  .  .  a  =:  R  —  ß 

Krkl.  875.    Nach  dem  in  der  Erkl.  224  an-   ^erec^©»- 
geführten  Summensatz  aus  der  Proportionslehre  . 
erhält  man  aus  der  Proportion: 

a)  .  .  .  .  A^B :  A^A  =1:3 

1  +  8        =-^oder=-^ 
oder,  wenn  man: 

A^B  +  A^A=2a 
setzt  und  reduziert: 


±  =  AAoder  =  ^^ 
4  1  3 


nnd  hieraus  erhält  man: 


1)  .  .  .  .  A^B  zz:  —  a 


und 


2)  .  .  .  ,  -4i  J.  =  —  a 


Erkl.  876.      Ein   planimetriscber  Lehrsatz 
heisst: 

„Zieht  man  durch  den  Schnittpunkt  der 
beiden  Diagonalen  eines  beliebigen  Pa- 
rallelo^amms  eine  Transversale,  so  sind 
die  beiden  Abschnitte  derselben,  welche 
zwischen  dem  Schnittpunkt  und  den  Seiten 
des  llgrs  liegen,  einander  gleich.'' 

Diesem  Lehrsatz   entsprechend   ist  in  der 
Figur  204:     

MA.  =  MC, 
nnd  


MD^  =  MB^ 

Erkl.  877.    Da  in  der  Figur  204  die  Drei- 
ecke MBB^  und  MAA^  kongruent  sind,  indem: 

Wb  =  mä 


MB^  =  MA^ 
und  <^ MBB^  =  ^MAA^  =  4" ^ 
ist,  so  ergibt  sich  hieraus,  dass: 

a)  .  .  .  .  ¥b[  =  ÄT^ 
«ein  muss. 
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Angabe  669.  Ein  Quadrat,  dessen  Seite 
«  =  15  m  misst,  ist  gleich  einem  gleioh- 
schenkligen  Dreieck,  in  welchem  die  Summe 
der  Basis  und  der  Höhe  doppelt  so  gross 
als  ein  Schenkel  desselben  ist  Wie  gross 
flind  die  Seiten,  Winkel  nnd  der  Inhalt  des 
Dreiecks? 


Gegeben:  eine Beziehong  zwiBohen  einem  Quadrat 
und  einem  gleiohsohenkligen  Dreieck. 

Andeutung.  Nach  der  ErkL  378  hat  man 
für  den  Inhsdt  F  des  gedachten  Quadrats: 

a)  .  .  .  .  ^  =  «« 

Bezeichnet  man  femer  die  Basis  des  ge- 
daditen  gleichschenkligen  Dreiecks  mit  h, 
die  zugehörige  Höhe  mit  h  und  den  Inhalt 
desselben  ebenfalls  mit  F^  da  dieses  Dreieck 
gemäss  der  Aufgabe  gleich  jenem  Quadrat 
sein  soll,  so  besteht  die  weitere  Relation: 

b)....  1?'=  ^'^ 


2 


«     

Erkl«  878.  Bezeichnet  man  den  Inhalt  eines 
Quadrats  mit  jF*,  die  Masszahl  einer  Seite  des- 
selben mit  9,  so  besteht  die  Belation: 

F  ^=  8*  Flftoheneinheiten 

(Siehe  Kleyers  Lehrbücher  der  Planimetrie.) 


Bezeichnet  man  femer  einen  Schenkel  des 
gleichschenkligen  Dreiecks  mit  a,  so  besteht 
gemäss  der  Aufgabe  die  Belation: 

c)  .  .  .  .  ft-f-Ä  =  2»a 

und   schliesslich  besteht,   siehe  Figur  205, 
nach  dem  pythagoreischen  Lehrsatz  zwischen 

h,  -g-  und  a  die  Relation: 

d) a«  =  Ä2H-(-|-y 

Aus  den  vier  Gleichungen  a)  bis  d),  welche 
die  vier  Unbekannten  F,  b,  h  und  a  enthalten, 
kann  man  leicht  die  Seiten  a  und  b  des  gleich- 
schenkligen Dreiecks  berechnen,  dann  kann 
man  im  weiteren  wie  in  der  Auflösung  der 
Aufgabe  60  gezeigt  wurde,  die  gesuchten 
WiiÜLcl  dieses  Dreiecks  bestimmen. 


Aufig^abe  660.  Zieht  man,  wie  die  Fig.  206 
zeigt,  von  jeder  Ecke  eines  Quadrats  eine 
Transversale  so,  dass  jede  derselben  mit  einer 
anliegenden  Seite  den  Winkel  ce  =  8^  5' 
bildet,  so  schliessen  diese  vier  Transversalen 
ein  kleineres  Quadrat  em.  Man  soll  das  Ver- 
hältnis der  Flächeninhalte  beider  Quadrate 
bestimmen« 


Andeutung.  Zunächst  wäre  zu  beweisen, 
dass,  siehe  Figur  206,  das  durch  die  Trans- 
versalen Äa,  Bb,  Cc  und  Dd  gebildete 
Viereck  Ä^BiC^Di  überhaupt  ein  Quadrat 
ist.    Dies  kann  man  wie  folgt: 

Da  z.  B.  die  Winkel  CBb  und  DCc  ein- 
ander gleich  sind,  indem  jeder  derselben  nach 
Eonstmktion  =  a  ist,  und  da  femer  die  zwei 
Schenkel  BC  und  DC  dieser  beiden  Winkel 
senkrecht  zu  einander  stehen,  so  müssen  nach 
dem  in  der  Erkl.  293  angeführten  planime- 
trischen  Satz  auch  die  beiden  anderen  Schenkel 
Bb  und  Cc  dieser  Winkel  senkrecht  zu  ein- 
ander stehen,  d.  h.  es  muss  ^AiBiCi  =  R 
sein;  in  gleicher  Weise  kann  man  darthnn, 
dass  die  übrigen  Winkel  bei  Ä^^  D^  und  C^ 
je  =  E  sein  müssen. 

Da  sich  femer  aus  der  Eongmenz  der 
Dreiecke  BCb,  CDc,  DÄd,  ABa  ergibt, 
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das8  die  Transversalen  Bb,  Cc^  Dd  mAÄa 
and  die  Abschnitte  Chy  De,  Ad  und  Ba 
einander  gleich  sein  müssen,  und  da  die  recht- 
winkligen Dreieckchen  BA^a,  CB^b^  DC^c 
nnd  ÄD^d  hiemach  k<mgruent  «nd,  so  kann 
man  hiermit  leicht  darthun,  dasa  die  Seiten 
A^B^.B^C^,  CiDi  und  D^Ai  des  Vierecks 
A^B^CiDi  einandiCur  gleich  sein  müssen,  dass 
somit  nach  der  Erkl.  369  dieses  Viereck  ein 
Quadrat  sein  muss.  Da  man  nun  im  weiteren, 
z.  B.  in  dem  rechtwinkligen  Dreieck  BCh  die 
Transversale  Bb^  desgl.  den  Abschnitt  Cb,m 
die  Seite  s  des  Quadrats  ABCD  and  in  jeaen 
Winkel  a  ausdrücken  kann,  und  da  man  dann 
aus  dem  rechtwinkligen  Dreieck  CB^h  die 
Abschnitte  CjBj  und  B^b  bestimmen  kann,  so 
kann  man  hiemach  leicht  auch  die  Sdte 
A^B^  des  inneren  Quadrats  in  die  Seite  .«  des 
äusseren  Quadrats  und  in  den  Winkel  a  aus- 
drücken. Mittels  Benutzung  der  in  der 
Erkl.  378  aufgestellten  Inhaltefonnel  kam 
man  dann  leicht  das  Verhältnis  der  Inhalte 
beider  Quadrate  durch  den  gegebenen  Winkel  a 
ausdrücken. 

Anmerkong  19.     Weitere  Aufgaben  über  das  Quadrat  in  Verbindung  mit  anderen  Figoren 
sind  noch  in  nachstehenden  Abschnitten  enthalten. 


b)  Aufgaben  über  das  rechtwinklig-ungleichseitige  Parallelogramm  oder 

das  Rechteck. 

Anmerkung  80.  Da,  wie  sich  ans  den  nachstehenden  Erkl.  380  und  882  er^bt,  jedes  Becht- 
eck  durch  jede  seiner  Diagonalen  in  zwei  kongruente  rechtwinklige  Dreiecke. 
oder  durch  seine  beiden  Diagonalen  in  2  Paar  kongruente  gleichschenklige  Dreiecke 
zerlegt  wird,  und  da,  wie  auch  in  der  Anmerkung  17  erwähnt,  die  Berec&iung  eines 
Rechtecks  im  allgemeinen  dadurch  erfolgt,  dass  man  dasselbe  durch  seine  Diagonales 
in  Dreiecke  zerleg,  so  ergibt  sich  hieraus,  dass  sich  die  Berechnung  eines  Becht- 
ecks  an  und  für  sich,  direkt  an  die  Berechnung  des  rechtwinkligen,  bezw.  de« 
gleichschenkligen  Dreiecks,  also  direkt  an  die  Abschnitte  2)  bezw.  3)  dieses  Lehr- 
buchs anschliessen  kann. 


Aufgabe  661.  Die  Seiten  a  und  b  eines 
Rechtecks  sind  bezw.  4532  dm  und  2840  dm 
lang;  wie  gross  sind  die  Winkel,  welche 
jene  Seiten  mit  einer  Diagonale  des  Recht- 
ecks bilden? 

Figur  207. 


Gegeben 


■■{i- 


=  4532  dm 
2840  dm 


Andeutung.  Ist,  siehe  Figur  207  imd 
die  Erkl.  379  und  380,  ^5  CD  das  BechtecL 
welches  den  Bedingungen  der  Aufgabe  ent- 
spricht, und  man  zieht  die  Diagonale  BlK 
so  bildet  diese  Diagonale  mit  jeder  Seite  ^i 
den  Winkel  «,  indem  die  Winkel  BDC  toA 
DBA  als  Weohselwinkel  an  den  Parallelen 
DC  und  AB  einander  gleich  sind,  i&m&T 
bildet  diese  Diagonale  mit  jeder  Seite  b  den 
Winkel  ft  indem  die  Winkel  DBCm^BDA 
als  Wechsel  Winkel  an  den  Parallelen  BC  und 
AD  einander  gleich  sind.  Zieht  man  ferner 
die  andere  Diagonale  A  C,  so  bildet  diese  Dia- 
gonale wieder  mit  jeder  Seite  a  den  Winkel « 
und  mit  jeder  Seite  b  den  Winkel  ft  wie  in 


Preisgekrönt  in  Frankfurt  a.  M.  1881. 


Der  ansfiilirliclie  Prospekt  und  das  ansfttlirliclie  In- 

lialtsyerzeiclmis  der  „vollständig  gelösten  Aufgabensammlung 
von  Dr.  Ad.  Kleyer"  kann  von  jeder  Buchhandlung,  sowie  von 
der  Verlagshandlung  gratis  und   portofrei  bezogen  werden- 

Bemerkt  sei  hier  nur: 

1).  Jedes  Heft  ist  aufgeschnitten  und  gat  brochiert,  am  den  sofortigen  und  dauern- 
den Gebrauch  zn  gestatten. 

2).  Jedes  Kapitel  enthält  sein  besonderes  Titelblatt,  Inhaltsverzeichnis,  Berichtigungen 
und  Erklärungen  am  Schlosse  desselben. 

3).  Auf  jedes  einzelne  Kapitel  kann  abonniert  werden. 

4).  Monatlich  erscheinen  3—4  Hefte  zu  dem  Abonnementspreise  von  25  Pfg.  pro  Heft. 

5).  Die  Beihenfblge  der  Hefte  im  nachstehenden,  kurz  angedeuteten  Inhaltsverzeich- 
nis ist,  wie  aii8  dem  Prospekt  erflichtUcli,  ohne  jede  Bedeutung  fttr 
die  Interessenten. 

6).  Das  Werk  enthält  AUes,  was  sich  überhaupt  auf  mathematische  Wissenschaften 
bezieht,  alle  Lehrsätze,  Formeln  und  Kegeln  etc.  mit  Beweisen,  alle  praktischen 
Aufgaben  in  vollständig  gelöster  Form  mit  Anhängen  ungelöster  analoger  Auf- 
gaben und  vielen  vortrefflichen  Figuren. 

7).  Das  Werk  ist  ein  praktisches  Lelirbucli  für  Schüler  aUer  Schulen,  das 
beste  Handbuch  fQr  Lehrer  und  Examinatoren,  das  vorzüglichste  Lehrbuch 
zum  Selbststudium,  das  yortrefllichste  Nachschlagebuch  fttr  Fachleute  und 
Techniker  jeder  Art. 

8).  Alle  Buchhandlungen  nehmen  Bestellungen  entgegen. 


Das  vollstSndige 

Inhaltsyerzeichnis 

der  bis  jetzt  erschienenen  Hefte  1 — 266 

kann  durch  jede  Buchhandlung  bezogen  werden. 


Halbjährlich  erscheinen  Nachträge  Über  die  inzwischen  neu  erschienenen  Hefte. 


nraok  TOD  Oftrl  Hftmmor  in  Stattgart. 


296.  Heft. 


dA9  Heftes 


Ebene  Trigonometrie. 

Forts.  V.  Heft  295.  —  Seite  417— 432* 

Mit  16  Figaren. 


>' 


^e, 


LJ-   L^i t I L 


Aufgab  eiL^Mlimimlung 

-  nebst  Anhängen  ungelöster  Aufgaben,  für  den  Schul-  &  Selbstunterricht  — 

mit 

iB^be  nod  EntficUnng  der  benntzten  Sätze,  Formeln,  Regeln  in  Fragen  nnd  Antworten 

erl&atert  durch 

viele  Eolzsclmitte  &  lithograpL  Tafeln, 

ans  allen  Zweigen 
der  BecheBknnsty  der  niederen  (Algebra,  Planimetrie,  Stereometrie,  ebenen  n.  sphAriiehen 
Trigonometrie,  synthetiechen  Geometrie  etc.)  u.  höheren  Mathematik  (höhere  Analygis, 
Differential-  n.  Integral-Rechnung,  analytische  Geometrie  der  Ebene  u.  des  Raumes  etc.);  — 
ans  aDen  Zweigen  der  Physilt,  Mechanik ,  Graphostatikt  Chemie,  GeodAsie,  Nautik, 
mathemat«  Geographie,  Astronomie;  des  Maschinen-,  Straftien-,  Eisenbahn-,  Wasser-, 
Brfleken*  u.  Hoehban's;  der  Konstniktionslehren  als:  darstell.  Geometrie,  Polar-  u. 

Parallel^PerspeetiTe,  SchattenkonstmktieneB  etc.  etc. 

fOr 

Schüler,  Stadierende,  Kandidaten,  Lehrer,  Techniker  jeder  Art,  Milit&rs  etc. 

zum  einzig  richtigen  und  erfolgreichen 

Studium,  zur  Forthfilfe  bei  Schularbeiten  nnd  zur  rationellen  Verwertung 

der  exakten  Wissenschaften, 

herausgegeben  you 

Dr.  Adolpli  Weyer^ 

Mathematiker,  vereideter  kOnigl.  preoei.  Feldmeaier,  vereideter  groeab.  hefleiecber  Oeometer  I.  Klaaee 

in  Frankfurt  a.  H. 
unter  Mitwirkung  der  bewährtesten  Kr&fte. 


L_  L_ L  _! L  _'_^ _i^J _ '-_ J^ J _J_   1  ,J._i 


Eibene  Trig^onometrie. 

Fortsetzung  von  Heft  295.  —    Seite  417—432.    Mit  16  Figuren. 

Inhalt: 

Aufgaben  aber  dai  Beohteok,  Fortietstmg.  —  Aufgaben    ttber   dai  Bhombae  oder  die  Raute.  —  Aufgaben 

ttber  daa  allgemeine  Parallelogramm  oder  das  Bbomboid  oder  Bantling. 


Stuttgart  1887. 
Verlag  von  Julius  Maier. 


I 


■^  Di«M  AufgilMmammlung  trach«int  fortliufend,  monitlich  3—4  Hefte.  ^^^ 
Oie  •inzeiMii  Htaptkapitei  sind  mit  eigeiMr  Paginitrana  vertehtn,  to  datt  ladet  derselben  einen  Band  bilden  wird. 


Das  vollständige  Inhaltsverzeichnis  der  bis  jetzt  erschienenen  Hefte  1—266 
i/flnn  liiirr.h  inriA  Buchhandlunfl  bezooen  werden. 


Preisgekrönt  in  Frankfurt  a.  M.  1881. 

PROSPEKT. 

Dieseti  Werk,  welchem  kein  ähnliches  cur  Seite  steht,  erscheint  monatlich  in  3 — 4 
Heften  zn  dem  billigren  Preise  voa  25  /^  pro  Heftend  bringt  eine  Sammlung  der  wichtig- 
sten nnd  praktischsten  Aufgaben  ans  dem  Gesamtgebiete  der  Hathematlk,  Phjsik, 
Mechanik,  math.  Geographie ^  Astronomie ,  des  Hasohinen-y  Strassen- y  Eisenbahn-, 
Brflcken-  nnd  Hochbanes,  des  konstruktiren  Zeichnens  etc.  etc.  und  iwar  in  TOllstindig 
gel5ster  Form^  mit  Tielen  Figuren^  Erklimngen  nebst  Angabe  und  Entwlekelnng  der 
benntiten  Sätze ,  Formeln ,  Regeln  in  Fragen  mit  Antworten  etc.,  so  dass  die  Ltauf 
jedermann  yerst&ndlich  sein  kann,  bezw.  wird,  wenn  eine  gritesere  Anzahl  der  Hefte  e^ 
schienen  ist,  da  dieselben  sieh  in  ihrer  Gesamtheit  ergibizen  nnd  alsdann  auch  alle 
Teile  der  reinen  und  angewandten  Mathematik  —  nach  besonderen  selbständigen  Kapi- 
teln angeordnet  —  vorliegen. 

Fast  jedem  Hefte  ist  ein  Anhang  von  ungelSsten  Aufgaben  beigegeben,  welche  der 
eigenen  LOsung  (in  analoger  Form,  wie  die  bezüglichen  gelösten  Aufgaben)  des  Studierenden 
Qberlassen  bleiben,  und  zugleich  von  den  Herren  Lehrern  für  den  Schulunterricht  benutit 
werden  können.  —  Die  LSsnngen  hierzu  werden  sp&ter  in  besonderen  Heften  fttr  die  Hand  des 
Lehrers  erscheinen.  Am  Schlüsse  eines  jeden  Kapitels  gelangen:  Titelblatt,  InhaltsTen^^ 
niSy  Berichtigungen  und  erläuternde  Erklärungen  über  das  betreffende  Kapitel  zur  Ausgabe. 

Das  Werk  behandelt  zunächst  den  Hauptbestandteil  des  mathematisch-naturwissea- 
schaftiichen  Unterrichtsplanes  folgender  Schulen:  Realschulen  I.  und  IL  Ord.,  glai^- 
berechtigten  höheren  Bllrgersehnlen,  FriTatschnlen,  Gjmnaslen,  BealgymnaaleB,  Prs- 
gjmnasien,  Sehnllehrer- Seminaren,  Polytechniken,  Techniken,  Bangewerkadinlea, 
Gewerbeschulen,  Handelsschulen,  techn.  Torbereitungsschnlen  aller  Arten,  gewerbliche 
Fortbildnngssehnlen,  Akademien,  üniTersI täten,  Land-  und  Forstwlssensehafltaaehalea, 
Militärschulen,  Torbereitnngs-Anstalten  aller  Arten  als  z.  B.  fBr  das  EiiOährlg-Frei' 
willige-  nnd  Ofüziers-Ezamen,  etc. 

Die  Schaler,  Studierenden  und  Kandidaten  der  mathematischen,  technischen  nnd 
naturwissenschaftlichen  Fächer,  werden  durch  diese,  Schritt  fBr  Schritt  gelöate,  Aufgaben- 
sammlung immerwährend  an  ihre  in  der  Schule  erworbenen  oder  nur  gehörten  Theorien  etc 
erinnert  und  wird  ihnen  hiermit  der  Weg  zum  nnfehlbaren  Auffinden  der  Lösungen  dei^ 
jenigen  Aufgaben  gezeigt,  welche  sie  bei  ihren  PrQfungen  zu  lösen  haben,  zugleich  aber  auch 
die  Überaus  grosse  Fruchtbarkeit  der  mathematischen  Wissenschaften  vorgefahrt 

Dem  Lehrer  soll  mit  dieser  Aufgabensammlung  eine  kräftige  Stlltie  far  den  Schul- 
unterricht geboten  werden,  indem  zur  Erlernung  des  praktischen  Teiles  der  mathematiBchea 
Disziplinen  —  zum  Anflösen  ran  Aufgaben  —  in  den  meisten  Schulen  oft  keine  Zeit  e^ 
übrigt  werden  kann,  hiermit  aber  dem  Schüler  bei  seinen  häuslichen  Arbeiten  eine  toII- 
ständige  Anleitung  in  die  Hände  gegeben  wird,  entsprechende  Anfjgaben  zu  läsen,  die  ge- 
habten Begein,  Formeln,  Sätze  etc.  anzuwenden  und  praktisch  zn  Terwerten.  Lust,  Liebe 
und  Terständnis  für  den  Schul-Unterricht  wird  dadurch  erhalten  und  belebt  werden. 

Den  Ingenienren,  Architekten,  Technikern  und  Fachgenossen  aller  Art,  KUJIfln 
etc.  etc.  soll  diese  Sammlung  zur  Anfhrischnng  der  erworbenen  und  Tielleicht  Tcrgesaenes 
mathematischen  Kenntnisse  dienen  und  zugleich  durch  ihre  praktischen  in  allen  Benfi' 
zweigen  rorkommenden  Anwendungen  einem  toten  Kapitale  lebendige  Kraft  Torleihen  und 
somit  den  Antrieb  zu  weiteren  praktischen  Terwertnngen  und  weiteren  Forschungen  geben. 

Alle  Buchhandlungen  nehmen  Bestellungen  entgegen.  Wichtige  und  praktische  Auf- 
gaben werden  mit  Dank  von  der  Redaktion  entgegengenommen  und  mit  Angabe  der  Namen 
yerbreitet  —  Wünsche,  Fragen  etc.,  welche  die  Redaktion  betreffen,  nimmt  der  YerfasMr, 
Dr.  Kleyer,  Frankfurt  a.  M.  Fischerfeldstrasse  16,  entgegen  und  wird  deren  Eriedigung 
thunlichst  berücksichtigt. 

Stattgart  Die  Yerlagshandliuig. 


Angaben  über  das  Viereck,  speziell  das  Eechteck. 
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£rkl.  879.  Ein  Bechteck  wird  im  allgemeinen 
wie  folgt  definiert : 

„Ein  Bechteck  ist  ein  Parallelogramm,  in 
welchem  zwei  aneinanderstossende  Seiten 
einen  rechten  Winkel  bilden.*' 

In  bezng  anf  die  allgemeinen  Eigenschaften 
eines  Rechtecks  siehe  die  Erkl.  380  nnd  382. 


£rkl.  880.     Ein  planimetrischer  Lehrsatz 

heisst: 

„In  jedem  Bechteck  sind  je  zwei  gegen- 
überliegende Seiten  einander  gleich,  nnd 
jeder  der  Tier  Winkel  desselben  ist  ein 
rechter  Winkel." 


der  Fignr  207  angedeutet  ist,  ind^n  z.  B. 
das  rechtwinklige  Dreieck  BCD  kongruent 
dem  rechtwinkligen  Dreieck ^DCist,  worans 
sich  ergibt,  dass  <^  ACD  =  <^  BDC  also 
^  a  ist.  Die  Aufgabe  reduziert  sich  somit 
darauf,  je  einen  der  Winkel  a  und  j3  zu  be- 
rechnen, die  in  der  Figur  verzeichnet  sind;  und 
dies  kann  man  in  einfacher  Weise  wie  folgt  : 
Aus  dem  rechtwinkligen  Dreieck  BCD 
ergeben  sich  die  Belaüonen: 


imd 


A) 


B) 


tg«r=-- 

a 


t€ß  = 


a 


nach  welchen  Gleichungen  man  in  Rücksicht 
der  für  a  und  b  gegebenen  Zahlenwerte  die 
Winkel  a  und  ß  berechnen  kann.  Zur  Eon- 
trolle muss  die  Bedingungsgleichung  erflillt 
sein,  dass: 

a  +  ^  =  900 

ist. 


Aufjg^abe  662.  Eine  Diagonale  eines  Recht- 
ecks ist  d  =  280  m  und  einer  der  Winkel, 
welche  dieselbe  mit  den  Rechtecksseiten 
bildet,  ist  a  =  22<>  10' 40";  man  soD  hieraus 
die  Seiten  und  den  Inhalt  des  Rechtecks  be- 
rechnen. 

Fignr  208. 


Gegeben 


■■{'.= 


=  280m 
220  lO'  40" 


Andeutung.  Die  Auflösung  dieser  Auf- 
gabe ist  analog  der  Auflösung  der  vorigen 
Aufgabe  661.  Aus  dem  rechtwinkligen  Drei- 
eck BCD  der  Figur  208  erhält  man: 


sma  =  -=- 
A)  .  .  .  b  =  (2*sina 


cos«  =  -=- 
a 


Erkl«  881«  Bezeichnet  man  den  Inhalt  eines 
Rechtecks  mit  F  und  die  auf  ein  und  dieselbe 
Längeneinheit  sich  beziehenden  Masszahlen 
Eweier  aneinanderstossender  Seiten  desselben 
bezw.  mit  a  und  h,  so  besteht  die  Relation: 

F  =:  a  '  h  Flächeneinheiten 
(Siehe  Kleyers  Lehrbttcher  der  Planimetrie.) 


oder 
und 

oder 

B)  .  .  .  a  ^  d'Coaa 

nach  welchen  beiden  Gleichungen  man  die 
Seiten  a  und  b  berechnen  kann. 

Zur  Berechnung    des    gesuchten  Inhalts 
hat  man  nach  der  Erkl.  381  die  Relation: 

F=  a  •  b 

oder  in  Rücksicht  der  Gleichungen  A)  u.  B): 
F  =  d'COSa  •  d  •  sina 
Setzt  man  in  dieser  Gleichung  nach  der 
Erkl.  52  für: 

2  sina  •  cosa  =:  sin  2a 
also  für: 


sma  •  cosa  = 


sin  2a 


so  erhält  man  nach  gehöriger  Reduktion: 


C)  .  .  .  F  = 


rf2 


•  sin  2a 


nach  welcher  Gleichung  man  den  gesuchten 
Inhalt  direkt  aus  den  gegebenen  Stücken  be- 
rechnen kann. 


Kle'yer,  Ebene  Trigonometrie. 
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Angabe  668.  Die  20  m  lange  Diagonale  d 
einee  Beohtecks  teflt  jeden  der  Winkel,  durch 
weleliea  aie  geht,  in  zwei  Teile,  welche  sich 
vedialten  wie  3 : 5;  wie  gross  sind  die  Seiten 
des  Bedite(^? 


Gegeben 


=  20m 
3:5 


Erkl.  882.     Ein   planimetrischer  LehrsatE 
heisst: 

„In  jedem  Rechteck  sind  die  Diagonalen 
einander  gleich  und  halbieren  sich.^ 


Andentung.  Ist,  siehe  ügar  208  und 
die  Erkl.  382,  AB  CD  das  B^fateck,  dessen 
Diagonale  BD  den  Bedingnngen  dsr  Auf- 
gabe entspricht,  so  beachte  man,  dass  ge- 
mäss der  Aufgabe  die  Relation: 

a)  .  .  .  a:ß  =  S:b 

besteht,  und  dass  nach  der  ErkL  879: 

b)  .  .  .  a  +  ß=:  900 

ist  Ans  diesen  beiden  Gleichungen  kam 
man  jeden  der  Winkel  «  nnd  ß  berechnen. 
und  dann  kann  man  ans  dem  reehtwinkligen 
Dreieck  BCD  mittels  dieser  Winkel  a  md  i 
und  der  gegebenen  Diagonale  d  nach  eio- 
fachen  trigonometrischen  Sätzen  die  gessd- 
ten  Seiten  a  nnd  b  des  Rechtecks  berechnsi 


Angabe  664.  Die  zwei  Diagonalen  eines 
Rechtecks  schneiden  einander  unter  einem 
Winkel  ö  von  142^46';  die  diesem  Winkel 
gegentiberliegßnde  Seite  a  misst  120,5  m; 
wie  gross  ist  die  andere  Seite? 


Figur  209. 


Gegeben:  {  J  "  {^^^^  }  (s.  Figur  2® 

Andeutung.  Die  Winkel,  unter  welcba 
sich  die  Diagonalen  eines  Rechtecks  schneide: 
sind,  siehe  Figur  209,  d  und  d^  indeaje 
zwei  der  Winkel  um  den  Schnittpimkt  M,  ^ 
Scheitelwinkel  einander  gleich  sind.  Da  ooi 
nach  der  Erkl.  382  die  Diagonalen  eines  Bechi- 
ecks  gleich  lang  sind  und  sich  gegenseiag 
halbieren,  so  ist  das  Dreieck  DCM  der 
Figur  209  ein  gleichschenkliges  Dreieck 
und  von  diesem  Dreieck  ist  gemäss  der  Ani- 
gäbe  der  Scheitelwinkel  ö  gegeben;  man  kaiia 
somit  jeden  der  Basiswinkel  a  dieses  drti- 
ecks  mittels  der  Relation: 
2«  =  lÖOo  — <f 

bezw.  aus  der  Gleichung: 
a)  .  .  .  «  =  900  —  — 

berechnen. 

Zur  Berechnung  der  gesuchten  Seite  *" 
kann  man  nunmehr  die  aus  dem  rechtviok* 
ligen  Dreieck  BCD  sich  ergebende  Relation: 

b 

tga=:-- 

d 
benutzen.    Aus  dersdben  erhält  man: 

h  =:  a  *  tga 
oder  auch  in  Rücksicht  der  Gleichung  a): 


b  =  a'tg(9(fi-^^ 


oder  nach  der  Erkl.  19: 

A)  .  .  .  5  =  a  .  ctg  y 

nach  welcher  Gleichung  man  die  gesuchte 
Seite  b  direkt  aus  dem  gegebenen  Winkel  ■' 
und  der  gegebenen  Seite  a  berechnen  bso. 


Aufgaben  über  das  Viereck,  spezieU  das  Eechteck. 
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Aufgabe  666.  Eine  der  Diagonalen  eines 
Rechtecks  misst  d  =  86,404  m  nnd  bildet 
mit  [der  andern  Diagonale  einen  Winkel  d^ 
=r  26®  12'  T'\  wie  gross  ist  der  Inhalt  dieses 
Rechtecks? 


Gegeben:  j  f^  "  ^^.7-  }  (s.  Figur  209) 

Andeutung.  Ist,  siehe  Figur  209,  ^jB  CD 
das  Rechteck,  welches  den  Bedingungen  der 
Aufgabe  genügt,  so  ergibt  sich  aus  dem  gleich- 
schenkligen Dreieck  AMD  föi*  jeden  der 
Basiswinkel  ß  die  Relation: 


1800— <f. 


oder 


a) 


^  =  900  — 


2 


Da  man  hiemach  von  dem  rechtwinkligen 
Dreieck  ABD  den  Winkel  ß  und  gemäss 
der  Aufgabe  die  Hypotenuse  d  kennt,  so 
erhält  man  für  den  Lüialt  f  dieses  Dreiecks 
naeh  der  Auflösung  der  Aufgabe  5: 

b)  .  .  .f  =^.  8in2^ 

4 

Hiemach  erhält  man  in  Rücksicht,  dass 
die  Diagonale  BD  das  Rechteck  in  die 
zwei  kongruenten  Dreiecke  ABD  und  BCD 
zeiiegt,  mid  in  Rüdcsioht  der  Gleichung  a), 
für  den  gesuchten  Inhalt  F  des  Rechtecks: 


F=z2 


4 


sin2 


oder 


(•«•-4-) 


F  = 


2 


sin  (1800  —  iTj) 


oder  nach  der  ErkL  66: 

2 


A). 


F  = 


sincfi 


Aufgabe  666.  Der  Inhalt  des  Quadrats 
über  der  längeren  S^te  a  eines  Rechtecks 
ist  gleich  dem  doppelten  Inhalt  des  Quadrats 
über  der  kürzeren  Seite  b  des  Rechtecks; 
unter  welchem  Winkel  schneiden  sich  die 
Diagonalen  dieses  Rechtecks? 


Gegeben 


^1 


Zwischen  den  zwei  Seiten  a  nnd  b  eines 
Rechtecks  die  Beziehung: 

a«  =  25» 


Andeutung.  Ist,  siehe  Figur  210^  AB  CD 
das  Rechteck,  welches  den  Bedingungen  der 
Aufgabe  entspricht,  tmd  man  zieht  ridi  zur 
Berechnung  des  gesuchten  Winkels  d,  welchen 
die  Diagomden  desselben  miteinander  bilden, 
durch  M  die  zu  BC  Parallele  IG,  so  wird 
durch  diese  Linie  das  gleichschenklige  Drei- 
ecks MCD,  dessen  Scheitelwinkel  ö  der  ge- 
suchte Winkel  ist,  in  zwei  kongruente  recht- 
winklige Dreiecke  zerlegt.  Da  nun  z.  B.  in 
dem  rechtwinkligen  Dreieck  DGM: 


DG=^ 


und      Ma=-^  (b.  Erkl.  376) 


ist,  so  ergibt 
Relation: 


sich  ans  diesem  Dreieck  die 


a 


*^  2  "■  2  •  2 
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oder 


Berücksichtigt  man  nunmehr,  dass  ganSss 
der  Aufgabe: 

ist,  dass  also: 

h)  .  .  .  a  =  h  \/2" 

gesetzt  werden  kann,  so  geht  in  Räcksicbt 
dessen  die  Gleichung  a)  Aber  in: 


oder  in: 


^  _    b  V2 


und  mittels  dieser  Gleichung  kann  man  des 
gesuchten  Winkel  ö  berechnen. 


Anmerkung  21«  In  vorstehendem  sind  nur  einige  wenige  Aufgaben  über  das  Bechteck  tot- 
geführt,  nur  um  zu  aeeigen,  wie  die  Beredinung  des  Beditecks  auf  die  Berechnung  de$ 
rechtwinkligen  und  des  gleichschenkligen  Dreiecks  zurückgeführt  werden  kann.  Air* 
gaben  über  das  Bechteck,  analog  denen,  wie  sie  teilweise  über  das  rechtwinklige  oil 
das  gleichschenklige  Dreieck  in  den  Abschnitten  7)  und  9)  enthalten  sind,  und  deren  Ar* 
lösungen  diesen  soeben  erwfihnten  Au^ben  ganz  analog  sind,  lassen  sich  in  grosE: 
Zahl  bUden,  werden  aber  dem  Studierenden ,  der  die  in  jenen  Abschnitten  enthalte»! 
Au^ben  zum  grOssten  Teil  durchgearbeitet  hat,  nichts  nennenswertes  Neues  mehr  bietr:. 
Weitere  Angaben  über  das  Bechteck  in  Verbindung  mit  andern  Figuren  sind  noch  m 
den  folgenden  Abschnitten  enthalten. 


c)  Aufgaben  über  das  scbiefwinkiig-gieicbschenkiige  Paralieiogramm  oder 

das  Rhombus  oder  die  Raute. 

Anmerkung  22.  Da,  wie  sich  aus  den  nachstehenden  Erkl.  884  und  886  ergibt,  ein  jedes 
Bhombus  durch  jede  seiner  Diagonalen  in  zwei  kongruente  gleichschenklig« 
Dreiecke,  und  durch  seine  beiden  Diagonalen  in  vier  kongruente  rechtwinklige 
Dreiecke  zerlegt  wird  und  da,  wie  in  nachstehendem  gezeigt,  die  Berechnung  eines  Bhomba« 
im  allgemeinen  dadurch  erfolgt,  dass  man  dasselbe  durch  Diagonalen  in  Dreiecke 
zerlegt,  so  folgt  hieraus,  dass  sich  die  Berechnung  eines  Bhombus  oder  einer 
Baute  an  und  für  sich,  direkt  an  die  Berechnung  des  gleichschenkligen  oder 
des  rechtwinkligen  Dreiecks,  abso  direkt  an  die  Abschnitte  2)  und  3)  dieses  Lebr- 
buchs  anschliessen  kann. 


Aufigabe  667.  Die  Seite  a  einer  Baute 
misst  68,47  m,  ein  Winkel  a  derselben  ist 
=  66^  26'  80" ;  wie  gross  ist  der  Inhalt? 

Figur  211. 


Gegeben 


■■{- 


=  68,47  m 
560  25'  80" 


Andeutung.  Ist,  siehe  Figur  211  oa^ 
die  Erkl.  383  und  884,  ^B  CD  das  Rhomba 
welches  den  Bedingungen  der  Aufgabe  eni- 
spricht,  und  man  zieht  die  Diagonale  AC 
so  wird  hierdurch  das  Rhombus  in  die  zvei 
kongruenten  gleichschenkligen  Dreiecke  ^('^' 
und  ÄCB  zerlegt,  wie  sich  leicht  minel* 
dem  in  der  Erkl.  384  angeführten  planiiar 
trischen  Satz  nachweisen  lässt  Von  je<ie3 
dieser  gleichschenkligen  Dreiecke  kenr: 
man  den  Schenkel  a  und  den  Scheitelwinkel  c 
für  den  gesuchten  Flächeninhalt  F  des  Rhos* 
bus  hat  man  somit  nach  der  in  der  An:* 
gäbe  64  aufgestellten  Formel  60  die  ^ 
Ziehung: 


An^ben  über  das  Viereck,  speziell  das  Bhombns. 
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srna 


Erkl«  88S.    Ein  Khombne  oder  eine  Baute  F  —  9    — 

wird  im  allgeineinen  wie  folgt  definiert:  ^       ^  *    2 

^Ein  Bhombüs,  auch  Bante  genannt,  ist  oder 

em  Parallelogramm,  in  welchem  zwei  an-  ^\        ^     F=  a^  •  sino 

einanderstossende  Seiten  einander  gleich        /*',*,       ^i  i  v  a  vx 

gli^^tf  nach  welcher  Oleichang  man  den  gesuchten 

In  bezng  anf  die  allgemeinen  Eigemwhaften  ?^  *^  ^1  ^"^^  «  ^^  *^  ^^^  « 
eineB  Bhombns  siehe  die  Erkl.  884—886.  «ö»  Khombus  berechnen  kann. 

ErU.  884«     Ein  planimetrischer  Lehrsatz 

beisst: 

„In  jedem  Bhombns  sind  sämtliche  Seiten 
und  je  zwei  gegenüberliegende  Winkel 
bezw.  einander  gleicL'' 

(Siehe  Xleyers  Lehrbücher  der  Planimetrie.) 


Anfigabe  868.  Der  Inhalt  F  einer  Bante 
beträgt  140,6  qm,  em  Winkel  a  misst  125^ 
17M4'';  wie  gross  ist  eine  Seite  derselben? 


Gegeben: 


I- 


=  140,6  qm 
1260 17'  14'' 


Andeutung.  Bezeichnet  man  die  gesuchte 
Seite  der  Baute  mit  a,  so  hat  man  nach  der 
in  der  Andentang  der  vorigen  Aufgabe  667 
aufgestellten  Gleichung  A)  für  a  die  Be- 
stimmungsgleichnng: 

F  =z  a^  *  sina 

Diese  Gleichung  in  bezug  anf  a  anfgelöst, 
gibt: 


A)  .  .  .  a  =  V  -: — 
'  V  sma 


und  nach  dieser  Gleichung  kann  man  die  ge- 
suchte Seite  a  berechnen,  wenn  man  fOr  I 
den  gegebenen  Zahlenwert  und,  da  der  ge- 
gebene Winkel  a  gemäss  der  Aufgabe  ein 
stumpfer  Winkel  ist,  nach  den  ErkL  65 
und  66: 

sina  =  sin  (1800  —  1250 17'  14") 
setzt. 


Aufjgabe  669.  Der  Inhalt  t  einer  Baute 
[st  =  3101  qcm  nnd  der  Umfang  derselben 
[»eträgt  u  =  310  cm;  man  soll  die  Winkel 
lerselben  berechnen. 


Gegeben 


./«  = 
*  1  ^^ 


=  810  cm 
3101  qcm 


Andeutung.  Da  nach  der  Erkl.  384  die 
sämtlichen  Seiten  einer  Baute  einander  gleich 
sind,  so  besteht  zwischen  einer  Seite  a  nnd 
dem  Umfang  u  einer  Baute,  die  Belation: 

4  •  a  =  M 

nnd  hieraus  erhält  man: 

a)  .  .  .  .  a  =  — 

Da  man  hiemach  die  Seite  a  berechnen 
kann,  so  kann  man  im  weiteren  die  gesuchten 
Winkel  der  Baute  aus  dem  gegebenen  Flächen- 
inhalt F  nnd  jener  Seite  a  mittels  der  in 
der  Andeutung  zur  Aufgabe  667  aufgestellten 
Gleichung  A): 

b)  .  .  .  ^  =  a2  •  sina 
berechnen;  man  erhält  nämlich  hieraus: 
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F 

SOLU  =  -^ 

oder  in  Rücksicht  der  Gleichung  a): 

F 

Srkl«  886.     Sin  planioietrischer  Lehnats  V4/ 

heiBst:  mithin: 

„In  jedem  ||gr  sind  je  zwei  der  Winkel,  ^\  gj-    __  '^^F 

welche  an  einer  nnd  derselben  Seite  liegen,     ^  '  '  *  ^ 

Supplementwinkel,  d.  h.  sie  ergänzen  j^^h,  welcher  Gleichung  man  in  Rfickricht 

sicü  zn  löu".  ^  .    ,    „.      ^,,     der  Ar  i?'  nnd  w  gegebenen  ZaMenwwte  den 

Nach  diesem  Sate^ist  z.B.m  der  Figur  211:  Kinkel  a  der  Raute  berechnen  kann,  wobd 

"  +  ^  —  1^^  man  zu  beräcksichtigen  hat,  dass  dem  Win- 

Dies  ergibt  sich  anch  daraus,  dass  a  und  ß  kei  a  nach  der  EritL  271  zwei  solche  Werte 

innere  Gegenwinkel  an  Parallelen  smd.         entsprechen,  welche  sich  zu  180"  ergÄnzen. 

Jeder  dieser  Winkel  gehOrt  nach  der  ErkL  385 
der  gegebenen  Raute  an. 


An^be  670.  Die  Diagonalen  einer  Raute  n^    k      i   <^  =  ^fi^  dm 

sind  d  =  2,846  dm  und  <^i  =  7,002  dm;  man  öegeben:  |  ^^  __  ^  ^^^  dm 


aoU  die  Winkel  der  Raute  berechnen.  .    ,    .  ^        .  ,     «. 

Andeutung.    Ist,  siehe  Figur  212  gh 

die  ErkL  386,  AB  CD  die  Raute,  deren  Dit- 
gonalen  die  gegebenen  LSngen  d  und  «i 
haben,  so  ergibt  sich  z.  R  ans  dem  recht- 
winkligen Dreieck  AMD,  siehe  die  ErkL  3.^. 
die  Räation: 

a  d^      d 

^T  """2"*T 
oder 

A)....tg|  =  A 

nach  welcher  Gleichung  man  -^  bezw.  des 

Erkl«  886*     Ein  planimetrischer  Lehrsatz  gesuchten  Winkel  a  berechnen  kann.    Den 

heisst:  Winkel  ß  der  Raute  kann  man  dann  Dach 

„In  jedem  Rhombus  (oder  in  jeder  Raute)  der  ErkL  385  mittels  der  Relation: 

halbieren  sich  die  Diagonalen,  stehen  senk-  B)  .  ,  .  ,  a-^ß  =,  180^ 

recht  aufeinander  und  halbieren  die  Winkel,  bAreehnen 

durch  welche  sie  gehen.**  oerecnncn. 

(Siehe  Eleyers  Lehrbücher  der  Planimetrie.) 

Angabe  671.     Die  zwei  Diagonalen  d  Gegeben:  (2 :<{,=:  3:8 

und  rfi  einer  Raute  verhalten  sich  zu  ein-  Andeutung.  Die  Auflösung  dieser  Am- 
ander  wie  3:8;  wie  gross  smd  die  Winkel  g^be  ist  analog  der  Auflösung  der  vorig«i 
derselben?  Aufgabe.    Nach  der  Auflösung  der  vorig« 

Aufgabe  besteht  die  Relation: 

.    jK^ d^ 

^  2  "   d 

oder,  da  gemftss  der  Aufgabe: 
ist:  <i:d,  =  8:8 

A)  ....  tg-         =         -g- 

nach  welcher  Gleichung  man  den  Winkel  a 
berechnen  kann. 


Aufgaben  ttber  das  Viereck,  speadell  das  Bhombns. 
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Aufgabe  672.  Die  Summe  der  zwei  Dia- 
gonalen d  und  d|  einer  Baute  beträgt  8  = 
383  m,  ein  Winkel  a  misst  27^22'  16'';  wie 
gross  ist  eine  Seite  und  welches  ist  der  In- 
halt dieser  Raute? 


Gegeben 


■I 


d'\-d^  =  5=  388in 
a  =  270  28*  16" 


Aadeutu«.  Ist,  sielie  Figur  213,  ^BCD 
die  Baute,  welche  den  Bedingongen  der  Auf- 
gabe entspricht,  so  ergeben  sich  z.  B.  aus 
dem  rechtwinkligen  Dreieck  AML  die  Re- 
lationen: 


und 


.    «        d. 


a         d 


Figur  213. 


und  hieraus  erhält  man: 


a 


und 


a)  .  .  .  dl  =  2a  •  sin-^ 


b)  .  .  .  (i  =  2  a  •  cos  -g- 


Durch  Addition  dieser  beiden  Gleichungen 
erhält  man: 

c)  .  .  .  d  +  dj  =  2a«|sin-ö-  +  cos-5-l 

oder,  wenn  man  gemäss  der  Aufgabe: 

d)  .  .  .  d  +  d^  =  3 
und  nach  der  Erkl.  387: 


sm 

setzt: 


in-J  +  cos|-=  1/2  .8in(46o+|-) 
8  =  2a'  VW  'Wi  (4B^+  —^ 


Erkl.  887.      Eine   goniometrische   Formel 
heisst: 

sin«  +  cos«  =  ^2  •  sin  (460 -f- «) 

(Siehe  Formel  106  in  Kleyers  Lehrbuch  der 
Goniometrie.) 


und  hieraus  erhält  man: 

.,  S 

A)  .  .  .  a  = :::: 


2\/2  .sin (450+ ~) 

nach  welcher  Gleichung  man  die  Seite  a  be- 
rechnen kann.*}  Ist  a  hiemach  berechnet, 
so  kann  man  den  gesuchten  Inhalt  F  mittels 
der  in  der  Andeutung  zur  Aufgabe  667  auf- 
gestellten Gleichung  A): 

B)  .  .  .  F=  aÄ.sin« 

berechnen. 


*)  Da  man  von  jedem  der  vier  rechtwinkligen 
Dreiecke,  in  welche  die  Baute  durch  die  Dia- 
gonalen zerlegt  wird,  die  Summer  der  beideii 
Katheten,  dieselbe  ist  nämlich  gleich  der  halben 
Summe  der  beiden  Diagonalen  d  und  <ij,  und 


a 


einei^  Winkel,  nämlich  -^  kennt,  so  kann  man 

atfth  aus  einem  dieser  rechtwinkligen  Dreiecke 
die  Seite  a  berechnen,  wie  in  der  Andeutung 
zur  Aufgabe  206  gesagt  wurde. 
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Au&abe  673.  Die  Seiten  a  und  b  eines 
Beckte^  sind  bezw.  5,643  m  und  2,081  m 
lang'.  Man  soll  die  Winked  der  Raate  be- 
reiten, woLcbe  man  erhfilt,  wenn  man  die 
Mitten  der  Seiten  jenes  Bechtecks  der  Beihe 
nach  miteinander  verbindet. 


) 


Fignr  214. 


£rkL  888«      Ein   planimetrischer  Lehrsatz 
heisst: 

„Die  Mitten  der  Seiten  eines  Bechtecks 
bilden  die  Ecken  einer  Bante.** 

(Siehe  Eleyers  Lehrbficher  der  Planimetrie.) 


^      .        /  «  =  5,643  m 

uegeDen:  |  j^  _  2,081  m    }  (siehe  Figur  214) 

G^esncht:      2  a  and  2ß 

Andeutung.  Ist,  siehe  Fignr  214,  ^jBCD 
das  gegebene  Bechteck,  so  sind  nach  der 
ErkL  388  die  Mitten  dieser  Seiten  die  Ecken 
der  Bante  Ä^B^^ C^D^ ,  deren  Winkel  gemäss 
der  Aufgabe  berechnet  werden  sollen  nnd  wie 
folgt  berechnet  werden  können: 

Zieht  man  durch  den  Schnittpunkt  M  der 
Diagonalen  des  gegebenen  Bechtecks  die  zu 
den  Seiten  a  nnd  b  Parallelen  Ä^ C^  und B^D^, 
so  werden  durch  diese  Linien  die  Seiten  q 
und  b  halbiert;  diese  Linien  müssen  also  mit 
den  Diagonalen  der  Baute  Ä^B^C^D^  zo- 
sammenMlen.  Da  nun  nach  der  £brkL  309 
z.  B.  die  Seite  Ä^D^  der  Baute,  parallel  der 
Diagonale  BD  ist  und  da  nach  der  ErkL  386 
die  Diagonalen  einer  Baute  die  Winkel  de^ 
selben  halbieren,  so  muss: 
^D^A^C^  =.^C^A^B^  =z<^DBC  oder=; 

d.  h.  es  muss  der  eine  der  gesuchten  Winb 
der  Baute,  nämlich: 

a)  .  .  .  ^D^A^Bi  =  2ß 
sein;  aus  demselben  Grund  muss: 
<^AiD^Bi  =  <J:BjZ)^Ci  =  ^BZ)C  oder  =■ 

d.  h.  es  muss  der  andere  der  gesuchten  Winkel 
der  Baute,  nttnüich: 

b)  .  .  .  <):^iZ)iCi  =  2a 

sein,  wie  in  der  Figur  214  angedeutet  ist 
Da  sich  nun  aus  dem  rechtwinkligen  Dreieck 
BCD  die  Belation: 

c)  .  .  .  tg  a  ^  — 

d 

auch  die  Belation: 

d)  .  .  .  tg/f  =  y 

ergibt,  so  kann  man  nach  diesen  GleichuDgen 
c)  und  d)  die  Winkel  a  und  ß,  dann  nach 
den  Gleichungen  a)  und  b)  die  gesuchta 
Winkel  2  a  und  2ß  der  Baute  berechnen. 


Aufgabe  674.  Einer  Baute  mit  der  Seite 
a  =  45,31  m  und  dem  Winkel  a  =  127^  25' 
ist  ein  Bechteck  mit  dem  Inhalt  t  =  30,46  qm 
embeschrieben.  Wie  gross  sind  die  Seiten 
des  letzteren? 


Gegeben: 


a  =  45,31  m 
a  =  1270  26' 

F  des  Bechtecks 
^1  Bj  Cj  Z>j  =  30,46  qm 


(siehe 

l'igur215) 


Andeutung.  Ist,  siehe  Figur  215,  ABCD 
die  gegebene  Baute,  so  erhfilt  man  aUe  mög- 
lichen in  diese  Baute  konstruierbaren  Becht- 
ecke,  indem  man  in  beliebigen  aber  gleichen 
Abstfinden  von  dem  Schnittpunkt  M  der  Dia- 
gonalen je  zwei  Parallelen  zu  der  ein^  oder 
der  andern  jener  Diagonale  zi^t,  was  sich 
leicht  mittels  des  in  der  ErkL  386  angefuhr- 


Anle^aben  über  das  Viereck,  speziell  das  Rhombus. 
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ten  planimetrischen  Satzes  beweisen  Iftsst. 
Ist  nun  ÄiBiC^D^  ein  solches  Eechteok, 
dessen  Inhalt  sngleich  den  gegebnen  In- 
halt ^  hat,  und  bezeichnet  man  die  eine  der 
gesuchten  Seiten  dieses  Beehtecks,  z.  B.  die 
Seite  A^  B^  mit  x^  und  die  andere  Seite  Ä^D^^ 
mit  y,  so  hat  man  nach  der  Erkl.  381  zn- 
nftchst  die  Relation: 


oder 


0?  •  y  =  F 


2ij     »     »     m     •      X    — 


y 


Zur  Berechnung  der  gesuchten  Seite  y 
beachte  man,  dass  sieh  aus  den  ähnUchen 
Dreiecken  ^i^J?  und  ^6r^j  die  Proportion: 

b)  .  .  .  ÄM:liB  =  AG:än^ 

ergibt,  und  dass  man  hieraus,  in  Rücksicht, 
dass: 


c) 
d) 


.  AM  =:.  a-sin  -=- 


MB  =  a«cos-^ 


diese  Relationen  er- 
geben sich  aus  dem 
rechtwinkligen  Drei- 
eck AMBf  dessen 
Hypotenuse  =  a  ist. 


AG  =zAM  --GM 
a 


=  a«sin  -g-  —  -^iff  [s.  Oleich.  c)] 


also 

e)  . 
und 


also 


.     «        A^B, 

«  X 


AG  =  O'Sin  -jT  —  s—  [»•  Gleich,  a)] 
2       2y  -' 


GA^  = 


_  A^D, 


2 


GA    —  -^ 


gesetzt  werden  kann,  für  y  die  Bestimmungs- 
gleichung: 

a8iny:aco8y  =  [asm^-— J:|- 
oder 

V  a  ,     et         F 

g).. ..  i-^-2  ^^''^'T-giT 

erhält,  mittels  welcher  Gleichung  man  die 
gesuchte  Seite  y  berechnen  kann,  indem  man 
dieselbe  nach  y  auflöst  und  die  für  a,  a 
und  F  gegebenen  Zahlenwerte  substituiert 
Ist  hiemach  y  berechnet,  so  kann  man 
nach  Gleichung  a)  die  andere  gesuchte  Seite  x 
berechnen.  Man  wird  bei  der  Ausrechnung 
für  jede  der  Seiten  zwei  Werte  erhalten 
welche  der  Aufgabe  genügen. 


Anmerkung  28«   Weitere  Aufgraben,  in  welchen  die  Berechnung  der  Raut«  direkt  oder  indirekt 
gefordert  wird,  sind  noch  in  den  folgenden  Abschnitten  enthalten. 
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d)  Aufgaben  über  das  schiefwinklig-ungleichseitige  Parallelogramm  oder 

das  Rhomboid  oder  Rautling. 

Jbunerkimgr  24.  Da,  wie  sich  ans  den  Erkl.  889  und  390  ergibt,  ein  jedes  Bhomboid  dnrch  jede 
seiner  Diagonalen  in  zwei  kongruente  schiefwinklige  Dreiecke,  oder  durch  seine 
beiden  Diagonalen  in  zwei  Paar  kongruente  schiefwinklige  Dreiecke  zerlegt 
wild,  und  da,  wie  in  nachstehendem  gezeigt,  die  Berechnung  eines  Bhomboids  im  all- 
gemeinen dadurch  erfolgt,  dass  man  dasselbe  durch  Diagonalen  in  Dreiecke  zerlegt, 
so  folgt  hieraus,  dass  sich  die  Berechnung  eines  Bhomboids  an  und  für  sich  dird[t 
an  die  Berechnung  des  schiefwinkligen  Dreiecks  anschliessen  kann. 


Gegeben: 


a  =  61  dm 
b  =  32,6  dm 
a  =  610 16'  42" 


Aufgabe  676.  Zwei  aneinanderstopsende 
Seiten  a  und  b  eines  gewöhnlichen  Pandlelo- 
gramms,   eines  sog.  Bhomboids  sind  bezw 

61  dm  und  32,6  dm  lang  und  der  von  den-  Andeutung.  Ist,  siehe  Figur  216 
selben  eingeschlossene  Winkel  a  beträgt  die  Erkl.  370  und  371,  ABCD  das  Parallelo- 
61^16^2",  Man  soll  die  Diagonalen,  den  gramm,  welches  den  Bedingungen  der  Auf- 
Winkel,  welchen  dieselben  miteinander  bilden  gäbe  entspricht,  und  man  zieht  die  Diago- 


und  den  Inhalt  des  j  grs  berechnen. 


Figur  216. 
a 


p^: 


B 


nale  A  C,  so  wird  das  'j  gr  in  zwei  kongraente 
Dreiecke  zerlegt,  von  welchen  man  je  die 
zwei  Seiten  a  und  b  und  den  von  diesen 
Seiten  eingeschlossenen  Winkel  a  kennt  Nacb 
dem  Projektionssatz,  siehe  die  Auflösung  der 
Aufgabe  118,  ergibt  sic^  hiemach  z.  B.  a» 
dem  Dreieck  ACD  die  Relation: 


A)  .  .  .  .  AC  oder  d  =  v^a^+t«  — 2a6.co3i 

nach  welcher  Gleichung  man  die  gesachte 
Diagonale  d  berechnen  kann.  Zieht  man 
die  andere  Diagonale  BD^  so  erhält  man 
z.  B.  aus  dem  Dreieck  ABD  in  ganz  ana- 
loger Weise: 

oder,  da: 


also 


a-\-ß=z  1800 

/J  =  1800  -  a 


mithin 

cos/J  =  cos  (1800— a) 

oder  hiemach  und  nach  der  Erkl.  94: 

cos/J  =  —  cos« 
ist: 


B)  ...  BD  oder  rf,  =  \/a«+d«  +  2o6-cö5c 
nach  welcher  Oleichung  man  die  gesaehtt 
zweite  Diagonale  di  berechnen  kann. 

Hat  man  hiemach  die  Diagonalen  d  nod 
d^  berechnet,  so  kennt  man  von  dem  Dreieck 
AMD  die  drei  Seiten: 


AD  =b 


und 


AM=.^ 


-  ^1 


DJIf  = 


und  man  kann  somit,  wie  in  der  Aufldsifif 
der  Aufgabe  119  gezeigt  ist,  den  gesuchteo 
Winkel  ö  beliehnen,  welchen  die  I>iag<m&l3i 
des  !|grs  miteinander  bilden. 


Aufgaben  ttber  das  Viereck,  speziell  das  Rhomboid. 
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Zur  Berechnung  des  gesuchten  Inhalts  B 
beachte  man,  dass  nach  der  ErkL  151  der 
Inhalt  eines  jeden  der  Dreiecke  ÄCD  und 

ABC  =  — g-  sina  ist,  dass  also  die  Relation: 


F=2. 


a 


2 


•  sina 


oder  die  Relation: 

C) F  ^=z  ah  »  sincK 

besteht,  nach  welcher  Gleichung  man  den 
gesuchten  Inhalt  F  berechnen  ksmn. 


Aufgabe  676.  Eine  Seite  eines  Parallelo- 
gramms ist  a  =  15,4  m,  ein  Winkel  des- 
selben a  :r=  28^  81'  15''  und  der  Flfteh^iin- 
halt  des  ParaSl^gnunms  ist  ^»=  742,12  gm; 
man  soU  die  andere  Seite  bereebnen. 


Gegeben 


'M= 


a  =  15,4  m 
742,12  qm 
280  ai'  15" 


Andeutung.  Aus  der  in  der  Andeutung 
zur  vorigen  Aufg.  675  aufgestellten  Flächen- 
inhaltsformel: 

F  =  ah  '  sin« 

ergibt  sich  fär  die  unbekannte  Seite  b  die 
Relation: 

A)  .  .  .     '  ^ 


...  &  :=:  • 

asma 

nach  welcher  Gleichung 
berechnen  kann. 


man  die  Seite  b 


Aufgabe  677.  Die  zwei  aneinander- 
stossenden  Seiten  a  und  7>  eines  ||  grs  sind 
bezw.  =  703  m  und  =  511  m  und  der 
Flächeninhalt  desselben  ist  F  =  348897  qnt 
Man  soU  die  Winkel  und  die  Diagonalen  des 
Hhomboids  berechnen. 


Gegeben 


■m 


=  708  m 
511m 
848897  qm 


Andeutung.  Die  Auflösung  dieser  Auf- 
gabe ist  analog  der  vorigen  Aufgabe  676. 
Aus  der  in  der  Andeutung  zur  Aufgabe  675 
aufgestellten  Inhaltsformel: 

F  =z  ah  '  sina 

erhält  man: 

TP 

A)  .  .  .  sin  o  = 


ah 


nach  welcher  Gleichung  man,  in  Rücksicht, 
der  f3r  a,  &  und  F  gegebenen  Zahlenwerte 
den  Winkel  a  berechnen  kann.  Nach  der 
Erkl.  271  ergeben  sich  für  a  zwei  Werte 
welche  sich  zu  180^  ergänzen,  und  welche« 
die  beiden  Winkel  des  |'  grs  süid.  Die  ge' 
suchten  Diagonalen  kann  man  alsdann  be- 
rechnen, wie  in  der  Andeutung  zur  Auf- 
gabe 675  gesagt  wurde. 


Aufgabe  678.  Eine  der  Seiten  eines 
Rhomboids  ist  a  =  16,552  m,  einer  der  ihr 
anliegenden  Winkel  ist  a  =  bB^  20'  10"  und 
der  Winkel,  welchen  sie  an  ihrem  andern 
Eckpunkt  mit  der  durch  denselben  gehenden 
Diagonale  bildet,  ist  ft  =  12®  15'  40".  Man 
soll  die  andere  Seite  imd  die  Diagonalen  be- 
rechnen. 


Gegeben : 


a  =  16,552  m 
a  =  530  20'  10" 
l  /J,  =  120 15'  40" 

Andeutung.  Von  dem  Dreieck  ACD, 
siehe  Figur  217,  kennt  man  gemäss  der  Auf- 
gabe eine  Seite,  die  Seite  a,  und  die  beiden 
ihr  anliegenden  Winkel  a  und  ß^;  wie  in  der 
Auflösung  der  Aufgabe  117  gezeigt,  kann 
man  somit  aus  diesem  Dreieck  die  gesuchte 
Seite  b  und  die  gesuchte  Diagonale  d  be- 
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Figur  217. 


rechnen.  Hat  man  hiernach  die  Seite  b  b^ 
rechnet,  so  kann  man  mittels  der  Seiten  a  und 
b  und  dem  Winkel  BCD,  welcher  ==  180® — a 
ist,  die  gedachte  zweite  Diagonale  BD  aiB 
dem  gedachten  Dreieck  BCD  berechnen,  wie 
in  der  Auflösung  der  Aufgabe  118  gezeigt 
wurde,  da  man  von  dem  gedachten  Dreieck 
BCD  zwei  Seiten  a  und  b  und  den  von 
denselben  eingeschlossenen  Winkel  (180^— a) 
kennt. 


An^be  679.  Eine  der  Diagonalen  eines 
Rhomboids,  dessen  Flächeninhalt  I  =  609  qdm 
beträgt,  ist  (2  =  34,089  dm  und  ehe  der 
Seiten  ist  a  =  24,3  dm;  wie  gross  sind  die 
übrigen  Stficke  dieses  Rhomboids? 


{F=  609  qdm 
d  =z  34,089  dm 
o  =  24,3  dm] 

Andeutung.  Ist,  siehe  Fig.  217,  ABCD 
das  II  gr,  welches  den  Bedingungen  der  Aufgabe 
entspricht,  so  kennt  man  von  dem  Draeek 
^  CD  den  Inhalt,  derselbe  ist  nämlich  nach 
der  Erkl.  389  gleich  dem  halben  Inhalt  dee 

Ijgrs,  also  =  -g-,  und  die  Seiten  ÄC  (=<f) 

und  CD  (=  a).     Nach  der  ErkL  151  be- 
steht somit  die  Relation: 


a  •  d 
"2" 


8"iA  =  "ä" 


Erkl«  889«     Ein   planimetrischer  Lehrsatz 
heisst: 

„Jede  Diagonale  eines  Parallelogramms 
teilt  dasselbe  in  zwei  kongruente  (also 
auch  inhaltsgleiche)  Dreiecke.'^ 


und  hieraus  erhält  man: 

A)  ,  .  .  sin/Jj  =  -— - 

a  •  a 

nach  welcher  Gleichung  man  in  Rücksicht 
der  fOr  J,  a  und  d  gegebenen  Zählenwerte 
den  Winkel  ß^  bereclmen  kann  (für  ßi  wird 
man  nach  der  Erkl.  271  zwei  Werte  er- 
halten). Hat  man  hiernach  jS^  berechnet,  so 
kennt  man  von  dem  Dreieck  ACD  zwei 
Seiten  und  den  von  beiden  einge8chloB8eiie& 
Winkel  und  man  kann  somit  die  fibriga 
Stücke  berechnen,  wie  in  der  Aufl^ung  der 
Aufgabe  118  gezeigt  wurde. 


Angabe  680.  Eine  der  Diagonalen  eines 
\\gnistd=  12,82  dm  und  die  beiden  Winkel, 
welche  diese  Diagonale  mit  den  Seiten  des 
llgrs  büdet,  sind  «^  =  33®  40'  10"  und 
4K^  =  31^  20'  50".  Man  soll  hieraus  die  Seiten 
des  {,grs  berechnen. 

Figur  218. 


Gegeben 


l   «2  = 


12.82  dm 
380  40'  10" 
310  20'  50" 


Andeutung.  Ist,  siehe  Figur  218,  ABCD 
das  ijgr,  welches  den  Bedingungen  der  Auf- 
gabe enspricht,  und  beachtet  man,  dass: 

<i:DBA  =  <^BDC  (=  a,) 
und  dass: 


'^DBC  =  ^BDA 


als  bsmtan 

Weduelviiikal 

an  panUela 


ist,  SO  kennt  man  hiernach  und  gemäss  der 
Aufgabe  von  dem  Dreieck  ABD  ^e  Seite  BD 
(=  d)  und  die  dieser  Seite  anliegendea 
Winkel  a^  und  a^;  die  Seiten  dieses  Dreieck? 
kann  man  somit  berechnen,  wie  in  der  Am* 
lösung  der  Aufgabe  117  gezeigt  wurde. 


Aufgaben  über  das  Vierecki  speziell  das  Rhomboid« 
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Aufgabe  681.  In  einem  Parallelogramm 
ist  die  Seite  a  =  100  dm  und  die  Winkel, 
welche  diese  Seite  mit  den  beiden  Diago- 
nalen bildet,  sind  «j  =  10<*  12'  42"  nnd 
ft  =  13®  20'  8" ;  wie  gross  ist  die  andere 
Seite? 


Gegeben 


=  100  dm 
100 12' 42" 
180  20'  8" 


Andeutung.  Ist,  siehe  Figor  219,  ÄBCD 
das  l|gT,  welches  den  Bedingungen  der  Auf- 
gabe entspricht,  so  kennt  man  von  dem 
Dreieck  DCM  die  Seite  a  und  die  beiden 
anliegenden  Winkel  a^  und  j}^,  man  kann  so- 
mit, wie  in  der  Auflösung  der  Aufgabe  116 
gezeigt,  mittels  der  Sinusregel  die  Seite  MC 

bezw.    die   Diagonale   AC  =  2  -  MC  be- 
rechnen; man  erhält  nämlich  in  Rücksicht, 

dass: 

^  2)  IfC  =  1800  —  («^  -|-  ß^) 

ist,  nach  der  Sinusregel  aus  dem  Dreieck 
DCM: 

d 
— :  a  =  sin«, :  sin  [1800  —  («,  -|- /J,)] 

und  hieraus  ergibt  sich  in  Bücksicht   der 

Erkl.  66:         , 

d  a*Bma, 

T  ""  sin  («,  +  ß^) 

oder  für  die  ganze  Diagonale  d  des  !  grs: 

sin  ff. 


a) 


(2  =  2a* 


sin  («,  +  fl,) 

hat  man  hiemach  die  Diagonale  d  berechnet, 
so  kennt  man  von  dem  Dreieck  ÄCD  zwei 
Seiten,  a  und  d,  und  den  von  beiden  ein- 
geschlossenen Winkel  |3^;  für  die  gesuchte 
Seite  b  erhält  man  somit,  wie  in  der  Auf- 
lösung der  Aufgabe  117  gezeigt,  nach  dem 

Projektionssatz:         

d)  .  .  .  6  =   \/d«-|-a2  — 2ad.co8/J, 

nach  welcher  Gleichung  man,  in  Rücksicht 
des  für  df  vorhin  berechneten  Wertes  und 
der  für  a  und  ßi  gegebenen  Werte  die  ge- 
suchte Seite  b  berechnen  kann. 


Aufgabe  682.  Die  Diagonalen  d  und  d. 
eines  lUiomboids  sind  bezw.  =  14,6  m  und 
=  11,9  m  lang  und  schneiden  sich  unter 
einem  Winkel  von  42^30';  man  soll  hieraus 
die  Seiten  und  den  Inhalt  des  Rhomboids 
berechnen. 

Figur  220. 


Gegeben 


f  d  =  14, 

:  I  d.  =  11, 

l   (r  =  42c 


6m 

9  m 

420  80' 


Andeutung.  Ist,  siehe  Fig.  220,  ÄBCD 
das  ||gr,  weldies  den  Bedingungen  der  Auf- 
gabe entspricht,  so  kennt  man  von  dem  Drei- 
eck AMD  die  Seite  Am(=^^,  die  Seite 

Dilf  (=  -^  j  und  den  von  diesen  Seiten  ein- 
geschlossenen Winkel  d;  man  kann  somit, 
wie  in  der  Auflösung  der  Aufgabe  118  ge- 
zeigt wurde,  die  nidit  bekannten  Stücke  &, 
«2  und  ß^  dieses  Dreiecks  berechnen;  dann 
kann  man  in  Rücksicht  der  für  a^  und  b  be- 
rechneten Werte  aus  dem  Dreieck  BCD  in 
derselben  Weise  die  Seite  a  und  den  Winkel  ß 
berechnen. 
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Aufgabe  683.  Eine  Seite  eines  Ijgrs  ist 
a  =  50  m,  eine  Diagonale  desselben  ist 
d  =  90  m  und  der  Winkel,  welchen  die 
beiden  Diagonalen  miteinander  bilden ,  ist 
^  =  1300  SO'  20'' ;  wie  gross  ist  die  andere 
Seite  und  die  andere  Diagonale  des  iigrs? 


Figur  221. 


{a  =  50  m 
(2  ^  90  m 
iT  =  1300  30'  20" 

Andeutung.   Ist,  siehe  Fig.  221,  ÄBCD 

das  '  gr,  welches  den  gegebenen  Bedingungen 

entspricht,  so  kennt  man  von  dem  Dreieck 

d 
MCD  die  Seite  MC,  dieselbe  ist  =  -^ ,  die 

Seite  ÄC  (=  a)  und  den  Winkel  DMC 
(=  d),  also,  in  Rücksieht,  dass  gemSss 
der  in  der  Aufgabe  für  a  und  d  gegebenen 

d 
Zahlenwerte  a  grösser  als  -g-  ist,  zwei  Sei- 
ten und  den  der  grösseren  dieser  Sdten 
gegenüberliegenden  Winkd.  Wie  in  der  Auf- 
lösung der  Aufgabe  120  gezeigt,  kann  man 
somit  zunächst  die  nicht  bekannten  Stücke 

d, 

-^,  cti   und  ß^  dieses  Dreiecks   berechneL 

Dann  kann  man  aus  tlem  Dreieck  AMD 

2 

d 
für  Y  gegebenen  Werts  und  in  Eücksicht 

dass  <^  AMD  =  (180^  — ö)  ist,  die  Seite  ^ 
berechnen. 


mittels  des  für  -^  berechneten  Werts,  des 


Au&abe  684.  Eme  Seite  eines  Rhom- 
boids,  dessen  Inhalt  F  ==  40000  qm  beträgt, 
ist  a  =  240  m  und  der  Winkd,  welchen 
eine  der  dieser  Seite  a  anliegenden  Seiten 
mit  der  durch  den  Schnittpunkt  dieser  beiden 
Seiten  gehenden  Diagonale  büdet,  ist  a^  = 
52<>30'8,6";  wie  gross  smd  die  Winkel  und 
wie  gross  ist  die  nicht  gegebene  Seite  des  jjgrs? 


Qegeben 


:  I    a  =  2 
I  a»  =  5! 


i5'=  40000  qm 
240m 
520  so*  8,6" 


Figur  222. 


Andeutung.  Ist,  siehe  Fig.  222,  ABCD 
das  II  gr,  welches  den  Bedingungen  der  Am- 
gäbe  entspricht,  so  kennt  man  von  dm 
Dreieck  ABD  dessen  Inhalt,   derselbe  ist 

F  

nach  der  Erkl.  389  =  y,  die  Seite  AB  =  a 

und  den  derselben  gegenüberliegenden  Winkel 
ctj.  Setzt  man  daher  in  der  in  der  Anflösimg 
der  Aufgabe  119  aufgestellten  Formel  19S: 


F=i 


2 


l/a«  — (^8in«)a^- 


6CsinSc 


F  =  -^  und  a  =  «2 

so  erhält  man  in  bezug  auf  die  Seite  b  des 
Drdecks  ABD,  d.  i.  die  gesuchte  Sdte  des 
l'grs,  die  Bestünmungsgleichung: 

..  F         6-sin«j,/-r ;=--; rr    ,     ^«SillS«: 

A)  .  .  2  =       2       Va2-(&sm«,)«H j— 

Löst  man  diese  Gleichung  in  bezug  w 
b  auf,  so  kann  man  nach  der  somit  erhaltenen 
Gleichung,  indem  man  in  dersdben  die  für  f 
a  und  a2  gegebenen  Zahlenwerte  subsütniert. 
die  gesuchte  Seite  b  berechnen.  Ist  ^  be- 
rechnet, so  kennt  man  von  dem  Dreieck  ABD 


Angaben  über- das  Viereck,  speziell  das  Rhomboid. 
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die  Seiten  a  und  b  und  den  Winkel  a^  nnd 
man  kann  somit  im  weiteren  verfahren,  wie 
in  der  Auflösung  der  Aufgabe  119  gezeigt 
wurde. 


Aufgabe  686.  Die  zwei  Diagonalen  eines 
Bhomboids  mtF=  25000  qm  fläoheninbalt, 
sind  d  =  650  m  und  c?i  =  70  m  lang;  wie 
gross  sind  die  Seit^  und  Winkel  dieses  igrs? 


Gegeben 


Ih 


Erkl.  890.  Bezeichnet  man  den  Inhalt  eines 
:  grs  mit  F,  so  ist  nach  der  Erkl.  889  der  In- 
halt eines  jeden  der  Dreiecke,  in  welche  eine 

Diagonale  das  jlgr  zerlegt  =  -^,  femer  ist 

nach  der  Edd.  391  der  Inhalt  eines  jeden  der 
ner  Dreiecke ,  in  welche  jenes  ||  gr  durch  die 

F 
beiden  Diagonalen  zerlegt  wird  =  -j-. 

Erkl.  891»  Ein  planimetnscher  Lehrsatz 
heisst: 

„Dreiecke  mit  gleichen  Grundlinien  und 
gleichen  Höhen  sind  inhaltsgleich." 

Nimmt  man,  siehe  Figur  223,  die  gleichen 
Seiten  AM  und  CM  als  die  Grundlinien  der 
Breiecke  AMD  und  CMD  an,  so  ist  die  von 
der  gemeinschaftlichen  Spitze  D  beider  Dreiecke 
auf  AC  gefällte  Senkrechte,  sowohl  die  Höhe 
Ton  dem  einen  als  auch  die  Höhe  von  dem  an- 
dern jener  Dreiecke;  da  hiemach  beide  Dreiecke 
gleiche  Grundlinien  und  gleiche  Höhen  hat)en, 
so  sind  sie  nach  jenem  Satz  inhaltsgleich. 


=  650  m 
70  m 
25000  qm 

Andeutung.  Ist,  siehe  Fig.  223,  ÄBCD 
das  II  gr,  welches  den  Bedingungen  der  Auf- 
gabe entspricht,  so  kennt  man  z.  B.  von  dem 

B     Dreieck  MCD  die  Seite  MC  (=  -^^ , 

die  Seite  DM  (=  -^^   und  den  In- 
halt, derselbe  ist  nach  der  Erkl.  890 

=  -^  des  Inhalts  des  ||  grs,  also  gemäss 

F 

der  Aufgabe  =  -^.  Hiernach  und  nach 

der  Erkl.  151  besteht   also   die  Re- 
lation : 

d     d,     sinif F 

T  "2        2"""  T 
und  hieraus  erhält  man: 

2F 


A) 


sinif  = 


d  •  dl 


nach  welcher  Gleichung  man  den  Winkel  d 
berechnen  kann,  wobei  manzuberficksiehtigen 
hat,  dass  man  nach  der  Erkl.  271  für  d  zwei 
Werte  erhält  Ist  hiemach  6  berechnet,  so 
kann  man  mittels  der  für  d  geftmdenen  Werte 
aus  den  Dreiecken  MCD  und  AMD  leicht 
die  Seiten  a  und  b  und  die  Winkel  a^,  j}^, 
a2  nnd  ß^  berechnen. 


Angabe  686.    Die  beiden  Diagonalen  d  r  c^.  =  320  m 

und  dj^,  von  welchen  d^  =  320  m  lang  ist.  Gegeben:  \    *  =  101© 41' 22,6" 

schliessen  einen  Winkel  ö  =  101<»  41'  22,5"  l  ^  =  ^^^^  ^^ 

ein  und  der  Flächeninhalt  jF  des  ||gr8  ist  Andeutung.    Ist,  siehe  Fig.  223,  ÄBCD 

=  15005  qm;  wie  gross  sind  die  Seiten  und  das  1  gr,  welches  den  Bedingungen  der  Auf- 

die  Winkel  dieses  I  grs?  gäbe  entspricht,  so  kennt  man  gemäss  der 

Aufgabe  z.  B.  von  dem  Dreieck  MCD  die 


Seite  MD 


(=*)• 


den  Winkel  d  und  auch 


den  Inhalt  dieses  Dreiecks,  derselbe  ist  näm- 
lich nach  der  Erkl.  390  =  -r-  des  gegebenen 


Inhalts  des  ||  grs,  also  =  -r- 
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Nach  der  ErkL  151  besteht  somit  in  bezog 
auf  jenes  Dreieck  MCD  die  Belatlon: 
dy      d      sinif  F 

ans  welcher  Gleichnng  sich: 

2F 

A)  •  .  .  (2  =  -3 r—s 

dj  •  sino 

ergibt.  In  Rücksicht  der  fOr  jF,  ^  nnd  d^ 
gegebenen  Zahlenwerte  kann  man  somit  nach 
dieser  Gleichung  die  Diagonale  d  des  grs 
berechnen.  Ist  hiemach  d  berechnet,  so 
kennt  man  von  dem  Drdeck  MCD  die  Seiten 


t  man  von 


MD  I  =  ^1  nnd  MC  (=  y)  und  den  von 

beiden  Seiten  eingeschlossenen  Winkel  d  und 
man  kann  somit,  wie  in  der  Anflösnn^  der 
Aufgabe  117  gezeigt  wnrde,  die  Seite  a  und 
die  Winkel  a^  und  ßi  berechnen;  anB  dem 
Dreieck  BCD  kann  man  alsdann  in  der- 
selben Weise  die  Seite  b  nnd  die  Winkel  c, 
nnd  ß  berechnen. 


An^be  687.  In  einem  |{gr  sind  die 
Diagonalen  d  ^24m  nnd  d^  =  18  m,  nnd 
die  längere  Seite  a  =  16  m;  wie  gross  sind 
die  Winkel  nnd  wie  gross  ist  £e  andere 
Seite  des  {{grs? 


Gegeben 


■H= 


=  24m 
18  m 
16  m 


Andeutung.  Ist,  siehe  Fig.  223,  ABCD 
das  II  gr,  welches  den  Bedingungen  der  Aiif- 
gäbe  entspricht,  so  kennt  man  von  dem  Drei- 
eck ÄCD  die  Seite  AC  {=d),  die  Seite 
CD  (=  a)  nnd  die  zur  Seite  AC  gehörige 

Schwerlinie  DM\  =  -^j .   Zur  Berechnang 

der  Seite  h  hat  man  somit  nach  den  Erfcl.  299 
nnd  300: 

Löst  man  diese  Gleichung  in  beEOg  aof  h 
auf,  so  erhält  man: 


A) 


=v 


d,2-|-d2 


—  a« 


nach  welcher  Gleichnng  man  man  in  Rück- 
sicht der  für  a,  d^  und  d  gegebenen  Zahlen- 
werte die  Seite  h  berechnen  kann.  Ist  hiemaeh 
die  Seite  h  berechnet,  so  kann  man  ans  dem 
Dreieck  ACD  den  Winkel  a  mittels  des 
Projektionssatzes  berechnen. 


Aufjgabe688.  Die  zwei  aneinanderstossen- 
den  Seiten  a  nnd  h  eines  Bhomboids  messen 
bezw.  98  m  nnd  202  m,  der  Winkel,  welchen 
die  Diagonalen  büden,  ist  d  =  38^^42'  11,2''; 
wie  gross  sind  die  Winkel  und  welches  ist 
der  lohalt  des  i|grs? 


Gegeben 


m 


a  =  98  m 
202  m 
880  42' 11,2" 


Andeutung.  Ist,  siehe  Fig.  224,  ABCD 
das  |lgr,  welches  den  Bedingungen  der  Auf- 
gabe genügt,  nnd  man  zieht  durch  den  Schnitt- 
punkt M  der  Diagonalen  dieses  'IgTS  zu  daa 
Seiten  h  die  Panülele  OH,  so  halUert  die- 
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Figur  924. 


\ 


8i 


% 


K 


selbe  die  Seiten  a.  Berücksichtigt  man  nun- 
mehr, dass  man  von  dem  Dreieck  DMC  die 
Seite  a,  den  Winkel  DMC,  derselbe  ist 
=  180®  —  ö,  und  die  nach  der  Seite  I>(7  ge- 
zogene Schwerlinie  MH  kennt,  dieselbe  ist 

nach  der  ErkL  376  =  -^ ,  so  kann  man,  wie 

in  der  Andeutung  zur  Aufgabe  400  gesagt 
wurde,  aus  diesen  bekannten  Stücken  jenes 
Drdedcs,  die  unbekannten  Winkel  a^  und  ß^ 
desselben  berechnen.  Hat  man  hiemach  z.  B. 
oci  berechnet,  so  kann  man  mittels  der  Sinus- 
r^el  aus  dem  Dreieck  BCD  den  Winkel  a^ 
berechnen,  und  dann  die  gesuchten  Winkel  a 
und  ß  des  |{grs  mittels  der  Relationen: 

a  =  «1  +  «2 

ß=z  ISO^  —  a 

bestimmen.  Den  gesuchten  Inhalt  F  kann 
man  im  weiteren  mittels  der  in  der  Andeutung 
zur  Aufgabe  675  aufgestellten  Gleichung  C): 

F=  ah  .  sina 
berechnen. 


und 


gäbe  689.  Von  einem  Ehomboid  kennt 
ö  Seite  a  =  66  m ,  den  Winkel  a  = 
-'  33,4"  und  den  Winkel  d  =  4A^  50' 
«velehen  die  beiden  Diagonalen  büden; 
jss  ist  die  andere  Seite,  der  andere 
'  und  der  Inhalt  des  Rhomboids? 


Figur  225. 


i; 


V 


»i 


a  =  66  m 
Gegeben:  {  «  =  1100  22' 33,4" 
<f=    440  50' 26,6" 

Andeutung.  Ist,  siehe  Fig.  225,  AB  CD 
das  II  gr,  welches  den  Bedingungen  der  Auf- 
gabe entspricht,  so  kennt  man,  gemäss  der 
Aufgabe,  von  dem  Dreieck  ABC,  die  Seite 
AB  (=  a),  den  Winkel  ABC  (=  a)  und  den 
Winkel  ö,  welchen  die  zur  Seite  AC  gehörige 
Schwer-  oder  Mittellinie  BM  mit  dieser 
Seite  AC  bildet.  Zur  Berechnung  der  ge- 
suchten Seite  b  dieses  Dreiecks,  d.  L  die  ge- 
suchte Seite  des  {'grs  kann  man  wie  folgt 
verfahren: 

Aus  den  Dreiecken  AHB  und  CMB  ergeben 
sich  nach  der  Sinusregel  bezw.  die  Relationen: 


und 


d     d,         ,  .   ^ 

2-:-^  =  8m«i:8mAi 

d     d,  .  .    - 

-;r.:-^  =  8ma,:8m^. 


und  aus  diesen  beiden  Gleichungen  ergibt  sich 
die  goniometrlsche  Gleichung: 


oder 


smgt 
sin/9i 


smo, 

~  sin^j 


a) 
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sin«!  8in/>| 

sin  Kg        sin/Jj 

mittels  welcher  man  zunächst  die  Dreiecks- 
winkel fli  und  /9,  folgendermassen  berecbnen 
kann: 

Berücksichtigt  man,  dass  nach  der  Erkl.  217 : 

28 
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mithin: 


nnd  daas  in  dem  Dreieck  BCMi 

ist,  so  erhält  man,  wenn  man  diese  Werte  ftr 
Kj  und  a,  in  Gleichnng  a)  substituiert: 

m{d"—ß^        _  sin/t| 

sin[2J8— («r-f/fj)  ""  8in^2 

oder  in  Rflcksicht  der  ErkL  66 : 

b)  .  .  .  .   8"^(<^  — ft)  _.  ^ßi 
sin(d  +  /fj)        sin/9. 

Bringt  man  in  bezug  auf  diese  Proportion 
den  in  der  Erkl.  119  angefahrten  Summen-  nd 
Differenzensatz  in  Anwendung,  so  erh&lt  mu: 

sin(jf  —  />,)  -|-  Bin(<f +  ft)  _  Bin^^  -f-  gjnft 

sin(<f  — /fj)  — sin(if+^^  ""  sin^j  —  sin^, 

oder,  wenn  man  die  in  der  Erkl.  968  angefOhitf 
goniometrische  Formel  in  Anwendung  bringt 
indem  man  in  derselben  einmal: 

fttr  «  =  <f  —  /f  1 
und  fttr  /J  =  9-\-ßt 

ein  andermal: 

för  a  =  /f  1 

und  für  /J  =  ß^ 


setzt: 


oder 
c)  . 


^  2  _    ^       2' 


t«(- 


Setzt  man  nunmehr: 

^)  '  •  *  ßt'\'ß%  ^^  ß 

und  berücksichtigt  man,  dass  nach  der  ErkL  3S1 

2     /—       *      2 

ist,  so  erhält  man: 

-tg|  tg^ 

Erkl«  892«      Eine    goniometrische   Formel  oder 

l+tga-tg/}  Bringt  man  noch  die  in  der  ErkL  892  u- 

(Siehe  Formel  46  in  Eleyers  Lehrbuch  der  geftthrte  goniometrische  Formel  in  Anwendoog. 
Goniometrie.)  so  erhält  man  schliesslich: 

B) 3r-T'*«^V^  =  — ^4 

i+tg«r.ig&^        2  2 

nämlich  eine  goniometrische  Gleichung,  in  w^ehr: 
nur  noch  die  Funktion  Tangens  des  unbe- 
kannten Winkels       ~I        vorkommt,  indes: 

<f  gegeben  und 

g)  .  .  .  /5  =  1800  _  a 
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ist,  also  leicht  ans  dem  gegebenen  Winkel  a 
bestimmt  werden  kann.     Löst  man  die  Glei- 

8  —  3 

chung  B)  in  bezng  auf  tg  ^       '  auf,  so  er- 

hält  man  eine  Gleichung,  nach  welcher  man 
ßi  —  ßi  berechnen  kann.  Ans  dem  fär  /S,  —  ^, 
sonach  berechneten  und  aus  dem  nach  den  Glei- 
chungen A)  und  ^)  für  ß^  -j-  ß^  bekannten  Wert 
kann  man  dann  die  Winkel  ßi  und  /^.berechnen, 
und  dann  kann  man  mittels  dieser  Winkel  aus 
dem  Dreieck  ^BC  die  gesuchte  Seite  b  nach 
der  Sinusregel  berechnen.  Den  Inhalt  kann  man 
schliesslich  mittels  der  in  Andeutung  der  Auf- 
gabe 675  angestellten  Gleichung  C): 

F  =  ab  '  sin« 
berechnen. 


Angabe  690.  In  einem  {|gr,  dessen 
Flächeninhalt  F=  26998  qdm  beträgt,  misst 
die  eine  Seite  a  ==  75  dm  und  der  Winkel  ö, 
welchen  die  Diagonalen  miteinander  bilden 
=  Ib^  10'  7,5'';  man  soU  bieraos  die  Winkel, 
die  andere  Sdte  und  die  Diagonalen  des  ||gr8 
berechnen. 


Gegeben 


(  F=:2ß{ 
:{  «  =  75 


Figur  226. 


Wi — 


D 


:N^'V'flgi 


'. 4--^^.  ,, 


=  26998  qdm 
dm 
1680 10'  7,5" 

Andeutung.  Ist,  siehe  Fig.  226,  ÄBCD 
das  |;gr,  welches  den  Bedingungen  der  Auf- 
gabe entspricht,  so  kennt  man  gemäss  der 
Aufgabe  von  dem  Dreieck^ CD  den  Inhalt, 

F 
derselbe  ist  =  -^  (siehe  Erkl.  889),  die  Seite 

DC  {=■  a)  und  den  Winkel  d,  welchen  die 
zur  Seite  AC  gehörige  Schwerlinie  Dif  mit 
dieser  Seite  bildet,  bezw.  man  kennt  von 
dem  Dreieck  DMC  die  Seite  D(7  (=  a),  den 
Winkel  DMC  (=  Ö)  und  den  Inhalt  F,  der- 

F 
selbe  ist  =  -T-  (siehe  ErkL890);  aus  diesem 

Dreieck  kann  man  die  Winkel  a^  und  ß^  wie 
folgt  berechnen: 

Nach  der  Erkl.  151  und  nach  dem 
vorhin  gesagten  ergibt  sieh  aus  dem 
Dreieck  DMC  die  Relation: 
rfj      (7     8in<f  F 

*>  —  T  "2  ■  ~sr  -  T 

femer  bestehen  nach  der  Sinusregel 
die  Relationen: 


B 


und 


b) 


c) 


r     •     •     • 


^  :  a  =  sin/Ji :  8in<f 


und  schliesslich  besteht  in  dem  Dreieck  DMC 
die  Beziehung: 

d)  ....  «1  +  ^1 +  ir  =  2i2 
man  hat  somit  4  Gleichungen  mit  den  4  Un- 
bekannten dl,  d,  tti  und  ßi]  die  Winkel  ct^ 
und  ßi  kann  man  zunächst  ans  diesen  Glei- 
chungen folgendermassen  berechnen: 

Iharch  Multiplikation  der  Gleichungen  a) 
und  b)  erhält  man: 

Fsin^, 

sind 


t 

iL- 

4   "" 


4-siniiCi 
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EriU.  898.     Die  in  nebenstehender  Andeu- 
tung entwickelte  Gleichung  i): 


oder 


ft^  •  *  •  • 


2g28in(tt^  +  J)  _     F 


sin<f 


sina. 


kann  man  wie  folgt  umformen: 


8in(ai  +  <f)*Binaj  = 


FfäsiS 
2a2 


(sin  «1  cos  <f  +  cos  «^  sin  &)  sin  «j  = 


Fsin<f 


(siehe  Erkl.  96) 
sm^iXj-coso-l-sma,  cosffjSmo  = 


^  ^  t  /  2F8in/g, 
^  *  ■  '    *        V  sinaj-sinif 
Femer  erhält  man  aus  Gleichung  c): 

'  *  sma 

und  aus  den  Gleichungen  e)  und  f)  ergibt 
sich  die  goniometrische  Gleichung: 

2( 


oder 


lasin^,  _  1  /  SFsin^i 
sin<y  V  sin«!  sind 


2sin2aj-cosif-|-2sinajC08ai*sinif  = 


2a2 
FsinJ 

Setzt  man  nunmehr  nach  der  Erkl.  102: 
28in2aj  =  1  —  cos2ai 

und  nach  der  Erkl.  52: 

2  sina,  cosa,  =  sin 2a, 

so  erhält  man: 

(1  —  co82aj)cos<f-f-8in2a,sin(f  =  - 


also 


C08<f  ~  C082a,«C08if  -f-  Bin2aj  sind  = 


a2 
Fsind 


co82aj*coscf  —  sin2<ej  •  sind  =  cosd  — 


Fsind 


«2 


Bringt  man  nunmehr  die  in  der  Erkl.  894 
angeführte  goniometrische  Formel  in  Anwen- 
dung, indem  man  in  derselben 

und  ß  =  d 
setzt,  so  erhält  man  schliesslich: 

v\                /c^      \   J^\            j>       jPsind 
b)  .  .  .  cos  (2a,  +  d)  =  coso ^ — 

Erkl.  894.  Eine  goniometrische  Formel 
heisst: 

cos  («  +  ^)  =r  C08  a  cos^  —  sina  sin^ 

(Siehe  Formel  48  in  Kleyers  Lehrbuch  der 
Goniometrie.) 


4a«8in8^i  _   2Fsin/>, 
sin^d      ~  sinajSinif 
2cfiänß,  __     F 
^^  '  sind  Bin«, 

Setzt  man  nunmehr  nach  Gleichung  d): 
h)  .  .  ./f,  =  2i?-(«,  +  d) 

BUkß,  =  sin  [2R  —  (o,  +  <r)] 

oder  hiernach  und  nach  der  ErkL  66 : 

sin^j  =:  8in(«, +d) 
so  erhält  man: 

2agsin'(tt,  +  d)  _     F 

smd  sin«! 

nämlich  eine  goniometrische  Gleichung,  is 
welcher  nur  noch  der  unbekannte  Winkel  a^ 
vorkommt,  und  aus  welcher  man  nach  dei 
Erkl.  898  die  Gleichung: 

A)  .  .  .  cos(2a,  +  d)  =  cosif j— 

ableiten  kann.  Nach  dieser  Gleichung  kann 
man  in  Rücksicht  der  für  a ,  ^  und  6  |^ 
gebenen  Zahlenwerte  den  Winkel  2ai'^^ 
berechnen;  dann  kann  man  leidit,  da  A  be- 
kannt ist,  aus  dem  hiemach  bereehneteD 
Wert  den  Winkel' a^  und  hierauf  nach  Glei- 
chung h)  den  Winkel  ß^  bestimmen. 

Sind  hiernach  die  Winkel  a^  und  ß^  be- 
berechnet, so  kann  man  nach  Gleichung  U 
die  Diagonale  d^  berechnen  u.  s.  f. 


Aufjgabe  691.  Die  Diagonalen  eines  Rhom- 
boids  sind  d  =  162,4  m  und  d^  =  95,8  m 
und  ein  Winkel  des  ||grs  misst  a  =  68^12' 
34,7'';  man  soll  hieraus  die  Seiten  und  den 
Inhalt  berechnen. 


Gegeben 


f  d  =  16S 

:  \  d^z=  95,( 

l  «  =  680 


d  =  162,4  m 
,8  m 
680  12*  84,7" 


Andeutung.  Ist,  siehe  Fig.  227,  ÄBCD 
das  >;gr,  welches  den  Bedingungen  der  Auf* 
gäbe  entspricht,  so  kennt  man  von  dem  Dreieck 
äCD  die  Seite  AC  {=d),  die  zu  die»er 

Seite  gehörige  Schwerlinie  Dm(=  ^^  und 

den  dieser  Seite  gegenüberliegenden  Winkel  a: 
man  kann  somit  ganz  analog  wie  in  der  Ab- 
deutung  zur  Aufgabe  400  gesagt  wurde,  die 
nicht  bekannten  Stücke  dieses  Dreiecks  he- 
rechnen. 


Aufgaben  über  das  Viereck,  speziell  das  Rbomboid. 
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Aufgabe  692.  In  einem  ||  gr  ist  eine 
Seite  a  =  90,5  m  lang,  eine  Diagonale  ist 
d  =  llbm  lang,  nnd  der  Winkel,  welchen  die 
andere  Diagon^e  d^  mit  einer  der  der  Seite  a 
anliegenden  Seiten  b  bildet,  ist  Og  =  67^ 
0'  40,4''.  Man  soll  die  nicht  gegebenen  Stücke 
dieses    grs  hieraas  berechnen. 


Gegeben 


,(3  = 


90,5  m 
175  m 
570  0^40,4 


4/ 


a 


Erkl«  896«    Die  in  nebenstehender  Andeu- 
tung aufgestellte  Qleichung  f): 

^  ,    a8sin8tt^  _  2   /a»sinK  +  tt,)Y      ^ 

'      sin««,  V       2-sina,      /         2 

kann  man  wie  folgt  umformen: 

^       ggsinga^^gg.sing  («,  +  ««)  .    ^^ 
'      sin^a,  S-sin««,         '    2 

i8in«Oj+2a2sin«ai  =  a2sin8(«i+a,)+d2.sin««, 

'8in2a,  —  a«Bm8(«i+a,)  =  d^-sin««,  — 2a«sin««j 

28m2a,  —  sin«  («j  +  «,)=—  sin««,  —  2sin2a, 

Setzt  man  nunmehr  nach  der  Erkl.  301 : 

2sin«a|  =  1  —  C082a} 

und  nach  der  Erkl.  396 : 

•  o/      I      X       1  — cos  (2«, +2«») 
sin« («,  +  «,)  = g*^   ^^ 

80  erbält  man: 


Andeutung.  Ist,  siehe  Fig.  228,  AB  CD 
das  II  gr,  welches  den  Bedingungen  der  Auf- 
gabe entspricht,  so  kennt  man  von  dem 
Dreieck  A  CD  die  Seite  CD  (=  a),  die  Seite 
AC  (=  d)  und  den  Winkel  a2,  welchen  die 
zur  Seite  AC  gehörige  Schwerlinie  DM  mit 
der  dritten  Seite  AD  büdet;  dieses  Dreieck 
kann  man  sonach  unter  anderem  wie  folgt 
trigonometrisch  berechnen: 

Nach  dem  in  den  Erkl.  299  und  300 
B     angeführten  planimetrischen  Satz  be- 
steht in  jenem  Dreieck  die  Relation: 

femer  ergeben  sich  nach  der  Sinusregel 
aus  dem  Dreieck  BCD  die  Relationen: 

.X  &        sin«! 

^  a        sma, 

und 

rfj sin/9 

a        sina, 

oder  in  Rücksicht,  dass 

ß  =  2JB  — « 
oder 

/J  =  2Ä— («1  +  «^ 

und  dass  nach  der  ErkL  66: 

sin  [2i2  —  («1  +  a,)]  =  sm  («,  +  «^] 
ist: 

d,  _  sin  (a,  +  «,) 

vi  •  •  •  .  '  • 

^  a  sma. 

Setzt  man  nunmehr  den  aus  Gleichung  b) 
für  b  sich  ergebenden  Wert: 

a*sinaj 


d)  .  .  .  .  ö  = 


sma. 


und  den  aus  Gleichung  c)  für  d^   sich  er- 
gebenden Wert: 

_x  ,  _a'Sin(«t  +  «^ 

vi      •      •      •      •     1*1      -     ■  • 

^  smo, 

in  Gleichung  a),  so  erhält  man  die  gonio- 
metrische  Gleichung: 


1  /«ION        yjo        X  *.«!  a«8m««i       ^   /a-sm(«, +«-)V  ,   d^ 

,a  1  —  C08(2«,  +  2o,)        /d«       A    ,„  f)  .  a«-^ ^^ — i  =  2-( ^^.*    ' — ^i+-;r 

82o, ^^  '     ^^  =  (^—  2  »sin««,  ^^^  •  **  n-  35^2«^  V^      2-sin«,      y    '    2 

Q^gy  in  welcher  nur  noch  der  unbekannte  Winkel  a^ 


co82o,-.l-J-oos(2«i+2a^  =2sin««Y^-2^ 

,+2a^-2.cos2«,  =  2sin2«,/^^  — 2^  — 1 

Bringt  man  jetzt  in  bezug  auf  das  erste 
Glied  dieser  Gleichung  die  in  der  Erkl.  394  auf- 
gestellte Formel  in  £iwendung,  indem  man  in 
ierselben  azzz^a^  und  ß  =:  2a^  setzt,  so  er- 
hält man  weiter: 


in  welcher  nur  noch  der  unbekannte  Winkel  a^ 
vorkommt.  Formt  man  diese  Gleichung  um, 
so  erhält  man  nach  der  Erkl.  395 : 

2sin«a,(5-2)  — 1 

*'  C082«,  —  2 

in  welcher  Gleichung  y^  ein  Winkel  bedeutet, 
der  nach  der  Erkl.  395  der  Gleichung: 

.  ^  sin2a, 

A,  .  .  .  tgxf/  =  — - — i-~ 
*  *^        cos2a,  — 2 


A)  cos(V/  +  2( 


cosV' 
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0082«!  co82«j  —  8m2«i  sm2aa  —  2cos2«i  =  2ßin«aJ -^  —  2  j  —  1 


oder 


€082«!  (co82«j  -—  2)  --  8m2ai  8in2«2  =  28in2a,  (—  —  2  j  —  1 


C0S2«. - sina«,  .  ^5^^  =  [28m*a,(|-2)-l]:(c082».-2) 

SetKt  man  nunmehr  nach  der  Erkl.  140: 
1)  .  .  .  . 


8in2gj     

cÖ82a,  — 2~^'^ 


genügen   muss.     Nach    der  Gleichnng:   A^) 
kann  man  in  Rücksicht  des  für  c^  gegebenen 
Zahlenwerts  den  Winkel  V  berechnen,  dam 
und  berechnet  in  Mcksicht  des  fibr  «,  gegebenen  ^ann  man  in  Rücksicht  dieses  beredmetai 

I'^'^Z'^J'LY.^^  tZ/'^^i:  r  VTZ  Wertes  und  der  für  a   d  und  c^  gegeben« 

Werte  ans  Gleichung  A)  den  Winkel  V^  •{-  2«^ 
berechnen  und  schliesslich  kann  man  ans  da 
für  yf  und  V'-|-2ai  berechneten  Werten  den 
Winkel  Ui  bestimmen.  Ist  hiemach  einmal  a^ 
berechnet,  so  kennt  man  von  dem  \  gr  die 
Seite  a,  die  Diagonale  d  und  den  Winkel 
a  (=  tti  4~  ^%)  ^'^^  ^  ^^  ^®  BerecbnuBf 


man  für  den  Ausdruck  rechts  noch  der  Kürze 
halber  den  Buchstaben  m  setzt: 

00820}  —  8in2a,tgi/'  =  m 


oder 


cos  2  a,  —  8in2aj 


siny; 

C08V 


=  m 


008^^*00821X1  —  sinip  sin2ot  =  m^cosi/; 


oder,  wenn  man  in  ^„^^g  auf  den  Ausdrack  ^^  ^^^       ^^^^  hiernach  keine  Schwierig 

links  die  m  der  Erkl.  394  angefahrte  gomome-  ^  .^„  T«n>it. 

trische  Formel  in  Anwendung  bringt  und  in  ^^^"^  ™®"^- 
derselben 

setzt: 

C08(ip  +  2ai)  =  m'COSip 

oder,  für  m  seinen  allgemeinen  Wert  substituiert: 


2)  .  .  .  co8(ip  +  2« 


_2sin2a,(g-2)~l 
'^  ""  cos^ttj  — 2 


cosV^ 


Erkl.   896.     Eine    goniometrische   Formel 
heisst: 

__  1  ~  0082  (c  4-/9) 


sin2(«  +  /J)  = 


2 


(Siehe  Formel  142  in  £leyers  Lehrbuch  der 
Qoniometrie.) 


Aufgabe  693.  Der  Flächeninhalt  F  eines 
Parallelogramms  ist  100  qm,  die  Diagonalen 
d  und  ai  desselben  schneiden  sich  unter  dem 
Winkel  d  =  36®  nnd  verhalten  sich  wie  3:2; 
man  soll  die  Seiten  und  Winkel  des  Pa^ 
railelogramms  berechnen. 

Figur  229. 


D 


a 


Gegeben 


f       1?'=10 

:  I        iT  =  86 

l  (f:d,  =  3: 


l?*  =  100  qm 
86« 
2 


Andeutung.  Ist,  siehe  Fig.  229,  ABCD 
das  „gr,  welches  den  Bedingungen  dtf  Auf- 
gabe entspricht,  so  kennt  man  von  das 
Dreieck  AUB  den  Winkel  d  und  das  Ver- 
hältnis der  diesen  Winkel   einschliessendeD 

Seiten  AU (=  y)  und  DU  (=  ^).   in- 
dem gemäss  der  Aufgabe: 

(i :  (f  j  =  8 : 2 
also  auch 

^x  ^ .  i  —  3 .  Q 

ist.    Die  Winkel  o,  und  jS,  dieses  Dreiecks 
kann  man  hiemach  wie  folgt  berechnen: 
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Nach  der  Sinnsregel  Ist: 
d     d^  sina, 

oder  in  Rücksicht  der  Gleichung  a): 
,  Bin«,   _  8 

^^ "SS"  ~  ^ 

Bringt  man  in  bezog  auf  diese  Proportion 
den  in  der  Erkl.  119  angeführten  Smnmen- 
nnd  Differenzensatz  in  Anwendung,  so  erhfilt 
man: 

8ina,"f"™ft  3  +  2 

sin«,  —  Bin/9,       8  —  2 

oder  in  Rücksicht  der  Erkl.  268: 


nnd  hieraus  ergibt  sich: 

^  ««  —  />«  ^l.tg^+^« 
^2  5^2 

oder,  wenn  man  hierin: 

c)  .  .  .  a,  +  ^,  =  2Ä— <r 

setzt: 

A)...tgJ^  =  |.tg(Ä_4) 

nach  welcher  Oleichnng  man  a^  —  ß^  be- 
rechnen kann.  Hat  man  hiemach  a^  —  ß^ 
berechnet,  so  kann  man  ans  diesem  für  «2 — ^2 
gefundenen  nnd  ans  dem  nach  Gleichung  c) 
für  «2  4"  1^2  hekannten  Wert,  leicht  die 
Winkel  a^  nnd  ß^  berechnen.  Ist  hiemach 
der  Winkel  ag  berechnet,  so  kann  man 
aus  diesem  Wert  und  dem  bekannten  Inhalt 
des  Breiecks  ÄMD^  derselbe  ist  nach  der 

F 
Erkl.  390  =  -j-,  mittels  der  in  der  Auflösung 

der  Aufgabe  117  aufgestellten  Formel  95: 

__  a«-8in(«-|-/f)«Bin/J 
ji  — ___ 

2sma 
indem  man  in  derselben: 

'=^ 

a  =  b 

und  ^  ==  «9 

setzt,  also  mittels  der  Gleichung: 

F  _  b^'  sin  (J  -|-  gg) '  Bin  «, 

4  28in<f 

die  Seite  b  berechnen;  man  erhält  hieraus 
nämlich: 


^)--^  =  Vm 


Ffän^ 


28in(if-|~^*Binc4 

nach  welcher  Gleichung  man  die  Seite  b  be- 
rechnen liHsm  u.  s.  f. 
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mithin: 


«1  =  «^  — /»i 
und  dass  in  dem  Dreieck  BCMx 

ist,  80  erhält  man,  wenn  man  diese  Werte  für 
ffj  und  o,  in  Gleidinng  a)  subetitniert: 

Bin(<y  — /g^)        __  ain/t, 

Bin[8J8— (<r4-^,])  ■"  gin^, 

oder  in  Bflcksicht  der  Erkl.  66 : 

sin(^+/J,)        sin/J, 

Bringt  man  in  bezng  anf  diese  Propoitios 
den  in  der  Erkl.  119  angeführten  Summen-  tuk) 
Differenzensatz  in  Anwendung,  so  erhält  mui: 

sin(<f  — /g^)  +  Bin(<y  +  #t)  _  muß^-^-mt^ 
sin(tf  —  /Jj)  —  sin  (tf  -f-  /J^  ~~  sin/f^  —  siii^, 

oder,  wenn  man  die  in  der  ErkL  968  angefilhit? 
goniometrische  Formel  in  Anwendung  biügt 
indem  man  in  derselben  einmal: 

für  «  =  tf  —  ß^ 

und  für  /J  =  <r-f-/J, 

ein  andermal: 

för  «  =  /»i 

und  f  Or  /9  =  /9, 


setzt: 


oder 
c). 


•      «     • 


tg(- 


Setzt  man  nunmehr: 
A)  .  .  .  ß,+ß^=zß 
und  berücksichtigt  man,  dass  nach  der  ErkL  321 

2     /—       ^      2 
ist,  so  erhält  man: 

tg(*-^)  ^    tg4 

Erkl.  892.      Eine    goniometrische   Formel  oder 

l  +  tga*tg^  Bringt  man  noch  die  in  der  Erkl.  898  sH 

(Siehe  Formel  46  in  Eleyers  Lehrbuch  der  geftUurte  goniometrische  Formel  in  Anwend^ 
Goniometrie.)  so  erhält  man  schliesslich: 

tgiT-tgö^  I 

i+tgir.tg&-~e  2 

nämlich  eine  goniometrische  Gleichung^ ,  in  welckfl 
nur  noch  die  Funktion  Tangens   des  unkt 

kannten  Winkels  ^^  T*  *    Yorkonamt,  iaiei 

21 

<f  gegeben  und 


g)  .  .  .  /J  =  1800  —  a 


Aufgaben  über  das  Viereck,  speziell  das  Bhomboid. 
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ist,  also  leicht  aus  dem  gegebenen  Winkel  a 
bestimmt  werden  kann.     Löst  man  die  Glei- 

chung  B)  in  bezug  auf  tg  ^'  *  auf,  so  er- 
hält man  eine  Gleichung,  nach  welcher  man 
ßi  —  ^8  berechnen  kann.  Aus  dem  för  ^^  —  /}, 
sonadi  berechneten  und  aus  dem  nadi  den  Glei- 
chungen A)  und  ^)  für  ßi+ß^  bekannten  Wert 
kann  man  dann  die  Winkel  ß^  und  /^cberechnen, 
und  dann  kann  man  mittels  dieser  Winkel  aus 
dem  Dreieck  ^BC  die  gesuchte  Seite  h  nach 
der  Sinusregel  berechnen.  Den  Inhalt  kann  man 
schliesslich  mittels  der  in  Andeutung  der  Auf- 
gabe 675  aufgestellten  Gleichung  C): 

F  =  ah  '  sina 
berechnen. 


Aui^abe  690.  In  einem  {[gr,  dessen 
Flächeninhalt  F  =  26998  qdm  beträgt,  misst 
die  eine  Seite  a  =  75  dm  und  der  Winkel  ö, 
welchen  die  Diagonalen  miteinander  bilden 
=  158^  10'  7,5'' ;  man  soU  Merans  die  Winkel, 
die  andere  Seite  und  die  Diagonalen  des  {jgrs 
berechnen. 


Gegeben 


(  F  =  2ß\ 

:  {  «  =  75 

l  cT  =  16J 


Figur  226. 


=  26998  qdm 
dm 
1680 10'  7,5" 

Andeutung.  Ist,  siehe  Fig.  226,  ÄBCD 
das  Ijgr,  welches  den  Bedingungen  der  Auf- 
gabe entspricht,  so  kennt  man  gemäss  der 
Aufgabe  von  dem  Dreieck  ACD  den  Inhalt, 

F 

derselbe  ist  =  -^  (siehe  Erkl.  389),  die  Seite 

DC(=ä)  und  den  Winkel  d,  welchen  die 
zur  Seite  AC  gehörige  Schwerlinie  DM  mit 
dieser  Seite  bildet,  bezw.  man  kennt  von 
dem  Dreieck  DMC  die  Seite  DC(=  a),  den 
Winkel  DMC  (=  ö)  und  den  Inhalt  jP,  der- 

F 
selbe  ist  =  -T-  (siehe  Erkl.  890) ;  aus  diesem 

Dreieck  kann  man  die  Winkel  a^  und  ßi  wie 
folgt  berechnen: 

Nach  der  Erkl.  151  und  nach  dem 
vorhin  gesagten  ergibt  sich  aus  dem 
Dreieck  DMC  die  Relation: 

d^      d      sinJ  jP 

*^ ~¥"2'  ~2~  -  T 

femer  bestehen  nach  der  Sinusregel 
die  Relationen: 


und 


b) 


c) 


d^      d         .   «      . 
-^:-g-  =  8in/Ji:8m«, 

~  :  a  =  sm^i :  smif 


und  schliesslich  besteht  in  dem  Dreieck  DMC 
die  Beziehung: 

d)  ....  «1 +  /»!-[- (f  =  2i2 
man  hat  somit  4  Gleichungen  mit  den  4  Un- 
bekannten d^,  df  ai  und  ß^;  die  Winkel  a^ 
und  ßi  kann  man  zunächst  aus  diesen  Glei- 
chungen folgendermassen  berechnen: 

Durch  Multiplikation  der  Gleichungen  a) 
und  b)  erhält  man: 

Fsin/>^ 


4 


4*sinai 


434  Ebene  Trigonometrie. 

mithin: 


«1  =  «^  — /»i 
nnd  dass  in  dem  Dreieck  BCM-, 

ist,  80  erhält  man,  wenn  man  diese  Weite  ftr 
«,  nnd  a,  in  Gleichung  a)  snbstitaiert: 

Bin[8Ä— (^-f^J)  ""  oaA 
oder  in  Bflcksicht  der  ErkL  66 : 

Bin  (J  —  />,)  _  Bin/f ^ 

8in(^  +  /'«)        8in/Jj 
Bringt  man  in  bezog  anf  diese  Proportx»! 
den  in  der  ErkL  119  angefahrten  Summen-  ud 
Differenzensatz  in  Anwendung,  so  eihftlt  nu: 

8in(<y  — /g^)  +  Bin(<y  +  /^t)  _  fosißi+m^j 
Bin(tf  —  /Ji)  —  Bin  (tf + /J,)  ""  sin/fi  —  sin^, 

oder,  wenn  man  die  in  der  ErkL  968  angeflhite 
p;oniometrische  Formel  in  Anwendung  biisgl 
indem  man  in  derselben  einmal: 

für  «  =  tf  —  /Jj 

und  fftr  ^  =  (f-j-/9, 

ein  andermal: 

för  a  =  /Jj 

und  für  /J  =  /J, 


setzt: 


oder 
c). 


^a-ft+l+^  tg^±^ 


tg(<r~^)       tg 


^Zjfc^  t^^ 


tg(-^-4^)    "  tg^ 

Setzt  man  nunmehr: 

•A')  •  •  •  /'i  +  #t  =  ^ 

und  berücksichtigt  man,  dass  nach  der  ErkL  U\ 

ist,  so  erhält  man: 

Erkl«  892.      Eine    goniometrische   Formel  oder 

1  +  tga.tg^  Bringt  man  noch  die  in  der  Erkl.  892  ai-l 

(Siehe  Formel  46  in  Eleyers  Lehrbuch  der  geführte  goniometrische  Formel  in  Anwendss^ 
Goniometrie.)  so  erhält  man  schliesslich: 

tgcT-tg^^  -       .  i\ 

B) o  n      -tg^L^  =  ^tg*^ 

l+tgcT.tg^  ^ 

nämlich  eine  goniometrische  Gleidiung,  in  w^i^tf 
nur  noch  die  Funktion  Tangens  des  nt^^ 

kannten  Winkels        ^        voikommt,  i»^ 

<f  gegeben  und 

g)  .  .  .  /S  =  1800  —  a 
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ist,  also  leicht  aus  dem  gegebenen  Winkel  a 
bestimmt  werden  kann.    Löst  man  die  Olei- 

chung  B)  in  bezug  auf  tg  ^      ^  auf,  so  er- 

hält  man  eine  Gleichung,  nach  welcher  man 
ßi  —  ßi  berechnen  kann.  Aus  dem  für  ß^  —  ß^ 
sonach  berechneten  und  aus  dem  nach  den  Glei- 
chungen A)  und  g)  für  ß^  -\-  ß^  bekannten  Wert 
kann  man  dann  (fle  Winkel  ßi  und  /^.berechnen, 
und  dann  kann  man  mittels  dieser  Winkel  aus 
dem  Dreieck  ^BC  die  gesuchte  Seite  b  nach 
der  Sinusregel  berechnen.  Den  Inhalt  kann  man 
schliesslich  mittels  der  in  Andeutung  der  Auf- 
gabe 675  aufgestellten  Gleichung  C): 

F  =  ah  •  sina 
berechnen. 


Ani^abe  690.  In  einem  Ijgr,  dessen 
Flächeninhalt  F=  26998  qdm  beträgt,  misst 
die  eine  Seite  a  =  75  dm  und  der  Wüikel  d, 
welchen  die  Diagonsden  miteinander  bilden 
=  158^  10'  7,5'';  man  soU  hieraus  die  Winkel, 
die  andere  Seite  und  die  Diagonalen  des  {Igrs 
berechnen. 


Gegeben 


:  \   az=z 


Figur  926. 


F  =  26998  qdm 
75  dm 
1580 10'  7,5" 

Andeutung.  Ist,  siehe  Fig.  226,  ABCD 
das  11  gr,  welches  den  Bedingungen  der  Auf- 
gabe entspricht,  so  kennt  man  gemäss  der 
Aufgabe  von  dem  Dreieck  JLCZ)  den  Inhalt, 

F 

derselbe  ist  =  -g-  (siehe  Erkl.  389),  die  Seite 

I)C{=a)  und  den  Winkel  8,  welchen  die 

zur  Seite  ÄC  gehörige  Schwerlinie  Z)if  mit 

dieser  Seite  bildet,  bezw.  man  kennt  von 

dem  Dreieck  DMC  die  Seite  DC  (=  a),  den 

Winkel  DMC  (=  ö)  und  den  Inhalt  F,  der- 

F 
selbe  ist  =  -j-  (siehe  ErkL890);  ans  diesem 

Dreieck  kann  man  die  Winkel  a^  und  ß^  wie 
folgt  berechnen: 

Nach  der  ErkL  151  und  nach  dem 
vorhin  gesagten  ergibt  sich  aus  dem 
Dreieck  DMC  die  Relation: 

(fj      <?     8in<f  jP 

*^  •  •  •  •  T  '  "2"  *  "2~  "~  "4" 

femer  bestehen  nach  der  Sinusregel 
die  Relationen: 


und 


b) 


c) 


-^:-2-  =  sin/J,:smai 

2 


:  a  =  sin^i :  8in<f 


und  schliesslich  besteht  in  dem  Dreieck  DMC 
die  Beziehung: 

d)  .  .  .  .  «i-f-/Ji-[-(r  =  2Ä 
man  hat  somit  4  Gleichungen  mit  den  4  Un- 
bekannten d^^  df  a^  und  ß^]  die  Winkel  a^ 
und  ß^  kann  man  zunächst  aus  diesen  Glei- 
chungen folgendermassen  berechnen: 

Durch  Multiplikation  der  Gleichungen  a) 
und  b)  erhält  man: 

Fsin/9^ 


4   "" 


4*  sin  «1 
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mithin: 


«1  =  ^  — /^i 

und  dass  in  dem  Dreieck  BCMi 

ist,  80  erhält  man,  wenn  man  diese  Weite  für 
«j  nnd  a,  in  Gleichung  a)  substitaiert: 

Bin  (<y '—/>,)        __  gin/>t 

Bin[8J8— (<r-i-/fj)  ■"  8in/9, 

oder  in  Bflcksicht  der  ErkL  66: 

ßin(^-f"/'«)        8in/J, 
Bringt  man  in  berag  anf  diese  ProportioD 
den  in  der  Erkl.  119  angeführten  Snmmen-  nsd 
Differenzensatz  in  Anwendung,  so  erhält  nui: 

sin(<y  — /g^)-|"Bin(<y4"/^t)  _  ain^i  +  sinft 
sin(<f  —  /Jj)  —  sin(^-f-^^  "~  sin^^  — on^, 

oder,  wenn  man  die  in  der  Erkl.  968  angeMit» 
p;oniometrische  Formel  in  Anwendung  biiigt 
mdem  man  in  derselben  einmal: 

für  «  =  (f  —  /^i 

und  fftr  ^  =  <f  +  /f, 

ein  andermal: 

för  «  =  /J, 

und  für  /J  =  ß^ 


setzt: 


oder 
c)  . 


tg( 


tg(^-.gL^)     _    tg^ 

Setzt  man  nunmehr: 

'^)  •  •  •  ^1  T"  ^t  =  ^ 

und  berücksichtigt  man,  dass  nach  der  ErkL  3:21 

2     /~       ^      2 
ist,  so  erhält  man: 

tg(j-^)  ^    tg| 

Erkl«  892«      Eine    goniometrische   Formel  oder 

^®^^'  f^  tir/^if'   ^«""M    .~/^t-/^t ^i 

tg(««^)  =  J5!i=lM^  ^  •  •  •  H^ 2-j-*^-2-— *^8 

1  +tga-tg^  Bringt  man  noch  die  in  der  Erkl.  899  ta- 

(Siehe  Formel  46  in  Kleyers  Lehrbuch  der  geftUurte  goniometrische  Formel  in  Anwendung* 
Goniometrie.)  so  erhält  man  schliesslich: 

nämlich  eine  goniometrische  Gleichung,  in  ^^ 
nur  noch  die  Funktion  Tangens  des  ns^^ 

kannten  Winkels       'Z       vorkommt,  ini* 

<f  gegeben  und 

g)  .  .  .  /J  =  1800  —  « 
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ist,  also  leicht  ans  dem  gegebenen  Winkel  a 
bestimmt  werden  kann.     Löst  man  die  Glei- 

chung  B)  in  bezng  auf  tg  ^'  *  auf,  so  er- 
hält man  eine  Gleichung,  nach  welcher  man 
ßi  —  ß%  berechnen  kann.  Aus  dem  für  ^^  —  /S, 
sonach  berechneten  und  aus  dem  nach  den  Glei- 
chungen A)  und  ^)  für  ß^  -|-  ß^  bekannten  Wert 
kann  man  dann  die  Winkel  ß^  und  /^.berechnen, 
und  dann  kann  man  mittels  dieser  Winkel  aus 
dem  Dreieck  ^BC  die  gesuchte  Seite  h  nach 
der  Sinusregel  berechnen.  Den  Inhalt  kann  man 
schliesslich  mittels  der  in  Andeutung  der  Auf- 
gabe 675  aufgestellten  Gleichung  0): 

F  =  ah  '  sina 
berechnen. 


Aufjgabe  690.  In  einem  ||gT,  dessen 
Flächeninhalt  F  ==  26998  qdm  beträgt,  misst 
die  eine  Seite  a  =  75  dm  und  der  Wüikel  ö, 
welchen  die  Diagoiuden  miteinander  bilden 
=  158^  10'  7,5'' ;  man  soU  hieraus  die  Winkel, 
die  andere  Seite  und  die  Diagonalen  des  Hgrs 
berechneiL 


Gegeben 


(F=: 
:  {   o  = 


Figur  226. 


F  =  26998  qdm 
75  dm 
1530 10'  7,5" 

Andeutung.  Ist,  siehe  Fig.  226,  ABCD 
das  I  gr,  welches  den  Bedingungen  der  Auf- 
gabe entspricht,  so  kennt  man  gemäss  der 
Aufgabe  von  dem  Dreieck  ACD  den  Inhalt, 

F 

derselbe  ist  =  g- (siehe  ErkL  389),  die  Seite 

DC  (=  a)  und  den  Winkel  ö,  welchen  die 
zur  Seite  ÄC  gehörige  Schwerlinie  DM  mit 
dieser  Seite  bildet,  bezw.  man  kennt  von 
dem  Dreieck  DMC  die  Seite  DC{=  a),  den 
Winkel  DMC  (=  ö)  und  den  Inhalt  jP,  der- 

F 

selbe  ist  =  -T-  (siehe  ErkL  890);  aus  diesem 

Dreieck  kann  man  die  Winkel  a^  und  ß^  wie 
folgt  berechnen  : 

Nach  der  ErkL  151  und  nach  dem 
vorhin  gesagten  ergibt  sich  aus  dem 
Ihreieck  DMC  die  Relation: 

d,      d     sin<f         jP 
a)  — 


•  .  • 


2       2         2  4 

femer  bestehen  nach  der  Sinusregel 
die  Relationen: 


und 


b) 


c) 


dl      d         »    *      . 
^:-2-=:8in^,:sma, 

-^  :  a  =:  sm^i :  sma 


und  schliesslich  besteht  in  dem  Dreieck  DMC 
die  Beziehung: 

d)  .  .  .  .  «j-t-/Ji-[-(r  =  2Ä 
man  hat  somit  4  Gleichungen  mit  den  4  Un- 
bekannten d^,  d,  ttj  und  ßi]  die  Winkel  a^ 
und  ßi  kann  man  zunächst  aus  diesen  Glei- 
chungen folgendennassen  berechnen: 

Durch  Multiplikation  der  Gleichungen  a) 
und  b)  erhält  man: 

Fsin/J, 


4 


4»sm  «i'-TT" 


I 

L 
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mithin: 
Cj)  .  .  . 


F  = 


a2  — fe« 


tg« 


Erkl.  408.      Ein  planimetrischer  Lehrsatz 
heisst: 

^In  jedem  gleichschenkligen  Trapez  sind 
die  Diagonalen  einander  gleich.^ 

(Siehe  Kleyers  Lehrbücher  der  Planimetrie.) 


ErkL  4M.  Bezeichnet  man  den  Inhalt  eines 
Trapezes  mit  F,  die  in  ein  und  dieselbe  Mass- 
Mnheit  ausgedrückten  Längen  der  beiden  pa- 
rallelen Seiten,  die  Gran£inien  bezw.  mit  a 
und  h  und  die  entsprediende  Masszahl  der  Höhe 
des  Trapezes  mit  h,  so  besteht  die  Belation: 

(Siehe  Kleyers  Lehrbücher  der  Planimetrie.) 


h  Flftcheneiiiheiten 


nach  welcher  Gleichung  man  den  gesucbtei 
Flächeninhalt  F  direkt  aus  den  g^pebeneo 
Stücken  a,  b  und  a  berechnen  kann. 

b)  Man  kann  auch  zuerst  eisiea  Winkel 
welchen  eine  Dia^nale  mit  einer  Seite  des  Änti- 
Parallelogramms  bildet,  wie  folgt  berechneiL 

Aus  den  Dreiecken  ÄCD  und  ABC  der 
Figur  236  erhält  man  nach  der  Sinusrsgei 
bezw.  die  Relationen  : 

a  sin/J, 

d        sma 
und 

.V  h_  _  sine, 

DJ    .    »    •    .       j    —        , 

^  d         smß 

Dividiert  man  Gleichung  a)  durch  Glei- 
chung b),  so  erhält  man: 

a  __  sin /9g»  sin /J 
h        sina-sino, 

oder,  da  a  und  ß  Supplementwinkel  siii 
also  nach  der  Erkl.  66 : 


a) 


ist: 


sina  =r  8in/9 


a 
T 


sma. 
Berücksichtigt  man  nunmehr,  dass: 

/^f  =  /»-/»! 

=  (2Ä--a)  — «4 
=  2i?— a—  aj 
=  2Ä~(«  +  aO 

ist,  dass  man  also: 

sin/9j  =  sin  [2Ä  —  (a  -[-  aj\ 
oder  nach  der  Erkl.  66: 

sin/Jj  =  sin  («  +  «i) 
setzen  kann,  so  erhält  man: 

a  8in(a-|-«,) 

h  sina, 

oder,  wenn  man  den  in  der  ErkL  119  tf- 
geführten  Summen-  und  Differenzenaatz  ic 
Anwendung  bringt: 

a  —  h        sin  («  +  aj)  —  sino, 
und  die  in  der  ErkL  368  erwähnte  gtnuo- 
metrische  Formel  benutzt,  indem  man  in  ^^ 
selben: 

und  /9  =  «2 
setzt: 

a+h _    ^         2 

«  —  &  ""      ftr  g  -f  «t  —  fl^ 

^;       2 
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oder,  da  ai-\-a2  =  cc  ist: 
a  +  ft 


.    2« 


a  —  h 


tg 


«1  "4-  «1  -4-  «1  —  ot% 


a  +  & tga 

a  —  h         tg«i 
und  hieraas  erhält  man: 


D) 


tg«i  = 


tga 


a  +  6 

nach  welcher  Gleichung  man  den  Winkel  a^ 
aus  den  gegebenen  Stücken  a,  h  und  a  be- 
rechnen kann. 

Ist  hiemach  der  Winkel  a^  berechnet,  so 
kann  man  aus  einem  der  Dreiecke  ÄCD  und 
ABC,  da  aus  a^  und  a  auch  leicht  die 
Winkel  a^,  ßi  und  ß^  bestimmt  werden  können, 
mittels  der  Sinusregel  die  Diagonale  d  und 
die  Seite  c  berechnen  und  scUiesslich  kann 
man  den  gesuchten  Inhalt  F  berechnen,  wie 
vorstehend  unter  a)  gesagt  wurde. 


Antrabe  701.  Der  Flächeninhalt  eines 
gMchsohenkligen  Trapezes  ist  jF  =  3,5  qdm, 
die  beiden  puallelen  Seiten  desselben  sind 
a  =  4,6  und  b  =  4,1  dm.  Wie  gross  sind 
die  Winkel  dieses  Trapezes? 


Gegeben: 


(  F  =  8,69  dm 
a  =  4,6  dm 
d  =:  4,1  dm 


Andeutung.  Man  löse  die  in  der  Andeu- 
tung zur  Aufgabe  700  aufgestellte  Inhalts- 
formel: 

a«  — &2     ^ 
a)  .  .  .  F  = 2 •  tga 

in  bezug  auf  tga  auf,  setze  in  die  somit  er- 
haltene Gleichung: 

4jP 

die  fär  a,  b  und  F  gegebenen  Zahlmwerte 
und  berechne  hiemach  den  einen  Winkel  a 
des  Trapezes;   den  andem  Winkel  ß  findet 
man  alsdano  mittels  der  Relation: 
B)  .  .  .  ^  =  1800  — « 


Angabe  702.  Man  berechne  den  Flächen- 
inhalt eines  geraden  Trapezes,  in  welchem 
die  grössere  Grundlinie  a  =  250  m,  eine  der 
anstossenden  Seiten  c  ==  75  m  und  der  von 
den  Seiten  a  und  c  eingeschlossene  Winkel 
«  =  55®  40'  20"  gegeben  ist. 


Gegeben 


■m 


=  250  m 
75  m 
660  40 '20" 


Andeutung.  Ist,  siehe  Fig.  285,  ABCD 
das  gegebene  gerade  Trapez,  so  besteht  nach 
der  Erkl.  404  die  Relation: 


a)  . 


..F=^-±l 


'h 


Femer  ergeben  sich  aus  dem  rechtwink- 
ligen Dreieck  B HC  die  Relationen: 


und 


a  —  b 
cos  a  =  — - — :  c 


sina  ■=ih\c 
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Ans  der  ersten  dieser  Relationen  erhSlt  man: 

2e  •  cos«  =  a  —  h 
oder 

b)  .  .  .  d  =  a  —  2c  •  cos« 

nnd  ans  der  zweiten  jener  Relationen  eriiält 

man:  v  , 

c)  ,  .  .  h  z=z  e  '  «ma 

Snbstitniert  man  die  Werte  ffir  6  und  A 

ans  den  Gleichungen  b)  nnd  c)  in  Gleichonga). 

so  erhält  man: 

_       a  +  a  —  2c  •  cosa 

F  =  — ■ ^ •  c  •  sma 

oder  ^ 

A)  .  .  .  .  F  =  (a —  e  '  cos«)  •  esina 

nach  welcher  Gleichung  man  dea  gesaehten 
Inhalt  F  berechnen  kann. 


Axi&abe  703.   Man  soll  aus  dem  Flächen-  f  F  =  1200  qm 

Inhalt  F=  1200  qm  eines  geraden  Trapezes,  Gegeben:  l  a  =  70» 40' 32" 

dem  Winkel  a  =  70®  40'  32"  und  der  grösseren  l  «  =  ^»^  ^ 

Grundlinie  a  =  60,5  m  die  nicht  gegebenen        Andeutung.     Man  stelle  analog  wie  in 
Seiten  des  Trapezes  berechnen.  der  Andeutung  zur  Aufgabe  700  gesagt,  eine 

Relation  zwischen  F,  a^  a  und  b  sxk;  im. 

wird,  wie  in  jener  Andeutung  gezeigt,  dir 

Relation: 

a)  .  .  .  F  =  — tg« 

erhalten,  aus  welcher  man  die  nicht  bekaimte 
Seite  b  berechnen  kann;  oder:  man  stelle, 
analog  wie  in  der  Andeutung  zur  Aufgabe  702 
gesagt,  eine  Relation  zwischen  F,  a,  a  und  r 
auf;  man  wird,  wie  in  jener  Andeutung  ge- 
zeigt, die  Relation: 

b)  .  .  .  F  =  (a  —  c  •  cosa)  •  cäna 

erhalten,  aus  welcher  man  die  nicht  bekanote 
Seite  c  berechnen  kann,  u.  s.  f. 


Aufgabe    704.      Die   beiden   parallelen  f  ^  ^  ^^'^^  ^ 

Seiten  eines  Antiparallelogramms  sind  bezw.  Gegeben:  {  b  =  17,9m 

a  =  85,52  m  und  Ä  =  17,9  m;  eine  der  nicht  l  c  =  22,3  m 

parallelen  Seiten  ist  c  =  22,3  m.  Man  soll  Andeutung.  Man  verfahre,  wie  in  d& 
hieraus  die  Winkel  und  den  Inhalt  des  ^Anti-  Andeutung  zur  Aufgabe  700  unter  a)  gesagt 
Parallelogramms  berechnen.  ist    Wie  dort  gezeigt,  erhält  man  fSr  dea 

gesuchten  Winkel  a: 

AN  a  —  b 

A)  .  .  .  cos«  =r  — — — 

2c 

und  fär  den  gesuchten  Inhalt  F: 


,^!±i.y/7Z^' 


mithin  2        V  2« 

A)  ,  .  F  =  ^^  l/(2c+a-&)(2c-«-Hi 

und  nach  diesen  beiden  Gleichungen  A)  oid 

B)  kann  man  in  Rdcksioht  der  fSr  a,  5  und  <* 
gegebenen  Zahlenwerte  a  und  F  bereehneB. 


^, 


Preisgekrönt  in  Frankfurt  a.  M.  1881. 


Der  ausführliche  Prospekt  und  das  ansftthrliche  In- 

haltsyerzeichnis  der  „vollständig  gelösten  Aufgabensammlung 
von  Dr.  Ad.  Kleyer"  kann  von  jeder  Buchhandlung,  sowie  von 
der  Verlagshandlung  gratis  und   portofrei  bezogen  werden. 

Bemerkt  sei  hier  nur: 

1).  Jedes  Heft  ist  aufgeschnitten  and  gat  hrochiert,  um  den  sofortigen  und  dauern- 
den Gebrauch  zu  gestatten. 

2).  Jedes  Kapitel  enth&lt  sein  besonderes  Titelblatt,  Inhaltsverzeichnis,  Berichtigungen 
und  Erklärungen  am  Schlijsse  desselben. 

3).  Auf  jedes  einzehie  Kapitel  kann  abonniert  werden. 

4).  Monatlich  erscheinen  3 — 4  Hefte  zu  dem  Abonnementspreiae  von  25Pfg.  pro  Heft. 

5).  Die  BeUienfolge  der  Hefte  im  nachstehenden,  kurz  angedeuteten  Inhaltsrerzeich- 
nis  ist,  wie  aiu  dem  Prospekt  ersiohtlioh,  ohne  jede  Bedeutung  für 
die  Interessenten. 

* 

6).  Das  Werk  enthält  AUeSt  was  sich  ttberhaupt  auf  mathematische  Wissenschaften 
bezieht,  alle  Lehrsätze,  Formeln  und  Regeln  etc.  mit  Beweisen,  alle  praktischen 
Aufgaben  in  voUständig  gelöster  Form  mit  Anhängen  ungelöster  analoger  Auf- 
gaben und  vielen  vortrefflichen  Figuren. 

7).  Das  Werk  ist  ein  präküsohes  Lehrbuch  fßr  Schüler  aUer  Schulen,  das 
beste  Handbuch  für  Lehrer  und  Examinatoren,  das  vorsüglichste  Lehrbuch 
zum  Selbststudium,  das  vortrefflichste  Nachschlagebuch  für  Fachleute  und 
Techniker  jeder  Art. 

8).  AUe  Buchhandlungen  nehmen  BesteUungen  entgegen. 


Das  vollatändige 

Inhaltsyerzeichnis 

der  bis  jetzt  erschienenen  Hefte  1—266 

kann  durch  jede  Buchhandlung  bezogen  werden. 


Halbjährlich  erscheinen  Nachträge  Über  die  inzwischen  neu  erschienenen  Hefte« 


Dnok  TOB  Carl  Ha  mm  er  in  Stattgaxt« 


"t? 


Aufgaben  -  Sammlung 

~  nebst  Anhängen  ungelöster  Aufgaben,  für  den  Schul-  &  Selbstunterricht  — 

'mit 

Angabe  und  EntiicUnog  der  beButzten  Sitze,  Forneln,  Regeln  in  Fragen  md  intiorten 

erläutert  durch 

viele  Holzschnitte  &  lithograpL  Tafeln, 

aus  allen  Zweigen 
der  Reehenknnsty  der  niederen  (Algebra,  Planimetrie,  Stereometrie,  ebenen  n.  BphAriachen 
Trigonometrie,  synthetischen  Geometrie  etc.)  n.  höheren  Mathematik  (höhere  Analysis, 
Differential-  u.  Integral-Rechnung,  analytische  Geometrie  der  Ebene  u.  des  Raumes  etc.);  — 
ans  allen  Zweigen  der  Physik,  Mechanik,  Oraphostatlk,  Chemie,  Geodisle,  Nantik, 
mathemat.  deograpliie,  Astronomie;  des  Masehinen«,  Strafen-,  Eisenbahn-,  Wasser«, 
Bricken-  u.  Hochbaues;  der  Konstrnktionsleliren.als:  darsteU.  Geometrie,  Polar*  n. 

ParaUel-Perspectire,  Scliattenkonstniktionen  etc.  etc. 

für 

Schüler,  Studierende,  Kandidaten,  Lehrer,  Techniker  jeder  Art,  Müit&rs  etc. 

zum  einzig  riclitigen  und  erfolgreichen 

Studium,  zur  Forthfilfe  bei  Schularbeiten  und  zur  rationellen  Verwertung 

der  exakten  Wissenschaften, 

herausgegeben  Ton 

nr.  Adolph  HLleyer^ 

Mathemftiiker,  70ieicl«t«r  kOnlgl.  preuii.  FeldmeHer,  vereideter  groiih.  beiiiioher  Geomeier  I.  KlMie 

in  Frankfurt  a.  H. 
unter  Mitwirkung  der  bew&hrtesten  Er&fte. 

Kbene  Trig^onometrie^ 

Fortsetzung  von  Heft  297.  —  Seite  449—464.    Mit  13  Figuren. 

IzilriAlt: 

Aufgaben  Aber  das  Antiparallelogramm,  ForttetsuDg.  —  Aufgaben  über  das  doppelt-gleicbiobenklige 

Trapez  oder  dai  Deltoid. 

Stuttgart  1887. 
Verlag  von  Julius  Maier. 


-M-  IN«M  Au1!gtb«iiMiiimlung  trscheint  fortltuftnd,  monttlleh  8—4  Htftt.  *» 
Oia  einztiMii  Itauptktpitei  sind  mit  tlgeiMr  Ptsinlerung  vtrtehen,  to  dau  jedM  dtrMlben  •Intn  Band  Mldan  wird. 
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Preisgekrönt  in  Frankfurt  a>  M,  1881. 

PROSPEKT. 

• 

DieBes  Werk,  welchem  kein  ähnliches  zur  Seite  steht,  erscheint  monatlich  in  3—4 
Heften  sn  dem  hilligTBn  Preise  Ton  25  ^  pro  Heft  und  hriDgt  eine  Sammlung  der  wichtig- 
sten und  praktischsten  Anfgahen  ans  dem  Gesamtgebiete  der  Mathematik,  Physik, 
Meehanik,  matlu  Geographie  9  Astronomie  ^  des  Maschinen- 9  Strassen- 9  Etsenbaha-, 
Brüeken-  nnd  Hoehbanes^  des  konstraktiren  Zeicimens  etc.  etc.  und  xwar  in  TOllständi; 
gel9ster  Form^  mit  fielen  Figuren ,  Erkljbungen  nebst  Angabe  und  Entwlekelnng  der 
benntiten  SItiei  Formeln^  Regeln  in  Fragen  mit  Antworten  etc.,  so  dass  die  Lösoog 
jedermann  Terst&ndlich  sein  kann,  bezw.  wird,  wenn  eine  grossere  Anzahl  der  Hefte  er- 
schienen ist,  da  dieselben  sieh  in  ihrer  Gesamtheit  ergänzen  und  alsdann  auch  alle 
Teile  der  reinen  und  angewandten  Mathematik  —  nach  besonderen  sAlbst&ndigen  Kapi- 
teln angeordnet  —  yorliegen. 

Fast  jedem  Hefte  ist  ein  Anhang  von  nngel8sten  Aufgaben  beigegeben,  welche  der 
eigenen  Lösung  (in  analoger  Form,  wie  die  bezOglichen  gelösten  Aufgaben)  des  Stadierenden 
flberlassen  bleiben,  nnd  zugleich  yon  den  Herren  Lehrern  für  den  Schulunterricht  benntit 
werden  können.  —  Die  Losungen  hierzu  werden  sp&ter  in  besonderen  Heften  fQr  die  Hand  dei 
Lehrers  erscheinen.  Am  Schlüsse  eines  jeden  Kapitels  gelangen:  Titelhlatty  InhaltsTerseleli- 
niSy  Beriehtignngen  und  erUUitemde  ErklHmngen  Aber  das  betreffende  Kapitel  zur  Ausgabe. 

Das  Werk  behandelt  zun&chst  den  Hauptbestandteil  des  mathematisch-naturwiBseo- 
Bchafüichen  Unterrichtsplanes  folgender  Schulen:  Realsehnlen  I.  nnd  II.  Ord.,  gleiel- 
bereehtlgten  hWieren  BArgersehnleni  PriTatschnlen,  Gymnasien^  Realgymnasien»  Pn- 
gymnasleui  Schnllehrer- Seminaren,  Polytechniken ,  Techniken,  Bangewerkaehnlejif 
Gowerbeschnlen,  Handelssehnlen,  teehn.  Torbereltnngssehnlen  aller  Arten,  gewerbliclie 
Fortbildnngsschnlen,  Akademien,  ünifersitäten,  Land-  nnd  Forstwissensehaftsaehulei, 
Militftrsehnlen,  Torbereitnngs- Anstalten  aller  Arten  als  z.  B.  für  das  Eii\}Uirig-Frei* 
willige-  nnd  Ofllilers-Examen,  etc. 

Die  Schfller,  Studierenden  und  Kandidaten  der  mathematischen,  technischen  ozd 
naturwissenschaftlichen  F&cher,  werden  durch  diese.  Schritt  für  Schritt  gelQste,  Anfgabea- 
sammlung  Inunerw&hrend  an  ihre  in  der  Schule  erworbenen  oder  nur  gehörten  Theorien  etc 
erinnert  und  wird  ihnen  hiermit  der  Weg  zum  nnfehlbaren  Auffinden  der  Lösungen  der 
jenigen  Aufgaben  gezeigt,  welche  sie  bei  ihren  PrfifUngen  zu  lösen  haben,  zugleich  aber  auck 
die  ttberans  grosse  Fruchtbarkeit  der  mathematischen  Wissenschaften  yorgefohrt. 

Dem  Lehrer  soll  mit  dieser  Aufgabensammlung  eine  kräftige  Sttttse  för  den  Schol- 
Unterricht  geboten  werden,  indem  zur  Elrlemung  des  praktischen  Teiles  der  mathematisches 
Disziplinen  —  zum  Auflösen  Ton  Aufgaben  —  in  den  meisten  Schulen  oft  keine  Zeit  er- 
übrigt werden  kann,  hiermit  aber  dem  Schüler  bei  seinen  h&uslichen  Arbeiten  eine  toII- 
st&ndige  Anleitung  in  die  H&nde  gegeben  wird,  entsprechende  Aufgaben  zn  lösen,  die  ge- 
habten Regeln,  Formeln,  Sätze  etc.  anzuwenden  und  praktisch  zu  rerwerten.  Lnat,  Liebe 
und  Terständnis  für  den  Schul-Ünterricht  wird  dadurch  erhalten  und  belebt  werden. 

Den  Ingenienren,  Architekten,  Technikern  und  Fachgenossen  aller  Art,  Milltift 
etc.  etc.  soll  diese  Sammlung  zur  AnfCrischnng  der  erworbenen  und  yielleicht  Tergesseneo 
mathematischen  Kenntnisse  dienen  und  zugleich  durch  ihre  praktischen  in  allen  Benft- 
Bweigen  rorkommenden  Anwendungen  einem  toten  Kapitale  lebendige  Kraft  Terleihen  no^ 
somit  den  Antrieb  zu  weiteren  praktischen  Terwertnngen  und  weiteren  Forschungen  gebeo. 

Alle  Buchhandlungen  nehmen  Bestellungen  entgegen.  Wichtige  und  praktische  Aof- 
gaben  werden  mit  Dank  von  der  Redaktion  entgegengenommen  und  mit  Angabe  der  Names 
yerbreitet  —  Wünsche,  Fragen  etc.,  welche  die  Redaktion  betreffen,  nimmt  der  VexfasKr, 
Dr.  Kleyer,  Frankfurt  a.  M.  Fischerfeldstrasse  16,  entgegen  und  wird  deren  Erledigsaf 
thunlichst  berücksichtigt. 

Stuttgart  Die  Yerlagshandliuig. 
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Aufgabe  706.  Die  Diagonale  eines  gleich- 
schenkligen Trapezes  ist  d  =  22  m,  der 
jorrössere  der  Winkel,  welche  diese  Diago- 
nale mit  den  nicht  parallelen  Seiten  bildet, 
ist  ß^  =  62^  49'  13,5".  Wie  gross  sind  die 
parallelen  Seiten  nnd  die  Winkel  dieses  Tra< 
pezes,  wenn  eine  der  nicht  parallelen  Seiten 
c  =  10,8  m  misst? 


Gegeben 


=  ^^i 


=  22m 

620  49' 13,5" 
10,8  m 


Andeutung.  Ist,  siehe  Fig.  237,  ÄBCI) 
das  gleichschenklige  Trapez,  welches  den 
Bedingongen  der  Aufgabe  entspricht,  so  kennt 
man  gemäss  der  Ai^gabe  von  dem  Dreieck 
BCD  die  Seiten  d  und  c  und  den  von  diesen 
Seiten  eingeschlossenen  Winkel  ß^'^  ^^  ^ 
der  Auflösung  der  Aufgabe  118  gezeigt,  kann 
man  somit  aus  diesem  Dreieck  die  Seite  a 
and  den  Winkel  a  berechnen.  Da  man  femer 
von  dem  Dreieck  ^^Z>  die  beiden  Seiten  d 
und  c,  von  welchen  gemäss  der  Aufgabe 
d^c  ist,  und  den  der  grösseren  dieser 
Seiten,  nämlich  den  der  Seite  d  gegenüber- 
liegenden Winkel  ß  kennt,  indem  derselbe 
=  2R  —  a  ist ,  so  kann  man  aus  diesem 
Dreieck,  wie  in  der  Auflösung  der  Aufgabe  120 
gezeigt,  die  Seite  h  berechnen. 


Gegebe 


n:  I  c  = 
U  = 


a  =  250,8  dm 
165,6  dm 
201,5  dm 


Aufgabe  706.  Zwei  aneinanderstossende 
Seiten  eines  Antiparallelogramms  messen  a  = 
250,8  und  c  =  156,6  dm  und  eine  der  Dia- 
gonalen ist  d  =  201,5  dm  lang.  Man  soll  Andeutung.  Stellt,  siehe  Fig.  237,^5 C2) 
die  nicht  gegebene  Seite  und  die  Winkel  be-  das  Antipandlelogramm  dar,  in  welchem  die 
reebnen.  drei  Stücke  a,  c  und  d  gleich  den  gegebenen 

sind,  so  kennt  man  von  dem  Dreieck  BCD 
die  drei  Seiten;  man  kann  somit,  wie  in  der 
Auflösung  der  Aufgabe  119  gezeigt  wurde, 
den  Winkel  a  dieses  Dreiecks  berechnen. 
Ist  hiemach  a  berechnet,  so  kennt  man  von 
dem  Dreieck  AB D  die  Seiten  d  nnd  c,  von 
welchen,  nach  den  in  der  Aufgabe  gegebenen 
Zahlenwerten  r/  grösser  als  c  ist,  und  den  der 
grösseren  dieser  Seiten,  nämlich  den  der 
Seite  d  gegenüberliegenden  Winkel  j?,  der- 
selbe ist  =  2i^  —  a;  man  kann  somit,  wie 
in  der  Auflösung  der  Aufgabe  120  gezeigt 
wurde,  die  gesuchte  Seite  b  berechnen. 


Aufgabe  707.  In  einem  Antiparallelo- 
gramm  ist  die  kleinere  der  Grundlinien  b  = 
205,36  dm,  eine  Diagonale  d  =  340  dm  und 
ein  Winkel  ß  =  105®  30'  26,4" ;  man  soU  die 
nicht  gegebenen  Seiten  und  den  Inhalt  dieses 
Antipara^elogramms  berechnen. 


Gegebe 


(h  = 
n:  <  d  = 


h  =  205,36  dm 
340  dm 
1050  30' 26,4" 


Kleyer,  Ebene  Trigonometrie. 


Andeutung.  Ist,  siehe  Fig.  238,  ÄBCI) 
das  AntiparaUelogramm ,  welches  den  Be- 
dingungen der  Aufgabe  entspricht,  so  kennt 
man  von  dem  Dreieck  ^^C  die  zwei  Seiten 
b  und  d  und  den  der  grösseren  dieser  Seiten, 
nämlich  den  der  Seite  d  gegenüberliegenden 
Winkel  ß)  man  kann  somit,  wie  in  der  Auf- 
lösung der  Aufgabe  120  gezeigt  wurde,  die 
Seite  c  dieses  Dreiecks  berechnen.  Ist  hier- 
nach c  berechnet,  so  kennt  man  von  dem 
anderen  Dreieck  A  CD  die  bereclmete  Seite  c, 
die  Seite  -4  C  (=  cO  ^^^  ^^^  Winkel  a,  der- 
selbe ist  nämlich  =^2R  —  ß]  man  kann  so 

29 
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Ebene  Trigonometrie. 


mit,  wie  in  den  Anflösongen  der  Aufgaben  119 
nnd  120  gezeigt  wnrde,  die  Seite  a  dieses 
Dreiecks  bereclmen.  Den  gesuchten  Inhalt  F 
kann  man  dann  im  weiteren  mittels  einer  do' 
in  den  Andentnngen  zu  den  Aufgaben  700  und 
702  aufgestellten  Inhaltsfonneln  berechnen 


Aufgabe  708.  Eine  der  Diagonalen  eines 
gleichschenkligen  Trapezes  ist  c;^  =  50  dm 
lang  und  die  Winkel,  welche  diese  Diagonale 
an  ihren  Endpunkten  mit  den  nicht  parallelen 
Seiten  bildet,  sind  bezw.  a^  ==  28®  30'  22,6" 
und  ß^  =  69®  0'  30" ;  man  soll  hieraus  die 
Seiten  und  den  Inhalt  des  Trapezes  berechnen. 


Gegeben 


{?  =  50  dm 

280  SO'  22,6" 
690  0' 80" 


und 


a 


Andeutung.  Ist,  siehe  Fig.  288,  ABCT^ 
das  gerade  Trapez,  welches  den  Bedingong^eo 
der  Aufgabe  genügt,  so  kennt  man  von  dem 
Dreieck  ACD  die  Seite  d,  den  WinkeH. 
und  den  Winkel  a,  indem  d  und  ^2  K^i^ 
der  Aufgabe  direkt  gegeben  sind  und  indem 
sich  der  Winkel  a  aus  den  gegebenen  Wic- 
keln «2  und  ß^  wie  fdlgt  berechnen  lAsst: 

Da  nach  der  Erkl.  402: 

a)  .  .  .  a-^ß  =  27? 
und  da,  siehe  Fig.  238: 

b)  .  .  .  a  =  «1  -f"  '^i 

c)  .  .  .  ^  =  ^,  -f-  ^5 
ist,  so  ist  auch: 

oder,  in  Rücksicht,  dass  die  Winkel  a,  und ^ 
als  innere  Wechsel winkel  an  Parallelen  eir- 
ander  gleich  sind,  dass  also: 

/»i  =  «i 
^ÜJIlÄ/i    gesetzt  werden  kann: 

«,  +  «2  +  «i  +  /»2  =  2/? 

und  hieraus  erhält  man: 

2«j  =  2Ä— («j  +  ft) 

d)  .  .  •  cxj  =  R ^j 

Aus  den  Gleichungen  b)  und  d)  erhält  man 
also: 

«S  +  ft      I     „ 


^  - ...  H 


oder 


oder 


rt  =  fi  — 


e)  .  .  .  «  =  /if  — 


2 

ßl «4 


wonach  der  Winkel  a  aus  den  gegebenen  Wib- 
keln  a,  und  ß^  leicht  bestimmt  werden  kaos. 

Wie  in  der  Auflösung  der  Aufgabe  IK 
gezeigt,  kann  man  somit  die  Seiten  a  \aA 
des  Dreiecks  ACD  berechnen.  In  ganz  der- 
selben Weise  kann  man  die  Seite  h  des  Dra- 
ecks  ABC  berechnen.  Sind  hiernach  ^ 
Seiten  a  und  h  berechnet,  so  kann  man  d€9 
Inhalt  unter  anderem  mittels  der  in  der  As- 
deutung  zur  Aufgabe  700  aufgestellten  Fomfl 

F=z tga 

berechnen.     Man  kann  auch  den  Inhalt  T 
berechnen,  indem  man  mittels   der  in  der 
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Auflöflimg  der  Aufgabe  117  aufgestellten 
Formel  95,  nach  welcher  man  für  den  In- 
halt fi  des  Dreiecks  ÄCDi 

_  d»-8in  (« -j- jfj) •  sin^j 
/ 1  — 


2  sin  ff 
und  für  den  Inhalt  f^  des  Dreiecks  ABC: 

dg'8in(^-[-g,)«Bin«, 

^*""  2850]* 

erhält,  die  Inhalte  f^  und  f^  dieser  Dreiecke 
berechnet  und  diese  Inhalte  addiert. 


Angabe  709.  In  einem  Antiparaüelo- 
gramm  beträgt  der  von  den  Diagonalen  ein- 
geschlossene Whakel  6  =  122^  40'  30"  und 
die  Abschnitte  der  Diagonalen  sind  d^  = 
18  m  nnd  d^  =  10  m.  Man  soll  die  Seiten, 
die  Winkel  nnd  den  Inhalt  berechnen. 


Gegeben 


■m 


=  18m 
10  m 
1220  40' 80 


)(si 


(siehe  Fig.  289) 


Erkl.  405.  JBin  planimetrischer  Lehrsatz 
heisst: 

„Die  beiden  Diagonalen  eines  geraden 
oder  gleichschenkligen  Trapezes,  eines 
sog.  Antiparallelogramms ,  zerlegen  das 
Trapez  in  zwei  ähnliche  gleichsdienklige 
Dreiecke  nnd  in  zwei  kongmente  Dreiecke.^ 

In  dem  durch  die  Figur  289  dargestellten 
geraden  Trapez  sind  die  beiden  Dreieäe  ABM 
und  DCM  gleichschenklig,  da  die  in  der 
Figur  durch  die  Reichen  Bu(^taben  a,  und  ß^ 
bezeichneten  Wiijlel  bezw.  einander  gleich  sind, 
was  sich  aus  der  Eonmenz  der  Dreiecke  ACD 
und  BCD,  bezw.  der  Dreiecke  ABB  und  CBA 
ergibt;  femer  sind  diese  Dreiecke  auch  ähnlich, 
da  die  Winkel  n^  gleich  den  Winkeln  ß^  sind. 


Andeutung.  Ist,  siehe  Fig.  239,  ABCl) 
das  gegebene  Antiparallelogramm,  so  kennt 
man  gemäss  der  Aufgabe  von  jedem  der 
gleichschenkligen  Dreiecke  ABM  und 
DCM  (siehe  Erkl.  405)  die  Schenkel  d^  bezw. 
d^  und  den  Scheitelwinkel  d;  man 
kann  somit,  wie  in  der  Auflösung 
der  Aufgabe  65  gezeigt,  die  (^rund- 
linien  h  und  a  dieser  Dreiecke  be- 
rechnen. Da  man  femer  von  jedem 
der  kongmenten  Dreiecke  AMD  und 
BMC  die  zwei  Seiten  d^  und  d^  und 
den  von  denselben  eingeschlossenen 
Winkel  kennt,  derselbe  ist  =  2  Ä  —  ö, 
so  kann  man  aus  einem  dieser  Dreiecke, 
wie  in  der  Auflösung  der  Aufgabe  118 
gezeigt,  die  gesuchte  Seite  c  berechnen. 
Was  nun  den  gesuchten  Inhalt  J^  an- 
betrifft, so  beachte  man,  dass: 
F  =  /\MAB-\-  /SMBC+  ^MCD'\-  /\MDA 

ist,  dass  sich  also  hiemach  und  nach  der 
Erkl:  151  die  Relation  ergibt: 

2 


F  = 


2 


gin<r  +  ^lip8in(2Ä  — <r)  + 


^.8incr  +  ili8m(2i?-^) 

Reduziert  man  diese  Gleichung  und  be- 
rücksichtigt man,  dass: 

sin(2Ä  — <f)  =  sin<f 
ist,  so  erhält  man: 

^^^  'W+d,^d,  +  d,^+d,d;[ 


2 

8in<y 


{d,^  +  2'd,d,  +  dj^) 


F  = 

oder 

mithin: 

A)  .  . 

mittels  welcher  Gleichung  man  den  gesuchten 
Inhalt  F  direkt  aus  den  gegebenen  Stucken 
berechnen  kann. 


F=^(d,  +  d;)imRS 
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Aufgabe  710.  Die  beiden  Grrundlinien  a 
und  h  eines  Antiparallelogramms  sind  bezw. 
3,66  m  nnd  1,25  m  lang,  eine  Diagonale  misst 
(^  =  2|84m;  wie  gross  sind  die  nicht  pa- 


Gegeben 


f  a  =  8, 

:      6  =  1, 

U  =  2, 


=  8,66  m 
25  m 
84m 


AndentruLg.  SteUt,  siehe  Fig.  240,  ABCD 


rallelen  Seiten,  die  Winkel,  und  welches  ist  ^as  Antiparallelogramm  dar,  dessen  Grand- 
der  Inhalt?  linien  a  und  h  gleich  den  gegebenen  sind 

nnd  dessen  Diagonale  AC  oder  BD  gleich 
der  gegebenen  Diagonale  <i?  ist,  so  ergibt 
sich  ans  der  Aehnüchkeit  der  Dreiecke  MAB 
nnd  MCD  (siehe  Erkl.  405)  die  Proportion: 


Figur  240. 
b 


a) 


d^   a 

cf^  —  T 

Bringet  man  in  bezug  auf  diese  Proportion 
den  in  der  Erkl.  224  angeführten  Summen- 
Satz  in  Anwendung,  so  erhält  man: 

^i  +  ^i  __  d^ 
a-\-  b  a 

und 

^i  +  ffj  — ^ 
a  +  h    ~~   h 

und  aus  diesen  beiden  Proportionen  ergebe 
sich  in  Bücksicht,  dass: 

d,  +  <l,  =  d 
ist,  die  Gleichungen: 

d 


und 


b) 


c) 


a-f-b 


^2  =  r-L^-^ 


a  +  b 

nach  welchen  man  zunächst  die  Abschnitte 
d^  und  d^  der  Diagonalen  berechnen  kann. 
Sind  hiemach  die  Abschnitte  d^  und  d^  be- 
rechnet, so  kennt  man  von  jedem  der  Drei- 
ecke MAB  und  MCD  die  drei  Seiten,  und 
man  kann  somit,  wie  in  der  Auflösung  der 
Aufgabe  119  gezeigt  ist,  aus  einem  dieser 
Dreiecke  den  Wi^el  «i  berechnen.  Ist 
hiemach  der  Winkel  a^  berechnet,  so  kennt 
man  von  jedem  der  Dreiecke  ABC  und  BCD 
zwei  Seiten  b  und  d,  bezw.  a  und  d  nnd 
den  Ton  denselben  eingeschlossenen  Winkel «: 
und.  man  kann  somit,  wie  in  der  Anfl5snnf 
der  Aufgabe  118  gezeigt  ist,  aus  einem  dieser 
Dreiecke  die  gesuchte  Seite  c  berechnen.  Da 
man  femer  mit  a^  auch  den  Winkel  d  kennt, 
indem: 

<r  =  2/?  — 2«! 

ist,  und  da  die  Abschnitte  di  und  d^  der 
Diagonalen  bereits  berechnet  wurdoi,  so  kann 
man  den  gesuchten  Flächeninhalt  nach  der 
in  der  Andeutung  zur  Aufgabe  709  anf- 
gestellten  Formel: 

F=^id,  +  d,)2smS 
oder  in  Rücksicht,  dass: 


Anfgalten  Über  das  Viereck,  speziell  das  Anliparallelogramiu. 
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ist,  nach  der  Formel: 

A)  .  .  .  .  F  =  -^d^'sm^ 
berechnen. 


Aufgabe  711.  Die  beiden  Grandlinien  a 
und  b  eines  gleichschenkligen  Trapezes  sind 
bez\v.  644,5  m  nnd  420,8  m  lang  nnd  der 
Winkel,  welchen  die  Grundlinie  a  mit  einer 
der  Diagonalen  einschliesst,  ist  a^  =  80^ 
52'  30,6''.  Man  soll  die  Winkel  und  die 
nicht  gegebene  Seite  dieses  Trapezes  be- 
rechnen. 


Gegeben 


l  «1  = 


644,5  m 
420,8  m 
800  52'  30,6" 


Andeutung.  Ist,  siehe  Fig.  240,  AB  CD 
das  gerade  Trapez,  dessen  Grandlinien  a  und 
b  gleich  den  gegebenen  sind  und  dessen 
Diagonale  ÄC  mit  der  Grundlinie  a  den  ge- 
gebenen Winkel  aj  büdet,  and  man  zieht 
die  zweite  Diagonale  BD,  so  erhält  man 
nach  der  Erkl.  504  die  zwei  gleichschenk- 
ligen und  ähnlichen  Dreiecke  MAB  und 
MCD,  Da  man  von  diesen  Dreiecken  bezw. 
die  Grondlinien  a  und  b  und  die  Basiswinkel  a^ 
kennt,  indem  ß^  =  a^  ist,  so  kann  man,  wie 
in  der  Auflösan^  der  Aufgabe  64  gezeigt 
wurde,  aus  jenen  Stücken  die  Abschnitte  d^ 
und  e^2  ^^^  Diagonale  des  Trapezes  und 
somit  auch  diese  Diagonale  d  selbst  berechnen. 
Ist  hiemach  die  Diagonale  d  berechnet,  so 
kennt  man  z.  B.  von  dem  Dreieck  ACD  die 
Seiten  a  and  d  und  den  von  denselben  ein- 
geschlossenen Winkel  a^;  man  kann  somit, 
wie  in  der  Auflösung  der  Aufgabe  118  ge- 
zeigt, hieraus  die  gesachte  Seite  c  und  den 
Winkel  a  berechnen. 


Aufjgabe  n2.  Die  parallelen  Seiten  a 
und  b  eines  Antiparallelogramms  sind  bezw. 
=  24,08  und  9,39  m  lang,  und  der  Winkel  a^ 
zwischen  einer  der  Diagonalen  und  einer  der 
nicht  parallelen  Seiten  ist  6^  14'  30,2''.  Man 
soll  hieraus  die  Winkel  und  die  nicht  pa- 
rallelen Seiten  berechnen. 


{a  =  24,06  m 
b  =  9,39  m 
«,  =  60 14'  30,2" 

Andeutung.  Ist,  siehe  Fig.  241,  ABCD 
das  Antiparallelogramm,  in  welchem  die  Grand- 
linien a  und  b  gleich  den  gegebenen  sind, 
und  in  welchem  die  Diagonale  d  mit  der 
Seite  c  den  gegebenen  W^inkel  a^  bildet,  so 
erhält  man  nach  der  Sinusregel  aus  den  Drei- 
ecken BCD  und  ABD  bezw.  die  Relationen: 


Figur  241. 


nnd 


g  _   8in/>a 
'  d         sina 


TT 


1>) 


d 


sin/9 


Dividiert  man    die  Gleichnng   a)    durch 
Gleichung  b),  so  erhält  man: 

b         sina^sina, 

oder,  in  Rücksicht,  dass  a  und  ß  Supplement- 
winkel sind,  dass  also! 

sina  =  Bmß 
ist: 

a  8m^2 

b         sin«. 
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oder 

A)  .  .  .  sin/Jj  =  -T-  •  sinßj 

nach  welcher  Gleichung  man  den  Winkel  ß^ 
berechnen  kann. 

Da  femer  in  dem  Dreieck  BCD: 

nnd  da: 
mithin  auch: 

ist,  so  ergibt  sich  hierans: 

««  +  ^t  . 


a. 


B) 


=  Ä-- 


2 


nach  welcher  Gleichung  man  den  Winkel  a^ 
berechnen  kann.  Hat  man  nach  den  Glei- 
chungen A)  und  B)  die  Winkel  ß^  und  u^ 
berechnet,  so  kennt  man  von  dem  Dreieck 
BCD  die  Seite  a  und  die  beiden  Winkel  a^^ 
und  ß2;  man  kann  somit,  wie  in  der  Aul- 
lösung  der  Aufgabe  117  gezeigt,  die  Seite  '- 
berechnen.  Den  Winkel  a  findet  man  mittcfe 
der  Gleichung: 

C)  •  .  •  .  cf  ^  ctj  -|-  ffj 


Angabe  713.  In  einem  geraden  Trapez 
ist  die  grössere  Grundlinie  a  =  25  m,  die 
Höhe  k  beträgt  8  m  und  eine  der  nicht  pa- 
rallelen Seiten  ist  o  =  9,2  nt  Man  berechne 
die  andere  Grundlinie,  die  Diagonale,  den 
Inhalt  und  die  Winkel  dieses  Trapezes. 


Gegeben 


:{  c  =  9, 


=  25m 
2  m 
m 


Figur  242. 
h 


A- 


Andeutung.  SteUt,  siehe  Fig.  242,  .l£r/> 
das  gerade  Trapez  dar,  welches  den  Be- 
dingungen der  Aufgabe  entspricht,  und  wsa 
zieht  BG\\  AD^  so  erhält  man  das  gleich- 
schenklige Dreieck  BCG,  dessen  Basis 

CG  —  DC'-'DGo^ier=zDC'^ÄBod.  =  a'-b 

ist.  Zwischen  der  Höhe  A,  der  halben  Ghnmd- 
linie  a  —  b  und  dem  Schenkel  c  berteht  nach 
dem  pythagoreischen  Lehrsatz  die  Blelation: 

und  hieraus  erhSlt  man: 
a —  h 


h^ 


oder  

A)  .  .  .  6  =  a  —  2  yW^ni^ 

nach  welcher  Gleichung  man  in  Backaicht 
der  für  a,  c  und  h  gegebenen  Zahleawerte 
die  gesuchte  Seite  b  berechnen  kann. 

Den  Winkel  a  kann  man  nach  der  aus 
dem  rechtwinkligen  Dreieck  BCH  sach  er- 
gebenden Relation: 


ema  =  — 
c 


B)  .  .  . 

berechnen. 

Zieht  man  femer  die  Diagonale  BJ},  so 
kennt  man  von  dem  hierdurch  entstandenen 


Angaben  über  das  Viereck,  Bpeaell  dag  Antiparallelogramm. 
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Dreieck  BCD  die  Seiten  a  tmd  c  und  den 
von  denselben  eingesehlossenen  ^yinkel  a ;  man 
kann  somit,  wie  in  der  Anfiösnng  der  Auf- 
gabe 118  gezeigt  ist,  ans  diesem  Dreieck 
die  gesuchte  Diagonale  d  berechnen. 

Zur  Berechnung  des  gesuchten  Inhalts  F 
.beachte  man,  dass  nach  der  Erkl.  404  die 
Relation  besteht: 

a  +  6 


F  = 


2 


h 


Setzt  man  in  derselben  den  Wert  für  b 
aus  Gleichung  A),  so  erhält  man  die  Glei- 
chung:   

Sa 

oder  

C)  .  .  .  .  F  =  (a  —  \/c2  —  Ä2) .  Ä 

nach  welcher  Gleichung  man  den  gesuchten 
Inhalt  F  direkt  aus  den  gegebenen  Stficken 
(7,  c  und  h  berechnen  kann. 


AoJ^abe  714.  Die  Höhe  eines  Anti- 
parallelogramms  ist  h  =  168,4  m,  der  Flächen- 
inhalt desselben  beträgt  F  ===  88245  qm  und 
eine  der  nicht  paraUelen  Seiten  ist  c  = 
218,9  m;  wie  gross  sind  die  Winkel  und  die 


Gegeben 


f  F=8824 

:  I  Ä  =  168,4 

l   c  =  218,1 


F  =  88245  qm 
,4  m 
.9  m 


Andeutung.     Man  benutze  zur  Berech- 


nicht   gegebenen   Seiten   des   AntiparaUelo-  ^^^^  ^^^  GiSdlmie  a  die  in  der  Andeutung 

^^™^™^-  zur  vorigen  Aufgabe  713  aufgestellte  Glei- 

chung  C): 

F  =  (a  —  Vc«  —  Ä2) .  Ä 


Aufgabe  715.  Die  Höhe  eines  Anti- 
parallelogramms  ist  h  =  20,4  dm,  die  kleinere 
der  Grundlinien  ist  ^  =  36,85  dm  und  der 
Winkel,  welchen  eine  der  Diagonalen  mit 
einer  der  nieht  parallelen  Seiten  bildet,  ist 
«2  =  7®  18'  10,4";  man  berechne  hieraus  die 
nicht  bekannten  Seiten  und  die  Winkel  des 
Antiparallelogramms. 


Figur  243. 
b 


Gegeben 


f  ^  =  20,4  dm 
',{    h=z  86,85  dm 
l  «,  =  70 18'  10,4" 


i 


^.->.l-kj' 


Andeutung.  Stellt,  siehe  Fig.  243,  ABCD 
das  Antipartdlelogramm  dar,  welches  den 
Bedingungen  der  Aufgabe  genfigt,  und  man 
zieht  BG\\ÄD^  so  erhält  man  das  |{  gr 
ÄBGD  und  das  gleichschenklige  Dreieck 
BCG.  Das  ;|gr  ABGD  wird  durch  die 
Diagonale  BD  in  zwei  kongruente  Dreiecke 
zerlegt,  von  jedem  dieser  Di^ecke  kennt  man 
eine  Seite,  den  gegentiberliegenden  Winkel 
und  die  zu  dieser  Seite  gehörige  Höhe,  so 
ist  z.  B.  in  dem  Dreieck  BGB  die  Seite 
DG  =  b,  der  derselben  gegenüberliegende 
Winkel  DBG  =  ^  BDA  oder  =  a^  und 
die  zu  jener  Seite  DG  gehörige  Höhe  ^^ist 
=  h\  man  kann  somit,  wie  in  der  Andeutung 
zur  Aufgabe  349  gesagt,  aus  diesen  Stöcken 
die  Seiten  c  und  d  und  die  Winkel  a^  und  /S 
berechnen  u.  s.  f. 
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Aufjgabe  716.  Von  den  beiden  Grundlinien 
eines  Antiparallelogramms  ist  die  Grundlinie  a 
um  i>  =  1,65  m  grösser  als  die  Grundlinie  b, 
ein  Winkel  desselben  ist  a  =  74^  36'  9,3'' 
und  eine  Diagonale  misst  d  =  20,2  m ;  wie 
gross  sind  die  nicht  gegebenen  Seiten,  und 
welches  ist  der  Inh^  des  Antiparallelo- 
gramms? 


Gegebe 


n:  I 


a  —  b  =  D  z=i  1,65  m 
«  =  740  36' 9,3" 
d  =  20,2  m 


/^ 


Figur  244. 
b 


A=(x,\. 


Xi 


Andeutung.  Stellt,  siehe  Fig.  244,  ^BC/> 
das  Antiparallelogramm  dar,  welches  den  Be- 
dingungen der  Aufgabe  entspricht,  so  er- 
geben sich  nach  der  Sinusregel  aus  dti 
Dreiecken  BCD  und  ABD  bezw.  die  Re 
lationen : 


a  8in/9, 

Rl    •    •    •    •        -    ^^— 

a 


sma 


und 


, .  b_ sin«^ 

^  d         smß 


Dividiert  man  die  Gleichung  a)  durch 
Gleichung  b)  und  reduziert  man  gleichzeitig 
indem  man  auch  berücksichtigt,  dass  a  und  j 
Supplementwinkel  sind,  dass  dso  sina  =  sin:^ 
ist,  so  erhält  man  die  Proportion: 

a  _  sin/g, 
ci  •  •  •  •    .    ■^—     . 
^  b         sin  a^ 

Bringt  man  in  bezug  auf  diese  Proportii'. 
den  in  der  Erkl.  224  angefahrten  Differenzeir 
satz  in  Anwendung,  so  erhält  man: 

a  —  b  sin/fy  —  sing^ 

o  sin/J, 

oder,  da  gemäss  der  Aufgabe: 
d)  .  .  .  .  a  —  b  =  D 

ist: 

D  amßi  —  sincg 

CI  •  •  •  •    — —  __^  «    _ 

^  a  fnnß^ 

Um  hieraus  die  unbekannte  Seite  a  zu- 
nächst zu  eliminieren,  substituiere  man  ftb 
a  den  aus  Gleichung  a)  sich  ergebendeii 
Wert: 

11  •  .  •  •  »  —  — ? 

^  sma 

Man  erhält  hiernach: 

D*sina   sin/?,  —  sin«, 

d'Bvaß^  sin^, 

oder,   wenn   man   reduziert   und  nach  der 

Erkl.  116  für: 


cos 


008 


ßi—^ 


sm/ts  —  sma,  =  2-sm       a 
setzt: 

V  B  e\    '       ß^ **• 

g)  .  ,    -j'  8^P«  =  ^«^       2  2 

Berücksichtigt  man  femer,  dass  in  den 
Dreiedc  BCD  die  Relation  besteht: 

und  dass: 

aj  =  a  —  a, 

ist,  dass  sich  also  aus  diesen  GleicbongeQ 
die  Beziehung: 
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«  +  «  — ao  +  /92  =  2i? 
ergibt,  wonach; 

^j  — «2  =  2i?  — 2« 
oder 

h) hlZ^^R^a 

gesetzt  werden  kann,  so  erhält  man  in  Rück- 
sicht dessen  aus  Gleichung  g): 


-^  •  sin«  ^=  2*sin(i2  — a)-C08       ^ 

und  hieraus  ergibt  sich: 

as  +  Z'j  -^  8Ü^« 

'^  ■        2         "  2d      Biii(Ä-a) 

oder  nach  der  Erkl.  19: 

a«  +  Ä-  Z>       sincc 

cos     ^   '     *   =  77^7  • 

2  2(2      cos« 

mithin: 

A)..co8-^:pi-  =  -2^.tg« 

nach  welcher  Gleichung  man  — ö —  berech- 

nen  kann.     Ist  hiemach  -^-5 — -  berechnet, 

so  kann  man  mittels  dieses  berechneten  Werts 

und  mittels  des  nach  Gleichung  h)  für   ^  ^    " 

bekannten  Werts  die  Winkel  a^  und  ß^  be- 
rechhen.  Sind  einmal  diese  Winkel  berechnet, 
so  bietet  die  Berechnung  der  gesuchten  Seiten 
a,  b  und  c  aus  der  Diagonale  d  und  den 
Winkeln  cc,  ß,  a^  und  ß^  keine  Schwierig- 
keiten mehr. 


Angabe   717.     Die  Summe  der  beiden  4-b  —  ä  —  6O88 

paraflelen  Seiten  a  und  d  eines  ^liparaUelo-  ^      j,^^.  P "^^  =  93^00'  20,6^^ 

gramms  ist   /S^=  60,88m,  em  Wmkel  des-  ®          |        d=zBSAm 

selben  ist  a  =  98®  60'  20,6"  und  eine  Dia-  ^ 

gODale   misst   d  =  33,4  m.     Man   soll   die  Andeutung.  Die  Auflösung  dieser  Aufgabe  ist 

Seiten  und  Winkel  berechnen.  antJog  der  Auflösung  der  vorigen  Aufgabe  716. 

Aufgabe  718.  Die  beiden  parallelen  Seiten  r  a  —  6  =  2)  =  9,8  m 

ö  und   Ä   eines  gleichschenkligen  Trapezes  Gegeben:  |         ä  =  27,5  m 

differieren  um  D  =  9,8  m;  die  Höhe  h  des-  l        ^  =  Ö8»84m 

selben  misst  27,5  m  und  eine  Diagonale  ist  Andeutung.  Ist,  siehe  Fig.  248,  AB  CD 
d  =  68,34  m  hmg;  wie  gross  sind  die  Seiten,  das  Trapez,  welches  den  Bedingungen  der 
die  Wmkel  und  der  Inhalt  dieses  Trapezes?  Aufgabe  genügt,  und  man  zieht  BG\\ÄI), 

so  erhält  man  das  gleichschenklige  Dreieck 
BCG^  dessen  Basis  CG  =  a  —  b  und  dessen 
Höhe  BH=  h  ist  Aus  dem  rechtwinkligen 
Dreieck  BCH  ergibt  sich  die  Relation: 


sma  = 


a  — 6 


2 

oder: 

AN  •  ^^ 

A)  .  .  .  .  sm«  1= 


a  —  b 
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und  nach  dieser  Gleichung  kann  man  zu- 
nächst den  Winkel  a  berechnen.  Ist  hier- 
nach a  berechnet,  so  kennt  man  von  dem 
Trapez  a  —  h,  d  und  a  und  man  kann  &>- 
mit  weiter  verfahren  wie  in  der  Andenton^ 
zur  Aufgabe  716  gesagt  wurde. 


Angabe  719.  Die  beiden  Grundlinien  a 
und  h  eines  Antiparallelogramms,  von  welchen 
a  >  6  ist,  differieren  um  2)  =  8,44  m;  die 
Summe  der  Inhalte  der  Quadrate,  welche 
man  sich  über  jenen  Grundlinien  konstruiert 
denken  kann,  ist  S^  =  136,664  qm  und  eine 
der  nicht  parallelen  Seiten  c  ist  die  mittlere 
geometrische  Proportionale  zwischen  den  bei- 
den Grundlinien  a  und  &.  Man  soll  den  In- 
halt und  die  Diagonalen  berechnen. 


a^-hziz  D  z=i  8,44  m 

136,664  qm 


Gegeben:  \  a«  +  6^  =  52  = 
l        a:c  =:  e:h 


Andeutung.    Aus  den  dnrcli  die  Aufgabe 
direkt  gegebenen  drei  Gleichungen: 

a)  .  .  .  a  —  6  =  2) 

b)  ...««  +  6«  =  52 
und 

c)  ,  ,  ,  a:c  =  c:b 

welche  die  drei  Unbekannten  a,  b  und  c  efit- 
halten,  kann  man  jede  dieser  Unbekannici 
berechnen.  Hat  man  hiemach  die  Seiten  a. 
b  und  c  des  AntiparaUelogramms  beredmet, 
so  kann  man  im  weitem  verfahren  wie  in  der 
Andeutung  zur  Aufgabe  704  gesagt  wmtle. 


Anfgabe  720.  Der  Flächeninhalt  eines 
AntiparaUelogramms  ist  i^  =  40,6  qm,  die 
Summe  der  Inhalte  der  Quadrate  über  den 
beiden  parallelen  Seiten  a  und  b  ist  S^  = 
66  qm,  und  der  Flächeninhalt  des  Dreiecks, 
welches  den  Unterschied  der  beiden  parallelen 
Seiten  zur  Basis  und  die  Höhe  des  Trapezes 
zur  Höhe  hat,  ist  /"  =  4,8  qm.  Man  berechne 
die  Seiten  und  Winkel  des  Trapezes. 


40,6  qm 

iS»  =  66qm 


Gegeben:  {  a-6  ^       ^       ,^ 

—2 — Ä  =  /=4,8qm 


Andeutung.  Stellt,  siehe  Figur  243. 
AB  CD  das  ^tiparallelogramm  dar,  wekto 
den  Bedingungen  der  Aufgabe  genagt,  so 
bestehen  gemäss  der  Aufgabe  und  in  Md- 
sieht  der  £rkl.  404  und  34  die  RelationeB: 

a  +  b 


und 


a) 
h) 

c) 


h=:2  F 


a2  +  6«=:  S» 


welche  die  drei  Unbekannten  a,  b  und  h  e&t- 
halten,  und  aus  welchen  man  jede  dieser 
Unbekannten  berechnen  kann.  Sind  hieniäd 
diese  Grössen  a,  b  und  h  berechnet,  so  kais 
man  aus  dem  rechtwinkligen  Dreieck  BHf. 


mittels  der  fOr  h  und 


2 


geftindenen  Werte 


den  Winkel  a  und  die  Seite  c  berechnen 


Anmerkung  27.    Weitere  Aufgaben,  in  welchen  die  Berechnung  von  Trapezen  gefordert  wiri. 
sind  noch  in  späteren  Abschnitten  enthalten. 
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f)  Aufgaben  über  das  doppelt-gleichschenklige  Viereck  oder  das  Deltoid. 

inmerknngr  28.  Da,  wie  in  den  Andentungen  zu  nachstehenden  Aufgaben  gezeigt  wird,  die 
Berechnung  eines  doppelt-gleichschenkligen  Vierecks,  eines  sog.  Deltoids  (siehe  £rkl.406> 
dadurch  erfolgen  kann,  dass  man  dasselbe  durch  seine  DiagoiuJen  in  Ihreiecke  zerlegt,  und 
da  nach  den  Erkl.  407—410  die  Diagonale,  welche  die  Endpunkte  zweier  gleichen  Seiten 
verbindet,  das  Deltoid  in  zwei  gleichschenklige  Dreiecke,  die  Diagonale,  welche  die 
Endpunkte  zweier  ungleichen  Seiten  des  Deltoids  verbindet,  dasselbe  in  zwei  kon- 
kruente  schiefwinklige  Dreiecke  zerlegt,  und  da  ferner  die  beiden  Diagonalen  da» 
Deltoid  in  vier  rechtwinklige  Dreiecke  zerlegen,  so  ergibt  sich  hieraus,  dass  sich  die 
Berechnung  eines  Deltoids  an  die  Berechnung  des  rechtwinkligen,  des  gleichschenk- 
ligen und  auch  an  die  Berechnung  des  schiefwinkligen  Dreiecks  anschliesst. 

Aufgabe  72L  Die  Hälfte  deijenigen  Dia- 
gonale d  eines  Deltoids,  welche  durch  die 
andere  Diagonale  d^  halbiert  wird,  misst  zu- 
sammen mit  einer  Seite  a  des  Deltoids  S  = 
1008  m,  der  Winkel,  welchen  diese  Seite  a 
mit  der  ihr  gleichen  Seite  a  bildet,  \&t  ß  = 
U^  23'  10,1"  und  die  andere  Diagonale  d^ 
ist  2450  m  lang.  Man  soll  aus  diesen  An- 
gaben die  nicht  gegebenen  Seiten,  Winkel, 
sowie  den  Inhalt  des  Deltoids  bereclinen. 

Figur  245. 


Gegeben: 


2 


+  a  =  S=  1008m 

ß  =  740  23'  10,1" 
d^  =  2450  m 


Andeutung.  Ist,  siehe  Fig.  245,  ABAC 
das  Deltoid,  welches  den  Bedingungen  der 
Aufgabe  entspricht,  so  kennt  man  von  dem 
rechtwinkligen  Dreieck  ABMj  siehe  die 
Erkl.  407  —  410,   gemäss   der  Aufgabe   die 

Summe  der  Kathete  AM  l=^j  und  der 
Hypotenuse  AB  (==  c),  und  den  Winkel  ABM 
Issz-^j-  wie  in  der  Andeutung  zur  Auf- 
gabe 211  gesagt,  kann  man  somit  ans  diesem 
Dreieck  die  Seite  a  berechnen.  Man  erhält 
nämlich  aus  dem  rechtwinkligen  Dreieck 
ABM  die  Relation: 

N  .    ß        d 

a)  .  .  .  sm  ~  =  — :  a 

und  wenn  man  hierin  gemäss  der  Aufgabe 


T  +  '*  =  *^ 


also 


b) 


oder: 


ErU«  406.     Ein  Deltoid  kann  man  wie  setzt: 
folgt  detinieren: 

^Ein  Deltoid  ist  ein  doppelt-gleichschenk- 
liges Viereck,  d.  i.  ein  solches  Viereck,  in 
weldiem  zwei  aneinander  stossende  Seiten 
gleich  und  auch  ^e  beiden  andern  Seiten 
einander  bleich  sind.** 
lieber  die  Eigenschaften  eines  Deltoids  siehe 
tie  Erkl.  407  bis  410. 

Erkl. 407.  Ein  planimetrischer Lehrsatz  heisst : 
.,  Jedes  Deltoid  wird  durch  die  Diagonale, 
welche  diejenigen  Ecken  des  Deltoids  ver- 
bindet, in  welchen  je  zwei  ungleiche 
Seiten  zusammenstossen,  in  zwei  gleich- 
schenklige Dreiecke  zerlegt*' 
Nach  diesem  Satz  sind  die  Dreiecke  ABA 
md  ACA  in  der  Fig. 245  gleichschenklige 
Dreiecke. 


2 


=  S—a 


.     ß         S  — a 

sm-x-  = 

2  a 


a  sm  -^  =  5  —  a 

ß 

a  -|-  a  sin  -^  =  S 
a(l  +  8in|-)  =  S 


mithin: 

A)  .  .  .  .  a  = 


l  +  8in4 


nach   welcher   Gleichung    die    Seite  a    des 
Deltoids  berechnet  werden  kann.     Hat  man 
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Erkl.  44)8.    Ein   planimetrischer   Lehrsatz  hiernach  die  Seite  a  berechnet,  so  kennt  ma: 

^^^*'  T    .  :i     T.  ,.  .^   .  .  ^.   ^  ..     nxr.  ,  .    von  dem  Dreieck  ABC  die  beiden  Seilet 
„In  jedem  Deltoid  sind  die  beiden  Winkel,   j^ß  r^  ^^   ^^   ßQ  /^  ^  j    ^^   ^^^  ^^^ 

welche  von  zn'ei  ungleichen  Seiten  ein-  ^  b 

geschlossen  werden,  einander  gleich."  beiden  eingeschlossenen  Winkel  -|-;  mankans 

Nach  diesem  Satz  sind  die  Winkel  BAC  in  ««^u  ^a^  ,-«  a^^  a„ax«««^  a^^  A«4v^k.  n^ 
der  Figur  245  einander  gleich,  wie  in  dieser  ^^°^^J^®  m  der  Auflösung  der  Anlgabe  Ih 
Figur  durch  den  Buchstaben  «  augedeutet  ist.  gezeigt  wurde,  aus  diesem  Dreieck  die  ?e- 

suchte  Seite  h  und  den  gesuchten  Winkel  ^ 

heisff?^*  ^^^     ^^  planimetrischer  Lehrsatz  berechnen,   und  scWiessHch  kann  man  ik 

'  „Jedes  Deltoid  wird  durch  die  Diagonale,  Kinkel  a  mittels  der  Relation: 

welche    diejenigen    Ecken    verbindet ,in  4.A-4_^-— q/^ 

welchen   je  zwei    gleiche   Seiten  zu-  "  '    2  "^  2  "~ 

sammenstossen ,  in  zwei  kongruente  nach  welcher: 

schiefwinklige  Dreiecke  zerlegt.  *               ß-\-Y 

Nach  diesem  Satz  sind  die  Dreiecke  ABC  **  ^  ^^          2 

m  der  Figur  245  kongruente  schiefwinklige  igt  berechnen. 

Dreiecke.  ' 

* 

Erkl.  410«     Ein   planimetrischer  Lehrsatz 
hdsst: 

„Die  Diagonale  eines  Deltoids,  welche 
diejenigen  Ecken  verbindet,  in  welchen  je 
zwei  gleiche  Seiten  zusammenstossen, 
steht  senkrecht  auf  der  andern  Diago- 
nale, halbiert  letztere  und  halbiert  die 
Winkel,  durch  welche  sie  geht;  sie  zerlegt 
somit  iedes  der  gleichsche&ligen  Dreiecke, 
in  welche  das  Deltoid  durch  die  andere 
Diagonale  geteilt  wird,  in  zwei  kongruente 
rechtwinklige  Dreiecke.*^ 

(Siehe  Kleyers  Lehrbücher  der  Planimetrie.) 


{a  =  40,5  m  1 
/  =  32,4  m  >  (siehe  Figur  2^ 
ijr  =  64,2m  j 


Angabe  722.    Eine  Seite  eines  Deltoids 

ist   a  =  40,5  m,   die  Verbindungslinie   der  _ 

Mitte  dieser  Seite  mit  der  Mitte  der  ihr  Gegeben:  J  f  =  32.4  m  i  Tsiehe  Fi^nr  24»^i 
gleichen  Seite  ist  /^  =  32,4  m  und  die  Ver- 
bindungslinie der  Mitte  jener  Seite  a  mit  der 
Mitte  der  ihr  anstossenden  ungleichen  Seite 
ist  ^  =  64,2  m;  wie  gross  sind  die  Seiten  Andeutung,  Ist,  siehe  Fig.  246,  ABA^ 
und  die  Winkel,  und  welches  ist  der  Inhalt  das  Deltoid,  welches  den  Bedingungen  der 
dieses  Deltoids?  Aufgabe  entspricht,  und  beachtet  man,  ^ 

die  Verbindungslinie  f  der  Mitten  der  beide 
gleichen  Seiten  a  nach  dem  in  der  ErkL  ^* 
angeführten  planimetrischen  Satz  gleich  de: 
halben  Diagonale  AA  ist,  da»  also: 

a) Y  =  ^ 

ist,  und  dass  ans  demselben  GFmnd  die  VerfaiE' 
dungslinie  g  der  Mitten  der  b^den  ungleicfae 
Seiten  a  und  c  gleich  der  halben  IMagoiui« 
BC  {=  dl)  ist»  dass  also: 

oder 

b) d,=:2ff 

ist,  so  ergibt  sich  hieraus,  dass  man  von  dtc 
Deltoid  <Ue  Seite  a  und  die  Diagonaleo  ' 


■t=' 
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und  d^  bezw.  deren  HäJften  -^  und  ^  kennt. 

Ans  dem  rechtwinkligen  Dreieck  ABM  kann 

ß 
man  somit  auf  leichte  Weise  die  Winkel  -q- 

und  a^  sowie  den  Abschnitt  BM=  d^*  der  Dia- 
gonale d^  berechnen;  dann  kann  man,  da  die 
ganze  Diagonale  d^  nach  Gleichung  b)  be- 
kannt ist,  den  Abschnitt  CM  =  d^**  der- 
selben berechnen  und  schliesslich  kann  man  aus 
dem  rechtwinkligen  Dreieck  AMC  die  Seite 
h  und  die  Winkel  a^  und  y^  berechnen.  Was 
den  gesuchten  Inhalt  F  des  Deltoids  anbe- 
trifft, so  beachte  man,  dass: 

F—  £^ABA  +  /\ACA 
oder 

2      "•"      2 


mithin: 
A)  .  .  . 


ist,  nach  welcher  Gleichung  man  den  ge- 
suchten Inhalt  F  berechnen  kann. 


Aufgabe  723.  Von  einem  Deltoid  kennt 
man  die  3dte  a  =  26,432  dm  und  die  von 
dem  Durchschnittspunkt  M  der  beiden  Dia-  Gegeben 
pönalen  auf  die  Seiten  gefällten  Perpendikel 
Pa  =  12,2  dm  und  ph  =  14,42  dm;  man  soll 
hieraus  die  Seiten  und  Winkel  des  Deltoids 
berechnen. 


r    a  =  26,4 

:{pa  =  12,S 

l  pb  =  14,4 


! 


432  dm 

2  dm      [  (siehe  Figur  247) 

42dm    j 


Andeutung.  Stellt,  siehe  Figur  247, 
ABAC  das  Deltoid  dar,  welches  den  Be- 
dingungen der  Aufgabe  entspricht,  so  kennt 
man  von  dem  rechtwinkligen  Dreieck  ABM 
gemäss  der  Aufgabe  die  Hypotenuse  AB 
(=  a)  und  die  zu  derselben  gehörige  Höhe 
MD{=  pa)\  man  kann  somit,  wie  in  der 
Andeutung  zur  Aufgabe  181  gesagt  wurde, 

d  ß 

die  Kathete  y ,  sowie  die  Winkel  a^  und  -^ 

dieses  Dreiecks  berechnen.  Ist  hiemach  -^ 
berechnet,  so  kennt  man  von  dem  rechtwink- 
ligen Dreieck  A  MC  die  Kathete  A  m(=  y) 

und  die  zur  Hypotenuse  AC  gehörige  Höhe 
MG  (=  pi),  und  man  kann  somit  wie  in  der 
Andeutung  zur  Aufgabe  184  gesagt  wurde, 

die  Hypotenuse  h  und  die  Winkel  a^  nnd  ~ 
dieses  Dreiecks  berechnen. 


\ 
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An&abe  724.  In  einem  Deltoid  schliessen 
die  beiden  grössten  Seiten  a  einen  Winkel  ß 
von  124<>  10' 30,2"  ein;  die  Seite  a  ist  um 
i>  =  15  dm  grösser  als  die  Hälfte  deijenigen 
Diagonale  d,  welche  die  Endpunkte  der 
gleichen  Seiten  a  verbindet,  und  die  Seite  b 
ist  nm  Dj  =  11,5  dm  grösser  als  die  Hälfte 
jener  Diagonale  d;  wie  gross  sind  die  nicht 
gegebenen  Seiten  und  die  Winkel  dieses 
Deltoids? 


Gegeben: 


ß  =  1240 10' 30,2" 

2 

2 


a  —  -TT  =  I>  =  15  dm 


h  —  ~  =  Dj  =  11,5  dir. 


Andeutung.    Ist,  siehe  Fig.  248,  AhAf 
das  Deltoid,  welches   den  Bedingimgen  dr: 
Aufgabe  entspricht,  so  kennt  man  gremäs? 
der  Aufgabe  von  dem  rechtwnikligr. 

Dreieck  ÄBM  den  Winkel  --  und  dk 

Differenz  der  Hypotenuse  ^^(=ß 

und  der  Kathete  -4if /  =  — |,id: 

kann  somit,  analog,  wie  in  der  An  l^t- 
tung  zur  Aufgabe  212   gesagt,  a» 
.  jenen    Stücken    die   Hypotenuse  X: 
^  (=  a)  und  die  Katheten  BM  {=  ■ 

und  AM  :=^  -TT  dieses  Dreiecks  \r 


2 


rechnen. 


Ist  hiemach  -^  berechnet ,  so  ka:: 

man  mittels  der  in  der  Aufgabe  ^^t\i-^^' 

Relation: 

d 


^-y  =  A 


leicht  die  Seite  h  berechnen  und  kann  d;«c. 

d 
im  weitem  aus  h  und  -^  die  Winkel  v  ti' 

«2  des  rechtwinkligen  Dreiecks  AMC  \t 
stimmen. 


Angabe  725.  Die  Summe  der  beiden 
Diagonäen  d  und  d^  eines  Deltoids  ist 
jS'  =  240  m,  der  Winkel,  welchen  die  zwei 
gleichen  Seiten  a  einschliessen,  ist  ß  =  104^ 
26'  12,6^'  und  eine  der  beiden  andern  gleichen 
Seiten  h  ist  ebenfalls  =  240  m.  Man  soll 
lüeraus  die  nicht  gegebenen  Seiten  und  Winkel 
des  Deltoids  berechnen. 


Gegeben: 


f  d  +  di  =  S=240m 
ß  =  1040  26'  12,6" 
&  =  240m 


Andeutung.  Gemäss  der  Autgabe  \r 
steht  die  Relation: 

a)  .  •  .  d  -|-  d  j  =  Ä 

oder  in  Rücksicht,  dass,  siehe  Figur  24|' 
die  Diagonale  dy^  durch  die  Diagonale  *^  '^ 
die  zwei  Abschnitte  d^'  und  rf/'  zerleft 
wird,  die  Relation: 

b)  .  .  .  d  +  d/  +  (f/'  =  S 

Setzt  man  hierin  nach  den  aus  den  recb: 
winkligen  Dreiecken  ABM  mi  AM("  ^'' 
ergebenden  Relationen: 


und 


ß        -. .    ^ 
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c)  .  .  .  für:  ^,'  =  |-  •  ctg-l 


mid 


d)  .  .  .  für:  d^"  =  ~ 

so  erhält  man  die  Gleichung: 

d 


e)  .  .  .  ri-f 


2-^t«|+r^^«i 


=  5 


Setzt  man  femer  in  dieser  Gleichung  nach 
der  aus  dem  rechtwinkligen  Dreieck  AMC 
sich  ergebenden  Relation: 


am 


ftii*: 


g) 


d      ,     .    y 


h)  .  .  . 

Erkl.  411«     Die  in  nebenstehender  Andeu- 
tnng  aufgestellte  Gleichung  h): 

Sfcsin^  +  ftsin^ctg^  +  ^'sin^ctg^^fif 


2    .    2  '"^  2    '  2    ^2 


kann  man  wie  folgt  umformen: 
28in|.  +  8in|-ctg|-  +  sm|- 


cos-^ 

sin^ 

S_ 
b 


b 


8in|-(24-ctg-|)  +  cos-|-  = 

Setzt  man  nunmehr  nach  der  Erkl.  140: 
a)  .  .  .  2  +  ctg^  =  tgi// 
so  erhält  man  die  Gleichung: 

8in|-.tgi//  +  cos|-  =  y 


so  geht  jene  Gleichung  e)  über  in: 
26sin-J  +  68in|^ctg|-  +  68in|-ctg|^  =  5 

und  man  hat  eüie  goniometrische  Gleichung, 
in  welcher  nur  noch  der  unbekannte  Winkel 

Y  vorkommt  Formt  man  diese  Gleichung 
um,  so  erhält  man  nach  der  Erkl.  411: 

A)  .  .  .  .  cos  r-|-  -  iA  =  y 

in  welcher  Gleichung  der  Winkel  ^P  ein 
solcher  Winkel  sein  muss,  welcher  der  in 
der  Erkl.  411  aufgestellten  Gleichung  a): 

A,)  .  .  .  tgi//  =  2  +  ctg-| 

genügen  muss.  Nach  Gleichung  A^)  kami 
man  in  Rücksicht  des  für  ß  gegebenen  Zahlen- 
werts den  Hülfswinkel  i//  berechnen,  dann 
kann  man  nach  Gleichung  A)  den  Winkel 

berechnen  und  hiemach  leicht  den 


oder: 


2      cosip    '         2         b 


y  y  S 

sin  -^  •  sini//  +  cos  -^  •  co^  V'  =  "T" 


(f-*) 


Bringt  man  nunmehr  in  bezug  auf  den  Aus- 
druck links  noch  die  in  der  Erkl.  225  angeführte 
goniometrische  Formel  in  Anwendung,  indem 

y 
man  in  derselben  «  =  -^  und  ß  =■  ^P  setzt,  so 

erhfilt  man  schliesslich  die  Gleichung: 

b)  .  .  .  cosT-l-— lM  =  y 

in  welcher  der  Winkel  t/;  ein  solcher  Winkel 
ist,  weldier  der  vorstehenden  Gleichung  a)  ge- 
nügen muss. 


y 

Winkel  y  selbst  bestimmen. 

y 

Ist  liiemach  der  Winkel  -|-  berechnet,  so 

kennt  man  von  dem  Dreieck  ABC  die  Seite 

ß  V 

b  und  die  beiden  Winkel  y  und  ^  und  man 

kann  somit,  wie  in  der  Auflösung  der  Auf- 
gabe 117  gezeigt,  die  Seite  a  dieses  Dreiecks, 
d.  i.  die  gesuchte  Seite  des  Deltoids,  be- 
rechnen. 
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Aufgabe  726.  Das  VerhäUxiis  der  beiden 
Diagonden  d  und  d^  eines  Deltoids  ist  =  2 : 5  ; 
der  Winkel,  welchen  die  gleichen  Seiten  a 
bilden,  ist  j5  =  40<>  26' 10,6"  und  eine  der 
Seiten  a  misst  14,8  dm;  man  soll  hieraus  die 
nicht  gegebenen  Seiten  und  Winkel  des  Del- 
toids berechnen. 


{^'^il  -—2:5 
'  /J  =  400  26' 10,6" 
a  =  14,8  dm 

Andeutung.  Stellt,  siehe  Figur  249. 
ÄBAC  das  Deltoid  vor,  welches  den  Be- 
dingungen der  Aufgabe  entspricht,  so  kennt 
man  in  Rücksicht,  dass  die  Diagonale  d. 
senkrecht  auf  der  Diagonale  d  steht  nnl 
letztere  halbiert,  von  dem  Dreieck  ABC  dit 

Seite  AB  (=  a),  den  Winkel  ABC  U- 1) 

und  das  Verhältnis  der  zur  Seite  BC{=  / 

gehörigen  Höhe  ^  Jf  ( =  -g  j  zu  dieser  Seite 

r/p  indem  gemäss  der  Aufgabe: 

did^  =  2:5 


also : 


d     .         2    . 


—  :  dl  =  1 :  5 


ErU.  412.    Die  in  nebenstehender  Andeu- 
tung aufgestellte  Gleichung: 


«sin^ 

1 

ß 

rtCOS-^ 

sm-Z-             ^ 

o 

kann 

man  wie 

!  folgt  umformen: 
•    ß 

1 
5 

cos 

|  +  8in|ctgX  " 

68inJ 

ß       X        '        ß 

=  C08-|-  +  8m  ^    . 

ctg 

Y 
2 

BsinJ 

ß       .   ß 

cos  ^  =  sm  ^  . 

ctg 

Y 

2 

und  hieraus  erhält  man: 

oder: 

ctg^  : 

5sin-|-  — cos-^ 

""             •    ß 

smf 

a)    . 

.  cMr^: 

=  5-ctg| 

oder ; 

OiJ      •     .      . 

ist.    Die  Seite  h*  und  die  Winkel  «  nnd  ; 

dieses  Dreiecks  ABC  kann  man  hien»':i 
wie  folgt  berechnen: 

Aus  den  rechtwinkligen  Dreiecken  B)^i 
und  A  MC  ergeben  sich  bezw.  die  Relationet: 


«). 


und 


ß)  '  ' 
Da  nun; 

y)  . 


dl  =.  a«C08-~ 


dl"  =  &«coa 


(siehe  Erid.o:i 


dl  =  d/  +  dl"  ist, 


so  erhält  man  hiemach: 

ß   .  y 

b)  .  .  .  dl  =  a«co8~4-6-co8-^ 

Femer  erhält  man  aas   dem  rechtwiiu* 
ligen  Dreieck  ^jBif  die  Relation: 

c)  .  .  .  .  -3-  =  a«8in  -^  (siehe  Erkl.  60) 

d 

Setzt  man  die  Werte  för  -g-  ™^  ^1  *^* 

den  Gleichungen  b)  und  c)  in  Gleichung  a'. 
so  erhält  man: 


d)  .  .  .  . 


*  ß 
asin^ 


«cos -^  +  6008-^ 


5 


nämlich  eine  Gleichung,  in  welcher  noch  d<r 
unbekannte  Winkel  7  und  die  mibekannte 
Seite  b  vorkommen.  Berftclaiclitigt  mas 
femer,  dass  sich  aus  dem  rechtirinkUgo 
Dreieck  AMC  die  Relation: 


Preisgekrönt  in  Frankfurt  a.  M.  1881. 


Der  ausführliche  Prospekt  und  das  ausführliche  Inhalts- 
verzeichnis der  „YoUständig  gelösten  Aufgabensammlimg  Yon 
Dr.  Ad.  Kleyer*'  kann  Yon  jeder  Bnchliandlnng,  sowie  Yon  der 
Verlagshandlnng  gratis  und  portofrei  bezogen  werden. 

Bemerkt  sei  hier  nur: 

1).  Jedes  Heft  ist  anfgeschnitien  und  gut  brochiert  um  den  sofortigen  und  dauern- 
den Gebranch  za  gestatten. 

2).  Jedes  Kapitel  enthält  sein  besonderes  Titelblatt,  Inhaltsi^erzeichnis,  Berichtignngen 
and  Erklärungen  am  Schlnsse  desselben. 

8).  Anf  jedes  einzelne  Kapitel  kann  abonniert  werden. 

4).  Monatlich  erscheinen  8 — 4  Hefte  zn  dem  Aboxmementspreise  von  26  Pfg.  pro  Heft 

5).  Die  Beibenfolge  der  Hefte  im  nachstehenden,  kurz  angedeuteten  Inhaltsver- 
zeichnis ist,  wie  aus  dem  Prospekt  ersichtlich,  ohne  Jede  Bedeutung 
ffir  die  Interessenten. 

6).  Das  Werk  enthält  AUes,  was  sich  überhaupt  anf  mathematische  Wissenschaften 
bezieht,  alle  Lehrsätze,  Formeln  and  Regeln  etc.  mit  Beweisen,  alle  praktischen 
Aufgaben  in  vollständig  gelöster  Form  mit  Anhängen  ungelöster  analoger  Auf- 
gaben und  vielen  vortrefflichen  Figuren. 

7).  Das  Werk  ist  ein  praktisches  Lehrbuch  für  Schüler  aUer  Schulen,  das 
beste  Handbuch  ftür  Lehrer  und  Examinatoren,  das  vorsüglichste  Lehrbuch 
sum  Selbststudium,  das  vortrefilichste  Nachschlagebuoh  fOr  Fachleute  und 
Techniker  jeder  Art. 

8).  Alle  Buchhandlungen  nehmen  Bestellungen  entegen« 


Das  vollständige 

Inhaltsyerzeichnis 

der  bis  jetzt  erschienenen  Hefte  1—266 

kann  durch  jede  Buchhandlung  bezogen  werden. 


Halbjährlich  erscheinen  Nachträge  Über  die  inzwischen  neu  erschienenen  Hefte. 


Druck  Ton  Carl  IlAmmar  in  Stnkigmrt. 


/■  '•. 


Aufgaben  -  Sammlung 


-  nebst  Anhängen  ungelöster  Aufgaben,  für  den  Schul-  &  Selbstunterricht  — 

mit 

iBiabe  Dsd  Entf  icklnng  der  benntzten  Sätze,  Formeln,  Regeis  in  Fragen  nnd  Inti orten 

erUatert  durch 

\äele  Holzschmtte  &  üthograph.  Tafeln, 

aus  allen  Zweigen 
der  Seehenkimsty  der  niederen  (Algebra,  Planimetrie,  Stereometrie,  ebenen  u.  sphiriBchen 
Trigonometrie,  Bynthetiscben  Geometrie  etc.)  u,  hdhercn  Katiieinatik  (höhere  AnalysiB, 
Differential-  n.  Integral-Rechnung,  analytische  Geometrie  der  Ebene  u.  des  Ranmet  etc.);  — 
ans  allen  Zweiiren  der  Physik,  Mechanik,  Graphostattk,  Chemie,  Geodäsie,  Nautik, 
mathenat.  Geogrraphie,  Astronomie;  des  Maschinen-,  Straften-,  Eisenbahn-,  Wasser-, 
Brttaken-  u.  Hoehbau's;  der  Konstniktionslehren  als:  darstell*  Geometrie,  Polar-  n. 

Parallel^PerspeetiTe,  Schattenkonstmktionen  etc.  etc. 

für 

Scliülcry  Studierende,  Kandidaten,  Lehrer,  Techniker  jeder  Art,  Militärs  etc. 

zum  einzig  richtigen  und  erfolgreichen 

Studium,  2nr  Forthülfe  bei  Schularbeiten  und  zur  rationellen  Verwertung 

der  exakten  Wissenschaften  r 

herausgegeben  von 

nr.  Adolph  HLleyer^ 

Mathematiker,  vereideter  königl.  preusi.  FeldineBser,  yereideter  grosih.  beasiicher  Geomeier  I.  Klasse 

in  Frankfurt  a.  M. 
unter  Mitwirkung  der  bewährtesten  Er&fte. 


fibene  Trig^onometriee 

Fortsetzung  von  Heft  298.   —    Seite  465—480.     Mit  14  Figuren. 


Ixikiftlt: 

Aufgaben  Ober  d»i  Tiereck  ,  FortseUnng.  ~    Aufgaben  Aber  das  Deltoid ,    Forteetaoog. 

das  KroisTiereck.  —  Aufgaben  über  das  allgemeine  Trapes. 


—  Aufgaben  über 


Stuttgart  1887. 
Verlag  von  Julius  Maier. 


^^  D1«M  Aufgabentammlung  •rtcheint  fortlaufend,  monatlich  3—4  Hofto.  ^^ 
Ha«9tkaRltoi  tintf  mit  oigonor  Paginioruns  vortolMn,  ao  data  jodoo  doraolbon  einon  Band  MIden  wird. 


Das  voltetändige  Inhaltsverzeichnis  der  bis  jetzt  erschienenen  Hefte  1—266 

kann  Hiirrh  IaHa  Buchhandluna  bezooen  werden* 


Preisgekrönt  in  Frankfurt  a.  M,  1881. 

PROSPEKT. 

Dieses  Werk,  welchem  kein  ähnliches  zur  Seite  steht,  erscheint  monatlich  in  3 — 4 
Heften  zu  dem  blUigen  Preise  Ton  25  ^  pro  Heft  und  bringt  eine  Sammlung  der  wichtig- 
sten und  praktischsten  Aufgaben  aus  dem  Gesamtgeblete  der  Mathematik  ^  Physik, 
Meehanik,  math«  Geographie 9  Astronomie ^  des  Maschinen- 9  Strassen- 9  ElsenhahUf 
Brtteken-  und  HoehbaueS)  des  konstraktlTon  Zeichnens  etc.  etc.  und  swar  in  TOllstSndig 
geldster  Form^  mit  rielen  Figuren,  Erld&rungen  nebst  Angabe  und  Entwiekelnhg  der 
benntiten  Sfttiei  Formeln,  Regeln  in  Fragen  mit  Antworten  etc.,  so  dass  die  Lösung 
jedermann  verständlich  sein  kann,  bezw.  wird,  wenn  eine  grössere  Anzahl  der  Hefte  er- 
schienen  ist,  da  dieselben  sieh  in  ihrer  Gesamtheit  ergftnsen  und  alsdann  auch  alle 
Teile  der  reinen  und  angewandten  Mathematik  —  nach  besonderen  selbstftndigea  Kapi- 
teln angeordnet  —  Torliegen« 

'  Fast  jedem  Hefte  ist  ein  Anhang  von  nngelSsten  Aufgaben  beigegeben,  welche  der 
eigenen  Lösung  (in  analoger  Form,  wie  die  besflglichen  gelösten  Aufgaben)  des  Studierendes 
überlassen  bleiben,  und  zugleich  von  den  Herren  Lehrern  f&r  den  Schulunterridit  benutzt 
werden  können.  —  Die  LSsnngen  hierzu  werden  sp&ter  in  besonderen  Heften  f&r  die  Hand  des 
Lehrers  erscheinen.  Am  Schlüsse  eines  jeden  Kapitels  gelangen:  Titelblatt,  InhaltsTenelek- 
nis,  Berichtigungen  und  erlintemde  Erklftmngen  über  das  betreffende  Kapitel  zur  Ausgabe. 

Das  Werk  behandelt  zun&chst  den  Hauptbestandteil  des  mathematisch-naturwissen- 
schaftlichen  Unterrichtsplanes  folgender  Schulen:  Bealschnlen  I.  nnd  IL  Ord.,  gleich- 
berechtigten  hlHieren  BBrgerschulen,  Privatschulen,  Gjmnasien,  Realgymnasien ,  Prt- 
gymnasien,  Schnllelirer- Seminaren,  Polytechniken,  Techniken,  Bangewerkachnlea, 
Gewerbeschulen,  Handelsschulen,  techn.  Torbereitnngsschulen  aller  Arten,  gewerbliche 
Fortbildnngsschnlen,  Akademien,  üniTersitftten,  Land-  nnd  ForstwissenschallsschuleBi 
MUitirschnlen,  Torbereitvngs-Anstalten  aller  Arten  als  z.  B.  für  das  Eii^ihrig-Frei 
willige-  nnd  <M!flsiers-Examen,  etc. 

Die  Schüler,  Studierenden  und  Kandidaten  der  mathematischen,  technischen  und 
naturwissenschaftlichen  F&cher,  werden  durch  diese,  Schritt  für  Schritt  gelliate,  Aufgaben- 
sammlung immerwfthrend  an  ihre  in  der  Schule  erworbenen  oder  nur  gehörten  Theorien  etc 
erinnert  und  wird  ihnen  hiermit  der  Weg  zum  unfehlbaren  Auffinden  der  Lösungen  de^ 
jenigen  Aufgaben  gezeigt,  welche  sie  bei  ihren  Prüfungen  zu  lösen  haben,  zugleich  aber  auch 
die  llberans  grosse  Fruchtbarkeit  der  mathematischen  Wissenschaften  vorgefahrt. 

Dem  Lehrer  soll  mit  dieser  Aufgabensammlung  eine  krifUge  Stfttae  ftlr  den  Schal- 
unterricht geboten  werden,  indem  zur  Erlernung  des  praktischen  Teiles  der  mathematischen 
Disziplinen  —  mm  Auflösen  von  Aufjgaben  —  in  den  meisten  Schulen  oft  keine  Zeit  er- 
übrigt werden  kann,  hiermit  aber  dem  Schüler  bei  seinen  h&uslichen  Arbeiten  eine  voll- 
ständige Anleitung  in  die  H&nde  gegeben  wird,  entsprechende  Aufgaben  zu  lösen,  die  ge- 
habten Regeln,  Formeln,  Sfttze  etc.  anzuwenden  und  praktisch  an  verwerten.  Lnat,  Liebe 
und  Terst&ndnis  für  den  Schul-Ünterricht  wird  dadurch  erhalten  und  belebt  werden. 

Den  Ingenienren,  Architekten,  Technikern  und  Fachgenossen  aller  Art,  MUltir» 
etc.  etc.  soll  diese  Sammlung  zur  Anftrischnng  der  erworbenen  und  vielleicht  vergessoieii 
mathematischen  Kenntnisse  dienen  und  zugleich  durch  ihre  praktischen  in  aUen  Benfi^ 
zweigen  vorkommenden  Anwendungen  einem  toten  Kapitale  lebendige  Kraft  verleihen  nnd 
somit  den  Antrieb  zu  weiteren  praktischen  Terwertnngen  und  weiteren  Forschnsgen  geben. 

Alle  Bachhandlungen  nehmen  Bestellungen  entgegen.  Wichtige  und  pralrtisdie  Auf- 
gaben werden  mit  Dank  von  der  Redaktion  entgegengenommen  und  mit  Angabe  der  Kames 
verbreitet  —  WOnsche,  Fragen  etc.,  welche  die  Redaktion  betreffen,  nimmt  der  Yecfssser, 
Dr.  Kleyer,  Frankfurt  a.  M.  Fischerfeldstrasse  16,  entgegen  und  wird  deren  Eriediguaf 
thunUchst  berücksichtigt. 

Stattgart  Die  Yerlagsliandliuig« 


Anfigfabeii  ttber  das  Viereck,  speziell  das  Deltoid.  465 

<r)  .  ,  .  d  =  4  ■•  sm  -^  (siebe  Erkl.  42) 

ergibt,  und  dass  in  Bttcksicbt  der  Gleichnog  c) 

hiemacb: 

•    ß 
a'Sin-g- 

e)  .  .  .   6  =  ^ 


sin| 

ist,  so  erhält  man  aus  Gleichung  d),  wenn 
man  in  derselben  für  b  den  Wert  ans  Glei- 
chung e)  substituiert: 


asm 


4 


^       asini  5 

™  2 

nämlich  eine  goniometrische  Gleichung,  in 
welcher  nnr  noch  der  unbekannte  Wii^el  y 
vorkommt.  Fonnt  man  diese  Gleichung  um, 
wie  in  der  ErkL  412  gezeigt,  so  erhält  man: 

A)  .  .  .  .  ctg|-  =  6  — ctg-|- 

nach  welcher  Gleichung  man  den  gesuchten 
Winkel  y  berechnen  kann.  Ist  Memach  y 
berechnet,  so  kann  man  nach  Gleichung  e) 
die  gesuchte  Seite  h  berechnen. 


Aufgabe  727.   Die  Seite  a  eines  Deltoids  f       a  =  869,6  m 

misst  369,5  m,  das  Verhältnis   der  beiden  Gegeben:  |  rf:d,  =  7:4 

Diagonalen  d  und  (ii  ist  =  7 : 4  und  der  In-  l       ^  =  1S»»8^  Q» 

halt  F  beträgt  139986  qm;  man  soll  hieraus  Andeutung.  Gemäss  der  Aufgabe  besteht 
die  nicht  gegebenen  Seiten  und  Winkel  be-  zwischen  den  Diagonalen  d  und  di  die  Re- 
rechnen.  lation: 

a)  .  .  .  d :  (2|  =  7 : 4 
Femer  besteht  nach  der  in  Andeutung 
zur  Aufgabe  722  aufgestellten  Gleichung  A) 
zwischen  dem  gegebenen  Inhalt  F  und  jenen 
Diagonalen  die  Relation: 

^)  •  •  •  •      2  *  =  F 

und  ans  diesen  beiden  Gleichungen  a)  und  b), 
welche  die  Unbekannten  d  und  di  enthalten, 
kann  man  zunächst  diese  unbekannten  Dia- 
gonalen berechnen.  Sind  hiernach  d  und  d^ 
berechnet,  so  ^ann  man,  siehe  Figur  249, 

aus  -ä  und  a  den  Winkel  -^  ^u^d  die  Seite 

d^  des  rechtwinkligen  Dreiecks  ^Bif  be- 
rechnen, dann  kann  man  mittels  der  Relation: 

0)  .  .  .  d,"  =  (Jj  —  d/ 
den  Abschnitt  d^"  der  Diagonale  d^  berech- 
nen, und  schUeesIich  kann  man  aus  d^'  und 


2 

winkligen  Dreiecks  AMC  bestimmen. 


a  y 

-ä  die  Seite  b  und  den  Winkel  y  des  recht- 


Annerkng  89«    Weitere  Aufgaben,  in  welchen  die  Berechnung  von  Deltoiden  direkt  oder 
indirekt  gefordert  wird,  sind  noch  in  späteren  Abschnitten  enthalten. 
Kleyer,  Bbai«  Trigonometrie.  — — ^— — — ^—  ^ 
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Ebene  Trigonometrie. 


g)  Aufgaben  Über  das  Kreisviereck. 

Anmerkniig  80*  Da  man  nnter  einem  Kreisviereck  ein  solches  Viereck  versteht,  welches 
die  Eigenschaft  hat,  dass  man  sowohl  um  als  anch  in  dasselbe  einen  Kreis  be- 
schreiben kann,  and  hiernach  das  Ereisviereck  stets  in  Verbindung  mit  zwei  Kreisen 
gedacht  werden  mnss,  von  welchen  der  eine  dnrch  die  Ecken  des  Vierecks  geht,  der  andere 
aber  die  vier  Seiten  desselben  berührt,  so  sind  Aufgaben  über  das  Kreisviereck  an  dieser 
Stelle  dieses  Lehrbuchs  nicht  aufgenommen.  Solche  Aufgaben  finden  sich  in  den  späteni 
Abschnitten,  welche  Aber  den  Kreis  in  Verbindung  mit  dem  Viereck  handeln. 


h)  Aufgaben  über  das  allgemeine  Trapez. 

Anmerkung  81«  Da,  wie  in  den  Andeutungen  zu  nachstehenden  Aufgaben  gezeigt  wird,  die 
Berechnung  eines  allgemeinen  Trapezes  (siehe  Erkl.  399)  dadurch  erfolg,  daas  man 
dasselbe  mittels  HttlfsSnien,  welche  pandlel  zu  einer  der  nicht  parallelen  Seiten  oder 
parallel  zu  einer  der  Diagonalen  sind,  in  ein  schiefwinkliges  Dreieck  und  ein 
Parallelogramm  zerlegt,  oder  dam  man  dasselbe  mittels  einer  Diagonale  oder  mittds 
zwei  Diagonalen  in  zwei  bezw.  in  vier  schiefwinklige  Dreiecke  zerlegt,  oder  das 
man  durch  Verlängerung  der  nicht  parallelen  Seiten  bis  zu  ihrem  Durchschnitt  zwei 
ähnliche  schiefwinklige  Dreiecke  herstellt,  so  ergibt  sich  hieraus,  dass  sieh  die  Be- 
rechnung eines  Trapezes,  abgesehen  von  einigen  Fällen,  in  weldien  man  die  Berechnnu 
auch  dadurch  vornehmen  kann,  dass  man  das  Trapez  mittels  zweier  von  den  Eckpunktes 
einer  der  Grundlinien  auf  die  andere  Grundlinie  gefällten  Perpendikel  (Hohen)  in  zwd 
rechtwinklige  Dreiecke  und  in  ein  Rechteck  zerleg  (siehe  die  Figur  250  and  die 
An^ben  728  und  729)  an  die  Berechnung  des  schiefwinkligen  Dreiecks  anschliesst 


Aofjgabe  728.  Die  nicht  parallelen  Seiten 
b  und  d  eines  Trapezes  sind  bezw.  =  289 
und  =  257  m,  die  grössere  der  beiden  pa- 
rallelen Seiten  ist  a  =  428  m  und  der  der- 
selben  anliegende  Winkel  a  beträgt  82^  50' 
50,4";  man  soll  den  Inhalt  dieses  Trapezes 
berechnen. 


Gegeben : 


Figur  250. 
c  C 


b  =1  289m 
rf  =  267  m 
a  =  428m 
a  =  820  50'  50,4" 

Andeutung.  Zur  Berechnung  des  ge- 
suchten  Inhalts  F  kann  man  ^e  in  der 
Erkl.  404  aufgestellte  Formel: 

a)  .  .  .  F=  ^"t^     h 

benutzen.  Da  man  von  den  in  dieser  Formel 
vorkommenden  Bestimmnngsstiicken  a,  c  nnd 
h  gemäss  der  Aufgabe  nur  a  kennt,  so  moss 
man  zunächst  die  nicht  gegebenen  Stficke  < 
and  h  berechnen;  dies  kann  man  wie  folgt: 
Stellt,  siehe  Figur  250  und  die  ErkL  39«^ 
und  400,  ÄBCD  das  gegebene  Trapez  dar. 
und  man  fällt  die  Perpendikel  DG  und  CH, 
so  erhält  man  die  rechtwinkligen  Dreiecke 
ADG  xmd.  HOB  und  das  Rechteck  DCHO, 
Aus  dem  reehtwinklig^i  Dreieck  ÄDG  &- 
geben  sieh  die  Relationen: 

b)  .  .  .  A  =  (2*sina  (siehe  ErkL  50) 
und 

a)  .  .  .  AO  =  d-coso  (siehe  Srkl.  oU 
Femer  ergibt  sich  aus  dem  rechtwinlüigeo 
Dreieck  HOB  die  Relation: 


oder  in  Rücksicht  der  Gleichung  b): 

^)  .  .  .  B£f  =  |/ba  — <i«sin«i 
Da  sich  nun  aus  der  Figur  ergibt^   da^s 

c  =  a  —  'AG  —  WS 


1 
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A) 


«    •    • 


oder,  dass  in  Rficksicht  der  Gleichungen  a) 

und  ß):  

c)  .  .  .  c  =  a  —  äcosa  —  \/6*  —  d^ sin« « 

ist,  so  erhält  man  ans  den  Gleichungen  a) 
bis  c)  ffb*  den  gesuchten  Inhalt  F: 

„       a  +  a  —  d  cosa  —  >/fc2  —  d»  sin««    -. 

oder 

F  —  -Q**™'*  (2« — dcos«—  V^&«  —  d^sina) 

nach  welcher  Gleichung  man  den  gesuchten 
Inhalt  des  Trapezes  berechnen  kann. 


Aufrabe  789.  Die  eine  der  Grundlinien 
eines  Trapezes  ist  c  =  36,8  dm,  eine  der 
nicht  parallelen  Seiten  ist  e^  =  80,4  dm  und 
die  der  andern  Ghnndlinie  anliegenden  Winkel 
«  und  /?  sind  bezw.  =  48*  86'  10"  und  44^ 
50'  30'';  wie  gross  sind  die  beiden  andern 
Seiten  und  welches  ist  der  Inhalt  dieses 
Trapezes? 


c  =  86,8  dm 

Gegeben:  {  „-4gi36.io- 
^  =  440  50'  80" 

Andeutung.  Die  Auflösung  dieser  Auf- 
gabe ist  analog  der  Auflösung  der  vorigen 
Aufgabe  728.    Man  fälle,  siehe  Figur  250, 

die  Perpendikel  DG  und  C^  drücke  DG 

(=  h)  und  den  Abschnitt  AG  in  d  und  a 

aus,  berechne  dann  aus  CH  (=  h)  und  ß  die 
Seite  b  und  den  Abschnitt  BH]  bestimme 

hierauf  die  Seite  a  aus  AG,  GH{=^  c)  und 

BH  und  benutze  schliesslich  zur  Berechnung 
des  Inhalts  F  die  Relation  : 


F  = 


Au&abe  730.  Die  beiden  nicht  parallelen 
Seiten  h  und  d  eines  Trapezes  sind  bezw. 
^,31  dm  nnd  11,84  m  lang  und  stossen  in 
ihren  Verlängerungen  unter  einem  Winkel 
« =  90^  zusammen.  Man  soll  die  Winkel 
des  Trapezes  berechnen. 

Figur  251. 

F 


BrkL  418*     Ein   planimetrischer  Lehrsatz 
beisst: 

„In  jedem  Trapez  beträgt  die  Summe  je 
zweier  an  einer  der  nicht  parallelen  Seiten 
liegenden  Winkel  2/?  (=  I800).'' 


Gegeben:  |  \  -  Ji^J/jj^  )  (siehe  Figur  251) 


Andeutung.  Stellt,  siehe  Figur  251, 
ABCD  das  gegebene  Trapez  dar,  und  man 
zieht  CG  \\  AD,  so  erhält  man,  da 
<^AFB  gemäss  der  Aufgabe  =  R 
ist  und  da  CG  \\  AF  gezogen  wird, 
das  bei  C  rechtwinklige  Dreieck 
GCB,  dessen  Katheten  CB  (=  b) 
und  CG  (=  d)  gegeben  sind:  mit- 
tels der  aus  diesem  rechtwinkligen 
Dreieck  sich  ergebenden  Relationen: 

A)  .  .  .  tg«  =  -^ 
und 

B)  .  .  .  tg/J  =  y 

kann  man  leicht  die  Winkel  a  und  ß  be- 
stimmen. 

Sind  die  Winkel  a  und  ß  hiemach  be- 
rechnet, so  erhält  man  die  Winkel  ö  und  / 
nach  der  Erkl.  413  aus  den  Gleichungen: 

C)  .  .  .  cr  =  2/2— a 
und  B)  .  ,  ,  y  =  2R  —  ß 
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Ebene  Trigonometrie. 


Angabe  731.  Dh  beiden  Gnindlimen 
eines  "^apezes  sind  a  =  140  m  nnd  c  = 
65  m;  die  beiden  der  Gmndlinie  a  anliegenden 
Winkel  a  und  ß  sind  bezw.  =  54®  46'  10" 
nnd  27®  28' 30'';  man  soll  hieraus  die  beiden 
andern  Seiten,  die  andern  Winkel  und  den 
Inhalt  des  Trapezes  berechnen. 


Gegeben: 


a  =  140  m 
c  =  65  m 
a  =  540  46' 10" 
/»  =  270  28'  30" 


Figur  252. 


a-c 


Andeutung.  Ist,  siehe  Fig.  252,  ABCD 
das  Trapez,  welches  den  Bedingungen  der 
Aufgabe  genügt,  und  man  zieht  CG\\ÄD. 
so  erhält  man  das  schiefwinklige  Dreieck 
CBG  und  das  \\gT  ADCB.  Von  dem  Drei- 
eck CBG  kennt  man  die  Seite  BG,  dieselbe 

ist  ^AB-'AG  oder  =ÄB—DC,  oder 
=  a  —  c,  den  Winkel  CBG==} 
und  den  Winkel  CGB,  dersdbe  ist 
=  ^  DAB  oder  =  a.  Da  maß 
hiemach  von  diesem  Dreieck  die 
Seite  a  —  c  und  die  derselben  at 
liegenden  Winkel  a  und  ß  kesni 
so  kann  man,  analog  wie  in  der 
Auflösung  der  Aufgabe  117  gezeigt 
wurde,  hieraus  die  gesuchten  Seil£ 
b  und  d  berechnen ;  man  erhfilt  nii- 
lich  aus  jenem  Dreieck  nach  de: 

Sinusregel  und  in  Rücksicht,  dass  ^  =  2^- 

(a  +  ß)  ist: 
h 


smg 

a-c   ^  sin [2 ß— («  +  /»)] 

sin« 


oder 

A)  .  .  .  6  =  (a  —  c) 

und 


anß 


(s.dieErkL6<)' 


a  —  c'^  8in[2Ä--(«  +  ^)] 


oder 

B)  .  .  ,  d  =  (a  —  c) 


sin(a  +  fi) 

und  nach  diesen  Gleichungen  A)  und  B)  kaoi 
man  in  Bücksicht  der  für  a,  c,  a  und  ß  g^ 
gebenen  Zahlenwerte  die  gesuchten  Seiten  ^' 
und  d  berechnen. 

Die  gesuchten  Winkel  d  und  /  kann  n^ 
nach  der  ErkL  413  auf  einfache  Weise  Hos- 
tels der  Relationen: 

C)  .  .  .  .  J  =  2B  — « 
und 

D)  .  .  .  .  y  =  2Ä  — /J 

berechnen. 

Den  gesuchten  Inhalt  F  des  Trapeze» 
kann  man  wie  folgt  berechnen: 

Nach  der  in  der  Erkl.  404  angefühlter 
planimetrischen  Formel  besteht,  siehe  Fig.25'2 
die  Relation: 


a)  .  .  .  F  = 


g  +  g 


2 


h 


femer  ergibt  sich  aus  dem  rechtwinklig 
Dreieck  CHB  die  Rdation: 

b)  .  .  .  ;i  =  b'Sinß  (siehe  ErkL  50) 


Aufgaben  über  das  Viereck,  speziell  das  allgemeine  Trapez. 
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oder,  wenn  man  für  b  den  Wert  aas  Glei- 

chnng  A)  sabstitniert: 

X           L       y         V      sinaBin/9 
c)  .  .  .  Ä  =  (a  —  c)  •  -;— 7 T-^ 

Aus  den  Gleichongen  a)  und  c)  folgt  nun- 
mehr: 


2 


8in(«  +  ^) 


oder 

TJ.X  Kl  _  (a  +  c)(a  — <?).  sin  «sin /8 

Ja  J    ...    X'    —   jr-^ ; ; — -r 

^  2sin(a  +  iJ) 

nach  welcher  Gleichnng  man  den  gesuchten 
Inhalt  F  berechnen  kann. 


Angabe  738.  Man  soll  aus  dem  Flächen- 
inhalt  F  ^=  302,4  qm  eines  Trapezes,  den 
beiden  nicht  parallelen  Seiten  b  =  15,3  m 
imdd  =  37,7  m  und  aus  dem  von  der  kleinem 
dieser  beiden  Seiten  und  der  grossem  Grund- 
linie eingeschlossenen  Winkel  ß = 20<^58'  58,6'' 
die  nicht  gegebenen  Stucke  des  Trapezes 
berechnen. 


Gegeben: 


F  = 

h  = 
d  = 

ß  = 


802,4  qm 
15,8  m 
37,7  m 
200  68'  68,6" 


Andeutnng.  Zwischen  dem  gegebenen 
Flächeninhalt  F,  den  beiden  unbekannten 
Grundlinien  a  und  c  und  der  unbekannten 
Höhe  h  besteht  nach  der  Erkl.  404  die  Re- 
lation: , 
a)..      --^  +  ^ 


F  = 


2 


Fällt  man,  siehe  Figur  252|  in  dem  Trapez 
ÄBCDf  welches  das  gegebene  Trapez  vor- 
stellt, die  Höhe  CH{=  ä),  so  er^bt  sich 
aus  dem  hierdurch  entstandenen  rechtwink- 
ligen Dreieck  CBH  für  diese  Höhe  die  Re- 
lation: 

b)  .  .  .  A  =  &<8in)9  (siehe  Erkl.  60) 

Substituiert  man  diesen  Wert  für  A  in 
Gleichung  a)  und  löst  diese  Gleichung  in 
bezug  aiS  a-j-c  auf,  so  erhält  man: 

.  ,  2F 

c)  .  .  .  a  +  c  =  ,    .    ^ 

nämlich  eine  Gleichung,  mittels  welcher  man 
die  Summe  der  par^elen  Seiten  a  und  c 
berechnen  kann.  Die  Differenz  dieser 
Seiten  kann  man  wie  folgt  bestimmen: 

Zieht  man  CG\\ÄD,  so  erhält  man  das 
Dreieck  CBG,  von  welchem  die  beiden  Seiten 

CG{=d),  CB  (=  b)  und  der  der  grossem 
dieser  Seiten,  nämlich,  in  Rücksicht  der  in 
der  Aufgabe  ftir  b  und  d  gegebenen  Zahlen- 
werte, der  der  Seite  d  gegenüberliegende 
Winkel  ß  bekannt  sind;  man  kann  somit  aus 
diesen  Stücken,  wie  in  der  Auflösung  der 
Aufgabe  120  gezeigt  wurde,  die  Wiiücel  a 
und  d-  und  die  Seite  BG  (==  a  —  c),  nämlich 
die  Differenz  der  Seiten  a  und  c  des  Tra- 
pezes berechnen.  Für  diese  Differenz  erhält 
man  nach  der  iu  der  Aufgabe  120  auf- 
gestellten Formel  197: 

d)  .  .  .  a  — c=  l/d«  — (6  8ini9)2  +  &co8/9 
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Ebene  Trigonometrie. 


Aus  den  Gleichungen  c)  und  d)  kann  man 
schliesslich  leicht  die  Seiten  a  und  c  be- 
rechnen u.  s.  t. 


Au^abe  733.  Die  eine  der  Grundlinien 
eines  IVapezes  ist  a  =  16,76  m,  die  Winkel 
a  und  ßj  welche  sie  mit  den  anstossenden 
Seiten  hildet,  sind  bezw.  =  12^  48' 44,2'' 
und  36<>  52'  11,6"  und  der  Winkel,  welchen 
sie  mit  einer  der  beiden  Diagonalen  bildet, 
ist  a^  ==  3^  11' 31,6",  man  soll  hieraus  die 
drei  andern  Seiten  des  Trapezes  berechnen. 

Figur  253. 


Aufgabe  734.  Die  beiden  Grundlinien  a 
und  c  eines  Trapezes  sind  bezw.  120  und 
60  m  lang,  eine  der  beiden  andern  Seiten  ist 
^  =  58  m  und  der  Winkel ,  welchen  die 
Seite  b  mit  der  Seite  c  bildet,  ist  y  =  160^ 
40'  22";  wie  gross  ist  die  vierte  Seite  des 
l>apezes  und  welches  ist  der  Inhalt  des- 
selben? 

Figur  254. 


Gegeben:  <    " 


a 
a 

ß 


a. 


16,76  m 
120  48'  44,2^' 
360  52*11,6 
8011*81,6 


n 


n« 


Andeutung.  Ist,  s.  Fig.  253,  ABCD 
das  Trapez,  welches  den  Bedingungen  der 
Aufgabe  entspricht,  so  kennt  man  von 
dem  Dreieck  AGB  die  Seite  a  und  die 
derselben  anliegenden  Winkel  a^  und  ^: 
man  kann  also,  wie  in  der  Auflösung  der 
Aufgabe  117  gezeigt  wurde,  die  Seiten 
b  und  d^  dieses  Dreiecks  berechneiL  In 
hiemach  d^  berechnet,  so  kennt  man  yoe 
dem  Dreieck  ADC  die  Seite  AC{=  d^l 
den  Winkel  Ui  und  den  Winkel  d{=2B 
—  a);  man  kann  also  hieraus,  ebenfalfe 
wie  in  jener  Auflösung  gezeigt  wurde, 
die  Seiten  c  und  d  berechnen. 


Gegeben: 


a  =  1200 
c  =  60m 
&  =  58  m 
y=  1600  40' 22" 


a-c 


Andeutung.  Man  kennt  von  dem  Dreieck 
CBG,  siehe  Mgur  254,  die  Seite  CB  (=  b\ 
die  Seite  BG  (=  a  —  c)  und  den 
Winkel  j5,  derselbe  ist  =  2Ä— ?: 
man  kann  also  aus  diesem  Dreiedu 
wie  in  der  Auflösung  der  Angabe  1 18 
gezeigt  wurde,  die  gesuchte  Seite 
CG  (=:  cf)  berechnen.  Den  gt- 
suchten  Inhalt  F  findet  man  mittek 
der  in  der  Erkl.  404  aofgesteUtei 
Formel: 


h 


indem  man  in  derselben  für  h  den  ans  den 
rechtwinkligen  I^eck  CBHäch  ergebenden 
Wert; 

h  =  b'  smß  (siehe  Erkl.  50) 

substituiert;  man  erhalt  hiemach : 


A). 


F=  ^  +  ' 


2 


bsinfi 


nach  welcher  Gleichung  man  in  Rücksicht 
der  für  a,  c,  ft  und  j3  (=  2  i?  —  7)  gegebenen 
Zahlenwerte  den  Inhalt  /  berechnen  kaim 


Aufgaben  ttber  das  Viereck,  speziell  das  allgemeine  Trapez. 
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Anfgabe  736.  Die  beiden  parallelen  Seiten 
eines  Trapezes  sind  bezw.  a  ==  10  m  and 
c  =  lm,  der  eine  der  der  Seite  a  anliegenden 
Winkel  ist  «  =  37^15'  und  der  Inhalt  be- 
trägt i^=  71  qm;  man  soll  hieraus  die  Seiten 
ond  Winkel  berechnen. 


Gegeben:  <  *[ 


F 
a 
e 
a 


71  qm 
10  m 
7m 
370 15' 


Andeutung.    Da  nach  der  Erkl.  404  die 
Relation  besteht: 

a)  .  .  .  F  =  iL±f-.Ä 

und  da  gemäss  der  Aufgabe  a,  c  und  F 
gegeben  sind,  so  kann  man  aus  dieser  Glei- 
chung zunächst  die  HOhe  h  berechnen.  Dann 
kann  man  aus  h  und  a  (siehe  Figur  254)  die 
Seite  d  berechnen,  und  hiemach  kann  man 
aus  d,  a  und  a  —  c,  die  Seite  h  und  den 
Wmkel  ß  des  Dreiecks  CBG,  sidie  Fig.  254, 
berechnen,  wie  in  der  Auflösung  der  Auf- 
gabe 118  gezeigt  wurde. 


AuJ^abe  736.  Man  soll  aus  der  kleinem 
Grundlime  c  =  110,5  m  eines  Trapezes,  den 
beiden  nicht  parallelen  Seiten  h  =  162,4  m 
und  d  =  90,85  m ,  und  aus  der  Differenz  & 
der  zwei  Gegenwinkel  y  und  a,  welche  46® 
40'  10,2''  beträgt,  den  Flächeninhalt  des 
Trapezes  berechnen. 


Gegeben : 


c  =  110^  m 
h  =  162,4  m 
d  =  90,85  m 
o  =  ^  =  460  40' 10,2" 


Andeutung.  Stellt,  siehe  Figur  254, 
AB  CD  das  Trapez  dar,  welches  den  Be- 
dingungen der  Aufgabe  entspricht,  und  man 
zieht  CG  \\ÄD,  so  erhält  man  das  Dreieck 
CBG^  von  welchem  die  Seiten  CB(==b) 
und  CG  (=  d)j  sowie  der  von  diesen  Seiten 
eingeschlossene  Winkel  bekannt  ist,  indem 
derselbe  gleich  der  gegebenen  Differenz  /  —  a 
oder  =  ^  ist,  was  sich  aus  folgendem  ergibt  : 

Gemäss  der  Aufgabe  ist: 

y —  a  =.  & 

und  nach  der  Erkl.  413  ist: 

hieraus  ergibt  sich,  dass: 

oder  dass  '^ 

a)  .  .  .  «  +  ^  =  2^-  & 

ist.    Da  femer  in  dem  Dreieck  CBG: 
^GCB=:2R-'(a  +  ß) 

ist,  so  erhält  man  hieraus  und  in  Rücksicht 

der  Gleichung  a): 

^GCB  =  2R'-(2R  —  &) 

b)  .  .  .  ^GCB=z& 

Wie  in  der  Auflösung  der  Aufgabe  118 
gezeigt  ist,  kann  man  somit  die  Seite  GB 
(=  a  —  c),  die  Winkel  a  und  ß  und  somit 
auch  leicht  die  Höhe  h  des  Dreiecks  CBG 
berechnen.  Ist  hiernach  h  und  a  —  c  be- 
rechnet, so  kann  man  leicht,  da  c  gegeben 
ist,  die  Seite  a  berechnen;  dann  kann  man 
zur  Berechnung  des  gesuchten  Inhalts  F  die 
in  der  Erkl.  404  angefahrte  Formel: 

in  Anwendung  bringen. 


oder 
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Ebene  Trigonometrie. 


Anfkabe  737.  Man  soll  aus  dem  Bläohen- 
inhalt  I"  =  8,772  qm  eines  Trapezes,  den 
beiden  nicht  parallelen  Seiten  b  =  2,89  m  Gegeben: 
und  d  =  2,57  m  und  ans  der  Sunme  a  = 
159^  4'  48,7''  der  zwei  Gegenwinkel  ß  nnd 
Ö,  von  welchen  der  grössere  Winkel  Ö  der 
kleinem  schrägen  Seite  d  anliegt,  die  Grund- 
linien berechnen. 


8,772  qm 

2,89  m 

2,57  m 

a  =  1690  4'  48,7 


ti 


Andeatnng.  Man  berechne  znnftchst  die 
Winkel  des  G^pezes  wie  folgt: 

SteUt,  siehe  Fignr  265,  AB  CD  das  ge 
gebene  Trapez  dar,  nnd  zieht  man  CG  \\  AD, 
so  erhftlt  man  das  Dreieck  CBG;  ans  dem- 
selben ergibt  sich  nach  der  Sinosr^gel  die 
Relation: 

h        sin« 


d,       sin/9 

oder  in  Rücksicht,  dass  nach  der  ErkL413 
die  Winkel  a  und  d  Sapplementwinkei 
sind,  dass  also  nadi  der  EIrkL  66 
sina  =  sind  gesetzt  werden  kann: 

b  smd 

d  "  sin/t 

Bringt  man  in  bezng  aof  diese  Pro- 
portion den  in  der  ErkL  119  angefahrten 
Summen-  und  Differenzensatz  in  Anwendang, 
so  erhAlt  man: 

^  b-\-d  _^   sinJ-f-sin/y 

b  —  d  "*   sind  —  sin/? 

oder  in  Rücksicht  der  ErkL  286: 


b  +  d  _ 
b  —  d  "■ 


tg^ 


t« 


^'ß 


Da  nun  gemäss  der  Aufgabe  d-^-ß  ge- 
geben ist,  so  kann  man  nach  der  ans  dieacr 
Gleichung  sich  ergebenden  Relation: 


A)  .  .  .  .  tg 


1--A—  ^ 


t« 


e+p 


2      "~  b  +  d      ^       9 

die  Winkeldifferenz  d  —  ß  berechnen.  Aus 
dem  hiernach  foi  ö  —  ß  berechneten  und  ans 
dem  für  d-f/}  gegebenen  Wert  kann  hua 
alsdann  leicht  die  einzehnen  Winkel  d  und ;). 
somit  auch  die  Winkel  a  und  y  des  Trapezes 
berechnen.  Sind  einmal  hiemach  die  Winkel 
berechnet,  so  kann  man  zur  Berechnung  dff 
gesuchten  Seiten  a  und  c  im  weitem  ver- 
fahren, wie  in  der  Andeutung  zur  Aufgabe  7S2 
gesagt  wurde. 


Gegeben: 


F  =  980,25  qdm 
c  =  27,6  dm 
h  =  22,6  dm 
a,  =  330  w  66,8 


Au^be  738.  Der  Flächeninhalt  eines 
Trapezes  ist  i^  =  930,25  qdm ,  die  kleinere 
der  Grundlinien  ist  c  =  27,5  dm,  die  Höhe 
h  beträgt  22,6  m  und  der  Winkel,  welchen 
die  grössere  der  Grundlinien  mit  einer  der 
Diagonalen  büdet  ist  a^  =  33^50' 56,8"; 

man  soll   die  nicht   gegebenen  Seiten  und  rallelen  Seiten  a  und  c,  der  Höhe  h  und  des 
Winkel  dieses  Trapezes  berechnen.  Inhalt  F  besteht  nach  der  ErkL  404  die  ^ 

laüon: 


Andeutung.     Zwischen  den  beiden  pa* 


Aufgaben  Aber  das  Vieieok,  spesiell  daa  allgemeiiie  Trapez. 
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und  hieraus  erhält  man,  in  Rücksicht,  dass 
gemäss  der  Aufgabe  Cj  h  und  i^  gegeben  sind: 

2F 

A)  .  . 


a  = 


h 


—  c 


nach  welcher  Gleichong  man  die  der  Seite  c 
parallele  Seite  a  berechnen  kann.  Femer 
kann  man  die  Diagonale  d^  ans  h  nnd  a^ 
berechnen.  Man  erhält  nämlich,  siehe  Fig.  256, 
aus  dem  rechtwinkligen  Dreieck  ACH: 

B)  .  .  .  .  dj  =  -y^  (siehe  Erkl.  42) 

sin  01 

Aus  dit  a  und  a^  kann  man  dann  die 
Seite  b  und  den  Winkel  ß  des  Dreiecks  ÄCB 
berechnen,  und  aus  d^,  c  und  a^  kann  man 
die  Seite  d  und  den  Winkel  d  des  Dreiecks 
ADC  berechnen,  wie  in  der  Auflösung  der 
Aufgabe  118  gezeigt  wurde. 


Angabe  739.  Die  parallelen  Seiten  a 
und  c  eines  Trapeases  messen  bezw.  42,8  m 
und  26  m,  und  die  beiden  andern  Seiten  b 
und  d  messen  bezw.  28,9  m  und  26,7  m;  wie 
gross  sind  die  vier  Winkel  und  die  Diago- 
nalen,  und  welches  ist  der  Inhalt  des  Ttbt 
pezes? 

Figur  257. 


Gegeben: 


h 
c 
d 


42.8  m 

28.9  m 
26  m 
25,7  m 


A 


H 


a-c 


IK 


Andeutung.  Ist,  siehe  Fig.  257,  AB  CD 
das  Trapez,  welches  den  Bedingungen  der 
Au^be  entspricht,  und  man  zieht  z.  B. 
DG  II  CB,  so  erhält  man  das  schief- 
winklige Dreieck  ADG  und  das  ||  gr 
DCBG,  Von  dem  Dreieck  ^i>G^  kennt 
man  die  drei  Seiten,  indem  nämlich: 

AD  =zd 


DG  =z  CB  =  b 
und 


B 


AG  =  AB  —  GB  oder  = -AB— i>C 

also  =  a  —  c 

ist;  man  kann  somit,  wie  in  der  Auf- 
lösung der  Aufgabe  119  gezeigt  wurde, 
aus  diesen  drei  bekamiten,  Seiten  die  Winkel 
a  und  ß  jenes  Dreiecks  berechnen;  man  er- 
hält z.  B.  mittels  Anwendung  des  Projektions- 
satzes aus  dem  Dreieck  ADG  die  Bdationen: 

6«=  (i8-|-(a  — c)«  — 2d(a  — c)co8a 
und 


Figur  258. 


=  6«  -f  (a  —  cfi  —  26  (a  —  c)  cos^ 
aus  welchen  sich  bezw.: 


•  •  • 


2a  (a  —  c) 

(a  —  c)«  +  h»-di 
cos/?  =  —        -    - 


A). 
und 

B) 

ergibt 

Sind  hiemach  die  Winkel  a  und  ß 
bei'echnet,    so   kann   man   nach  der 


2&(a— c) 
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Erkl.  413  leicht  auch  die  Winkel  d  and  ; 
bestimmen,  und  ans  den  Dreiecken  CBA  mi 
DBA  der  Figuren  258  und  259,  von  weichet 
man  nunmehr  je  zwei  Seiten  und  den  ein- 
Figur  259.  geschlossenen  Winkel  kennt,   die  g^- 

c |i  suchten  Diagonalen  di  und  d^  berecb- 

neu;  man  kann  jedodi  auch  ueseDb- 
gonalen  d^  und  d^  unabhfingig  von  den 
bereits  berechneten  Winkeln  a  jsnd  f 
vde  folgt  direkt  aus  den  gegebenei 
vier  Seiten  bestimmen: 

1[ '^  '    *ö  Aus  dem  Dreieck  ADC  der  Fig. 25>' 

erhfilt  man  nach  dem  ProjektionBeaii 
für  die  Diagonale  d^  die  Relation: 

oder,  da  nach  der  Erkl.  413: 

<r  =  2Ä~a 
mithin: 

cosrf  =  Qos{2R —  «) 

Erkl.  414.    Multipliziert  man  die  in  neben-  ist  also  hiemach  und  nach  der  Erkl.  \H: 
stehender  Andeutung  aufiB:estellte  Gleidiung:  cosrf  =  —  cos« 

ff)  .  .  .  d,2  =  d2  +  c2  +  2dc.co8«  gesetzt  werden  kann: 

mit  a  und  die  in  nebenstehender  Andeutung  «)  •  •  •  d^*  =  d^  +  c^-^2dc'Cosa 
aufgestellte  Gleichung:  Für  dieselbe  Diagonale  «/j  erhält  man  aa? 

/?)...  d,2=:  <?2-|-a«  — 2<Ja.co8«  dem  andern  Dreieck  CBA  der  Figur  25^ 

mit  c,  so  erhält  man  bezw.  die  Gleichungen:  direkt  die  weitere  Relation: 

a'd,«  =  adß  +  ac^  +  2adc'C0Ba  «i)  •  •  •  d^i  z=  <ß-\-1j» —  2ah'COBß 
und  Femer  erhält  man  aus  dem  Dreieck  DBA 

e-d^i  =  c(««4-ca«  — 2<icic.co8«  der  Figur  259  nach  dem  Projektionssatz  m 

Addiert  man  diese  Gleichungen,  so  erhält  die  Diagonale  (^2  ^^  Relation: 

a.d,«  +  c.d,2  =  a.rf«  +  c.(?2  +  a.c2  +  c.a2  j^  dieselbe  Diagonale  (?,  erhält  man  an< 

<>^^r  dem  andern  Dreieck  D  CB  der  Figur  25^ 

a.d,«  +  c.d,2  =  rf«(a  +  c)-|-ac(a+c)  die  Relation: 

mithin:  d^2  =  c^  +  6«  —  2c6-co8y 

a.r?,«  +  c.d,«  =  {a  +  c){d^  +  ac)  oder,  da  nach  der  Erkl.  413: 

yz=2K'-ß 

mithin: 

cosy  =  cofi(2R—-  ß) 

Erkl.  415.    Multipliziert  man  die  in  neben-  ist,  also  hiemach  und  nach  der  Erkl  94: 
stehender  Andeutung  auij^stellte  Gleichung:  ^g^  __.  _  ^g^ 

«0  .  .  .  dj«  =  aß  +  bi  —  2ah'Cosß  gesetzt  werden  kann: 

"^J  ^^,^  ^f  .^  nebemitehender  Andeutung  ,          ^,2  =  c«  +  6«  +  2c6cos/l 

aufgestellte  Gleichung:  ^\^  ,  .  ,.  .                       ,     ,.   r^«  .  ,^ 

0\         ^  «  —  -« _j_  M  _i_  o^  j»  «/.« Ä  Multiphziert  man  nunmehr  die  Gletchiug  c 

u '  '  '    '^Tu   "^    K        ^    m  -1.  mit  a  und  die  Gleichung  j3)  mit  c  und  addier- 

mit  «,  80  erhält  man  bezw.  die  Gleichungen:       ^^  ^^^.^  erhaltenenTeuen  Gleichmigen.  s«. 

c.d,«=ca2  +  c&2-2ca6co8/J  f^jj^  die  Glieder  mit  cos«  weg  und  na« 

a.rf.;^  =  ac2  +  afc2  +  2ca6co8/J  «^^^^^  naxih  der  Erkl.  414  die  Relation: 

Addiert  man  diese  Gleichungen,  so  erhält  *>  •  •  *  a-d^^  +  c^d^^  ^(a  +  c)id^  +  <^r) 
man:  Multipliziert  man  femer  die  Gleichmig  «;' 

C'd^'^  +  a'd^^=i  e-a^  +  a-c^  +  c-h^+a-hi  mit  c  und  die  Gleichung  jS^)  mit  o  und  addier 

oder  die  somit  erhaltenen  neuen  Gleidmngai,  ^' 

c-rfj^-i-a-rfj«  =  ac(a-|-c)  +  6«(a-f-c)  faUen  die  Glieder  mit  cos|J  weg:  und  maa 

mitiiin:  erhält  nach  der  ErkL  415  die  Relation : 
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Erkl.  416«    Die  in  nebenstehender  Andeu- 
tung entwickelten  Gleichungen: 

c)  .  .  .  d^i-\-d^i  =  h^  +  di  +  2ac 
und 

d)  .  .  .  d,\^d,2^^^(d^^hi) 

kann  man  oft  mit  Vorteil  bei  der  Berechnung 
eines  Trapezes  benutzen. 

Durch  die  erste  dieser  Gleichnngen  wird  der 
planimetrische  Lehrsatz  ausgedrückt: 

„In  jedem  Trapez  ist  die  Summe  der 
Quadrate  über  den  beiden  Diagonalen 
gleich  der  Summe  der  Quadrate  über  den 
beiden  nicht  parallelen  Seiten,  vermebort 
um  das  doppelte  Bechteck  aus  den  beiden* 
parallelen  Seiten.'' 

Formt  man  die   zweite  jener  Gleichungen 
wie  folgt  um: 

dy^  —  d^g  _  g-fc 

dß  —  h^  a  —  c 

so  ergibt  sidi  hieraus  der  weitere  planimetrische 
Lehruitz: 

„Die  Diferenz  der  Quadrate  der  Diago- 
nalen eines  Trapezes  verhält  sich  zur 
Differenz  der  Quadrate  der  beiden  nicht 
parallelen  Seiten,  wie  die  Summe  der 
beiden  parallelen  Seiten  zu  ihrer  Differenz.** 

(Siehe  Eleyers  Lehrbücher  der  Planimetrie.) 


Addiert  man  nunmehr  die  Gleichungen  a) 
und  b),  so  erhfilt  man  fenier: 

a»  <?!*+ c«  dj* -h  c«  d,*  +  a«  djä  =  (a  +  c)  (d^  4- ac)4- 

(a-}-c)(62-|-ac) 
oder 

(ii«(a+c)-h<?2^(a+c)  =  (a+c)(d2+ac-|-&24-ac) 
(a  +  e)  (di«-+-  <*«*)  =  («  +  c)  (d^  +  b^  +  2ae) 
mithin: 

c)  .  .  (ij«  +  dj«  =  b^  +  di-\'2ac  (s.  Erkl.  416) 

Subtrahiert  man  hingegen  die  Gleichung  b) 
von  Gleichung  a),  so  erhält  man  weiter: 

a.rfi2-c.(ij«-f  c-dj«-a.dj«  =  (a-Hc)(<i«-fac)~ 

oder 

dj2(a— c)-(?,«(a-c)  =  (a+c)((i«+ac-62_ac) 

(a -  c) (dj«  —  rfj«)  =  ia  +  €)(d^  —  b^ 

mithm: 

d)  .  .  .  d[,2  -  d,i  =  -^— ^  (d«  ~  62)  Ejyjj^igj 

Aus   den  Gleichungen  c)   und   d)   erhält 
man  schliesslich  durch  Addition  derselben; 

2  d,«  =  6«  +  d«  +  2  a  c  +  iL±lf_  ((^2  —  &2) 

d  ~~"  c 

oder 

^  a  —  c 

a6«+adH-2a2c-  b»e-cd^2ac'^'\-  ad^cd^ab^-b^c 


2dl«  = 


d,2  = 


2ad«  —  2acg  +  2a^c  —  25«c 
2  (a  —  c) 


2g(d«  — c«)  +  2g(ag-&«) 
^'   ""  2(a-c) 


mithin: 


c).<i.=y^ 


(d»— c«)-j-c(o«  — ö«) 


At£4 


a  —  e 

Femer  erhält  man  aus  den  Gleichun- 
g&i  c)  und  d)  durch  Subtraktion  der 
Gleichung  d)  von  Gleichung  c): 

2dj«  =  63 -|- (^2 -[- 2ac  —  4-^  (<^  —  **) 


a  —  c 


oder 


gj  .  ^  {bi+d^+2ac)  (g-c)^  (g+o)  (d«  ~  &«) 


g  —  c 


2d.2= 


g62+gd2+2g«c-ft«c-cd«-2gc«-(gd8-|-cd2-g62~68c) 


«  — 


d,2  = 


g —  c 
2g62  — 2gc2-|-2g«c  — 2cd2 


mithin: 


2(g  — c) 
^,_2g(62— c«)  +  2c(gg  —  d8) 


r  g  —  c 

Nach  den  Gleichungen  C)  und  D)  kann 
man   die   gesuchten  Diagoniüen  d^  und  ^2 


476  Ebene  Trigonometrie. 

direkt  aus  den  vier  gegebenen  Seiten  deB 
Trapezes  berechnen. 

Den  gesachten  Inhalt  F  des  Trapezes  ksm 
man  schliesslich  ans  den  parallelen  Seitea 
a  und  c  nnd  den  vorstehend  berechneteo 
Winkeln  a  nnd  ß  berechnen,  wie  in  der  Auf- 
lösung der  vorigen  Aufgabe  gezeigt  wurde: 
man  kann  aber  auch  hierbei  wie  folgt  to'- 
Erkl.  417.  Nach  der  Erkl.  142  besteht  die  fahren: 
goniometrische  Formel:  Nach  der  Erkl.  404  besteht  die  Relation: 

8in2«+cos2«  =  l  j,^:?±l_    . 

und  hieraus  ergibt  sich:  i;  .  .  .  ^  —      ^      -  n 

sinsa  =  1«  —  cos«  a  Ferner  ergibt  sich  aas  dem  rechtwinkligea 

oder  nach  der  Erkl.  37:  Dreieck  DHÄ  der  Figur  260: 

sin««  =  (1 +  C08)  (1  —  cos«)  g)        _  ^  --  ^.gia„  (gi^^  Eyjji  g^j 

oder 

/-r--i r-r: r-  und  aus  diesen  beiden  Gleichungen  folgt  zo- 

sma  =  V(l  +  cos«)  (1  —  cos«)  nÄchst: 

h)  .  .  .  .  F  z=z — ^ —  .  dwXLa 

Setzt  man  in  dieser  Gleichung  nach  der 

ErkL  41 7 : 

i)  .  .  .  .  sin«  =  V^(l-}-oos«)(l  —  cos«) 

und  hierin  für  cos«  den  Wert  aas  Glei- 
chung A)  und  formt  die  somit  ^iialteDe 
Gleichung  entsprechend  um,  so  erhSlt  mu 
schliesslich,  wie  in  der  ErkL  418  gezeigt  ist: 


_  1     o  +  c 


E)  .  .  .  iP  =  ^.i!-I—  .  /[(6+d)-f(a-c)l.[(d-H(?)-(a-c)].[(a-c)+(6-cO].[(a-c)-(b-rf)l 

und  mittels  dieser  Gleichung  kann  man  dcD 
gesuchten  Inhalt  F  direkt  aus  den  vier  Seiteii 

ErW.  418.     Setzt  man  in  nebenstehender  ^^  Trapezes  berechnen. 

Gleichung  i):       

sin«  =  \/(l  +  cos«)  (1  —  cos«) 
nach  nebenstehender  Gleichung  A)  fUr: 

(a  — c)«  +  d«--6« 

2d(a— c) 
80  erhält  man: 


sm 
oder 


m«-y|^l  + 2d(a-c) )y 2d(a-c)       ) 


sui^_  .,  [2d(a-c)  +  (a-c)«  +  (J2-62][2d(a-c)-(«--«JL~^+^] 


V  4a2(a  —  c)* 

sin«  =  _      .  V^pa5^^^2cdTä2^^2ä?+^2^^ 

mithin: 


a)  ..  sin«  =  ^^^^— ^^ .  v^[(a-c  +  c02-62].[6«-(a-c-d)«] 

Setzt  man  diesen  Wert  für  sin«  in  die  in 
nebenstehender  Andeutung  entwickelte  Glei- 
chung h),  so  erhält  man: 


«+<'  .,      1 


f  =  — I— .  rf  . -2^^^— ^  V/[(a  -  c  +  d)«  -  *«]  [ft*  -  (a  -  c  -  d)«] 
oder 
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^=  T  '  "St  V[ia-c)  +  (h+d)].[(a-e)^(h^d)]^[(h^d)+{a-^c)].[(h+d)^(a-^c)] 

mithin: 

^=  T  '  "Sf  /[(fc+rf)  +  (a- c)] .  [(5+d)-(a-c)]  •  f(a-c)  +  {6-d)] .  [(a-c)  -  (6-d)] 

Aufjgabe  740.    In  einem  Trapez  sind  die  r  ^  _.  4  jq 

nicht  parallelen  Seiten  6  =  4  und  rf  =  2m  opI»      ld  =  2m 

lang  nnd  die  beiden  Diagonalen  messen  d^  =  ^geoen:  j  ^^  —  ig^ 
12m  und  c?2  =  8m;   man  soll  die  beiden  [(2,  =  8m 

Gmndlinien  dieses  Trapezes  berechnen.  aj^i.-         vri.j      «^      »1.1^«^ 

^  Andeutung.    Nach  den  m  der  Erkl.  416 

an^l^estellten  Sätzen  bestehen  zwischen  den 

vier  Seiten  a,  b,  e  nnd  d^  von  welchen  a 

nnd  c  die  parallelen  Seiten  bezeichneni  nnd  den 

beiden  Diagonalen  d^  nnd  d^  die  Relationen: 

a)  .  .  .  dj«-[-(i52  =  ft«  +  d«4-2ac 
nnd 

"*^  •  •  •    a-c  -    rf«-ft« 

Ans  der  ersten  dieser  Gleichungen  erhält 
man  die  Relation: 

C^   .    .   .    d'C  ^    j: 

a 

Bringt  man  in  bezng  auf  die  zweite  jener 
Oleichnngen,  welche  eine  Proportion  darsteUt, 
den  in  der  Erkl.  119  angeführten  Summen- 
und  Differenzensatz  in  Anwendung,  so  er- 
hält man: 

(a  +  c>-f  (g-c)  _  (d,«-d,«)-f(d«-ft2) 

oder 

^  •  •  '  •    c   ""  (dl«  —  dj«)  —  ((?2  -  6«) 

Aus  den  Gleichungen  c)  und  d)  erhält 
man  durch  Multiplikation  derselben: 


^  •••'*""  V  2[W-  d,«) -  (da -  6«)] 

Durch  Division  der  Gleichung  c)  durch 
Gleichung  d)  erhält  man  femer: 

In  Rücksidit  der  gegebenen  Zahlenwerte 
kami  man  mittels  dieser  Gleichungen  die  ge- 
suchten Grundlinien  a  und  c  direkt  aus  den 
gegebenen  Stücken  berechnen. 


Aufigaba    741.      Die    beiden    parallelen 
Seiten  a  und  c  eines  Trapezes  messen  bezw.  oa^toKau 

13,5  m  nnd  6,9  m  nnd  die  beiden  Diagonalen  ^««g^eoen. 

(/i  und  d^  sind  bezw.  12,8  nnd  14,8  m  lang; 


a  =:  18,6  m 

c  =  6,9  m 

<f  1  =  12,8  m 

d,  =  14,8  m 


man  soll  die  nicht  parallelen  Seiten  des  Tra-        Andeutung.    Die  Auflösung  dieser  Auf- 
pezes  berechnen.  gäbe  ist  analog  der  Auflösung  der  vorigen 

Aufgabe  740. 
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Nach  der  Erkl.  416  bestehen  nämlich 
zwischen  den  beiden  Diagonalen  d^  and  d^ 
den  parallele  Seiten  a  and  c  ond  den  beiden 
nicht  parallelen  Seiten  b  nnd  d  die  R^ 
lationen : 

nnd 

Aus  der  ersten  dieser  Gleichungen  ergibt 
sich: 

a)  .  .  .  62-f-d2  =  (d^Ä  +  d,«)  — 2ac 

nnd  ans  der  zweiten  jener  Gleichungen  er- 
gibt sich: 

b)  .  .  .  d2— 52=  ^7^  W  —  dS) 

Durch  Addition  der  Gleichungen  a)  nnd 
b)  erhält  man: 

'  a-|-c 

oder 

a-\-e 

a-|-c 
Q^_,2ad,2  +  gc<l,2  — ggc(a  +  c) 

mithin: 


In  analoger  Weise  erhält  man  durch  Sub- 
traktion der.  Gleichung  b)  von  Gleichung  a): 


B) . . .  ft  =  y 


cd^'\-ad^  —  ac{a-\-  c) 


Nach  den  Gleichungen  A)  und  B)  kann  man 
die  gesuchten  Seiten  h  und  d  direkt  aus  den 
gegebene  Stücken  berechnen. 


Au^be  742.     Die  kleinste  der  beiden  [  a  =  360,5  dui 

parallelen   Seiten  eines  Trapezes   ist   a  =  aaac^xorx      «  =  72o  8(y  44" 

360,5  dm  lang,    die   derselben   anliegenden  "®«®"*®"- U  =  II600038" 

Winkel  a  und  ^  sind  bezw.  =  72^30' 44''  (ä=  lioodm 

und  =  116<>0'38"  und  die  Höhe  ä  des  Tra-  Andeutung.  Stellt,  siehe  Figur  261, 
pezes  misst  110  dm;  man  soU  hieraus  den  aBCD  das  Trapez  dar,  wdiches  den  Be 
Inhalt  des  Trapezes  berechnen.  dingungen  der  Aufgabe  entspricht,  und  man 

zieht  z.  B.  BG  parallel  AD,  so  erhält  man 
das  Parallelogramm  ÄDGB  und  das  schief- 
winklige Dreieck  BGC-,  bezeichnet  man  den 
Inhalt  des  erstem  mit  /\  und  den  Inhalt  des 
letztem  mit  /j,  so  besteht  fOr  den  gesuchten 
Inhalt  F  des  Trapezes  die  Relation: 

a)...F=:A  +  /; 
Betrachtet  man  die  gegebene  Seite  Äh 
(=  a)  als  Grundlinie  des  Igrs  ÄDGB,  «o 
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A 


Figur  261. 
c  „ 

UV    ocWaR-ot 


ist  die  gegebene  Höhe  BH  (=  h)  des  Tra- 
pezes die  zn  dieser  Grundlinie  AB  gehörige 
Höhe   jenes    i  grs    and  man   hat  nach   der 
Erkl.  419  im*  den  Inhalt  /j  des  !|  gi's: 
h)  ,  ,  .  fi=z  a*h 

Betrachtet  man  femer  die 
C  Seite  GC(=c^a)  des  Drei- 
ecks B(7C  als  Grundlinie  dieses 
E^iecks,  so  ist  die  gegebene 
Höhe  BH(=h)  des  Trapezes 
die  zu  dieser  Gnm^nie  GC  ge- 
hörige Höhe  jenes  Dreiecks  und 
man  hat  für  den  Inhalt  /g  dieses 
Dreiecks  die  Relation: 


A  = 


(c  —  a)'h 


2 


Erkl.  419«  Bezeichnet  man  den  Inhalt  eines 
Parallelogramms  mit  F,  die  Masszabl  einer  Seite 
desselben  (als  Grundlinie  gedacht)  mit  a  und 
die,  auf  dieselbe  Längenei^eit  sidi  beziehende 
Masszahl  der  zn  dieser  Seite  gehörigen  Höhe 
mit  hj  so  besteht  die  Relation: 

F  =z  ü'h  Flächeneinheiten 
(Siehe  Kleyers  Lehrbücher  der  Planimetrie.) 

Erkl.  420.  Da  in  der  Figur  261  das  Viereck 
ADGB  ein  igr  ist,  so  ist  nach  der  Erkl.  884: 

^ABG  =  ^ 

Nach  der  Erkl.  413  ist  femer  in  dem  Trapez 
ABCD: 

<r  =  2Ä  — c 
In  dem  Dreieck  BGC  ist  schliesslich: 
<^B0C=2]i.—  u 


und 


nnd 


und 


<^  GBO  =z  ß  —  d  oder  =  ß-  (2Ä  ~  «) 

oder  z=ia-\-ß—2H 


Erkl.  421«  Zu  den  in  nebenstehender  An- 
deutung anl^estellten  Gleichungen  c),  A)  und 
Aj)  ist  zu  bemerken,  dass  die  darin  vorkommende 
Funktion: 

sin(a  +  /J— 2Ä) 

in  Rücksicht,  dass  nach  den  in  der  Aufgabe  742 
gegebenen  Zahlenwerten  die  Winkelsumme  a-\-ß 
grösser  als  2R  ist,  nicht  weiter  reduziert 
wurde.  Diese  Funktion  könnte  man  nämlich 
wie  folgt  noch  reduzieren: 

Man  könnte: 

sm(a  +  /J-2Ä)  =  sin(— [2Ä— (a-f/J)]) 

also  nach  der  Erkl.  127: 

sin  (a  +  /J  —  2i2)  =  —  sin  [2Ä  —  («  +  ß)] 

und  hiemach  und  nach  der  Erkl.  66: 

a)  .  .  .  sin(«  +  ^  — 2i?)  =  — sin(«-|-^) 

setzen.  Man  würde  alsdton  an  Stelle  der  Glei- 
chung c): 


aus  welcher  die  unbekannte  Grundlinie  (c  —  a) 
jenes  Dreiecks  wie  folgt  eliminiert  werden 
kann. 

Nach  der  Sinnsregel  erhält  man  aus  dem 
Dreieck  BGC: 

c  —  a  __  sin(/J—  d) 
d  siny 

und  hiemach  und  nach  den  Erkl.  420  und 
66  erhält  man: 

c  —  a  ==^  a  ' ; — 

smß 

femer  erhält  man  ans  dem  rechtwinkligen 
Dreieck  BHG: 

d  =  ~A-  (8.  Erkl.  42) 
sm« 

und  ans  diesen  beiden  Gleichungen  folgt: 

sin(«  +  />~2/?) 

c  —  a  :=  Ä  • ; ; — 

sma-sinß 

Man  hat  also  (siehe  Erkl.  421),  für  den 
Inhalt  /s  jenes  Dreiecks: 

Ä2     8in(a  +  /J  — 2fi) 
2 


c) 


A  = 


sina-sin/9 

Aus  den  Gleichungen  a)  bis  c)  erhält  man 
für  den  gesuchten  Flächeninhalt  F: 


F=  a'h  + 


oder 
A)  . 


Ä«     sin(g4-/>~2A) 
2   *        sina'Sin^ 


F  =  h 


^       h     8in(a  +  />-2jB) 
"•    2  «aka'tänß 


] 


(siehe  die  Erkl.  421) 

Man  kann  anch  den  Inhalt  F  wie  folgt 
berechnen: 

Fällt  man,  siehe  Figur  263,  die  Perpen- 
dikel Dil  und  ClTi,  so  erhält  man  aus  den 
hierdurch  entstandenen  rechtwinkligen  Drei- 
ecken DHA  und  CH^B  die  Relationen: 

AH 
ctg«  =  — ^— 


480 


Ebene  Trigonometrie. 


1) 


A  = 


_        Ä»      sin  ja  +  ß) 


oder 
a)  .  . 


2       sinccsin/f 

und    an   Stelle    der  Gleichung  A)    bezw.  der  und 
Gleichung  A,): 

h      8in(a  +  /J)l    ^  ctg(2ß-/J)=: 

J  oder 

erhalten. 


AH  =  h'Ctga 


2) 


...F=[a-| 


_   Bg, 

A 


/»)....  5^1  =Ä.ctg(2Ä  — /f) 

T«.?iri„^wÄT  wi5ti!S  Fl^r  fl  1^  ^^  «^h  °«^  »«»  d^«-  Figur  263  ei^U 
Trapez,  in  welchem,  wie  m  der  rigur  262  an-    ■,        ,,      ,  , .  ,     ^     ^-J!?i^i    a^ä*^ 

gedeutet,  die  Summe  der  beiden  WiÄel  «  und  ^  dassjie  mcht  gegebene  parallele  Seite: 
kleiner  als  2R  ist,  zu  dessen  Inhaltebestim-       dc  ^  HH^  oder  =  ^B-{-£J7,  —  AH 

^^r^'f^/Z^f^^^/^l^'^il^fr  ist.  80  erl»Wt  °««» »»  Eückslcht,  dass  Jß  =  « 
sramms  ^1} Cr B  den  Inhalt  f,  des  Dreiecks  BC Cr  .  .'      ,  .     »«  i.  •  i.*  j  ..     ™*^v^-.j m^: 

Subtrahieren  muss  [siehe  die  nebenstehende  ^«^  ^^  "»  Rücksicht  der  vorstehenden  Gk- 
Gleichung  a),  die  Erkl.  422  und  vergleiche  die  chungen  a)  und  ß)  fOr  diese  Seite  DC{=c)\ 
Figuren  261  und  262].  c  =  »  +  Ä.ctg(2Ä  — /J)- Äctg« 

Figur  262.  ^^^ 

C  a-c  y)  .  .  c  =  aH-Ä[ctg(2B~Ä-ctga] 

7&  Da  man  nunmehr  von  dem  Trapez  die 
beiden  pu^elen  Seiten  a  und  c  und  die 
Höhe  h  kennt,  so  hat  man  nach  der  Erkl.  404: 


F  — 


a-\-e 


2 


oder,  in  Rücksicht  jener  Gleichung  y): 

jn^g  +  «  +  *[ctg(2i?~/>)~Ctg«]      ^ 

Erkl.  422.     Ist  die  Summe  der  Winkel,        tj  ^    .  ^  i.  j.       /ii  i^v  «^  „.^ 

welche  an  einer  der  Grundlinien  eines  Trapezes  Reduziert  man  noch  diese  Gldchung  und 
anliegen,  grösser  als  2Ä,  wie  z.  B.  in  der  bringt  manin  bezug  auf  ctg(2jB— /?)  — ct«:c 
Figur  261  die  Winkelsumme  n\-ßy  so  fUlt  die  in  der  Erkl.  423  angeführte  goniometri- 
lede  der  durch  die  Endpunkte  jener  Grund-  sehe  Formel  in  Anwendung,  indem  man  in 
linie  mit  einer  der  nicht  parallelen  Seiten  des  derselben: 
Trapezes  gezogenen  Parallelen  (wie  ^öinder  «  =  25  — /f 

Figur  261)  innerhalb  des  Trapezes;  ist  hin-  und 
gegen  jene  Winkelsumme  kleiner  als  2£,  wie  /f  =  « 

z.  B.  in  der  Figur  262  die  Winkelsumme  a-\-ß,  setzt,  so  erhfilt  man  schliesslich: 
so  fällt  jede  der  durch  die  Endpunkte  jener 
Grundlinie  mit  einer  der  nidit  parallelen  Seiten 
des  Trapezes  gezogenen  Parallelen  (wie  BG  \tl 
der  Figur  262),  ausserhalb  des  Trapezes. 

Erkl.  42ft«  Eine  goniometrische  Formel  heisst : 


Q«-i_Ä    gint«-(2ig~/»l 


2 


oder 


,  .    ^       sin(Ä  — «) 

ctg«  — ctg/f  =        ^        ' 


sina*sin/9 

(Siehe  Formel  153  in  Kleyers  Lehrbuch  der  Gleichung  A). 
Goniometrie.) 

Figur  268. 


AN  m      Fl*     8in(tt  +  /y-2i?)1   . 

nämlich  dieselbe  Gleichung  als  die  vorstdiende 


Preisgekrönt  in  Frankfurt  a.  H.  1881. 


Der  ausführliche  Prospejct  und  das  ausführliche  Inhalts- 
verzeichnis der  „Tollständig  gelösten  Aufgabensammlmig  von 
I)r.  Ad.  Kleyer**  kann  von  jeder  ßuchliandlung,  sowie  von  der 
Yerlagshandlnng  gratis  und  portofrei  bezogen  werden. 

Bemerkt  sei  hier  nur: 

1).  Jedes  Heft  ist  aufgeschnitten  and  gut  brochiert  um  den  sofortigen  and  dauern- 
den Gebraach  za  gestatten. 

2).  Jedes  Kapitel  enthält  sein  besonderes  Titelblatt,  Inhaltsverzeichnis,  Berichtigangen 
and  Erklärangen  am  Schiasse  desselben. 

8).  Aaf  jedes  einzelne  Kapitel  kann  abonniert  werden. 

4).  Monatlich  erscheinen  3 — 4  Hefte  zu  dem  Abonnementspreise  von  25  Pfg.  pro  Heft 

5).  Die  Beihenfolge  der  Hefte  im  nachstehenden«  karz  angedeateten  Inhaltsver- 
zeichnis ist,  wie  aus  dem  Prospekt  ersiohtlidh,  ohne  jede  Bedeutung 
fflr  die  Interessenten. 

6).  Das  Werk  enthält  Alles,  was  sich  überhaapt  aof  mathematiBche  Wissenschaften 
bezieht,  alle  Lehrsätze,  Formeln  and  Regeln  etc.  mit  Beweisen,  alle  praktischen 
Aufgaben  in  vollständig  gelöster  Form  mit  Anhängen  angelöster  analoger  Aaf- 
gaben  and  vielen  vortrefflichen  Figuren. 

7).  Das  Werk  ist  ein  praktisches  Lehrbuch  für  Schüler  aller  Schulen,  das 
beste  Handbuch  für  Lehrer  and  Examinatoren,  das  vorsüglichste  Lehrbuch 
Bum  Selbststudiunii  das  vortrefTlichste  Nachschlagebuch  für  Fachleute  und 
Techniker  jeder  Art. 

8).  Alle  Buchhandlungen  nehmen  Bestellungen  entcgen. 


Das  vollständige 

Inhaltsyerzeichnis 

der  bis  jetzt  erschienenen  Hefte  1—266 

kann  durch  jede  Buchhandlung  bezogen  werden. 


Halbjährlich  erscheinen  Nachträge  über  die  inzwischen  neu  erschienenen  Hefte. 


pT9ek  Ton  Carl  Hammef  in  Sfii|kfl|«rii 


I 


Aufgaben-  Sammlung 


—  nebst  Anhängen  ungelöster  Aufgaben,  für  den  Schul-  &  Selbstunterricht  - 

mit 

in&abo  und  EDtwleUnng  der  benntiten  Sätie,  Fonneln,  Regeln,  In  Frujien  nnd  Antworten 

erläutert  durch 

viele  Holzsclmitte  &  lithograph.  Tafeln, 

aus  allen  Zweigen 

der  Recbenlninst)  der  niederen  (Algebra,  Planimetrie,  Stereometrie,  ebenen  u.  sphärischen 
Trigonometrie,  synüietischen  Geometrie  etc.)  u.  höheren  Mathematik  (höhere  Analysis, 
Differential-  u.  Integral-Bechnung,  analytische  Geometrie  der  Ebene  u.  des  Raumes  etc.);  -— 
aus  allen  Zweigen  der  Physik^  Heehanlk«  Graph^mtatlk^  Chemie^  Geodlsle^  Hantlk^ 
mathenut.  Geographie^  Astronomie;  des  JÜMchinen-^  Strassen*,  Eisenbahn-,  Wasser-, 
Brttekeft*  u.  Hochoan's;  der  Konstmktionslehren  als:  darsteU.  Geometrie,  Polar«  u. 

Parallel-PerspektlTe,  Sehattenkonstmktionen  etc.  etc. 

für 

Schttler,  Studierende,  Kandidaten,  Lehrer,  Techniker  jeder  Art,  Militärs  etc. 

zum  einzig  richtigen  und  erfolgreiclien 

Studium,  zur  Vorthfilf»  bei  Schularbeiten  und  zur  rationellen  Verwertung 

der  exakten  Wissenschaften, 

herausgegeben  ron 

Dr.  Adolph  KJeyer^ 

MathelnatikeT,  Tereideier  königl.  prenat.  Feldmeiaer,  vereideter  groMh.  heiilioher  Oeometer  I.  Klaaie 

in  Frankfurt  a.  M. 

unter  Mitwirkung  der  bewährtesten  Er&fte. 


.  '     r    '  .1     ^1 


-L-i   .!_'    1  .J.-i—'    J^^  .  1 


r.  .bl  l:^' 


Eibene  Trig^onometrie. 

Fortsetzung  von  Heft  304.  —    Seite  481—496.    Mit  29  Figuren. 

Inliftit: 

Aufgaben  Aber  dai  Viereck,  Fortsetsnng.  —  Aufgaben   Ober  da«  allgemeine  Trapez.  —  Aufgaben  über  daa 

allgemeine  Viereck  oder  daa  Trapesoid. 


Stuttgart  18S7. 
Verlag  von  Julius  Maler. 
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^»  Diete  Aufgtbentaminlung  trscheint  fortlaufend,  monatlich  3—4  Hofto.  »» 
^  tlnioliioii  Haaptkapitol  sind  mit  oigMor  Paginlorung  vortolMn,  so  dato  |odoo  doraolbon  olnon  Band  MIdon 


Das  vollständige  Inhaltsverzeichnis  der  bis  jetzt  erschienenen  Hefte  1 — 266 
kann  durch  jede  Buchhandlung  bezogen  werden. 


Preisgekrönt  in  Frankfart  a.  M.  1881. 

PROSPEKT. 

Dieses  Werk,  welchem  kein  Umllehes  sur  Seite  steht,  erscheint  monatlich  in  8—4 
Heften  ra  dem  billigen  Preise  von  25  ^  pro  Heft  und  bringt  eine  Sammlung  der  wichtig 
sten  und  praktischsten  Anfgaben  aas  dem  Gesamtgebiete  der  Mathematik ,  Physik, 
Meehanik,  math.  Geographie  ^  Astronomie  9  des  Masehinen-^  Strassen*  ^  Eisenbahn-, 
Brileken-  nnd  Hoehbanes,  des  konstraktiren  Zelehnens  etc.  etc.  nnd  «war  in  ToHstindig 
gelMer  Fonuy  mit  Tielen  Flgoren»  ErklJbnngen  nebst  Angabe  nnd  Entwiekeinng  der 
benntiten  Sitse^  Formeln,  Regeln  in  Fragen  mit  Antworten  etc.,  so  dass  die  Lesmig 
Jedermann  Torstftndlich  sein  kann,  besw.  wird,  wenn  eine  grossere  Aniahl  der  Hefte  er- 
schienen ist,  4a  dieselben  sieh  in  ihrer  Gesamtheit  ergftnien  nnd  alsdann  anch  alle 
Tello  der  reinen  nnd  angewandten  Mathematik  ~  nach  besonderen  selbst&ndigen  Kapi- 
teln angeordnet  —  Torliegen. 

Fast  Jedem  Hefte  ist  ein  Anhang  Ton  nngelSsten  Anfgaben  beigegeben,  welche  der 
eigenen  Ltanng  (in  analoger  Form,  wie  die  besflglichen  gelösten  Anfgaben)  des  Studierendes 
aberlassen  bleiben,  nnd  sugleich  Ton  den  Herren  Lehrern  fftr  den  Schnlnnterricht  benntst 
werden  können.  —  Die  Ldsnngen  hierin  werden  spftter  in  besonderen  Heften  fOr  die  Hand  des 
Lehrers  erscheinen.  Am  Schlosse  eines  jeden  Kapitels  gelangen:  Titelblatt,  Inhaltsrenrieh» 
nis,  Berlehtlgnngen  nnd  erlintemde  Erkllmngen  ttber  das  betreffende  Kapitel  snr  Ausgabe. 

Das  Werk  behandelt  snnächst  den  Hanptbestandteil  des  mathematisch-natorwissen- 
schaftlichen  ünterrichtsplanes  folgender  Schulen:  Realsehnlen  I.  nnd  II.  Ord.,  gleleb- 
berechtigten  höheren  Bllrgersehnlen,  PriTatsehnlen,  Gymnasien,  Realgymnasien,  Pre- 
gjMnaslen,  Schnllehrer- Seminaren,  Pelyteehniken,  Teehnlken,  BangewerkaiÄalen, 
Gewerbesehnlen,  Handelssehnlen,  teehn.  Torbereltongsschnlen  aller  Arten,  gewerbll^e 
Fertbildnngssehttlen,  Akademien,  ünlTersitlten ,  Land-  nnd  Forstwissensehaftsseknlen, 
Militirsehnlen,  Torl>ereitnngs-Anstalten  aller  Arten  als  s.  B.  fttr  das  Ei4Uirig-Frel- 
willlge-  and  Offliiers-Examen,  etc. 

Die  Sehfller,  Stadlerenden  und  Kandidaten  der  mathematischen,  technischen  und 
naturwissenschaftlichen  Fächer,  werden  durch  diese.  Schritt  fttr  Schritt  gelOste,  Aufgaben- 
sammlung Inunerwihrend  an  ihre  in  der  Schule  erworbenen  oder  nur  geli6rten  Theorien  etCL 
erinnert  und  wird  ihnen  hiermit  der  Weg  sum  unfehlbaren  Auffinden  der  Lösungen  dei^ 
Jenigen  Aufgaben  geseigt,  welche  sie  bei  ihren  PrOfhngen  lu  lösen  haben,  xugldch  aber  auch 
die  ttberaas  gresse  Fmehtbarkeit  der  mathematischen  YHissenschaften  yorgef&hrt 

Dem  Lehrer  soll  mit  dieser  Aufgabensammlung  eine  kriftige  Sttttse  fBr  dgn  Schul- 
unterricht geboten  werden,  indem  sur  Erlernung  des  praktischen  Teiles  der  mathematischen 
Disdplinen  —  anm  Auflösen  TOn  Aufgaben  —  in  den  meisten  Schulen  oft  keine  Zeit  er- 
flbrigt  werden  kann,  hiermit  aber  dem  Schftler  bei  seinen  hftnslichen  Arbeiten  eine  toII- 
st&ndige  Anleitung  in  die  H&nde  gegeben  wird,  entsprechende  Anfgaben  in  ISoen,  die  ge- 
kabten  Regeln,  Formeln,  Sitae  etc.  aninwenden  und  praktisch  xn  Terwerten«  Lnat,  Uehe 
und  Terstlndnis  für  den  Schnl-Ünterricht  wird  dadurch  erhalten  und  belebt  werden. 

Den  Ingenienren,  Architekten,  Technikern  und  Fachgenessen  aller  Art,  MIUtlrB 
etc.  etc.  soll  diese  Sammlung  inr  AnffHsohnng  der  erworbenen  und  rielleicht  Tergessenen 
mathematischen  Kenntnisse  dienen  nnd  sugleich  durch  ihre  praktischen  in  allen  Berafn 
iwelgen  Torkemmenden  Anwendungen  einem  toten  Kapitale  lebendige  Kraft  Tcrleihen  und 
somit  den  Antrieb  su  weiteren  praktischen  Terwertnngen  und  weiteren  Forschungen  geben. 

Alle  Buchhandlungen  nehmen  Bestellungen  entgegen.  Wichtige  und  praktische  Anf- 
gaben werden  mit  Dank  von  der  Bedaktioa  entgegengenommen  und  mit  Angabe  der  Mama 
fwbiellet  —  Wftnsche,  Fragen  etc.,  welche  die  Redaktion  betreffen,  nimmt  der  TerfiMser, 
Dr.  Klayar,  Fhmkftirt  a.  M.  Fischerfeldstraase  U,  entgegen  nad  wird  deren  ErMignv 
tiuuüichst  berftcksichtlgt. 

stoUgart  Die  yerlag:flhandliiiig. 


Aufgaben  ttber  das  Viereck,  speziell  das  allgemeine  Trapez. 


481 


Aufgabe  743.  Von  einem  Trapez  kennt 
man  die  Grnndlmie  a  =  B24  m,  die  an- 
stossende  Seite  e^  =  67  m,  sowie  die  der 
Grundlinie  a  anliegenden  Winkel  a  =  42^ 
30'  23''  und  ^  =  56®  11'  21";  man  soll  hieraus 
den  Inhalt  des  Trapezes  berechnen. 


Gegeben: 


a  =  324  m 
d  =  67  m 
a  =  420  30'  23" 
ß  =  560  11'  21" 


Andeutung.  SteUt,  siehe  Figur  264, 
AB  CD  das  gegebene  Trapez  dar,  und  man 
zieht  z.  B.  BG\\ÄD,  so  erhält  man  das 
Parallelogramm  AD  OB  und  das  Dreieck 
BCG;  bezeichnet  man  den  Inhalt  jenes  |{grs 
ADGB  mit  /j,  den  Inhalt  des  Dreiecks 
BCG  mit  /2,  so  hat  man  hiemach  für  den 
gesuchten  Inhalt  J^  des  Trapezes  die  Re- 
lation: 

sl)  .  .  .  F=fi^f^  (siehe  die  Erkl. 421  u. 422) 

Nach  der  in  der  Andeutung  zur  Auf- 
gabe 675  aufgesteUten  Gleichung  C)  hat 
man  für  den  Inhalt  f^  des  ||grs  ADGB: 

Da  man  femer  von  dem  Dreieck  BCG 
die  Seite  BG  {=  d)  und  die  Winkel  a  und  ^ 
kennt,  so  hat  man  nach  der  in  der  Auf- 
lösung der  Aufgabe  117  aufgestellten  For- 
mel 95  für  den  Inhalt  f^  dieses  Dreiecks: 

(^•8in(a-|-/J)sina 

^  *  2  8m/9 

Aus  den  Gleichungen  a)  bis  c)  ergibt  sich 
nunmehr: 

^2  sin  («"[-/y)  sin« 

2sin^ 


F  =  adBinu  — 


oder 


A) 


,  .  ,  ,  F  =  c^sinala  — 


d^    sin  (g  "[-/>) 
"2" '       sm/J 


] 


nach  welcher  Gleichung  man  den  gesuchten 
Inhalt  F  berechnen  kann. 


Aufgabe  744.  Die  grössere  der  Grund- 
linien eines  Trapezes  ist  a  =  2,58  m,  eine  der 
beiden  andern  Seiten  ist  6  =  2,24  m ,  die 
Summe  der  beiden  übrigen  Seiten  c  und  d 
ist  iS  =  8,66  m  und  die  Diagonale,  welche 
zwei  Endpunkte  der  Seiten  c  und  d  ver- 
bindet, ist  dl  =  2,04  m;  wie  gross  sind  die 
Winkel  und  die  nicht  gegebenen  Seiten? 

Figur  265. 


Gegeben: 


a  =  2,58  m 
h  =  2,24  m 
c  +  dz=  S=  3,66  m 
d,  =  2,04  m 


Andeutung.     Aus    den   gegebenen  drei 
Seiten  a,   b  und   e/^    des   Dreiecks  ACB, 
siehe  Figur  265,  berechne  man,  wie  in  der 
Auflösung  der  Aufgabe  119  gezeigt  wurde, 
die  Winkel  a^  und  ß  dieses  Dreiecks. 
Ist  hiemach  der  Winkel  a^  berechnet, 
so  kennt  man  von  dem  Dreieck  ADC 
die  Seite  AC  (==  d{),    den   Winkel 
ACD  (=  a^)  und  gemäss  der  Auf- 
gabe die  Summe  S  der  Seiten  AD 
(=  d)  und  DC  (=  c);  man  kann  so- 
mit, wie  in  der  Andeutung  zur  Auf- 
gabe 480  gesagt  wurde,  die  Seiten  c 
und  d,  sowie   die  Winkel  d  und  a^ 
dieses  Dreiecks  berechnen. 


Kleyer,  Ebene  Trigonometrie. 
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AxL^be  745.  Die  Differenz  der  beiden 
parallelen  Seiten  a  und  c,  von  welchen  a'^c 
ist,  beträgt  i>  =  12,5  m,  eine  der  beiden 
andern  Seiten  ist  ö  =  14,8  m;  die  Diagonale, 
welche  einen  Endpunkt  der  Seite  b  mit  einem 
Endpunkt  der  Seite  a  verbindet,  ist  d^  = 
17,6  m  lang  und*  die  Höhe  h  misst  10,6  m. 
Man  soU  hieraus  die  Winkel  und  die  nicht 
gegebenen  Seiten  berechnen. 

Figur  266. 


Gegeben : 


a  —  c  =  Z>  =  12,6  m 
b  =r  14,8  m 
d^  =  17,6  m 
h  =  10,6  m 


.^; 


2  R-rc^ 


a 


a-c 


Andeutung.  Ist,  siehe  Fig.  266,  ABCD 
das  Trapez,  welches  den  Bedingungen  der 
Aufgabe  entspricht,  und  man  zieht  CG  AD, 
so   erhält  man  das   schiefwinklige  Dreieck 

CBG,  von  welchem  die  Seite  BG  (=  a  —  c). 
die  zu  derselben  gehörige  Höhe 
CH(=  h)  und  die  Seite  CB  (=  b) 
gegeben  sind;  man  kann  somit,  wie 
in  der  Andeutung  zur  Aufgabe  346 
gesagt  ist,  mittels  jener  gegebnen 
Stücke  die  Seite  d  und  £e  Winkel 
a  und  ß  dieses  Dreiecks  berechneo. 
Sind  hiernach  diese  Stöcke  berechnet, 
so  kennt  man  von  dem  Dreieck  A  CO 
die  Seite  AG  {=  d^),  die  Seite  '«' 
und  den  jener  Seite  gegenüber- 
liegenden Winkel  AGC  (=  2-ß  —  a)  und 
man  kann  somit  im  weitem  die  Seite  AO 
(==  c)  berechnen,  wie  in  der  Auflösung  der 
Aufgabe  120  gezeigt  wurde.  Die  gesuchte 
Seite  a  findet  man  schliesslich  mittels  dei* 
gegebenen  Beziehung: 

a  —  c  =  D 


Aufjgabe  746.  Die  grössere  der  beiden 
parallelen  Seiten  a  und  c  eines  Trapezes, 
nämlich  die  Seite  a  misst  10  m,  eine  der 
anliegenden  beiden  andern  Seiten,  z.  B.  die 
Seite  6  ist  6  m  lang;  die  Diagonale  e/j, 
welche  die  beiden  Endpunkte  der  Seiten  a 
und  b  verbindet,  ist  8  m  lang  und  die  Summe 
der  beiden  übrigen  Seiten  c  und  d  ist  S  = 
12  m.  Wie  gross  ist  der  Flächemnhalt  des 
Trapezes? 


Gegeben: 


a 
b 


10  m 
6m 
8m 
5=  12m 


Figur  267. 
c  C 


Andeutung. '  Nach  der  ErkL  404  kann 
man  den  gesuchten  Inhalt  F  mittels  der  Re 
lation: 


F=z 


2 


h 


berechnen.  Da  aber  c  und  h  nicht  gegeben 
sind,  so  muss  man  zunächst  diese  Stücke 
bestimmen  und  dies  kann  man  wie  folgt: 

Stellt,  siehe  Figur  267,  ^BCZ>  das  g^ 
gebene  Trapez  dar,  so  kennt  man  gemäss 
der  Aufgabe  von  dem  Dreieck  CBA  die 
drei  Seiten;  man  kann  somit,  wie  in  der 
Aufgabe  119  gezeigt  wurde,  aus  diesen  drei 
Seiten  die  Winkel  a^  und  ß  jenes  Dreiecks 
berechnen.  Sind  hiemach  a^  und  ß  beredmet. 
so  kann  man  aus  b  und  ß  die  Höhe  h  be- 
rechnen, und  da  man  gemäss  der  Aufgabe 
von  dem  Dreieck  ADC  die  Summe  {c^d) 
der  Seiten  AD  und  i>C7,  die  Seite  d^  k^mt 
und  den  Winkel  a^  bereits  berechnet  hat,  so 
kann  man  aus  diesen  Stücken,  wie  in  der 
Andeutung  zur  Aufgabe  480  gesagt  wurde, 
die  Seiten  c  und  d  dieses  Dreiedca  berechnen. 


Aufgaben  über  das  Viereck,  speziell  das  allgemeine  Trapez. 
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Au^be  747.  Die  Summe  der  beiden 
Grundlinien  a  und  c  eines  Trapezes  ist  S  = 
25|42  m,  eine  der  beiden  andern  Seiten  ist 
b  =  5,04  m  und  die  Diagonalen  d^  und  d^ 
messen  bezw.  16,48  m  und  11,91  m;  man 
soll  hieraus  die  vierte  Seite  und  die  Winkel 
berechnen. 

Figur  268. 


Gegeben: 


a-\-c 
h 

d. 


S  =  25,42  m 
5,04  m 
16,48  m 
11,91  m 


a 


»J' 


G 


Andentang.    Ist,  siehe  Fig.  268,  ÄBCD 
das  gegebene  Trapez,  und  man  zieht  z.  B. 
zu  der  Diagonale  dy^  die  Parallele  BG  und 
verlängert  DC,  so  erhält  man 
das  Dreieck  DGB.    Von  diesem 
Dreieck  kennt  man  die  drei  Seiten 
Dö  (=  a  +  c\  GB(=  dl)  und 
DB  (=  d^\  man  kann  somit, 
,^ ''  wie  in  der  Auflösung  der  Anf- 

41/  ^be   119   gezeigt,  aus   diesen 

drei  Seiten  die  Winkel  a^  und 

ß^   dieses   Dreiecks   bestimmen. 

Ist  hiemach  ßi  berechnet,   so 

kennt   man   von    dem    Dreieck 

BDCdie  zwei  Seiten BC(=  b), 

BD  (==  d^)  und  den  der  kleinem  dieser  Seiten 

gegenüberliegenden  Winkel  ß^  man  kann  also 

somit,  wie  in  der  Auflösung  der  Aufgabe  121 

gezeigt,  die  Seite  c  dieses  Dreiecks  berechnen, 

u.  s.  f. 


Aufgabe  748.  Die  beiden  Grundlinien 
a  und  c  eines  lYapezes  sind  bezw.  240  dm 
und  86  dm  lang  und  der  spitze  Winkel  «, 
welchen  die  beiden  Diagoniden  bilden,  ist 
47^  14' 8,4'';  wie  gross  sind  die  Winkel  und 
die  beiden  andern  Seiten  dieses  Trapezes, 
wenn  eine  der  Diagonalen  t^^  =  218,5  dm 
misst? 


(begeben: 


a  =  240  dm 
c  =  86  dm 

€  =  470 14'  8,4 
d^  =  218,5  dm 


Figur  269. 


Andentang.     Stellt,    siehe   Figur   269, 
ABCD  das  gegebene  Trapez  dar,  und  man 
zieht  parallel  zu  der  nicht  gegebenen  Diago- 
nale BD  (==  rf,),  die  Linie  AG  und  ver- 
längert DC,  so  erhält  man  das  Hgr  GDBÄ 
und  das  schiefwinklige  Dreieck  GCA, 
von  letzterem  kennt  man  die  Seite 
GC,   dieselbe  ist   =  a  -f-  c,   die 
Seite  AC  {=  d^  und  den  Winkel 
GAC,  indem: 

a)  .  .  .  ^G^C=2i2  — («i-f/f,) 
und 

b)  .  .  .  €  =  ai  +  /Ji 

ist,  wie  sich  leicht  aus  der  Figur 
^    ergibt,  und  hiemach  die  Belation 
besteht: 

c)  .  .  .  ^Ö^C  =  2Ä  — € 

Nach  der  Sinusregel  erhält  man  aus  dem 
Dreieck  GCA\ 

sin(2i2  —  €)        gin/Jj 
und  hieraus  ergibt  sich: 


A)  .  .  .  sin/9,  = 


a-^c 


sine  (siehe  Erkl.  66) 


mittels  welcher  Gleichung  man  den  Winkel  ßi 
berechnen  kann.     Ist  hiemach  ß^  berechnet. 
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80  kann  man  nach  Gleichung  b)  den  "V^nkel  a^ 
berechnen,  indem  sich  ans  jener  Gldchimg: 

B)  .  .  .  «1  =  €  — i», 
ergibt. 

Ist  hieraach  a^  berechnet,  so  kennt  man 
von  jedem  der  Dreiecke  ÄDC  und  ÄCB 
zwei  Seiten  und  den  von  denselben  ein- 
geschlossenen WinkeL  Die  dritten  Seiten  d 
und  b  dieser  Dreiecke,  d.  s.  die  gesuchten 
Seiten  des  Trapezes,  kann  man  somit  leicht 
nach  den  aus  jenen  Dreiecken  mittels  An- 
wendung des  Projektionssatzes  sich  eigeben- 
den  Relationen: 


C)  .  .  .  d  ^  \/<ii*4~^*  —  2»diC«C08aj 

und 

D)  .  .  .  ft  =  l/djÄ-l-a«  — 2arfi-co8«i 
berechnen. 


Aufjgabe  749.  Die  beiden  parallelen 
Seiten  eines  Trapezes  sind  a  =  50,8  m  und 
c  =  15,04  m;  der  Winkel  zwischen  der 
grossem  dieser  Seiten  und  einer  der  Diago- 
naliBn  ist  «^  =  46<*  3'  21,5"  und  der  spitze 
Winkel,  welchen  die  beiden  Diagonalen  bilden, 
ist  e  =  64^10' 8,3'';  man  soU  hieraus  die 
nicht  gegebenen  Seiten  und  Winkel  berechnen. 


Gegeben:  {      ~ 


a  =  50,8  m 
c  =  15,04  m 
«1  =  460  8' 21,5 
€  =  640 10'  8,3" 


n 


Andeutung.  Die  Auflösung  dieser  Ani- 
gäbe  ist  analog  der  Auflösung  der  vorigen 
Aufgabe  748.  Man  berechne,  wie  in  der 
Auflösung  der  Angabe  117  gezeigt  wurda, 
aus  der  Seite  GC  (=  a-\-c),  dem  Winkel  a, 
und  dem  Winkel  ß^(=  e  —  a^)  des  Dreiecks 
ÄGC  der  Figor  269,  zunächst  die  Seiten  d^ 
und  d^,  d.  8.  die  Diagonalen  des  Trapezes. 
Dann  berechne  man  aus  den  Seiten  a  und  cf, 
und  dem  Winkel  a,  des  Dreiecks  ACB  die 
Seite  b  und  den  Wmkel  |J,  wie  in  der  Auf- 
lösung der  Aufgabe  118  gezeigt  wurde;  des- 
gleichen berechne  man  aus  c,  d^  und  a^  die 
Seite  d  und  den  Winkel  d  des  Dreiecks  ADC. 


Angabe  760.  Die  beiden  Diagonalen  d^^ 
und  d^  eines  Trapezes  messen  zusammen 
S  =  280,4  dm  und  bilden  miteinander  den 
Winkel  e  =  30<>  22'  12,7".  Die  Diagonale  d^^ 
bildet  femer  mit  der  Grundlinie  a,  welche 
96,8  dm  misst,  einen  Winkel  a^  =  11^  IV 
20,2'';  man  soll  hieraus  die  nicht  bekannten 
Seiten  und  Winkel  berechnen. 


Gegeben : 


d,  +  d, 

£ 

a 


5  =280,4  dm 
300  22- 12,7 

96,8  dm 
170  11' 20,2" 


Andeutung.  Stellt,  siehe  Figor  270, 
AB  CD  das  gegebene  Trapez  dar,  so  ergibt 
sich  aus  dieser  Figur  leicht,  dass: 

ist,  dass  man  also  den  Winkel  ß^  aus  der 
Relation: 

A)  .  .  .  /f]  =  e  —  «1 

berechnen  kann.  Femer  ergibt  sich  aus  dem 
Dreieck  ADC  nach  der  Sinusregel  die  Re- 
lation: 


AC 
AD 


sind 
sina. 


Aufgaben  ttber  das  Viereck,  speaäell  das  allgemeine  Trapez. 
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oder  ,  .'  . 

ai    ■    •    •        r—  -^—  — . 

d         Bina^ 

In  analoger  Weise  ergibt  sich  ans  dem 
Dreieck  J.i>^  die  Relation: 

,.  d^   sin« 

d         sm/fj 

Dividiert  man  die  Gleichung  a)  durch 
Gleichung  b),  so  erhält  man  die  Proportion: 

dj  _  sin<f'Sin/>t 

(^2         sinaj'Since 
oder,  da  nach  der  ErkL  418  a  und  d  Supple- 
mentwinkel sind,  da  also  nach  der  Erkl.  66: 

sind  =  sina 
ist: 

d^  sinßi 

df         smaj 

Bringt  man  in  bezug  auf  diese  Proportion 
den  in  der  ErkL  119  angeführten  Summen- 
und  Differenzeneatz  in  Anwendung,  so  erh&lt 
man  weiter: 

d^'\-d^  8in/>j-f-8inc^ 

d^  —  d^       sin^i  —  sinoEj 

oder,  da  gemäss  der  Aufgabe: 
d)  .  .  .  («1  +  <f ,  =  Ä 

ist,  und  da  man  nach  der  Erkl.  268  fOr  den 

Quotienten  rechts  tg  ^''^^'  :  tg  -^* ""  "' 
setzen  kann: 


c) 


2 


tg 


A  +  «t 
2 


d,^d, 

und  hieraus  ei^bt  sich: 

e)  .  .  .  .  d^  —  d^=.  8 


<«^ 


te 


A  — «1 


Mittels  der  Gleichungen  d)  und  e)  kann 
man  nunmehr  leicht  jede  der  Diagonalen  d^ 
und  d^  berechnen.  Sind  hiemach  d^  und  d^ 
bereclmet,  so  kann  man  aus  den  Dreiecken 
ÄCB  und  ÄBD,  bezw.  die  Seiten  b  jmd  d 
und  die  Winkel  ß  und  a  berechnen;  dann 
kann  man  im  weiteren  aus  dem  Dreieck  BDC 
die  Seite  c  berechnen. 


Angabe  761.  Von  den  beiden  parallelen 
Seiten  a  und  c  eines  Trapezes  ist  a  um 
Z>  =  5,28  m  grösser  als  c;  die  beiden  nicht 
parallelen  Seiten  b  und  dy  von  welchen  b^d 
ist,  differieren  um  D^  =  2,84  m,  die  Differenz 
der  beiden  der  Seite  a  anliegenden  Winkel  a 
raid  ß  beträgt  26**  0' 10,8"  und  die  Diago- 
nale (^1,  welche  durch  den  grossem  dieser 
Winkel,  durch  a  geht,  ist  14,98  m  lang.  Man 


Gegeben: 


a  —  c  =  2)  =  6,28  m 
h  —  d  =  D^  =  2,84m 
«  -  /J  =  260  0'  10,8" 
dj  =  14,98  m 


Andeutung.     Stellt,   siehe   Figur  271, 


berechne    die   nicht  gegebenen  Seiten  und  ÄBCD  das  gegebene  Trapez  dar,  und  man 
Winkel.  zieht  CG  \\  AD,  so  erhält  man  das  Dreieck 
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Figur  271. 


d/ih 


r^^ 


a-c 


GCA;  von  diesem  Dreieck  kennt  man  die 
Seite  GBf  dieselbe  ist  a  —  c  =  D,  die 
Differenz  der  Seiten  GC  jmd  CB,  die- 
selbe ist  h  —  d  =  D^,  nnd  die  Diffe- 
renz der  Winkel  a  nnd  ß;  man  kann 
somit,  wie  in  der  Andeutung  znr  Auf- 
gabe 490  gesagt  wnrde,  ans  diesen 
gegebenen  Stöcken  die  Seiten  b  nnd  d, 
sowie  die  Winkel  a  nnd  ß  diesea  Drei- 
ecks, bezw.  jenes  Trapezes  berechnen. 
Berechnet  man  dann  ans  b  nnd  ß  die 
Höhe  CH(=z  h)  des  Trapezes,  so  kann 
man  bei  der  Berechnung  der  Übrigen  Stücke 
im  weitem  verfahren,  wie  in  der  Andeutung 
zur  Aufgabe  742  gesagt  wurde. 


Ani^be  762.  In  einem  Trapez  ist  die 
Seite  a  um  D  =:  222  m  grösser  als  die  zu 
ilur  parallele  Seite  c,  femer  ist  die  dritte 
Seite  &  um  Z>|  =  72  m  grösser  als  die  vierte 
Seite  dt  und  die  Differenz  der  zwei  gegen- 
überliegenden Winkel  a  und  7  ist  ^  =  70^ 
42'  80'^  wie  gross  sind  die  Seiten  und  Winkel 
dieses  Trapezes,  dessen  Iiüialt  F  =  54460  qm 
betrSgt? 


Gegeben:  \^__    Z! 


c 
d 
a 
F 


Z)  =  222m 
2>,  =  72  m 
^  =  700  42^80" 
54460  qm 


Andeutung.  Zieht  man  in  dem  Trapez 
ABCD,  siehe  Figur  271,  welches  das  ge- 
gebene Trapez  vorstellen  soll,  CG  \\AD^  so 
erhält  man  das  Dreieck  CBG, 

Da  man  von  diesem  Dreieck  die  Seite  GB 
(dieselbe  ist  =  a  —  c,  also  gemäss  der  Auf- 
gabe =  D\  den  derselben  gegenüberliegenden 
Winkel  ^  (derselbe  ist,  wie  in  der  Andeutung 
zur  Aufgabe  736  gezeigt  wurde  =  y  —  a) 
und  die  Differenz  der  Seiten  CB  und  CG 
(dieselbe  ist  =b  —  d,  also  gemäss  der  Auf- 
gabe =  D^  kennt,  so  kann  man  mittels  dieser 
gegebenen  Stücke,  wie  in  der  Andeutung  zur 
Aufgabe  487  gesagt  wurde,  die  Seitm  b 
und  d,  sowie  die  Winkdi  a  und  ß  dieses 
Dreiecks  berechnen. 

Zur  Berechnung  der  parallelen  Seiten  a 
und  e  benutze  man  die  in  der  Aufgabe  ge- 
gebne Beziehung: 

a  —  c  ^  D 

und,  in  Rücksicht,  dass  der  Inhalt  F  des 
Trapezes  gegeben  ist,  und  dass  die  Höhe  h 
des  Trapezes  leicht  in  die  bereits  berech- 
neten Stücke  b  und  ß  oder  in  d  und  a  aos- 
geMckt  werden  kann,  die  ans  der  in  der 
Erkl.  404  aufgestellten  Formel: 

sich  ergebende  Beziehung: 


a-j-c  = 


2F 


An^be  758.     Der  umfang  eines  Tra- 
pezes ist  t*  =  10,04  m,  die  Höhe  h  desselben  aatrohon 
ist  =  1,41  m  und   die  beiden  gegenüber-  ^^®°®^' 
liegenden  Winkel  a  und  y  sind  bezw.  =  24^ 


a  +  & 


Ä  = 
a  = 


u  z=z  10,04  m 
1,41  m 
240  82*  16,6" 
1220 14'  10^" 


Aufgaben  ttber  das  Viereck,  gpeziell  das  aUgemeine  Trapez. 
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32'  16,6"  und  122®  14'  10,5".  Man  soU  die 
nicht  gegebenen  Winkel  und  Seiten  dieses 
Trapezes  berechnen. 


Figur  272. 
c  C 


a 


Andeutung.  Stellt,  siehe  Figur  272, 
AB  CD  das  gegebene  Trapez  dar,  so  hat 
man  zur  Berechnung  der  Winkel  ß  und  d 
desselben  nach  der  £rkl.  413  bezw.  die  Re- 
lation: 

A)  .  .  .  /9  =  1800  —  y 

und 

B)  .  .  .  <r=  1800— « 

Die  gesuchten  Seiten  kann  man  wie  folgt 
berechnen: 

Fällt  man  die  Perpendikel  D6^  und  CH, 
so  entstehen  die  rechtwinkligen  Dreiecke 
ADG  und  HCBj  aus  denselben  erhält  man 
bezw. : 

h 


C). 


d=z 


und 
D)  .  .  .  5  = 


am« 


sm/9 


(siehe  die  Erkl.  42) 


nach  welchen  Gleichungen  man  die  Seiten  b 
und  d  berechnen  kann.  Femer  erhält  man 
aus  diesen  Dreiecken: 


und 


a)  .  .  .  AG  =  h'Ctga 


Erkl.  424. 

heisst: 


Eine   goniometrische    Formel 


b)  .  .  .  BH=ih'<ttgß 
Da  nun: 


1  (8. 


Erkl.  43) 


ctg«T"  ^p  —   ginasin^ 


oder 


AG  +  GH+HB=::a 


(Siehe  Formel  163  in  Kleyers  Lehrbuch  der     , 
Goniometrie.)  **^" 


AG+c+HB=:a 


AG  +  HB^a'-c 

ist,  so  erhält  man  hieraus  und  in  Rficksicht 
der  Gleichungen  a)  und  b): 

a  —  c  =  Äctga  +  Äctg/J 
oder 

a-  c  =  Ä(ctgo  +  ctg/J) 

oder  in  Rücksicht  der  ErkL  424: 
v\  «     ^  —  k     ^"^  («  +  ^) 

J!i)    .   .    .    .   a  —  C  =  Ä   •   — : : — -— 

^  sinasm^ 

nach  welcher  Gleichung  man  die  Differenz 
der  Seiten  a  und  c  berechnen  kann.  Da 
noch  gemäss  der  Aufgabe  die  Relation  be- 
steht: 

a  +  h -{- c -j- d  =z  u 

und  sich  hieraus: 

F)  .  .  .  .  a  +  c^u  —  ih  +  d) 

ei^bt,  und  man  nach  dieser  Gleichung  in 
Rücksicht  der  mittels  der  Gleichungen  C) 
und  D)  für  &  und  d  berechneten  Werte  die 
Summe  der  Seiten  a  und  c  berechnen 
kann,  so  ist  es  im  weiteren  leicht,  aus  den 
Gleichungen  E)  und  F)  die  gesuchten  Seiten 
a  und  e  zu  bestimmen. 
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■ 

Angabe  764.     In  einem  Paralleltrapez  /  a  =  8  m 

kennt  man  die  längere  Parallelseite  a  =  8  m  «  =  73«  18'  2,76" 

und  die  daranüegenden  Winkel  a  =  73M8'   Gegeben:    fl  =  eso  26' bfi^ 
2,75''  nnd  ^  =  630  26'  5.82".     Die  Verlan-  'Z^ln's^i^'^rä  ^  d^ 

gerungen  der  nicht  parallelen  Seiten  b  und  d  veriängenrngeii. 

sind  bis  zu  ihrem  Durchschnittspunkt  bezw.  Andeutung.  Stellt,  siehe  Fig.  273,  ^i9  CD 
gleich  diesen  nicht  parallelen  Seiten;  man  soU  das  Trapez  dar,  welches  die  Bedingungen  der 
aus  diesen  Angaben  den  Inhält  des  Parallel-  Aufgabe  erfüllt,  so  ergibt  sich  ans  der  Figur 
trapezes  berechnen.  fSr  den  gesuchten  Inhalt  F  des  Trapezes, 

wenn  man  den  Inhalt  des  Dreiecks  AGB 
mit  fi  und  den  Inhalt  des  Dreiecks  DGC 
mit  f^  bezeichnet,  die  Belation: 
a)  .  .  .  F  =  f,-f^ 
Da  nun  nach  der  Erkl.  151  für  den  In- 
halt fi  des  Dreiecks  AGB  die  Belation: 
,,          -         2d.26       . 
b) .  .  .  A  =  — 2 '  ""^^ 

und  für  den  Inhalt  f^  des  Dreiecks   DGC 
die  analoge  Relation: 

Figur  278.  c)  .  .  .  f,  =  -^  •  sm^ 

Q  besteht,  so  erhSlt  man  aus  den  Ghleichungen  a) 

/""v  bis  c):  .  ,  ,  ,  , 

/  /*   >.^  ,  F  =  — ^—  .  nn^  -  -g-  .  sin^ 

1/  ^^->  oder 

Q 

d)  .  .  .  F  ^  -^d'b'an/Ä 

Aus    dem    Dreieck   AGB  ergeben  sich 
ferner  nach  der  Sinnsregel  die  Relationen: 

—  —  ^^ 
a        sin^ 

,  ,    , »f^«  j  25        sina 

A ^-^B  wid  —  =  -; — 

und  aus  denselben  erhält  man: 

'  2     smu 

und 

2      sokfi 
Setzt  man  die  Werte  für  d  und  6  ans  den 
'Gleichungen  e)  und  f)  in  Gleichung  d),  so 
geht  dieselbe  über  in: 

_        8      a      8ini9      a      waa 

2      2     sm^      2     sm^         '^ 
und  hieraus  ergibt  sich  nach  gehöriger  Be 
duktion  und  in  Rücksicht,  dass  /u  und  a-\-ß 
Supplementwinkel  sind,  dass  man  also  nach 
der  Erkl.  66 : 

sin^  =  sin  («  +  ß) 
setzen  kann: 


8  än(a-\-ß) 

nach  welcher  Gleichung  man  den  gesuchteD 
Inhalt  F  direkt  aus  den  gegebenen  Stfickeo 
a,  a  und  ß  berechnen  kann. 


Anmerkiuig  SS*    Weitere  Aufgaben,  in  welchen  die  Berechnung  von  Trapezen  direkt  oder 
indirekt  gefordert  wird,  sind  noch  in  spftteren  Abschnitten  enthalten. 
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i)  Aufgaben  über  das  Sehnenviereck  und  das  Tangentenviereok. 

Anmerkuiifr  88*  Da  man  unter  einem  Sehnenviereckein  solches  Viereck  versteht,  welches  die 
Eigenschaft  hat,  dass  man  nm  dasselbe  einen  Kreis  beschreiben  kann,  dass  also 
dessen  Seiten  Sehnen  eines  Kreises  sind;  und  da  man  femer  nnter  einem  Tangente n- 
viereck  ein  solches  Viereck  versteht,  welches  die  Eigenschaft  hat,  dass  man  in  das- 
selbe einen  Kreis  beschreiben  kann,  dass  also  dessen  Seiten  Tangenten  eines 
Kreises  sind,  und  da  man  sich  hiemach  sowohl  das  Sehnenviereck  als  auch  das  Tangenten- 
viereck stets  in  Verbindung  mit  einem  Kreis  zu  denken  hat,  so  sind  Aulgaben  über 
das  Sehnenviereck  und  über  das  Tangentenviereck  an  dieser  Stelle  dieses  Lehrbuchs 
nicht  aufgenommen.  Solche  Aufgaben  findet  man  in  den  entsprechenden  späteren  Ab- 
schnitten, welche  über  den  Kreis  in  Verbindung  mit  dem  Viereck  handeln. 


k)  Aufgaben  über  das  allgemeine  Viereck  oder 

das  Trapezoid. 

Amnerkimg  84«  Unter  einem  ebenen  Viereck  im  weitesten  Sinn  oder  unter  einem  ebenen 
^vollständigen  Viereck^  versteht  man  das  System  aller  geraden  Verbindungs- 
linien, welches  man  erhält,  wenn  man  vier  gegebene,  in  ein  und  derselben  Ebene,  aber 
nicht  in  gerader  Linie  liegende  Punkte,  zu  je  zweien  verbindet. 

Sind  z.  B.,  siehe  die  Figur  274  oder  die  Figur  276,  die  vier  Punkte  Ä,  B,  C  und  D 
gegeben,  und  man  verbindet  A  mit  B^  C  und  2),  ebenso  B  mit  C  und  2>,  und  C  mit  2), 
so  repräsentiert  das  System  aller  der  Verbindungslinien  AB,  AC,  AD,  BC,  BD 
und  CD,  aus  weldien  jede  jener  Figuren  besteht,  ein  sogenanntes  ^vollständiges 
Viereck^.  Die  vier  gegebenen  Punkte  A,  B,  C  und  D  heissen  die  Ecken  oder  die 
Spitzen  des  durch  das  System  jener  sechs  Verbindungslinien  dargestellten  vollständi- 
gen Vierecks. 

Figur  276. 
Figur  274 


Anmeitang  85.  Unter  einem  ebenen  Viereck  im  engeren  Sinn  oder  unter  einem  ebenen 
„einfachen  Viereck"  versteht  man  das  System  aller  geraden  Verbindungs- 
linien, welches  man  erhält,  wenn  man  vier  gegebene,  in  ein  und  derselben  Ebene,  aoer 
nicht  in  gerader  Linie  liegende  Punkte,  in  irgend  einer  zu  wählenden  Aufeinander- 
folge, so  durch  Gerade  stetig  verbindet,  dass  die  hierdurch  entstehende  gebrochene 
Linie  vom  letzten  der  vier  Punkte  wieder  zu  dem  als  ersten  gewählten  Punkt,  dem  An- 
fangspunkt dieser  stetig  fortlaufenden  gebrochenen  Linie,  zurückkehrt. 

Sind  z.  B. ,  siehe  die  Figuren  274a  bis  274c  oder  die  Figuren  276a  bis  276  c,  die 
vier  Punkte  A,  B,  C  und  D  gegeben,  so  kann  man  dieselben  durch  eine  stetig  fort- 
laufende und  wieder,  zu  dem  als  Anfangspunkt  gewählten  Punkt  zurückkehrende  ge- 
brochene Linie  verbinden,  und  zwar: 

a)  in  der  Aufeinanderfolge:   A,  B,  C,  D  und  A,  wie  die  Figuren  274a  und  276a 
zeigen, 

b)  in  der  Aufeinanderfolge:  A,  C,  B,  D  und  A,  wie  die  Figuren  2741>  und  276b 
zeigen, 

oder 

c)  in  der  Aufeinanderfolge:  A,  B,  D,  C  und  A,  wie  die  Figuren  2^740  und  275c 
zeigen. 
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Bei  jeder  anders  gewählten  Anfeinanderfolge  der  vier  gegebeuen  Paukt«  und  eot- 
sprechender  Verbindung  derselben,  wird  man  Fignren  erhalten,  welche  nnter  jenen  Figureo 
bereits  enthalten  sind. 


Die  durch  die  Fignren  S74t>  imd  874°  dargestellten  einfachen  Vierecke  sind  lo- 
genannte  Vierecke  mit  Doppelpunkten,  d.  s.  solche  Vierecke,  m  welchen  lid 
zwei  nicht  aneinanderatossende  9eit«n  (oder  wie  man  anch  En  sagen  pflegt,  in  welckoi 
sich  die  UmfUnire)  in  einem  Pnnkt  schneiden. 

lan  die  dnrch  die  Fignren  274  u.  375  ilargettellt«n  vollständiges 
;n  dnrcb  die  Fignren  S74>i  bis  374o  und  dnrch  die  Fignren  S75> 
einfachen  Tierecken,  so  ergibt  sich  ans  dieser  Vergleicfans;, 
DeneehOrigen  einfachen  Vierecke  in  dem  betreffenden  vollstindigoi 
.  Die  in  den  einfachen  Vierecken  fehlenden  Verbindnngsliniei. 
Ustftndigen  Vierecken  ergfinzen,  heissen  die  Diagonalen  diestf 

sind  t.  B.  in  den  Fignren  974  a  nnd  37fi»  die  gedachtoi  Ver- 
BD  die  Diagonalen  derselben,  in  den  Fignren  S74li  nnd  £'5>' 
irbindangslinien  AB  nnd  CD  die  Diagonalen,  nnd  in  d» 
'  sind  die  gedachten  Verbindungslinien  AD  und  BC  die  Disf»- 

Vierecke.    Die  Verbindungslinien,  dnrch  welche  diese  einfaches 
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Vierecke  gebildet  werden,  heissen  die  Seiten  derselben.  Denkt  man  sich  jede  Seite 
eines  einfachen  Vierecks  nm  den  Pnnkt,  welchen  sie  mit  der  nächstfolgenden  Seite 
gemeinschaftlich  hat,  in  einerlei  Sinn,  z.B.  stets  in  dem  durch  die  Bewegung  der 
Zeiger  einer  Uhr  ausgedruckten  Drehungssinn,  so  lange  gedreht,  bis  sie  mit  dieser  zu- 
sammenfällt, so  bestimmt  die  Grösse  dieser  Drehung  bezw.  den  von  zwei  unmittelbar 
aufeinander  folgenden  Seiten  gebildeten  Winkel  des  betreffenden  Vierecks. 

Anmerkung  87«  Denkt  man  sich  in  den  durch  die  Figuren  S74a  bis  975«  dargestellten  ein- 
fachen Vierecken  Diagonalen  gezogen,  so  stellen  die  hierdurch  erhaltenen  Liniensysteme 
die  durch  die  Figur  274,  bezw.  durdi  die  Figur  975  dargestellten  vollständigen 
Vierecke  dar.  Denkt  man  sieh  femer  in  den  durch  die  Figuren  974 &  und  975»  dar- 
gestellten einfachen  Vierecken  die  Diagonalen  gezogen,  und  betrachtet  man  diese  beiden 
gedachten  Diagonalen  als  Seiten,  und  je  zwei  nicht  aneinanderstossende  Seiten  dieser 
Vierecke  als  IMagonalen,  so  erhält  man  durch  diese  Vertauschung  die  durch  die  Figuren 
974b  und  9740,  bezw.  die  durch  die  Fiirnren  975  b  und  975  c  dargestellten  einfachen 
Vierecke.  Hat  man  also  ein  einfaches  Viereck  zu  berechnen,  wie  es  durch  die  Figur 
974a  oder  durch  die  Figur  975»  dargestellt  ist,  und  man  zieht  bei  dieser  Berechnung 
auch  die  Diagonalen  und  die  Winkel,  welche  diese  Diagonalen  mit  den  Seiten  dieses 
Vierecks  bilden,  mit  in  Betracht,  so  kann  man  mit  jenem  einfachen  Viereck  zugleich  auch 
die  beiden  andern  einfachen,  bezw.  durch  die  Figuren  974^  und  974c  und  durch  die 
Figuren  975  b  and  975  c  dargestellten  Vierecke  berechnen,  indem  man  hierbei  nur  zu  be- 
rücksichtigen hat,  dass  jene  Diagonalen  Seiten  dieser  Vierecke,  dann  aber  je  zwei  nicht 
aneinanderstossende  Seiten  jener  Vierecke  Diagonalen  dieser  Vierecke  sind;  und  dass  die 
konvexen  Winkel  (d.  s.  Winkel,  die  ttberstumpf  oder  grösser  als  2H  sind)  der  durch 
dieFiguren  974b  bis  975c  dargestellten  Vierecke,  durch  deren  Scheitelwinkel,  welches 
konkave  Winkel  sind  (d.  s.  Winkel,  die  kleiner  als  2R  sind)  ersetzt  werden  können. 

Anmerkniig  88.    Der  Studierende  sei  an  dieser  Stelle  noch  auf  den  Unterschied  aufmerksam 
gemacht,  der  zwischen  einem  Viereck  und  einem  Vierseit  besteht. 
Man  versteht  nämlich: 

a)  unter  einem  ebenen  Vierseit  im  weitesten  Sinn  oder  unter  einem  ebenen 
„vollständigen  Vierseit^  das  System  von  allen  möglichen  Durch- 
schnittspunkten, welche  durch  die  wechselseitige  Begegnung  von  vier  in 
einer  Ebene  liegenden  geraden  Linien  entstehen. 

Sind  z.  B.,  siehe  die  Figur  976  oder  die  Figur  977,  die  vier  geraden  Linien  a,  h. 
c  und  d  gegeben,  und  man  denkt  sich  dieselben  so  verlängert,  bis  sie  sich  wechselseitig 
schneiden,  so  stellt  das  System  der  sämtlichen  somit  erhcdtenen  Durchschnittspunkte  A, 
B,  C,  2),  C,  und  2>j  ein  vollständiges  Vierseit  dar.  Die  vier  gegebenen  Geraden 
heissen  die  Seiten  des  durch  das  System  jener  sechs  Durcbschnittspnnkte  dargestellten 
vollständigen  Vierseits. 

Figur  976. 


Figur  977. 


a 


und 


b)  unter  einem  ebenen  Vierseit  im  engeren  Sinn,  oder  unter  einem  ebenen 
„einfachen  Vierseit"  versteht  man  das  System  von  allen  möglichen 
Durch  Schnittspunkten,  welche  man  erhält,  wenn  man  jede  der  vier  in 
einer  Ebene  liegenden  Geraden  in  irgend  einer  gewählten  Aufeinanderfolge 
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80  veriängert  denkt,  dass  jede  nnr  die  nächstfolgende  Gerade  nnd  die 
letzte  nur  die  als  erste  gewählte  Gerade  schneidet. 

Sind  z.  B.,  siehe  die  Figuren  276  &  bis  276  c  oder  die  Figuren  277  a  bis  277  e,  £e 
Tier  Geraden  a,  h,  e  nnd  d  gegeben,  so  kann  man  sich  diese  Figuren  dadurch  eDtstandtm 
denken,  dass  diese  vier  Geraden  in  der  erwähnten  Weise  verlängert  wurden  und  zwar: 

a)  in  der  Aufeinanderfolge  a,  h,  e  und  d,  siehe  die  Figuren  276  &  und  277^, 

b)  in  der  Aufeinanderfolge  a,  c,  h  und  d^  siehe  die  Figuren  276  b  uid  277^, 
und 

c)  in  der  Aufeinanderfolge  a,  h,  d  und  c,  siehe  die  Figuren  276  c  und  277  c. 

Bei  jeder  anders  gewählten  Aufeinanderfolge  der  vier  gegebenen  Geraden  und  ent- 
sprechender Verlängerung  derselben,  wird  man  Figuren  erhalten,  weldie  unter  jenen 
Figuren  bereits  enläalten  sind. 

Figur  277  a. 

Figur  276  a. 


Figur  276  b. 


Figur  277  b. 


Figur  276  c. 


Figur  277  c. 
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ABmerfcnng  89.  Yeij^leicht  man  die  durch  die  Figuren  276  und  277  dargestellten  vollstän- 
digen Yierseite,  bezw.  mit  den  durch  die  Figuren  276&  bis  276o  und  durch  die  Figuren 
277 ft  bis  277c  dargestellten  einfachen  Yierseiten,  so  ergibt  sich  aus  dieser  Vergleichung, 
dass  je  drei  der  zusammengehörigen  einfachen  Yierseite  in  dem  betreffenden  vollstän- 
digen Yierseit  enthalten  sind. 

Vergleicht  man  femer  die  durch  die  Figuren  276  und  277  dargestellten  y oll- 
ständigen Yierseite  mit  den  durch  die  Figuren  274  und  275  dargestellten  vollständigen 
Vierecken,  so  findet  man,  dass  dieselben  wesentlich  verschieden  sind.  Ausführliches 
über  die  Unterschiede  von  Vierecken  und  Vierseiten,  überhaupt  von  Vielecken  und  Viel- 
seiten findet  man  in  den  Lehrbüchern  dieser  Encyklopädie,  welche  über  Planimetrie  und 
Polygonometrie  handeln. 

Vergleicht  man  ferner  die  durch  die  Figuren  276 &  bis  277  c  dargestellten  ein- 
fachen Vierseite  mit  den  durch  die  Figuren  274&  bis  275c  dargestellten  einfachen 
Vierecken,  so  wird  man  einen  wesentlichen  Unterschied  derselben  nicht  erkennen  und 
aus  diesem  Qrund  kOnnen  die  Namen  einfaches  Viereck  und  einfaches  Vierseit 
vertauscht  werden. 

Imnerkiuig  40«  Wie  in  der  Anmerkung  17  bereits  erwähnt  und  wie  in  den  Aufjgaben  dieses 
Abschnitts  gezeigt  wird,  erfolgt  die  Berechnung  eines  Vierecks  im  allgemeinen  da- 
durch, dass  man  dasselbe  durch  eine  Diagonale  oder  durch  die  beiden  Diagonalen  in 
Dreiecke  zerlegt,  oder  dass  man  auch  dur<£  anderweite  Hülfslinien  solche  Dreiecke  her- 
stellt, welche  durch  die  gegebenen  Stücke  unmittelbar  trigonometrisch  bestimmt  sind, 
und  dass  man  dann  mittels  der  aus  diesen  Dreiecken  sich  ergebenden  trig.  Beziehungen, 
die  gesuchten  Stücke  des  Vierecks  direkt  oder  indirekt  zu  berechnen  sucht. 

Bei  der  Zerlegung  eines  Vierecks  durch  seine  beiden  Diagonalen  können  im  allgemeinen 
folgende  Fälle  statlinden: 

a)  Zwei  von  den  vier  Dreiecken,  in  welche  das  Viereck  durch  die  beiden  Dia- 
gonalen zerlegt  wird,  sind  durch  die  gegebenen  Stücke  unmittelbar 
trigonometrisch  bestimmt. 

In  diesem  Fall  können  die  nicht  gegebenen  Stücke  des  Vierecks  durch  ein- 
fache trigonometrische  Dreiecksberechnung  bestimmt  werden.  Man  nennt  des- 
hsAh  solche  Aufgaben,  deren  Lösung  auf  diese  Weise  möglich  ist,  „trigono- 
metrische Vierecksaufgaben".  Solche  Aufgaben  sind  z.  B.  die  nach- 
folgenden Aufgaben  755  bis  761. 

b)  Nur  eins  der  unter  a)  erwähnten  Dreiecke  ist  unmittelbar  durch  die  ge- 
gebenen Stücke  trigonometrisch  bestimmt. 

und 

c)  Eeins  der  unter  a)  erwähnten  Dreiecke  ist  unmittelbar  trigonometrisch  bestimmt. 

In  den  unter  b)  und  c)  erwähnten  Fällen  können  die  gesuchten  Stücke  des  Vierecks 
aus  jenen  Dreiecken  direkt  nicht  berechnet  werden. 

Zur  Berechnung  der  gesuchten  Stücke  muss  man  ia  solchen  Fällen  mittels 
auderwdter  Hülfslinien  und  entsprechend  einzuführender  Hülfsgrössen  solche  Relationen 
zwischen  den  Bestimmungsstücken  des  Vierecks  und  auch  der  eingeführten  Hülfs- 
grössen aufstellen,  aus  welchen  man  die  gesuchten  Stücke  berechnen  kann.  Da  also 
solche  Relationen  aufgestellt  werden  müssen,  in  welchen  nicht  allein  Stücke  eines  Dreiecks, 
sondern  Stücke  eines  Vierecks  enthtdten  sind,  so  nennt  man  Aufgaben,  deren  Lösung 
mittels  solcher  Relationen  ausgeführt  werden  muss,  tetragonometrische  Aufgaben, 
abgeleitet  von  dem  griechischen  Wort  „Tetragon"  d.  h.  Viereck, 

Anmerkimg  41.  Die  in  diesem  Abschnitt  enthaltenen  Aufgaben  beziehen  sich  auf  solche  ein- 
fache Vierecke  (oder  einfache  Vierseite),  welche  nur  konkave  Winkel  (d.  s.  Winkel, 
die  kleiner  als  2i?  sind)  enthalten,  und  welche  man  dementsprechend  konkave  ein- 
fache Vierecke  oder  auch  Trapezoide  nennt,  indem,  wie  in  der  Anmerkung  86 
erwähnt,  die  Berechnung  anderer  einfacher  Vierecke  mit  konvexen  Winkeln  der  Berech- 
nung jener  Vierecke  im  allgemeinen  analog  ist,  und  man  in  der  diesbezüglichen  Berech- 
nung nur  den  Scheitelwinkel  des  betreffenden  konvexen  Winkels  einzuführen  und  ferner 
das  nur  zu  berücksichtigen  hat,  was  über  die  Vertauschung  der  Diagonalen  und  Seiten 
in  der  Anmerkung  86  gesagt  ist,  und  man  sich  ausserdem  auch  zur  Berechnung  ganz 
beliebiger  Vierecke  und  Vielecke  für  praktische  Zwecke  ganz  allgemeiner  Metho- 
den bedient,  welche  in  dem  Lehrbuch  dieser  Encyklopädie,  das  über  die  Polygonometrie 
handelt,  vorgeführt  werden. 

Zur  Berechnung  eines  Vierecks  müssen,  wie  schon  in  der  Anmerkung  16  erwähnt, 
und  wie  in  der  Auflösung  der  Aufgabe  767  gezeigt  wird,  im  allgemeinen  fünf  voneinander 
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unabhängige  Stücke  gegeben  sein,  unter  welchen  sich  nicht  vier  Winkel  befindea 
dürfen,  indem  der  vierte  Winkel  eines  Vierecks  von  den  der  drei  andern  abhängig  ist 
da  sich  die  vier  Winkel  eines  konkaven  einfachen  Vierecks  zu  ^R  (=  d60<>)  eigfioieu 
Was  die  Bezeichnung  eines  konkaven  einfachen  Vierecks  anbetrifft,  so  ist  in  diesen  ond 
den  folgenden  Abschnitten,  in  welchen  Vierecke  vorkommen,  die  Bezeichnung  beibehalten. 
wie  sie  aus  der  Figur  278  ersichtlich  ist. 

Figur  278. 


Aufgabe  755.  In  dem  durch  die  Fig.  278 
dargestellten  Viereck  messen  die  gegenüber- 
liegenden Seiten  a  und  c  bezw.  =  36,06  m 
und  64,03  m,  femer  sei  die  Diagonale  e  = 
60  m  lang  und  die  beiden  Winkel  a^  und  y^y 
welche  die  Diagonale  e  mit  den  Seiten  a 
und  c  bildet,  seien  bezw.  =  56<^  20'  18'^  und 
49®50'44'^  Man  soll  die  nicht  gegebenen 
Stücke  dieses  Vierecks  berechnen. 


=  36,06  m 
=  64,08  m 
Gegeben:  {    e  =  60  m 

=  560  20*18" 
=  490  50'  44" 

Andeutung.  Von  jedem  der  Drdecke. 
in  welche  das  gegebene  Viereck  durch  die 
Diagonale  e  zerlegt  wird,  kennt  man  gen^ 
der  Aufgabe  zwei  Seiten  und  den  von  den- 
selben eingeschlossenen  Winkel;  man  kann 
somit,  wie  in  der  Auflösung  der  Aufgabe  lls 
gezeigt  wurde,  die  gesuchten  Seiten  imd 
Winkel  berechnen. 


a  :=  450  dm 
110  dm 
Gegeben:  {    «  =  1320  8' 10" 
«f  =  510  82*  8,4" 
l  «,  =  700  0'  24" 


.n= 


Aufjgabe  756.    In  dem  durch  die  Fig.  278 
dargestellten  Viereck  AB  CD  messe: 

a  =  460  dm 
c  =  110  dm 
«  =  1820  8'  10" 

(f  =  510 32^ 8,4"  Andeutung.     Von  dem  Dreieck  ACD, 

«3  =r  700  0'  24"  siehe  Figmr  278,  kennt  man  die  Säte  c  uni 

man  soll  die  nicht  gegebenen  Stücke  dieses  die  beiden  Winkel  Ö  und  a^;  man  kann  s(^ 

Vierecks  berechnen.  mit,  wie  in  der  Auflösung  der  Aufgabe  U' 

gezeigt  wurde,  die  Seite  e  und  den  Winkel  >{ 
berechnen.  Ist  hiemach  die  Seite  e  berechnet, 
so  kennt  man  von  dem  Dreieck  ABC  die 
Seiten  e  und  a  und  den  Winkel  a,,  de^ 
selbe  ist  nämlich  =  a  —  ctg;  man  kann  sc- 
mit,  wie  in  der  Auflösung  der  Aufgabe  11'' 
gezeigt  wurde,  die  Seite  b  und  die  Vfvakd 
ß  und  7]  berechnen. 


Aufgabe  757.  Die  vier  Seiten  a,  b,  c 
und  d  eines  Vierecks  sind  bezw.  640,  781, 
922  und  806  dm  lang  und  die  Diagonale, 
welche  die  Endpunkte  der  beiden  aneinander- 
stossenden  Selten  a  und  b  verbindet  ist  e  = 
100  dm  lang;  wie  gross  sind  die  Winkel  und 
welches  ist  der  Iiübalt  dieses  Vierecks? 


Gegeben: 


a  =  640  dm 
6  =  781  dm 
c  =  922  dm 
dz=  806  dm 
«  =  100  dm 


Andeutung.     Von  jedem   der  Dreiecke, 
in  welche  das  gegebene  Viereck  dureh  ^ 
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gegebene  Diagonale  e  zerlegt  yrird,  kennt 
man  die  drei  Seiten;  man  kann  somit,  wie 
in  der  Auflösung  der  Aufgabe  119  gezeigt 
wurde,  die  Winkel  und  den  Inhalt  eines  jeden 
dieser  Dreiecke  berechnen. 


Aufgabe  758.  Die  Seiten  a  und  h  eines 
Vierecks  messen  bezw.  0,2  m  und  0,4  m.  der 
von  denselben  eingeschlossene  Winkel  /}  be- 
tragt 78<>33'20,4"  und  die  beiden  Winkel 
«2  und  /2>  welche  die  beiden  andern  Seiten 
mit  der  durch  ihren  Endpunkt  gehenden  Dia- 
gonale €  bilden,  betragen  66^  32' 10'^  und 
58®0M0,4";  man  soU  die  nicht  gegebenen 
Stacke  des  Vierecks  berechnen. 


Gegeben: 


a  = 


0,2  m 
0.4  m 

780  33'  20.4" 
660  32'  10" 
680  0'  10,4' 


\*f 


Andeutung.  Stellt,  siehe  Figur  279, 
AB  CD  das  gegebene  Viereck  dar,  so  kennt 
man  von  dem  Dreieck  ABC  gemäss  der 
Aufgabe  die  Seiten  a  und  h  und  den  von 
denselben  eingeschlossenen  Winkel  ß;  man 
kann  somit,  wie  in  der  Auflösung  der  Auf- 
gabe 118  gezeigt  wurde,  die  Seite  e  und  die 
Winkel  a^  und  y^  dieses  Dreiecks  berechnen. 
Ist  hiemach  die  Seite  e  berechnet,  so  kennt 
man  von  dem  Dreieck  A  CD  die  Seite  e  und 
die  derselben  anliegenden  Winkel  a^  und  y^ ; 
man  kann  somit,  wie  in  der  Auflösung  der 
Aufgabe  117  gezeigt  wurde,  hieraus  die 
Seiten  c  und  </,  sowie  den  Winkel  Ö  be- 
rechnen. 


Anfigabe  769.  Eine  der  Diagonalen  eines 
Vierecks  ist  f  =  87,55  m  lang  und  die 
Winkel,  welche  diese  Diagonale  mit  den  vier 
Seiten  bildet  sind,  siehe  Figur  280,  bezw. 
/Jj  =  37<>  49'  24",  |8o  =  40^  0'  10",  d^  = 
63»  32'  8,4"  und  tf,  =  64«  12'  22";  man  soU 
die  vier  Seiten  des  Vierecks  berechnen. 


Figur  280. 


Gegeben: 


f  =  87,55  m 
ß^  =  370  49'24" 
ß^  =  400  0'  10" 
<r^  =  630  32'  8,4" 
l  <f,  =  640 12'  22" 


(siehe  Figur  280) 


Andeutung.  Von  jedem  der  Dreiecke,  in 
welche  die  Diagonale  f  das  gegebene  Vier- 
eck AB  CD  zerlegt,  siehe  Figar  280,  kennt 
man  eine  Seite  (f)  und  die  daran  liegenden 
Winkel;  man  kann  somit  die  gesuchten  Seiten 
berechnen,  wie  in  der  Auflösung  der  Auf- 
gabe 117  gezeigt  vvrurde. 


Aufgabe  760.   Eine  der  Diagonalen  eines 
Vierecks  ist  /*=  72  m  lang  und  die  Winkel,   Qegeben 
welche  dieselbe  mit  den  anliegenden  Seiten 
bildet,  sind  an  dem  einen  Endpunkt  ßy^  = 


/=72m 
ß^  =  450  20' 
ß^  =  260  30'  10" 
«fj  =  360 12'  30" 
l  <f,  =  360  0'  40" 


(siehe  Figur  280) 
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45^20'  und  ß^  =  26^^30'  10'';  an  dem  andern  Andeutung.  Von  jedem  der  Dreiecke 
Endpunkt  Ö^  =  36^  12'  30"  und  Ö^  =  35^  ABD  und  BCD,  in  welche,  siehe  Fig.  280, 
0'40";  wie  gross  ist  der  Inhalt  dieses  Vier-  die  gegebene  Diagonale  f  das  Viereck  zer- 
ecks?  legt,  kennt  man  eine  Seite,  nämlich  die  Seite 

BD  {=  f)  und  die  derselben  anliegenden 
Winkel.  Für  den  Inhalt  t\  des  Dreiecks 
ABD  hat  man  somit  nach  der  in  der  Er- 
klärung 130  aufgestellten  Formel  104: 


_  /^»sin^i-sincf^ 
^^-  28in  (/J,  +  iT,)" 


und  für  den  Inhalt  F^  des  andern  Drdecks 
BCD  hat  man  nach  derselben  Formel: 
_  /g»8in^,'8ipcr^ 

und  hieraus  ergibt  sich  für  den  gesuchten 
Inhalt  F  des  Vierecks: 

f2-8in/?j-8in<fj  ^^  f^'Smß^'WiS^ 


F=:z 


oder 


28in(/r,  +  «rj)    '    28mOJ,  +  iro 


4^        v--fl   \»^ßi^^^    I    8in^,-8in<rj 
a;  .  .  z'  -  g  "L8in(/?,  +  <r.)"^8inOf,  +  <roJ 
nach  welcher  Gleichung  man  den  gesuchten 
Inhalt  J^  berechnen  kann. 


Au^be  761.  Die  zwei  aneinanderstossen- 
den  Seiten  a  und  b  eines  Vierecks  sind  bezw. 
92  und  105  dm  lang,  die  die  Endpunkte  dieser 
Seiten  verbindende  Diagonale  e  misst  142  dm 
und  die  Winkel,  welche  diese  Diagonale  mit 
den  beiden  andern  Seiten  d  und  c  bildet, 
sind  bezw.  a^  =  60^  10'  18,2"  und  y^  =  44® 
0'20";  man  berechne  die  nicht  gegebenen 
Stücke. 


fl  =  92  dm 
6  =  105  dm 
Gegeben :  {    e  =z  142  dm 

«,  z=  600 10'  18,2 
440  0'  20" 


// 


Andeutung.  Von  dem  einen  der  Dreiecke, 
in  welche  die  Diagonale  e  das  Viereck  zer 
legt,  siehe  Figur  279,  kennt  man  die  drei 
Sdten  a,  b  und  e,  von  dem  andern  die  Seite  e 
und  die  beiden  anliegenden  Winkel  cc^  und 
Y2]  man  kann  somit,  wie  in  den  Auflösungen 
der  Aufgaben  119  und  117  gezeigt  wurde, 
die  Seiten  und  Winkel  dieser  Dreiecke  be- 
rechnen. 


Aufgabe  762.  Man  soll  den  Inhalt  des 
durch  die  Figur  279  dargestellten  Vierecks 
berechnen,  wenn  in  demselben: 

a  =.  423,032  m 
h  —  1044m 
c  =  1543  m 
ß  =  860 12'  60" 
cT  =  360  24' 
ist 


Gegeben : 


a  =  423,032  m 
b  =  1044  m 
c  =  1543m 
/J  =  860  12*  60" 
cT  =  360  24' 


Andeutung.  Zieht  man  in  dem  durch  die 
Figur  279  dargestellten  Viereck  die  Diago- 
nale AC  (j=  e),  so  entstehen  die  beiden 
Dreiecke  ABC  und  CDA.  Da  man  von  dem 
Dreieck  ABC  gemäss  der  Aufgabe  die  Seiten 
AB  (=  a)  und  BC  (=  b)  und  den  Ton  den- 
selben eingeschlossenen  Winkel  ß  kennt,  so 
kann  man,  analog  wie  in  der  Auflösung  der 
Aufgabe  118  gezeigt  wurde,  die  Seite  A€ 
(=  e),  die  Winkel  a^  und  /|,  sowie  den  In- 
halt dieses  Dreiecks  berechnen.  Ist  biemdi 
die  Seite  e  berechnet,  so  kennt  man  yon  don 
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Preisgekrönt  in  Frankfurt  a,  M,  1881. 

PROSPEKT. 

Dieses  Werk,  welchem  kein  fthnliches  zur  Seite  steht,  erucheint  monatlich  in  S— 4 
Heften  zu  dem  billigen  Preise  Ton  25  ^  pro  Heft  und  bringt  eioe  Sammlung  der  wichtig- 
sten und  praktischsten  Aufgaben  aus  dem  Gesamtgebiete  der  Mathematik  |  Pkysil^ 
Mechanik,  matlu  Geographie ^  Astronomie ^  des  Maschinen- 9  Strassen- 9  Eisenbahs^ 
Brttoken-  und  Hochbaues^  des  konstruktiTon  Zeichnens  etc.  etc.  und  zwar  in  Tollstlndii^ 
geldster  Form^  mit  rielen  Figuren,  Erldftrungen  nebst  Angabe  und  Entwickelnng  der 
benntsten  Sfttie)  Formeln,  Regeln  in  Fragen  mit  Antworten  etc.,  so  dass  die  Lösiiog 
jedermann  verst&ndlich  sein  kann,  bezw.  wird^  wenn  eine  grossere  Anzahl  der  Hefte  er- 
schienen ist,  da  dieselben  sich  In  ihrer  Gesamtheit  ergänzen  und  alsdann  auch  alle 
Teile  der  reinen  und  angewandten  Mathematik  —  nach  besonderen  selbständigen  Kapi- 
teln angeordnet  —  vorliegen. 

Fast  jedem  Hefte  ist  ein  Anhang  von  nngelSsten  Aufgaben  beigegeben,  welche  der 
eigenen  Lösung  (in  analoger  Form,  wie  die  bezüglichen  gelösten  Aufgaben)  des  Studiereodeo 
überlassen  bleiben,  und  zugleich  von  den  Herren  Lehrern  für  den  Schulunterricht  benatri 
werden  können.  —  Die  LQsnngen  hierzu  werden  später  in  besonderen  Heften  für  die  Hand  dei 
Lehrers  erscheinen.  Am  Schlüsse  eines  jeden  Kapitels  gelangen:  Titelblatt,  InhaltsTeneiet- 
nisy  Berichtigungen  und  erlftntemde  Erkl&mngen  ttber  das  betrefTende  Kapitel  zur  Ausgabe. 

Das  Werk  behandelt  zunächst  den  Hauptbestandteil  des  mathematisch-natorwiBseD- 
Bchafüichen  Unterrichtsplanes  folgender  Schulen:  Realschulen  I.  und  IL  Ord.,  gleich- 
berechtigten  höheren  Blirgerschnlen)  Privatschulen,  Gymnasien ,  Realgymnasien,  Frt- 
gymnasien,  Schnllehrer- Seminaren,  Polytechniken,  Techniken,  Bangewerkschnlea, 
Gewerbeschnlen,  Handelsschulen,  techn.  Torbereitnngsschulen  aller  Arten,  g^werfolicJie 
Fortbildungsschulen,  Akademien,  Universitäten,  Land-  und  Forstwissenschaltssehiileit 
MiUtärschiüen,  Torbereitungs- Anstalten  aller  Arten  als  z.  B.  für  das  Ei^JUirig-Frei 
willige-  und  Offiziers-Examen,  etc. 

Die  Schüler,  Studierenden  und  Kandidaten  der  mathematischen,  technischen  und 
naturwissenschaftlichen  Fächer,  werden  durch  diese,  Schritt  für  Schritt  gelOcte,  Aufgabeo- 
sammlung  immerwährend  an  ihre  in  der  Schule  erworbenen  oder  nur  gehörten  Theorien  etc 
erinnert  und  wird  ihnen  hiermit  der  Weg  zum  unfehlbaren  Auffinden  der  Lösungen  der 
jenigen  Aufgaben  gezeigt,  welche  sie  bei  ihren  Prüfungen  zu  lösen  haben,  zugleich  aber  auch 
die  überaus  grosse  Fruchtbarkeit  der  mathematischen  Wissenschaften  vorgeführt 

Dem  Lehrer  soll  mit  dieser  Aufgabensammlung  eine  kräftige  Stütxe  für  den  Schul- 
unterricht geboten  werden,  indem  zur  Erlernung  des  praktischen  Teiles  der  mathematisches 
Disziplinen  —  zum  Aullösen  von  Aufgaben  —  in  den  meisten  Schulen  oft  keine  Zeit  er- 
übrigt werden  kann,  hiermit  aber  dem  Schüler  bei  seinen  häuslichen  Arbeiten  eine  voU- 
ständige  Anleitung  in  die  Hände  gegeben  wird,  entsprechende  Aufgaben  zu  lOsen,  die  ge- 
habten Regeln,  Formeln,  Sätze  etc.  anzuwenden  und  praktisch  zu  verwerten.  Lust,  Lieb« 
und  Terstftndnis  für  den  Schul-Unterricht  wird  dadurch  erhalten  und  belebt  werden. 

Den  Ingenieuren,  Architekten,  Technikern  und  Fachgenossen  aller  Art,  Militärs 
etc.  etc.  soll  diese  Sammlung  zur  Auffrischung  der  erworbenen  und  vielleicht  vergesseoen 
mathematischen  Kenntnisse  dienen  und  zugleich  durch  ihre  praktischen  in  allen  Bendii" 
zweigen  vorkommenden  Anwendungen  einem  toten  Kapitale  lebendige  Kraft  verleihen  tini' 
somit  den  Antrieb  zu  weiteren  praküsdien  Terwertungen  und  weiteren  Forschungen  geben. 

Alle  Buclilumd)gttM|J|^m^te|^^M JM^ege^  Wichtige  and  praktische  Auf- 
gaben iwdMjri|flMlflH^^^^^|||H  und  mit  Angabe  der  NaneB 
i9Af^MK/U/^^^^^^^^^^^^^^^^^^l^^(iti  betreffen,  nimmt  der  Yer&sser, 
Oi^- H^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^Hfetaflgen  und  wird  deren  Erledigoo; 


Terlagshandlung. 
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Dreieck  ÄCD  die  Seiten  ÄC  (=  e)  und  CD 
(=  c),  sowie  den  der  Seite  e  gegenüberliegen- 
den Winkel  d;  man  kann  somit  ans  diesen 
Stücken,  wie  in  der  Anflösmig  der  Aufgabe  120 
gezeigt  wurde,  die  Seite  d,  die  Winkel  a^ 
und  /q)  sowie  den  Inhalt  dieses  Dreiecks  be- 
rechnen. 


Ausixe  763.    In  dem  durch  die  Fig.  281 
dargestellten  Viereck  sei: 

a  =  58  m 
h  =  86m 


Gegeben: 


a  =  58  m 
5  =  86  m 
d=z  96  m 


«^  =  600  8'  20" 


o,  =  600  8'  20" 


/5i  =  260  40'  30,5" 

Andeutung.     Von   dem  Dreieck  ABC, 

ß\  =  250  40' 80,5"  siehe  Figur  281,  kennt  man  die  zwei  Seiten 

wie  gross  sind  die  nicht  bekannten  Seiten  »  und  6  und  den  der  grösseren  Seite  h  gegen- 


und  Winkel  dieses  Vierecks? 


Figur  281. 


überliegenden  Winkel  cr^;  man  kann  somit, 
wie  in  der  Auflösung  der  Aufgabe  120  ge- 
zeigt wurde,  den  Winkel  ß  dieses  Dreiecks 
berechnen.  Von  dem  Dreieck  ÄBD  kennt 
man  die  Seiten  a  und  d  und  den  der  grösseren 
Seite  d  gegenüberliegenden  Winkel  /}^;  man 
kann  somit  in  derselben  Weise  den  Winkel  a 
und  die  Seite  BD  berechnen.  Ist  BD  hiei- 
nach  berechnet,  so  kennt  man  von  dem 
Dreieck  BCD  die  Seiten  BD  (=  f)  und  h 
sowie  den  Winkel  ^2  (derselbe  ist  nämlich 
=  ß  —  ßx);  man  kann  somit,  wie  in  der  Auf- 
lösung der  Aufgabe  118  gezeigt  wurde,  die 
Seite  c  und  den  Winkel  y  berechnen. 


Aufgabe  764.  In  dem  dm  ch  die  Fig.  281 
dargestellten  Viereck  seien  die  beiden  Dia- 
gonalen e  und  fi  bezw.  =  0,8  m  und  1  m 
lang,  die  Seite  h  messe  0,64  m  und  die  beiden 
Winkel  y  und  Ö  betragen  bezw.  86^  22'  10,5" 
und  54*^  18'  12,4";  man  soll  die  nicht  gegebe- 
nen Stücke  dieses  Vierecks  berechnen. 


Gegeben 


t  =  0,8  m 
m 
.64  m 


/=li 
:  {  &=:0,U-. 

y  =  860  22'  10,5" 
l  <r  =  540  18'  12,4" 


Andeutung.  Von  dem  Dreieck  BCD^ 
siehe  Figur  281,  kennt  man  gemäss  der 
Aufgabe  die  beiden  Seiten  b  und  f  und  den 
dei*  grösseren  dieser  Seiten,  nämlich  den  der 
Seite  /'  gegenüberliegenden  Winkel  y;  man 
kann  somit,  wie  in  der  Auflösung  der  Auf- 
gabe 120  gezeigt  wurde,  die  Seite  c,  sowie 
den  Winkel  ß2  dieses  Dreiecks  bereclmen. 
Ist  hiemach  die  Seite  c  berechnet,  so  kennt 
man  von  dem  Dreieck  A  CD  die  beiden  Seiten 
e  und  c  und  den  Winkel  d,  man  kann  somit 
in  gleicher  Weise  die  Seite  d  berechnen. 
Ist  hiemach  die  Seite  d  berechnet,  so  kennt 
man  von  dem  Dreieck  ABD  die  Seiten  f 
und  d  und  den  Winkel  62  (derselbe  ist 
=  6  —  öi)y  man  kann  somit,  wie  in  der  Auf- 
lösung der  Aufgabe  118  gezeigt  wurde,  die 
Seite  a  und  den  Winkel  a  dieses  Dreiecks 
berechnen. 
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Aii%al>e  766.  In  dem  durch  die  Fig.  281 
dargestellten  Viereck  seien  die  Seiten  a  und 
h  bezw.  60  m  und  80  m  lang,  die  Diagonale 
BD  messe  f  =  130  m  und  die  Winkel  a 
und  ß  betragen  bezw.  160<^  und  68^  45'  30,6''; 
wie  gross  sind  die  nicht  gegebenen  Seiten 
und  Winkel  des  Vierecks. 


60  m 
:80m 
Gegeben:  {  /=  130m 

1600 
680  45'  30,6 


tt 


Andeutung.  Von  dem  Dreieck  ÄBD. 
siehe  Figur  281,  kennt  man  gemäss  der  Auf- 
gabe die  Seiten  AB{=^a)  und  BD  (=  f\  so- 
wie den  der  grösseren  dieser  Seiten,  nkmlich 
den  der  Seite  f  gegenüberliegenden  Winkel  a: 
man  kann  somit,  wie  in  der  Auflösung  dei 
Aufgabe  120  gezeigt  wurde,  die  Seite  d  imd 
die  Winkel  ßi  und  Ö2  dieses  Dreiecks  be- 
rechnen. Ist  hiemach  ß^  berechnet,  so  kans 
man  leicht  aus  ß  und  ß^  den  Winkel  ß^  des 
Dreiecks  BCD  berechnen;  da  man  alsdann 
von  dem  Dreieck  BCD  den  Winkel  ß^  und 
die  denselben  einschliessenden  Seiten  b  und  1 
kennt,  so  kann  man,  wie  in  der  Auflösone 
der  Aufgabe  118  gezeigt  wurde,  die  Seite  ' 
und  die  Winkel  d^  und  y  berechnen. 


Au^be  766.  In  dem  durch  die  Fig.  282 
dargestellten  Viereck  AB  CD  sei  jeder  der 
Winkel  ß  und  d  ein  rechter  Winkel;  femer 
sei  der  Winkel  y  =  82^  22'  16";  die  Seite  a 
messe  250,6  dm,  die  Seite  d  messe  238,4  dm; 
man  soll  den  Inhalt  und  die  nicht  gegebenen 
Seiten  dieses  Vierecks  berechnen. 


a 
d 
Gegeben:  {  ß 


1'= 


250,6  dm 

238,4  dm 

900 

900 

820  22' 16" 


Andeutung.  Zieht  man  in  dem  gegebeoeo 
und  durch  die  Figur  282  dargestellten  Vier- 
eck die  Diagonale  BD,  so  erhält  man  die 
beiden  Dreiecke  ABD  und  BCD.    Da  nun: 

oder  gemäss  der  Aufgabe: 

a  =  4Ä  — (Ä  +  y+i?) 
mithin: 
a)  .  .  .  .   a  :=.  2i?  —  y 

ist,  so  kennt  man  von  dem  Dreieck  ABD 
den  Winkel  a  und  die  denselben  einschliessen- 
den Seiten  a  und  d;  man  kann  somit,  ^t 
in  der  Auflösung  der  Aufgabe  118  gezeigt 
wurde,  den  Inhalt  und  die  sämtlichen  übriges 
Stücke,  wie  z.  £.  die  Seite  f  und  den  Winkel 
Ö2  berechnen.  Sind  f  und  d^  berechnet,  sc 
kennt  man  von  dem  Dreieck  BCD  in  Rück- 
sicht, dass  gemäss  der  Aufgabe: 
(fj  =  Ä  -  rf, 

ist,  die  Seite  f  und  die  Winkel  ö^  und  y 
man  kann  somit,  wie  in  der  Auflösung  der 
Aufgabe  117  gezeigt  wurde,  den  Inhalt  und 
die  Seiten  b  und  c  dieses  Dreiecks  berecbnen. 


Angabe  767.  Von  einem  Dreieck  kennt 
die  vier  Seiten  a  =  34,65  m,  6  = 
35,70  m,  c  =  36,33  m  und  d  =  37,48  m  und 
den  Winkel  a  =  86<^  16'  38'^;  man  soll  den 
dem  Winkel  a  gegenüberliegenden  Winkel  y 
~nd  den  Inhalt  des  Vierecks  berechnen. 


Gegeben: 


Gesucht: 


a  =  34,65  m 
h  =  35,70  m 
c  =  86,33  m 
d  =  37,48  m 
a  =  860 16'  38" 

Y  und  F 
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Figur  283. 

• 


Andeutnng^  Ist,  siehe  Figur 2S3y  ÄBCD 
das  gegebene  Viereck,  und  man  zieht  die  Diar 
gonale  BD  (=  /),  so  erhält  man  nach  dem 
Projektionssatz  aus  den  Dreiecken  ÄBD 
und  BCD  bezw.  die  Relationen: 


und 


/«  =  o^-f-e^s  — 2ad-cosa 


/«  =  &2-|-ca--2&c.cosy 

und  aus  diesen  Gleichungen  folgt  die  Re- 
lation: 

a)  .  .  a2-f-£?2  — 2ad«coBa  =  62_|_c« — 2&c-cosy 

(siehe  Erkl.  425) 

:LöBt  man  diese  Gleichung  in  bezng  auf 
cos/  auf,  so  erhält  man: 


Erkl.  426*     Die  in  nebenstehender  Andeu- 


tung  aufgestellte  Gleichung:  )  •  •  *       r                            26c 

ä)  . .  a«+d2— 2a<i.co8«  =  ft2-^-c2— 26cco8y  j^^  welcher  Gleichung  man  den  gesuchten 

welche  man  auch  in  der  Form  schreiben  kann:  Winkel  y  berechnen  kann.     Man  kann  diese 

b) .  .  a2-|-(f«— (b«+c«)  =  2(ad-cosa— bccosy)  Gleichung  auch  noch  wie  folgt  umformen: 

drückt  eine  allgemeine  Beziehung  zwischen  Man  kann  nämlich  nach  der  Erkl.  252: 

den 'Tier  Seiten  eines  Vierecks  und  zwei  gegen- 

überliegenden  Winkeln  desselben  aus.  Die  durch  cosy  =  2*cos2— * —  1 

diese  Gleichung  ausgedrückte  allgemeine  Be-  ^ 

Ziehung  zwischen  sechs  Stücken  emes  Vierecks,  und  nach  der  Erkl.  102 : 

nämlich  zwischen  den  vier  Seiten  und  zwei  gegen-  ^ 

überliegenden  Winkeln  benutzt  man  dazu,  wenn  cos«  =  1  —  2  sin^  — 

von  jenen  sechs  Stücken  fünf  gegeben  sind,  ^ 

4as  nicht  gegebene  sechste  Stück  zu  berechnen,  setzen;  man  erhält  alsdann: 


2C08S 


^  62  +  c2  —  a«  —  <f 2  +  2  a  <f  (l  -  2  sin«  1^) 


oder: 


2cos2-|-  =  l  + 


62 -|- c2  —  a2  —  d2 -|- 2ad  —  4ad.sin2  ^ 


2 


26c 


^        26c-f  62  +  c«  — a2  — d2-f2ad  — 4ad.sin2-=- 
2C082  -^  =  ^ ^ 


26c 


C0S2  Xr  = 


1     (62 -{-  26c  -f  c2)  —  ((i2  -  2ad  +  a«)  —  4ad  sin2 1. 


6c 


mithin: 


AJ 


Y 

C08-|- 


=i-\^ 


-f  c)2  —  (d  - 1»)2  —  4  ad. sin2 -J 


6c 


oder  man  kann  auch  nach  der  ErkL  102  in 
Gleichung  A): 


und 


cosy  =  1  —  2sin2-^ 


cos«  =:  1  —  2  8in2 


setzen;  man  erhält  alsdann  in  analoger  Weise, 
wie  oben  gezeigt  wurde: 


A,) 


sm 


=|.\/<E^ 


—  a)2  —  (6  —  c)2  -f  4a<i.8in2 1- 


6c 
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Ist  nach  einer  der  Gleichungen  A),  A.) 
oder  A2)  der  Winkel  y  berechnet,  so  kann 
man  zur  Berechnung  4^8  gesuchten  Inhalts  F 
den  in  der  ErkL  151  anfgestellten  Satz  be- 
nutzen, indem  man  denselben  auf  jedes  der 
Dreiecke  ÄBD  uud  BCD  in  Anwendung 
bringt;  man  erhält: 

„      a-d  .  b'C 

F=  -g-  .8m«+  2    .  ßmy 

oder 

B)  .  .  .  .  F=:  —  [a(f-8ina  +  6c-siny] 

nach  welcher  Gleichung  man  den  gesachten 
Inhalt  F  berechnen  kimn. 


Aufgabe  768.    Von  einem  Viereck  kennt  /  F  =  866250  qm 

man  die  vier  Seiten  a  =  1000,  h  =  1700,  ^      ^  «  =  1000m 

c  =  1875  und  rf  =  1275  m,  sowie  den  In-  Gegeben:     &  =  1700m 

halt  ^=  866250  qm;  man  soll  hieraus  die  \d^  1275m 

Winkel  des  Vierecks  berechnen. 

Andeutung.  Nach  den  in  der  And«i- 
tung  zur  vorigen  Aufgabe  767  an^esteÜten 
Gleichungen  a)  und  B)  bestehen  zwischen 
den  vier  Seiten,  zwei  Winkeln  und  dem  In- 
halt die  Rdationen: 

a)  .  .  as-l-d«— 2a(i.C08«  =  6«+c2  — 2dccosy 
und 

/?)...  F=— sma-h-g-.ßmy 

Ordnet  man  diese  Gleichungen  in  besug 
auf  y^  so  erhält  man  bezw.: 

6c-cosy  =  — ' ~ — = 

oder 

52  4-  c2  —  a2  —  d«  . 

a)  .  .  &c-cosy  =  —  ^ (-im^-ci^« 

und 

b)  .  .  ftc-siny  =  2F— ad'Sin« 

Quadriert  man  diese  beiden  Gleichnngen 
und  addiert  die  somit  erhaltenen  Gleichungen, 
so  erhält  man: 

— n --f  ad.cosaj  -}-(2F— adsinit)^ 

oder,  in  Rücksicht  der  Erkl.  142: 

fe2c2=/^^'  +  ^^'~^'"'^^-j-ad»co8«y-f  (2F— adsin«)^ 

nämlich  eine  goniometrische  Gleichung:,  in 
welcher  nur  noch  der  unbekannte  Winkel  n 
vorkommt. 

Bei  der  weiteren  Reduktion  dieser  Glei- 
chung fallen  durch  Benutzung   der  in   der 
Erkl.  142  aufgestellten  Formel: 
sin*« +  008*«  =  1 

die  zweiten  Potenzen  der  Funktionen  sin  er 
und  cosa  weg  und  man  erhält  schliesslich 
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eine  Gleichung,  in  welcher  nur  noch  die 
Funktionen  sina  und  cosa  vorkommen.  Setzt 
man  alsdann  in  der  somit  erhaltenen  Glei- 
chung für: 

sin«  =:  +  \^1  —  cos«« 
oder  für: 

cosa  =  +  V^l  ""•  siö«« 
so  erhält  man  eine  goniometrische  Gleichung, 
in  welcher  nur  noch  die  Funktion  cosa  (oder 
sina)  vorkommt,  und  welche  man  in  bezug 
auf  diese  Unbekannte  leicht  auflösen  kann. 
Hat  man  nach  dieser  zuletzt  erhaltenen  Glei- 
chung und  in  Rücksicht  der  gegebenen  Zahlen- 
werte den  Winkel  a  bereclmet,  so  kann  man 
die  übrigen  Winkel  berechnen,  wie  in  der 
Auflösung  der  Aufgabe  767  gezeigt  wurde. 


An&abe  769.  Die  zwei  aneinander- 
stossenden  Seiten  a  und  h  eines  Vierecks 
sind  bezw.  =  4  und  =  3  m,  die  Diagonale, 
welche  die  Endpimkte  dieser  Seiten  verbindet, 
ist  e  =  5  m  und  die  andere  Diagonale  ist 
/'=  6  m;  wie  gross  sind  die  nicht  gegebenen 
Seiten,  wenn  die  beiden  Diagoniden  einen 
Winkel  f  =  ^{fi  miteinander  bilden? 


Figur  284. 


=  4m 

=  3m 

Gegeben:  {  ^  =:  5  m 

=  6m 
=  600 

Andeutung.  Stellt,  siehe  Figur  284, 
ÄBCD  das  Viereck  dar,  welches  den  ge- 
gebenen Bedingungen  entspricht,  so  kennt 
man  von  dem  I^eieck  ^^C  die  drei  Seiten; 
die  Winkel  a^  fi  und  ß  dieses  Dreiecks  kann 
man  somit  berechnen,  wie  in  der  Auflösung 
der  Aufgabe  119  gezeigt  wurde.  Dann  kann 
man  den  Winkel  ß^  des  Dreiecks  ABM 
in  Bücksicht,  dass: 

ist,  mittels  der  Relation: 

berechnen  und   den  Winkel  ß^  mittels  der 
Relation: 

/»,  =  /»-/»! 
bestimmen.  Sind  hiemach  ß^  und  ß^  be- 
rechnet, so  kennt  man  von  jedem  der  Dreiecke 
ABD  und  BCD  zwei  Seiten  (a  und  /",  bezw. 
h  und  f)  imd  den  von  denselben  eingeschlosse- 
nen W'inkel;  wie  in  der  Auflösung  der  Auf- 
gabe 118  gezeigt  ist,  kann  man  somit  die 
Seiten  d  und  c,  sowie  die  Winkel  a,  Ö^,  y 
und  öl  dieser  Dreiecke  berechnen. 


Aufgabe  770.  Von  den  vier  Seiten  a,  h, 
c  und  d  eines  Vierecks  büden  die  Seiten  a 
und  h  einen  rechten  Winkel,  die  Seiten  h 
und  c  einen  Winkel  /  =  120^  und  die  Seiten 
d  und  a  dneq  Winkel  a  =  120*^.  Wie  gross 
ist  die  durch  den  Schnittpunkt  der  Seiten  a 
und  h  gehende  Diagonale  f  dieses  Vierecks, 
wenn  £iese  Seiten  bezw.  5  und  6  m  messen? 


:  5m 
;6m 
Gegeben:  \  ß  =  R  oder  =  900 

1200 

1200 


a 
h 

ß 

7 
a 


Andeutung.  Stellt,  siehe  Figur  285, 
AB  CD  das  Viereck  dar,  welches  den  Be- 
dingungen der  Aufgabe  entspricht,  so  erhUt 
man  nach  der  Smusregel  aus  den  Dreiecken 
ABD  und  BCD  bezw.  die  Relationen: 
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und 


Figur  285. 


a) 


b) 


/■  = 


a*8ma 
sm<f. 


sinif, 


Erkl.  426. 

heiast : 

sin  (8Ä— a)  =  - 

(Siehe  Formel 
Gk)mometrie.) 


In  diesen  beiden  Gleichungen  kommen  die 
drei  Unbekannten  f,  Ö^  und  ^2  ^^^'  ^^i^  °i^' 
bekannten  Winkel  d^  kann  man  wie  folgt 
eliminieren: 

Zwischen  den  vier  Winkeln  des  Vierecks 
besteht  die  Relation: 

a  +  ß  +  r  +  ^  =  ^^ 

und  hieraus  erhfilt  man  in  Bficksicht,  dass: 

und  dass  gemäss  der  Aufgabe: 

ß  =  B 

c)  .  .  .  cT,  =  3ä— (a  +  y  +  ^Tj) 

Setzt  man  also  in  Oleichung  a)   für  d* 
diesen  Wert  und  berücksichtigt  man,   dass 
nach  der  Erkl.  426 : 
Eine   goniometriscbe   Formel  sin  [8  Ä  -  («  +  y  +  cT,)]  =  —  cos  (a  H-  y  -f  «r,> 

ist,  so  geht  jene  Gleichung  über  in: 

ai)  .  .  .  /  = 


ist: 
oder: 


-  sin  (£  —  «)  oder  =  —  cos« 
88  a  in  Kleyers  Lehrbuch  der 


Krkl.  427. 

heisst: 

cos  (a-j-ß)  = 

(Siehe  Formel 
Goniometrie.) 


—  cos(«  +  y  +  <r,) 

Mittels  der  Gleichungen  a^)  und  b)  kami 
man  nunmehr  zunächst  den  Winkel  ö^  be- 
rechnen; man  erhält  nämlich  aus  diesen  bei- 
den Gleichungen  die  Relation: 

a-sina  6*siny 

—  cos  (a -f- y  +  <f ,)        sinif, 
oder,   wenn  man   diese   Gleichung  amfonnt 

und  in  bezug  auf  cos  (a-f-7-h^i)   ^®  ^ 
Eine    goniometriscbe  Formel  der  ErkL  427  aufgestellte  Formel  in  Anwen- 
dung bringt,  indem  man  in  derselben: 
=  cos«  «008/9 — sma'Bmß  ,  a=:a-\-y 

43  in  Kleyers  Lehrbuch  der  ß  =  S 

setzt:  '^        * 

g-sina  —  [cos («  -|- y)  cos  J,  —  sin  («  -[-  y)  aintf,] 

&-8iny  sinifj 

oder: 

^^^  =  — co8(«  +  y).ctg<ri-|-8in(«-f  y) 

und  hieraus  erhält  man  die  goniometrische 
Gleichung: 

^    .        8in(«  +  y)  asina 

^    *       C08(a-t"y) 
oder 


68iny«co8(«-f-y> 


aeuku 


A)  .  .  ctg<fj  =  tg  («  -^-  y)  — -  r— .  ,     ,     . 

/         -6   1       ^\    ]  //      ismyco«(a-f-y) 

nach  welcher  Gleichung  man  den  Winkel  ^2 
berechnen  kann. 

Ist  hiemach  der  Winkel  61  berechnet,  so 
kann  man  im  weiteren  die  gesudite  Diagonale  /' 
nach  vorstehender  Gleidinng  b)  berediien. 


Aufgaben  über  das  allgemeine  Viereck  oder  das  Trapezoid. 


503 


Aufgabe  771.  In  einem  Viereck  sind  die 
vier  Seiten  a,  b,  c  und  d  bezw.  =  34,  29, 
11  und  27  m  lang  und  die  beiden  gegenfiber- 
liegenden  Winkel  ß  und  ö  sind  einander 
gleich;  man  soll  hieraus  den  Inhalt  des  Vier- 
ecks berechnen. 


£rkl.  428*    Die  nebenstehende  Gleichung  c) 
kann  man  wie  folgt  imifonnen: 


2(ad~cd)  — (a2-fb2  — c«  — d2) 
2(a6  — cd) 

2(ad  — cd)  +  (q^+^'~c^  — <^) 
2  {ah —  cd) 


m/?  =  y  — 


^{ah  —  cd) 


2ah'-2cd-]-a^  +  h^-'C^—d^ 
2(a&  — cd) 


m,ß 


-acd  +  d«)-  (gg— 2o&  +  bg) 
2  (ab  — cd) 
(a«+2ad  +  &«)— (c«+2cd-i-d2) 


2(«fe--cd> 

;.  .  .,  1  /[(^d)2-(a-&)2].[(a-i-ft)8-(c-hd)2] 
'"^  -  V  4(a6-cd)2 


sm 


.      _      /[(c-,d)+(a~"d)Hrc~cf)-(a-ft)] 
*^        V  2«(a6  — cd)« 

>^[(«+&)+(c+rf)]-[(a+&)  -  (H-d)] 

«^ß  =  äT^ftZT^)'  V(<»+2>+c+d)(H-c-a-d)  . 

l/(a4-c-d-6)(«+6-c-d) 


(a  =  34m 
6  =  29  m 
v,«©^-,«-.  .  c  ==  lim 
d  =  27m 

Andeatnng.    Ist,  siehe  Fig.  286,  AB  CD 

das  gegebene  Viereck,  und  man  zieht  die 

Diagonale  AC  {=€)^  so  hat  man  nach  der 

Erkl.  151   für  den  gesuchten  Inhalt  F  des 

Vierecks; 

—      ah      •   j.  t   cd     .   ^ 
jt  =  -g-  •  smiJ  +  -g-  •  Bm<f 

oder  |in  Bttcksicht,  dass  gemäss  der  Aufgabe: 

ist:  '  =  ^ 

a)  .  .  .  .  F  = -^(ab'\-cd)'amß 

In  dieser  Gleichung  kommt  noch  der  un- 
bekannte Winkel  ß  vor;  um  denselben,  bezw. 
um  sin/}  zu  eliminieren,  verfahre  man  wie  folgt: 

Nach  dem  Projektionssatz  ergeben  sich 
aus  den  Dreiecken  ABC  und  ACD  bezw. 
die  Relationen: 

6«  =  a«  +  6«— 2a&.co8/J 
und 

e«  =  c«  +  d2  — 2cd.coscr 

und  aus  diesen  Gleichungen  ergibt  sich  unter 
gleichzeitiger  Berücksichtigung,  dass 

ist:  '  =  " 

a2-j- 62 -«  2a&.cos/J  ^  c«  + d«  —  2cd.C08/J 
Löst  man  diese  Gleichung  in  bezug  aut 
cos/}  auf,  so  erhält  man: 

.  .       a2  +  b2_-c«  —  d2 

«)    .    .    .    COSÄ  =  Jr-r-r =r 

'  '^  2(a&  — cd) 

Berücksichtigt  man  nunmehr,  dass  nach 
der  Erkl.  52: 

/J)  .  .  .  sin/J  =  28in  ~  cos  -^ 

2a  Sa 

und  dass  nach  den  Erkl.  227  und  226: 

.  .     ß       ^/l  — cos/J 

und 


^x  ß  i/l+COS/J 

ist,  dass  also: 


oder: 


iin/9  =  2y^ 


—  C08/g)  (1  -f-  COSjg) 

4 


0 


sin/9 


sm 

mithin: 

8iniJ=  V(l  — cos/J)(l4-cÖB^) 
ist,  und  dass  hiemach  und  in  Rücksicht  der 
Gleiehung  a): 

—  \/(\       a^'^l»  —  c^-d'^\  /~~a«  +  62 -- c2 -IT^ 
VV  2(a6-cd)      A   "^       2(a6-.cd)      J 

oder  nach  der  Erkl.  428: 
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b)  .  .  .  ßin/9  = 


2  {ah  ^  cd) 


'[/'{a+h+c+d)(b'\-c  —  a—d){a+c—d'-b)(a'\-h-c—'i) 

gesetzt  werden  kann,  so  ergibt  sich  hienach 
aas  Gleichung  a): 

4      ab  —  Ca 

nach  welcher  Gleichung  man  den  gesnchten 
Inhalt  berechnen  kann. 


rechnen. 


Ani^abe  772.  Die  Diagonalen  e  and  /'eines  r  c  =  427,58  m 

Vierecks  sind  bezw.  427,58  and  241,6082m  Gegeben:  j/^  241.6082 m 

lang  and  einer  der  Winkel,  welche  dieselben  l «  __  70o  14'  50,6" 

bilden,  ist  6  =  700 14' 50,6";  man  soU  aas        Andeutung.      Stellt,    siehe   Figur   2^7. 
diesen  Angaben  den  Inhalt  des  Vierecks  be-  AB  CD  das   gegebene   Viereck   dar,    nnd 

bezeichnet  man  die  Inhalte  der  Dreiecke,  in 
welche  das  Viereck  durch  die  beiden  Dia- 
gonalen zerlegt  wird,  der  Reihe  nach  mit 
A  ÄBM,  A  BCM,  A  CDJtf  und  A  DAM. 
und  die  Abschnitte  der  Diagonalen  mit  *'. 
c",  f  und  f\  so  bestehen  nach  der  Erkl.  151 
die  Relationen: 

^ABM=-^  .  sin« 


^BCM  = 


2 


sin  (2  Ä  —  6) 


und 


A  CDM  =  -^  '  sin« 


/SDAM=  ^-^  .  sm (2 i?  —  €) 


Durch  Addition  dieser  vier  Gleichungen 
erhält  man,  in  Rücksicht ,  dass  die  Summe 
der  Inhalte  der  vier  Dreiecke  gleich  dem  ge- 
suchten Inhalt  F  des  Vierecks  ist,  and  dLs 
sin(2i?  —  6)  =  siuf  gesetzt  werden  kann: 


F  = 


e'-f 
2 


e"f 


e**'f' 


^f 


sine -[-  -^  .  sin«-] — —  •  sin€  +  ~-  •  sin^ 


oder: 


sm^ 


F  ^  {e*  f  ■\-e"  f  -]-€'*  r  +  €*  f)-  — 


und  hieraus  ergibt  sich  in  Rücksicht,  dass. 

und 

r'  +-  e"  =  ^ 
ist: 

r  =  —  .  smc 

nämlich  eine  Gleichung,  mittels  welcher  man 
den  gesuchten  Inhalt  F  aus  den  gegebenen 
Stücken  direkt  berechnen  kann. 


Aufgaben  über  das  allgemeine  Viereck  oder  das  Trapezoid. 
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Aufgabe  773.    In  dem  durch  die  Fig.  288 


«,  =  220 14'  20" 


dargestellten  YiereckABCD  sind  die  Winkel,  ^     ,        I  «,  =  43o  16'  10  5"!,.,^    t..    «««. 
welche  die  Diagonale  AC  mit  den  Vierecks-  ^«^'^ß^-  i  y'  =  660  25'0,8"      <^^^^  ^^'  2®^> 


selten  bildet: 


«1  =  220 14'  20" 
«j  =  430 16'  10,5" 
y,  =  660  25'  0,8" 
und 

yg  =  700  8'  2,1" 

wie  gross  sind  die  vier  Winkel  ß^,  ß^,  ö. 
imd  ^2,  welche  die  andere  Diagonale  BD 
mit  den  Vierecksseiten  bildet? 


Figur  288. 


A' ä~ 


0,8" 
^2  =  700  8' 2,1"     J 

Andeutung.  Nach  der  Sinusregel  erhält 
man  aus  den  Dreiecken  ÄBC^  BCD  und 
ÄCD  der  Figur  288  bezw.  die  Relationen: 

f_  __  sin  (ß^  +  ß.;) 
h  sin  a. 


a)  .  . 


und 


VN  ^        smd, 

b)  .  .  ,  .  —  =  -r— -i 

c        smß.2 
V  c  sin  ff.. 

vi    ....  — _      .      ,  ^       ,       2 — 

e        sm  (tf  1  -(-  dg) 


Multipliziert  man  diese  drei  Gleichungen 
miteinander,  so  erhält  man: 

e-b'C  __  8in^^J^-^).8incrj-8in«2 

b-c-e       8ina,'Sin/9,»sin(cri-}**^2) 
oder,  wenn  man  reduziert  und  berücksichtigt, 
dass: 

ebenso  'i^X^  «S  Z^y^  }  «»»'^>--*'^>'<^> 
sind,  .dass  also  nach  der  Erkl.  66: 

sin  (ß,  -4-  ß.)  =  sin  («,  +  y,) 
und     sm  (cT,  +  cTj)  =  sin  («3  +  y^) 

gesetzt  werden  kann: 

-  sin  («^  -f-  y^) '  sin  (^^ » sin  a^ 

~~  sin  «,  •  sin  /S^  •  sin  («,  +  y,) 

Aus  dieser  Gleichung,  welche  nur  noch 
die  unbekannten  Winkel  jS«  und  d^  enthält, 
ergibt  sich: 

smß^  __  sin«.,- sin  («^  -f-y,) 

8in<^i  ~"  sin«,'8in(a2-f~y2) 

oder,  wenn  man  den  bekannten  Ausdruck 

rechts  der  Kürze  halber  =  m  setzt: 

8in^.> 
.   ^^  =  m 
smoj 

und  in  bezug  auf  diese  Proportion: 

sin/J,  m 

sin<fi         1  . 
den  in  der  Erkl.  119  angeführten  Summen- 
und  Differenzensatz  in  Anwendung  bringt: 

sin ß.i  —  sin cF^  _  m—  1 
sin/jj  +  sin  (T,  ~~  w-f-l 

und  dann  die  in  der  Erkl.  268  angeführte 
goniometrische  Formel  berücksichtigt: 

^*       2         m  —  1 

Berücksichtigt  man  nunmehr,  dass  in  dem 
Dreieck  BCD: 

A)  .  .  .  ^^4.<r^=:2i?-(yi  +  y,) 

also: 

~"2~""^ 2~ 


506 


Ebene  Trigonometrie. 


ist,  dass  also  die  Winkel  ^^^ti  iuid  ^^^= 

Komplementwinkel  sind  nnd  sonach  und  nacli 
der  Erkl.  19: 

gesetzt  werden  kann,  so  erhält  man  schliess- 
Hch  ans  jener  Gleichung  in  Rücksieht  dessen: 


B) 


t« 


A 


dj  m  —  1 


ctg 


Xi  +  y» 


2  w-f-l     "'^       2 

nach  welcher  Gleichung  man,  in  Rücksicht 
dass: 

__  8inaa'8in(tf,  +yi) 


B,) 


•     •     • 


m 


Bin«i«8in(«2-f-y8) 


^^y  ßi  —  ^\  berechnen  kann.  Aus  dieser 
berechneten  Winkeldifferenz  ß^  —  <^i  nnd  ans 
der  nach  Gleichung  A)  bekannten  Winkel- 
summe ß^  -\-  d^  kann  man  dann  leicht  die 
Winkel  d\  und  ß^  berechnen.  In  ganz  ajia- 
loger  WeiiBe  kann  man  die  gesuchten  Winkel 
ß^  und  ^2  berechnen. 


l   ^oiaI 


(siehe  Fig.  269) 


Aufgabe  774.  Von  dem  durch  die  Fig.  289  f  ^  =  1484,83  m 

dargestellten  Viereck  AB  CD  kennt  man  die  c  =  896,78  m 

Seiten  a  =  1484,83  und  c  =  896,73  m,  so-  begeben:      a  =  ^oo^s' 36" 
wie  die  von  diesen  Seiten  und  einer   der  ^  ~  «ao  lo*  aß«    J 

beiden  anderen  Seiten ,  nämlich  der  Seite  d  v  y,  —  ti4  la  db     ^ 

gebildeten  Winkeln  a  =  50^  39'  36''  und        Andentang.    Nach  der  Sinusregel  eriiUt 

d  =  108^  37'  28";  femer  kennt  man  den  man  aus  den  Dreiecken  ABC  und  ACh 

Winkel  y^  =  64<>12'36",  welchen  die  Dia-  der  Figur  289  die  Relationen: 
gonale  AC  ml  der  vierten  Seite  h  bildet;  e  __  fauß 

man  soll  aus  diesen  Angaben  die  Winkel  be-  ~^  -~  ~~' 

rechnen,    welche  jene   Diagonale   mit   den  and 
übrigen  Seiten  bildet  e 


sm/i 
sind 


c         sina. 

Dividiert  man  die  zweite  dieser  Gldchim- 
gen  durch  die  erste  und  berücksichtigt  num, 
dass  sich  ß  und  ai-\'yi  zu  180^  ergfinzen 
und  dass  ai=^  a  —  a^  ist,  so  erhält  man: 

a  sind'Siny, 

c       8ina,*Bin  (a  —  a,  -}*  Y\) 
nämlich  eine  Gleichung,  in  welcher  nur  noch 
der  unbekannte  Winkä  a,  vorkommt.     Ans 
dieser  Gleichung  erhält  man: 

•    r/     1      \         1       C'SinJ-siny, 
sm«,.  sm  [(«  +  Yi)  —  «J  = — 

und,  wenn  man  in  bezug  auf  sin  [(ee  -h  /i)  —  ^ 
die  in  der  ErkL  232  aufgestellte  goniome- 
trische  Formel  in  Anwendung  bringt,  inden 
man  in  derselben 

imd  /^  =  «t 

setzt: 

r  .    /     I       ^                     /     I      \    •      1       csinif-siiiy, 
8maj-[8m(a+y,)co8«j— cos(a-f-yi)-BinaJ  == 


Aufgaben  über  das  allgemeine  Viereck  oder-  das  Trapezoid. 


60T 


oder 
sin  «2  »cos  «2»  sin  («-f-y,)  —  sixi^a^'QOS  (a-^yi)  = 

dann  nach  der  Erkl.  52: 

sin  2  ffa 

sina.j*cosa.2  =  — q""-^ 

und  nach  der  Erkl.  301 : 

1  —  C082a2 


csinJ*sin)^» 


sin^a« 


2 


setzt: 


sin2cj 
2^ 


sm 


sm 


^     ,      .       1  — C082a2  .     ,      .        csindsinvj. 

(«  +  yi) 2 —  '  ^^("+>'»^  = ä~"^ 

oder: 

o        -/IX            /INI        a            /     i      \       2c8in<f8iny, 
2ix2*sm  («  +  y,)  —  cos  (a  +  /i)  -f-  C082  «2-cos  («  +  y,)  = — ~ 

2e8in<f  sin/i 


a 


3in2a2*  sin  («  +  y,)  +  cos  2a.2'  cos  («  +  y^)  = 


a 


+  C08(a  +  y,> 


A) 


cos 


Bringt  man  schliesslich  in  bezng  auf  den 
Ausdruck  links  die  in  der  Erkl.  225  an- 
geführte goniometrische  Formel  in  Anwen- 
dung, indem  man  in  derselben: 

«   =   «  +  /! 

und      ß  =  2a2 

setzt,  so  erhält  man: 

/     1            o    X      2c8in<fsiny,   ,         /     i      v 
(«  +  yi  -  2«8)  = +  cos  (a  +  Y,y 


a 


nämlich  eine  goniometrische  Gleichung,  nach 
welcher  man  a-f~/i  —  2^2  berechnen  kann. 
Ist  dieser  Wert  berechnet,  so  kann  man  hier- 
aus, da  a  und  Yi  gegeben  sind,  leicht  a^: 
berechnen.  Ist  eimnal  a2  berechnet,  so  lassen 
sich  mittels  dieses  Wiiü^els  a^  die  übrigeD 
Winkel  a^  und  y^  leicht  bestimmen. 


Auiigabe  776.  Man  soll  die  allgemeinen 
Beziehungen  zwischen  den  vier  Seiten  a,  b, 
c  und  d  eines  beliebigen  einfachen  Vier- 
ecks mit  den  hohlen  Winkeln  a,  j3,  y 
und  ö  und  diesen  vier  W^inkeln  aufsuchen. 


Figur  290. 


Gesucht;  Die  aUgemeinen  Beziehongen  zwischen  dei> 
vier  winkeln  und  den  vier  Seiten  eine» 
Vierecks. 

Auflösung.     Zur  Aufsuchung    der   all- 
gemeinen Beziehungen  zwischen  den  vier 
Seiten  a,  b,  c  und  d  und  den  vier  Winkeln 
a,  ß,  y  und  ö  des  durch   die  Fig.  290  dar- 
gestellten   e  i  n- 
fachen  Vier- 
ecks    mit     denr 
hohlen    Win- 
ken a,  /},  y  und 
d  kann  man  wie 
folgt  verfahren: 
Verlängert  man 
z.  B.  die  Seiten 
"^-  a  und  c  bis  zu 

ihrem   Durch- 
schnitt E,  fällt 
alsdann  von  den 
Endpunkten     D 
und  (7  der  Seite  c 


E 
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die  Perpendikel  CI  und  DG  auf  die  Seite 
a,  bezw.  auf  deren  Verlängerong,  und  zieht 
CR  parallel  der  Seite  a,  bezw.  parallel  AE. 
so  erhält  man  die  rechtwinkligen  Dreiecke 
DGÄ,  DHCmä  CFB  sowie  das  Rechteck 
HCFG\  da  sich  nun  aus  der  Figur  ei^bt. 
dass: 

AB  =Ä^  +  GF  ^BF 
bezw.  dass: 

a)  ,  .  .  a=:ÄG-i-HC  --BF 

ist,  und  da  sich  aus  dem  rechtwinkligen 
Dreieck  BGA  öie  Relation: 


b)  .  .  .  AG  =  d'CQsa  (siehe  Erkl.  51) 

aus  dem  rechtwinkligen  Dreieck  DHC  die 

Relation: 
Erkl«   429«     Eine   göniometrische    Formel  ■=-= 

lieisst:  BC  =z  csme  (siebe  Erkl.  50) 

sin  (Ji^  o)  =  cos«  oder,  in  Rücksicht,  dass: 
[Siehe  Formel  16  a  in  Kleyers  Lehrbuch  der  ^  =  <f  _  (jr  ^  „) 

Goniometrie  und  den  Abschnitt  13)  dieses  Lehr-  e  =z  (a-^^)  —  B 

buchs,  in  welchem  die  Allgemeingültigkeit  jener  ist,  die  Relation: 

Formel  nachgewiesen  ist.l  ,  ,    .      .    ^ 

^  '  c)  .  .  .  jBTC  =  f.sin[(«  +  <r)  — A] 

und  aus  dem  rechtwinkligen  Dreieck  CFB 
die  Relation: 


d)  .  .  .  BF  =z  h'C09(2B  —  ß)   (siehe  Erkl.  5b 

ergibt,  so  folgt  aus  diesen  Gldchongen  a) 
bis  d): 

a  =  d'COBj» -f-  csin  [(a  -f-  d)  —  Ä]  -—  dcos  (2 Ä  —  ^r 
oder : 
a  =  rf- cos «  + c. sin  [—(Ä  —  (a +  *))]  — ft.  —  cos/J  (siehe  Erkl.  94. 

a  =  d-cosa  +  c-— sin[i?  — (a-f  <^)H-6-cos^  (siehe  ErkL  127, 

mithin: 
A)  .  .  .  «  =  d'C0Ba  —  C'(i08{a-\'d)-^'h'C0Bß  (siehe  Erkl.  429j 

oder  auch,  wenn  man  berücktichtigt,  dass  in 
dem  Viereck  nach  der  Erkl.  332 : 

a  +  <r  =  4J?~(^  +  y) 
ist,  dass  also: 

cos(a  +  d)  =  cos  [4  jB  —  (/J  +  r)] 
Erkl,  480.     Eine   göniometrische   Formel  oder  hiemach  und  nach  der  Erkl.  430: 
*»ei8st :  ^  cos  («  +  *)  =  cos  (ß-^y) 

sresetzt  werden  kuin* 
(Siehe  Formel  40b  in  Kleyers  Lehrbuch  der  ^  .  _  *  ,«  i     ^  •   ,       ;, 

Goniometrie.)  A,)  .  .  .  a  =  cfcos«  -  c.co8  0J  +  y)-fica6.^ 

Eine  weitere  allgemeine  Beziehung  findet 
man  wie  folgt: 

Aus  der  Figur  290  ergibt  sich  die  Re- 
lation: 

DG  =:DW  +  HG 
oder: 

e)  ,  .  .  ,  DG  =D^H  -\-C~F 

Femer  ergibt  sich  aus  dem  rechtwinkligen 
Dreieck  DGA: 

f)  .  .  .  .  DG  =  (2-sina  (siehe  Erkl.  50) 
aus  dem  rechtwinkligen  Dreieck  DHC 


Aufgaben  über  das  allgemeiiie  Viereck  oder  das  Trapezoid.  50& 


DE  =  c-cosf  (siehe  Erkl.  51) 

oder,  da  «  =:  <f  —  (R  —  a) 

Erkl«  481,      Eine    goniometrische    Formel  ,        _  ,   a-s\^  n 

heisst:  .  *       v«T"ö;      ä 

cos  [R —  a]  =  sina  ^  *  

[Siehe  Formel  16  in  Kleyers  Lehrbuch  der  ^)  •  •  •  •  ^-^  =  c  cos  [(«  +  *)  — Ä] 

Goniometrie  und  den  Abschnitt  18)  dieses  Lehr-   und  aas  dem  rechtwinkligen  Dreieck  CtBi 

Aus  den  Gleichungen  e)  bis  h)  folgt  also: 

d-aina  =  c-cos  [(«-|- J)  — Ä]-|-&.sin(2Ä  — /J> 

oder* 
Erkl*    432«     Eine    goniometrische  Formel  ^  .  , 

heisst:  d-sin«  =  c-cos  [— (i?  — (a  +  <r))]  +  6.sin/J 

sin  (4Ä  —  «)  =  —  sin«  (siehe  Erkl.  66> 

(Siehe  Formel  40  a  in  Kleyers  Lehrbuch  der   cZsin«  =  ccos  [^  -  («  +  «f)]  +  ftsin^ 
Goniometrie.)  (siehe  Erkl.  126> 

mithin: 

B)  .  .  .  d-sin«  =  C'9X0i{a-\-  d)  -\-h^mß 

(siehe  Erkl.  4dl> 

1.  n^"' *E\.iu'^    in    nebenstehender   Auf-  ^  j^  ^^^  berücksichtigt,  dass  m 

ISbt  Ä^l^roft^SÄT  nÄ  S  d2  ^-  Viereck  nach  der  Erkl.  882:^' 
Form:  a  +  cT  =  4Ä— (/?  +  y) 

1) .  . .  cJ'Cosce — c-cos(«-f-<f)-[-fe-cos/J — a  =  0  ist,  dass  also: 
la).  .  .  d-cos«-— c-cos(/S-|-y)+&'COS/J— a  — 0  8in(a4"<'^)  =  sin  [4  Ä  —  ^J  +  j')] 

2). .  .  c^-sina  — c-sin(a-}*<^)  +  ^"8in/J  =  0  oder  hiernach  und  nach  der  Erkl.  482: 
2a).  .  .  «?-sin«-|-csin(/J-j-y)4-&-8in/J  =  0  sin(a  +  <f)  = — sin(^-[-y) 

^^iid  gesetzt  werden  kann: 

3)...  a  +  /J  +  y-j-cr  =  4Ä  B,)  .  .  d-sina  =  —  c-smO? -{-y)-f  6  sin/J 
oder  auch,  Bei-ücksichtigt  man  noch,  dass  nach  der 

in  Rücksicht,  dass  nach  Gleichung  3)  und  Erkl.  332    zwischen   den  vier  Winkek  die 

nach  der  Erkl.  484:  Relation: 

cos(a  +  ^  +  y  +  cr)  =  l  q  .  .  .  «  +  ^  +  y  +  J:=.4Ä 

«)          rt  =  ö .  cos  («  +  Ä  +  y  +  <r)  besteht,  so  hat  man  mit  den  Gleichungen  A)^ 

und  dass  nach  der  Erkl.  484:  ?>  ^^^  ^)  .^^«^  }f,  .^f  Gleidiungen  A,), 

'   (       Ä  4-    _L  rf\  —  0  ^  '"^    C)  je  drei  Gleichungen,  durch  welche 

also-    ®"^^""^^  '  ^"*"^*~"  die  allgemeinen  Beziehungen  zwischen   den 

ß)         0  =  a-sinCa  +  Ä  +  y-fcT)  ^^  Seiten  und  den  vier  Winkeln  eines  ein- 

ffesetzt  wprden  kann  fachen  Vierecks  ausgedrückt  sind.     (Siehe 

gesetzt  werden  kann,  ^^  ^^^^  ^^^  ^.^  ^^^  ^ 

in  der  noch  Übersichtlicheren  Form: 


also: 


a)  . 

b)  . 

imd 

c) 


a'Cos(a-j"/^  +  y  +  <^)  ==  <i'COS«  — c«cos(«  +  cf)  +  6-co8i8 
a-cos(«  +  /J-f-y-|-<l)  =  (f. cos«  ~  c-cos  (/J  +  y)-|- 6-cos/J 
a'Sin(«  +  /J-j-y-}*<^)  =  <?-sina  — p-sin(a  +  <f)-(-5-sin^ 
a-sin(a  +  /J-f-y  +  <^)  =  <?-sina  +  c.sin(/j4-y)  +  ^si»i* 

«-|-/*  +  y  +  <^  =  4Ä 


Erkl.  484.    Für  die  Werte  der  trigonometr. 
Fvmktionen  eines  Winkels  von  AR  hat  man: 

a)  .  .  .  sin4i?  r=  0 

b)  ;  .  .  C084Ä  =.  1 

c)  .  .  .  tg4i?  =  0 

d)  .  .  .  ctg4i?  =  00 

[Siehe  Abschnitt  10)  in  Kleyers  Lehrbuch 
der  Goniometrie.] 
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Erkl«  486«  Aus  den  in  der  nebenstehenden 
Aaflösnng  angestellten  Gleichungen  A)  bis  C), 
dnrch  welche  die  allgemeinen  Beziehungen 
zwischen  den  vier  Seiten  nnd  den  vier  Winkeln, 
also  zwischen  den  acht  Bestimmungsstflcken 
eines  einfachen  Vierecks  ausgedruckt  sind, 
«ergibt  sich,  dass  wenn  von  den  acht  Bestim- 
mungsstttcken  eines  solchen  Vierecks  fünf  der- 
■selben  gegeben  sind,  man  mittels  drei  jener  Glei- 
chungen die  drei  übrigen  Stücke  berechnen  kann. 

Erkl*  486.  Durch  die  in  nebenstehender 
Auflösung  aufgestellte  Gleichung  A): 

1)  .  .  .  a  =  <2-cosa  —  c-C08(a-|- J) -f-fc-cos/S 
ist  eine  allgemeine  Beziehung  zwischen  den 
vier  Seiten  und  drei  Winkeln  eines  Vierecks 
Ausgedrückt,   nach  welcher  sich  die  weiteren 
analogen  Relationen  ergeben: 

2)  .  .  .  b  =  a-cosß  —  <f-cos(a-j-^)-|-c-cosy 

S)  .  .  .  c  =  h'COBy  —  a'GOB(ß-\-y)-\-d-co8^ 
und 

4)  .  .  .  d  =  C'COScT  — fe'COs(cf-|-y)-f-a«cosa 

Desgleichen  wird  durch  die  in  nebenstehender 
Auflösung  aufgestellte  Gleichung  AJ: 
la)  .  .  .  a  =  d'C09a  —  C'C08(^-j-y)-|- 6'COS/J 
•eine  allgemeine  Beziehung  ausgedrückt,  nach 
welcher  sich  die  weiteren  analogen  Relationen 
ergeben : 

2a)  .  .  .  h  =:  a-cosß  —  d-co8(cf-|-y)  +  <^-co8y 
3a)  ,  .  .  c  =  5-co8y  —  a'COB{a-^(9)-\-d'COs6 

und 
4a)  .  .  .  d  =  c-cosJ — 6-cos(a  +  /9)-j-a-co8a 

Ferner  wird  durch  die  in  nebenstehender 
Auflösung  aufgesteUte  Gleichung  B): 

5)  .  .  .  d'Sma  =^  c*Bin(a'\-&)'\-hBinß 

eine  allgemeine  Beziehung  zwischen  drei 
leiten  und  drei  Winkeln  eines  Vierecks  aus- 
gedrückt, nach  welcher  sich  die  weiteren  ana- 
logen Relationen  ergeben: 

6)  .  .  .  a-sin/J  =  d-8in(a-|-/J)-|-c-8iny 

7)  .  .  .  b'Bvay  =:^  a'San(ß-\-y)-\-d'BiDi^ 
und 

8)  .  .  .  C'SinJ  =  6'Sin(y4- J)-|-a'8ina 

In  analoger  Weise  wird  durch  die  in  neben- 
stehender Auflösung  auf^stellte  Gleichung  B,): 

6a)  .  .  .  d-sina  =  —  c - sm  (p -\-y) -{■■}>' Bin ß 

-eine  allgemeine  Beziehung  ausgedriickt,  nach 
welcher  sich  die  weiteren  dieser  analogen  Re- 
lationen ergeben: 
•6a)  .  .  .  a-Binfl  =  — d-sin(y-\-&)-\-c-ainy 

7  a)  .  .  .  6-siny  =  — a-sin(ff-(-cr)-|-d-sincr 

und 
■8a)  .  .  .  c-sinrf  =  —  6-sin(a  +  ^)-|-a'Sina 

Die  in  dieser  Erkl.  436  aufgestellten  For- 
meln kann  man  in  Verbindung  mit  der  Re- 
lation: 

9)  .  .  .  a  +  ß  +  y  +  ^z=zAIi 

oft  mit  Vorteil  bei  der  Auflösung  sog.  tetra- 
gonometrischer  Auiig^aben  (s.  Anmerkung  89) 
benutzen ,  wie  bei  einigen  der  nachfolgenden 
Aufgaben  gezeigt  ist. 


Aufgaben  über  das  aUgemeine  Viereck  oder  das  Trapezoid. 
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Aufjgabe  776.  Von  einem  Viereck  kennt 
man  die  drei  Seiten  a  =  2,6  m,  &  =  33,15  m 
und  c  =  96,98  m  nnd  die  beiden  der  mitt- 
leren Seite  h  anliegenden  Winkel  /?  =  118^ 
4'  20,9"  nnd  y  =  142«  55'  9,1'';  man  soll 
hieraus  die  vierte  Seite,  die  beiden  anderen 


Gegeben: 


a  =  2,6  m 
h  =  33,15  m 
c  =  96,98  m 
ß  =  1180  4' 20,9" 
Y  =  1420  65'  9,1 


ii 


Andentang.   Ist,  siehe  Fig.  291,  ÄBCD 


Winkel  nnd  den  Inhalt  F  des  Dreiecks  be-  das  gegebene  Viereck,  so  bestehen  nach  den 
rechnen.  in  der  ErkL  436  aufgestellten  Gleichungen 

2a)  und  6a)  die  Relationen: 

h  =z  acoBß—  (f-co8(<f-|-y)  +  c-co8y 
und 

asin^  =:  —  d'Bm{y-^d)-\-C'miiy 

oder  die  Relationen: 

a)  .  .  .  t?-co8(cf-|-y)  =  a-C08/J-|-c»C08y  —  h 
und 

b)  .  .  .  d-sm(y-\-^)  =  C'Smy  —  asmß 

Quadriert    man    nunmehr    diese    beiden 
Gleichungen  und  addiert  dieselben,  so  erhMlt 
man: 
d2.coB2  (^-\-y)  +  d^.sin«  (y  +  d)  =  (afiosß  +  c-eoBy  —  6)«  +  (csiny  —  asin/J)« 
d»'[8Ui^  (a-j-ß)-\-  0082  («  -j-  ß)]  =  a2co8«/J  +  2ae cos/J  cosy  4^ c«  co8«y  — 

'2a6-co8^  —  2fec  cosy  -\-h^-^c*  sin^y  —  2ac  sin/J  siny-f"  **  sin^/J 

oder  nach  der  Erkl.  142  und  nach  gehöriger 
Reduktion: 
(f2  =  a2(8in2/J+coB«^)-f-6«+c2(8in8y-|-co8«y)--2[a6co8i8+&c-co8y-— ac(co8/Jco8y  — sin/^siny)] 

und   hieraus   erhält  man  in  Rücksicht    der 
Erkl.  142  und  427: 

.  .  d  =  v^o*  +  fe2  -|-  c«  —  2  [a&  C0Sj8  -|-  bc  %osy  —  ac  cos  (/J  +  y)] 


A) 


Figur  291. 


Nach  welcher  Gleichung  man  die  gesuchte 
vierte  Seite  d  berechnen  kann. 

Zur  Berechnung  des  gesuchten  Winkels  a 
kann  man  wie  folgt  verfahren: 

Fällt  man,  siehe  Fig.  291,  die  Perpendikel 
CJB  und  DG  auf  die  Seite  a,  d.  h.  projiciert 
man  die  Seiten  bj  c  und  d  auf  die  Seite  a 
des  Vierecks,  so  ergibt  sich  aus  der  Fig.  291: 

AB  =ÄG+GF  —BF 
oder:  

c)  .  .  .  a  =  i  ö  +  7C  —  B¥ 

Da  sich  nun  aus  dem  rechtwinkligen 
Dreieck  ^6rZ>  die  Relation: 


d)  .  .  .  AG  =  d'COBa  (siehe  Erkl.  51) 

aus  dem  rechtwinkligen  Dreieck  BFC  die 
Relation: 

BF  =  6-008  (2Ä  —  i») 
oder  in  Rficksicht  der  Erkl.  437: 

e)  .  ,  .   BF  =  —  &-OOS/J 

und  ans  dem  rechtwinkligen  Dreieck  DJC 
die  Relation: 


JC  =  C*COS€ 

oder  in  Rücksicht,  dass: 

oder: 

6  =  0J  +  y)-2Ä 
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ist: 


oder: 


~JC  =  c.cos[(^  +  y)  — 2Ä] 
JC  =  c.cos[— (2/?— (/J  +  y))] 


JC  =  c.C08[2Ä  — (/8  +  y)](8.Erkl.ia)) 
mithin: 

f)  ..  .  JC  =  — c.C08(^  +  y)  (8.  Erkl.  487) 

ergibt,  so  erhält  man  aus  den  Gleichnngen  c) 

Erkl,   487.      Eine   goniometri8che    Formel  ^J^  *^- 
heisst:  g)  •  •  •  «  =  d-cos«  —  c-co8(^-|-y)-|-6-cos,? 

co8(2ä  — «)  =  —  cos«  Löst  man  diese  Gleichung  in  bezng  auf 

(Siehe  Formel  86  a  in  Eleyers  Lehrbuch  der  cosa  auf  und  setzt  für  d  den  nach  Olei- 

Goniometrie.)  chung  A)  gefundenen  Wert,  so  erhSJt  num: 

o-f- C'cos OJ-f-y)  — -  ft-coB/f 


B) 


cosa  = 


Va^-\-}ß-\-d^ — 2[a&-co8/J-f-6c-co8y— «c-cosC/J-^y; 

nämlich  eine  Gleichung,  nach  welcher  man 
den  gesuchten  Winkel  a  direkt  aas  den  ge- 
gebenen Stücken  berechnen  kann.  Ist  a  hier- 
nach berechnet,  so  kann  man  den  vierten 
Winkel  A  mittels  der  Relation: 

C) . . .  cr  =  45— («+/?+/) 

berechnen. 

Den  gesuchten  Inhalt  j^lindet  man  wiefolgrt: 
Denkt  man  sich  die  Diagonale  BD  ge- 
zogen, so  wird  das  Viereck  in  die  beiden 
Dreiecke  BCD  und  ABD  zerlegt  und  man 
hat  nach  der  Erkl.  151  für  den  Inhalt  f: 


a) 


—      hc      .        .ad 


sma 


D) 


Femer  hat  man  nach  der  in  der  Erkl.  436 
aufgesteUten  Gleichung  5  a): 

b)  .  .  .  c^-sina  =  —  c-8in(/?  +  y)4-*-aiu/* 
und  aus   diesen  beiden  Gleichungen   erhält 
man: 

F=  -^siny+y  .[— c8m(^  +  y)  +  68in;J] 

oder: 

F  =  -^(o&8in^+6c8iny~ac8in(/J-|-y)] 

nach  welcher  Gleichung  man  den  gesuchten 
Inhalt  F  direkt  aus  den  gegebenen  Stöcken 
berechnen  kann. 


Aufgabe  777.  Die  drei  Seiten  a,  b  und  c 
eines  Vierecks  messen  bezw.  120,  78  und 
117  dm  und  die  beiden  an  der  äusseren  Seite  a 
liegenden  Winkel  a  und  ß  betragen  bezw. 
94<>  10'  40''  und  72«  46'  52,8";  man  soll  hier- 
aus  die  vierte  Seite,  die  übrigen  Winkel  und 
den  Inhalt  des  Vierecks  berechnen. 


u* 


a  =  120  dm 
6  =  78  dm 
Gegeben:  {  c  =  117  dm 

a  =  940 10'  40" 
l  /J  =  720  46'  62,8' 

Andeutung.   Ist,  siehe  Fig.  291,  ABCD 
das  gegebene  Viereck,  so  besteht  nach  der 
in  der  Erkl.  436  aufgestellten  Gleichung  4a) 
die  Relation: 
a)  .  .  .  d  =  c-coscT — b'COs{a-\-fl)'{'a'CO$c 

in  welcher  Gleichung  die  unbekannte  Seite  'i 
und  der  unbekannte  Winkel  Ö    vorkommt: 


in  Frankfurt  a.  M.  1881. 


Der  ausfUhrliche  Prospekt  nnd  das  ausführliche  Inhalts- 
verzeichnis der  „Tollständig  gelösten  Aufgabensammlung  Ton 
Dr.  Ad.  Kleyer*'  kann  von  j«der  Buckhandlung,  sowie  von  der 
Verlagskandlnng  gratis  und  portofrei  bezogen  werden. 

Bemerkt  sei  hier  nur: 

1).  Jedes  Heft  ist  aufgeschnitten  uDd  gut  brochiert  um  den  sofortigen  und  dauern* 
den  Gebrauch  zu  gestatten. 

2).  Jedes  Kapitel  enthält  sein  besonderes  Titelblatt,  Inhaltsverzeichnis,  Berichtigungen 
und  Erklärungen  am  Schlüsse  desselben. 

3).  Auf  jedes  einzelne  Kapitel  kann  abonniert  werden. 

4).  Monatlich  erscheinen  3 — 4  Hefte  zu  dem  Abonnementspreise  von  25  Pfg.  pro  Heft 

5).  Die  Beihenfolge  der  Hefte  im  nachstehendeu,  kurz  angedeuteten  Inhaltsver- 
zeichnis ist,  wie  aus  dem  Prospekt  ersichtlioh,  ohne  jede  Bedeutung 
für  die  Interessenten. 

6).  Das  Werk  enthält  Alles,  was  sich  überhaupt  auf  mathematische  Wissenschaften 
bezieht,  alle  Lehrsätze,  Formeln  und  Regeln  etc.  mit  Beweisen,  alle  praktischen 
Aufgaben  in  vollständig  gelöster  Form  mit  Anhängen  ungelöster  analoger  Auf- 
gaben und  \ielen  vortre£Qichen  Figuren. 

7).  Das  Werk  ist  ein  praktisches  Lehrbuch  für  Schüler  aUer  Schulen,  das 
beste  Handbuch  für  Lehrer  und  Examinatoren,  das  yorzüglichste  Lehrbuch 
8um  Selbststudium,  das  vortrefiTlichste  Nachschlagebuch  für  Fachleute  und 
Techniker  jeder  Art. 

8).  Alle  Buchhandlungen  nehmen  Bestellungen  entegen. 


Das  vollständige 

Inhalts  Ter  z  ei  chnis 

der  bis  jetzt  erschienenen  Hefte  1—266 

kann  durch  jede  Buchhandlung  bezogen  werden. 


Halbjährlich  erscheinen  Nachträge  über  die  inzwischen  neu  erschienenen  Hefte. 


Preck  Ton  Oarl  Xlikmmer  in  SlaUgart 


Preis 
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Aufgaben-  Sammlung 


—  nebst  Anhängen  ungelöster  Aufgaben,  für  den  Schul-  &  Selbstunterricht  - 

mit 

Antiabe  mul  EntficUimg  der  benutzten  Sätze,  Formeln,  Regeln,  In  fragen  nnd  Antworten 

erläutert  durch 

viele  Holzsclmitte  &  litliograpL  Tafeln, 

aus  allen  Zweigen 

der  Rechenkunst)  der  niederen  (Algebra,  Planimetrie,  Stereometrie,  ebenen  u.  sphärischen 
Trigonometrie,  synthetischen  Geometrie  etc.)  u.  höheren  Mathematik  (höhere  Analysis, 
Differential-  u.  Integral-Bechnung,  analytische  Geometrie  der  Ebene  u.  des  Raumes  etc.);  — 
aus  allen  Zweigen  der  Physik^  Mechanik,  Graphcstatik,  Chemie«  Geodäsie,  Nantik, 
mathemat.  Geognmhie,  Astronomie;  des  Maschmen-,  Strassen-,  Eisenbahn-,  Wasser-, 
Brflcken-  u.  Hoehftan's;  der  Konstmktionsieliren  als:  darstelL  Geometrie,  Polar-  u. 

Parallel-PerspektiTe,  Sehattenkonstniktlonen  etc.  etc. 

fOr 

Schüler,  Studierende,  Kandidaten,  Lebrer,  Techniker  jeder  Art,  Militärs  etc. 
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^H  Diese  Aufgtbentammlung  ertciielnt  fortlaufend,  monatlich  3-4  Hefte.  ^^ 
Di«  einzelAefi  HaiiFtkapitel  sind  mit  eigener  Paginiening  versohon ,  so  dase  [edot  dOftellMn  einen  Band  MIde«  wird. 


Das  vollständige  Inhaltsverzeichnis  der  bis  jetzt  erschienenen  Hefte  1 — ^266 
kann  durch  jede  Buchhandlung  bezogen  werden. 


Preisgekrönt  in  Frankfurt  a.  M.  1881. 


PROSPEKT. 


DletM  Werk,  welchem  kein  ihnllehes  xar  Seite  steht,  erscheint  monntlick  in  S-4 
Heften  sn  dem  billigen  Preise  yon  25  ^  pro  Heft  und  bringt  eine  Sammlang  der  wichtig 
sten  nnd  praktischsten  Anfgaben  ans  dem  Gesamtgebiete  der  Matkematiky  Phjiikf 
Meehanik,  matlu  Geographie  ^  Astronomie  ^  des  Masckinen-y  Strassen- ^  Eisentahn-, 
Brfleken-  and  Hoehtanes,  des  konstruktiven  Zeielinens  etc.  etc.  nnd  iwar  in  T^listlndig 
gelMer  Form,  mit  yielen  Figuren,  Erklirnngen  nebst  Angabe  nnd  Entwiekeluig  der 
benntiten  Sitae,  Formeln,  Regeln  in  Fragen  mit  Antworten  etc.,  so  dass  die  L4)tiinf 
Jedermann  yerständlich  sein  kann,  besw.  wird,  wenn  eine  gWhisere  Ansahl  der  Hefte  er 
schienen  ist,  da  dieselben  sich  In  ihrer  Gesamtheit  orginsen  nnd  alsdann  andi  alle 
Teile  der  reinen  nnd  angewandten  Mathematik  —  nach  besonderen  selbständigen  Kapi- 
teln angeordnet  —  vorliegen. 

Fast  jedem  Hefte  ist  ein  Ankang  von  nngeldsten  Aufgaben  beigegeben,  welche  der 
eigenen  Löenng  (in  analoger  Form,  wie  die  bezüglichen  gelösten  Aufgaben)  des  Stadierendea 
aberlassen  blisiben,  nnd  ingleich  von  den  Herren  Lehrern  für  den  Schnlanterrickt  benatit 
werden  können.  —  Die  LSsnngen  hierzn  werden  später  in  besonderen  Heften  ftlr  die  Hand  des 
Lehrers  erscheinen.  Am  Schlosse  eines  Jeden  Kapitels  gelangen:  Titelblatt,  InkaltsTenelek« 
nis,  Beriektignngen  nnd  erlintemde  Erklirnngen  ttber  das  betreffende  Kapitel  rar  AnagabsL 

Das  Werk  behandelt  son&chst  den  Haoptbestandteil  des  mathematisch-natorwissen- 
schafüichen  ünterrichtsplanes  folgender  Schulen:  Realsehnlen  I.  nnd  IL  Ord.,  gleldi« 
bereektigten  bffheren  BOrgersehnlen,  Frlvatscknlen,  Gymnasien,  Realgymnasien,  Pre- 
gynuiasien,  Sehnllehrer- Seminaren,  Polytechniken,  Techniken,  Bapgewertnehalen, 
Gewerl»eseknlen,  Handelssehnlen,  teekn.  Torbereltnngsschnlen  aller  Arten,  gewerbliebe 
Fortbildnngssehnlen,  Akademien,  UniTorsitlten ,  Land-  nnd  Forstwissensdiaftaaehttlen, 
Mllitlrscknlen,  Torbereitnngs-Anstalten  aller  Arten  als  a.  B.  für  das  Bi^flkrig-Frel- 
willige*  nnd  Oflliiers-Examen,  etc. 

Die  Sehfller,  Studierenden  und  Kandidaten  der  mathematischen,  technisehen  und 
naturwissenschaftlichen  Fftcher,  werden  durch  diese.  Schritt  für  Schritt  gelSste^  Aufgaben- 
sammlung immerwlhrend  an  ihre  in  der  Schule  erworbenen  oder  nur  gehörten  Theorien  etc. 
erinnert  und  wird  ihnen  hiermit  der  Weg  lum  unfehlbaren  Auffinden  der  Lösungen  der- 
jenigen Aufgaben  geieigt,  welche  sie  bei  ihren  Prüfungen  su  lösen  haben,  sugleich  aber  auch 
die  fiberans  grosse  Fruchtbarkeit  der  mathematischen  Wissenschaften  yorgefOhrt. 

Dem  Lehrer  soll  mit  dieser  Aufgabensammlung  eine  kriltige  Stfltie  fftr  den  Schul- 
unterricht geboten  werden,  indem  rar  Erlernung  des  praktischen  Teiles  der  mathematlschea 
Disdplinen  —  mm  Auflösen  von  Aufgaben  —  in  den  meisten  Schulen  oft  keine  Zeit  er- 
abrigt  werden  kann,  hiermit  aber  dem  SchQler  bei  seinen  häuslichen  Arbeiten  eine  voll- 
ständige Anleitung  in  die  Hände  gegeben  wird,  entsprechende  Auligaben  sn  lösenf  die  ge- 
habten Regeln,  Formeln,  Sitae  etc.  ansnwenden  und  praktisch  zu  verwerten.  Lnsty  Uebe 
und  Terstlndnis  fflr  den  Schnl-Unterricht  wird  dadurch  erhalten  und  belebt  werden. 

Den  Ingenieuren,  Architekten,  Technikern  und  Fachg^nossen  aller  Art,  MHItlrs 
etc.  ete.  soll  diese  Sammlung  snr  AnfMschnng  der  erworbenen  und  vielleicht  vergessenen 
mathematischen  Kenntnisse  dienen  und  ragleich  durch  ihre  praktischen  in  allen  Bend^ 
iweigen  Torkommenden  Anwendungen  einem  toten  Kapitale  lebendige  Kraft  vwleihen  und 
Bomit  den  Antrieb  ra  weiteren  praktischen  Terwertungen  und  weiteren  Forschungen  gebea. 

Alle  Buchhandlungen  nehmen  Bestellungen  entgegen.  Wichtige  und  praktische  Auf- 
gaben werden  mit  Dank  von  der  Bsdaktioa  entgegengenommen  und  mit  Angabe  der  Namca 
fertiellsA  —  Wünsche,  Fragen  etc.,  welche  die  Redaktion  betreffen,  nimmt  der  YerfiMscr, 
Dr.  Kleyer,  Frankftirt  a.  IL  Fischerfeldstrasse  H,  entgegen  nnd  wird  deren  Eiiediguaf 
Annlichst  berOcksichtigt 

stattgwt  Die  Yerlagshandlnng. 


Aufgaben  über  das  allgeineine  Viereck  oder  das  Trapezoid.  513 

zur  Elimination  des  Winkels  6  beachte  man, 
dass  nach  der  Erkl.  145: 


costf  ==  ^  \/l  —  sin^tf 

ist,  dass  also: 

c*eos<f  =  2i: c  V^l  —  sin^^f 
oder: 

b)  .  .  .  .  C'GosS  =  +  v^c5*  —  c8gin«d 

gesetzt  werden  kann,  und  dass  femer  nach 
der  in  der  Erkl.  436  aufgestellten  Glei- 
chung 8  a): 

•  csin<f  =  asina — 6-8in(a-|-/?) 

mithin: 

c)  .  .  .  c«sin2tf  =  [asina  — 68in(a  +  /f)]2 

ist.  Aus  den  Gleichungen  a)  bis  c)  erhält 
man  also: 

A)      .  .  rf  =  +  Vc*  ~  [a sin«  —  6  sin  (a  +  ßW  —  ^^os  (a-\-ß)-\-a'C08a 

nach  welcher  Gleichung  man  die  gesuchte 
vierte  Seite  direkt  aus  den  gegebenen  Stticken 
berechnen  kann. 

Zur  Berechnung  des  Winkels  ö  kann  man 
jene  in  der  Erkl.  436  aufgestellte  Glei- 
chung 8  a): 

csiad  =  asina  —  &Bin(ff +  /J) 

benutzen,  man  erhält  aus  derselben: 

B)  .  .  .  sin<r=  a«in«-fe8in («  +  <») 

c 

nach  welcher  Gleichung  man  den  gesuchten 
Winkel  ö  berechnen  kann.  Den  vierten 
Winkel  /  findet  man  mittels  der  Relation: 

C)  .  .  .  y  =  4/?  — (a  +  /J  +  <r) 

Man  kann  denselben  auch,  in  Rücksickt, 
dass: 

<rz=4i?-(a  +  /J  +  y) 

und  dass  hiemach  und  nach  der  Erkl.  432: 
sin<f  =  sin  [4/^  —  («  4-  i*  +  y)]  oder  ==  —  sin  («  +  ^  +  y) 
ist,  nach  der  aus  Gleichung  B)  sich  hiemach 
ergebenden  Gleichung: 

.    /     ,    ^  ,     V       asina —  68in(«  +  ^) 

oder  nach  der  Gleichung: 

^.  .  /  ,  ^  ,  V  &sin(a-|-/?)— asin« 
D  ).  .  .  3m(a  +  /J  +  y)  = ^^-^ 

bereclmen ,  indem  man  hiemach  «  +  i'  +  / 
berechnet  und  aus  diesem  berechneten  und 
aus  dem  für  a']-ß  gegebenen  Wert  den 
Winkel  /  bestimmt.  Sind  d  und  ö  berechnet, 
so  kann  man  den  gesuchten  Inhalt  schliess- 
lich mittels  der  in  der  Andeutung  zur  Auf- 
gabe 767  aufgestellten  Gleichung  B): 

F  =  -^(ad'sma'j-  fec-siny) 
berechnen. 


Kleyer,  Ebene  Trigonometrie.  33 
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Anfig^be  778.  In  einem  Viereek  messen 
drei  Seiten  a  =  14,85  m ,  b  =^  14,96  m  und 
c  =  89|67  m  nnd  die  beiden  an  der  vierten 
Seite  Ueg^den  Winkel  a  und  d  betragen 
bezw.  108^  37' 28"  und  78^18';  man  soU 
hieraus  dto  vierte  Seite,  die  übrigen  Winkel 
und  den  Inhalt  berechnen. 


14,85  m 

14,96  m 

Gegeben:  {  c  =  89,67  m 

1080  87' 28" 
780 18' 


a  = 
h  = 


A)  .  .  .  d 


Andeutung.  Stellt,  siehe  Figur  292, 
AB  CD  das  gegebene  Viereck  dar,  so  bat 
man  nach  den  in  der  Erkl.  486  aufgestellten 
Gleichungen  4)  nnd  8)  die  Beziehungen: 

a)  .  .  .  c?  =  c-cosJ—  6»co8(y-f-<f)4-a-cosc 
und 

b)  .  .  .  C8in<f  =  6-Bin(^  +  <r)  +  a8ina 

nämlioh  zwei  Gleichungen  mit  den  beidra 
Unbekannten  d  und  /.  BerGcksichtigt  man, 
dass  nach  der  Erkl.  145: 

co8(y  +  <0  =  ±  l/l  —  sin«  (y  +  iT) 

dass  also:  

h'COB(y  +  ^  =  ±  l/l  — 8in«(y-|-7) 
oder:  

c)  .  .  6.cos(y  +  <r)  =  +  Vfc«  — 6«8in«(y+(r; 
ist  und  dass  sich  aus  Gleichung  b): 

d)  .  .  .  6'8in(y-|-tf)  =  csintf  —  asina 

ergibt,  so  erhält  man  aus  den  Gleichungen  a). 
c)  und  d): 

=  c-co8tf^F  \^h^ — [c8in<f  —  asino]«-|-a-cwB 

nach  welcher  Gleichung  man  die  gesuchte 
vierte  Seite  d  berechnen  kann.  Femer  l^ 
nach  der  in  der  Erkl.  486  aufgestellten  Glei- 
chung 5): 

^•sina  =  c-8in(«  +  ^)-|-6«8in/J 
und  hieraus  erhält  man: 


B) 


sin/9  = 


d-sinc  —  csm(a-{-d) 


nach  welcher  Gleichung  man  in  Bücksicht 
des  für  d  berechneten  Wertes  den  Winkel  ß 
berechnen  kann.  Im  weiteren  verfahre  man 
wie  in  der  Andeutung  zur  vorigen  Aufgabe  777 
gesagt  wurde.  Man  kann  auch  verfahren  wie 
in  der  Andeutung  zur  folgenden  Aufgabe  77H 
gesagt  ist. 


Aufjg^be  779.  Drei  der  Seiten  eines 
Vierecks  sind  a  =  4123  dm,  6  =  7211  dm 
und  c  =  10817  dm  und  die  an  der  vierten 
Seite  liegenden  Winkel  a  und  d  betragen 
bezw.  156®  42' 10,4"  und  39®  56' 51,8";  man 
soll  die  nicht  gegebenen  Seiten  und  Winkel 
dieses  Vierecks  berechnen. 


Gegeben: 


a  = 
6  = 

a  == 


412S  dm 
7211  dm 
10817  dm 
1560  42'  10,4" 
890  66'  51,8' 


m 


Andeutung.  Anstatt  wie  in  der  Andeutnng 
zur  vorhergehenden  analogen  Aufgabe  gesagt 
wurde,  kann  man  auch,  wie  folgt  vwiahren: 

Stellt,  siehe  Figur  292,  AB  CD  das  ge- 
gebene Viereck  dar  und  man  zieht  ^F  pa- 
rallel der  nicht  gegebenen  vierten  Seite  AD 
und  FG  parallel  AB,  so  erhält  man  das  gr 
ABFG  und  die  beiden  Dreiecke  BCF  and 
DFG, 


Aufgaben  über  das  allgemdne  Viereck  oder  das  Trapezoid« 
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Fignr  292. 


^'V2R-Ä 


Von  dem  {|gr  ABFG  kennt  man  die 
Seite  AB  (=  a)  und  die  Winkel,  letztere 
sind  a  nnd  2i?  — a.  Da  hiernach 
von  dem  Dreieck  BIG  die  Seite 
FG  (=  a),  der  Winkel  BGA 
(=  2R  —  a)  bekannt  sind  nnd  da 
femer  ^GDF=2R  —  d  ist,  so 
kann  man,  wie  in  der  Anflösnng 
der  Aufgabe  117  gezeigt  wnrde, 
hieraus  die  Seite  DI  (=  m)  und 
DG  {=  p)  und  den  Winkel  e  dieses 
Dreiecks  berechnen.  Sind  hiemach 
m  und  e  berechnet,  so  kann  man 
leicht  die  Seite  FC  i;^  n)  des 
Dreiecks  FCB  aus  der  Relation: 

und  den  Winkel  ^  dieses  Dreiecks 
ans  der  Relation: 

berechnen  und  dann  kann  man,  da  man  ge- 
mäss der  Aufgabe  noch  die  Seite  CB  (=  b) 
dieses  Dreiecks  kennt,  wie  in  der  Auflösung 
der  Aufgabe  118  gezeigt  wurde,  die  Seite 
BF  (==  d-^-p)  sowie  den  Winkel  y  dieses 
Dreiecks  berechnen  u.  s.  f. 


Aufjgabe  780.  Von  einem  Viereck  kennt 
man  die  beiden  aneinanderstossenden  Seiten 
a  ==  8,16  m  und  b  =  4,27  m  und  die  drei 
diesen  Seiten  anliegenden  Winkel  a  =  79^ 
47'  30",  ß  =  94^  40'  10"  und  y  =  6  7^  1 1'  14" ; 
man  soll  die  beiden  tibrigen  Seiten  und  den 
Inhalt  des  Vierecks  berechnen. 


a  =  3,16  m 
6  =  4,27  m 
Gegeben:  {  a  =  79« 47' 30" 
/f  =  940  40' 10" 
l  y  =  670 11'  14" 

Andeutung.  Stellt,  siehe  Figur  291, 
AB  CD  das  gegebene  Viereck  dar,  so  hat 
man  nach  der  in  der  Erkl.  486  aufgestellten 
Gleichung  8)  die  Relation: 

und  hieraus  erhält  man: 

A\  —  6'8in(y-|-<y)-|-a8ina 

nach  welcher  Gleichung  man  die  Seite  c  be- 
rechnen kann,  indem: 

«r  =  4Ä-(«-h/f  +  y) 
ist 

In  analoger  Weise  erhält  man  aus  der  in 
der  Erkl.  486  aufgestellten  Gleichung  7  a): 

h'äny  :=  — a«8in(a-|-tf)-|-c?8inJ 
für  d: 

^  __  68iny  +  a8in(g  +  ^ 
■     '  *  sinJ 

nach  welcher  Gleichung  man  die  Seite  d  be- 
rechnen kann. 

Den  Inhalt  F  findet  man,  analog  wie  in 
der  Andeutung  zur  Aufgabe  767  gezeigt 
wurde,  mittels  der  Relation: 


F=  -^[orf-8ina-(-bc«3iny] 
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1  r  • 

=  -^lasina 


Setzt  man  in  derselben  für  d  nnd  c  die 
Werte  ans  den  Gleichnngen  A)  nnd  B),  so 
erhält  man  nach  gehöriger  Bednktioii: 


hfsmy  +  asin  (g  -\-  d) 

sin^ 
oder: 


-[-ftsiny 


&gin(y-}"<y)-|-g8inc 
8in<f 


] 


C). 


F  = 


__  2o&BingBiny  +  g^sing'Sin  («4"  ^)  H"  ft^8iny»sin  (y  "^<0 

2sin(f 

nach  welcher  Gleichung  man  den  gesuchten 
Inhalt  F  direkt  ans  den  gegebenen  Stacken 
berechnen  kann. 


Anlgabe  781.  In  einem  Viereck  messen 
die  beiden  gegentiberstehenden  Seiten  a  nnd  c 
bezw.  538,8  und  880,04  m  und  die  drei 
Winkel  a,  jj  und  y  sind  bezw.  =  82<>  28'  10", 
68®  30' 40"  und  103«  10' 20";  man  soll  hier- 
aus die  übrigen  Seiten  nnd  den  Inhalt  des 
Vierecks  berechnen. 


Gegeben : 


Andeutung. 


Figur  298. 


=^[ 


a  =  538,8  m 
c  =  880,04  m 
g  =  820  28'  10" 
/f  =  680  80' 40" 
y  =  1030 10'  20" 

SteUt,    siehe  Figur  293. 

ÄBCD  das  gegebene  Viereck  dar,   so  hat 

man  nach  der  in  der  Erkl.  436  aufgestellten 
Gleichung  8)  die  Relation; 

C'Sincf  =  6'8in(y-|-rf)-|-0'Sin« 
und  hieraus  erhSlt  man: 

.  ,  C8in<f  —  a*8ing 

sin  (y  -f-  tf  ) 

nach  welcher  Gleichung  man  die  Seite  h  be- 
rechnen kann.  In  analoger  Weise  erhalt  man 
aus  der  in  der  Erkl.  436  aufgestellten  Glei- 
chung 6a): 

asin/J  =  —  (f  sin  (y  +  <^)  +  csiny 
für  d: 
Tj.  ,       C'Siny  —  asin/} 

Jj)    .     .     .    a  ;— ; j 

8m(y  +  d) 

nach  welcher  Gleichtmg  man  die  Seite  d 
berechnen  kann. 

Für  den  Inhalt  F  des  Vierecks  hat  man: 

F  z=.  -^(&c*8in7^-|-a(2-8ing) 

oder,  wenn  man  für  h  nnd  d  die  Werte  aus 
den  Gleichnngen  A)  imd  B)  substituiert: 


csm}^' 


csin<f  —  asing 


-f-asing 


cvoiy  —  a 


8in(y  + 


sin  (y  +  d) 
und  reduziert: 

p\  IT  -  c^8in<y8iny  —  ct^singsin^ 

^  ■  •  28in(y  +  <f) 

nach  welcher  Gleichung  man  den  gesuchte 
Inhalt  F  direkt  aus  den  gegebenen  Stucken 
berechnen  kann. 


Aufgabe  782.  Die  vier  Seiten  eines  Vier- 
ecks sind  a  =  235,21  dm ,  d  =  227,08  dm, 
c  =  189,18  dm  und  c?  =  330,72  dm;  man 
soll   aus   diesen  Stücken  und   dem  Winkel 


a  =  235,21  dm 
b  =  227,08  dm 
Gegeben:  {  c  =  189,18dm 
d  =  380,72  dm 
B  =  710 18' 46,5 


ts 


Aufgaben  über  das  allgemeine  Viereck-  oder  das  Trapezoid. 
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£  =  71<>18'46^'',  welchen  die  beiden  Dia-  Andevtang.  Stellt,  siehe  Fignr  294, 
gonaleQ  ndteinaiider  bilden,  den  Inhalt  jP  des  ÄBCD  das  gegebene  Viereck  dar,  so  erhält 
Dreiecks  berechnen.  man  ans  den  Dreiecken  ABM,  BCM,  CDU 

und  DAM  nach  dem  Projektionssatz  bezw. 

die  Relationen: 

aß  =  6'-|-/"  — fie'f  .008« 

62  =  e''  +/*  —  2e'T-co8  (2Ä  —  €) 

c«  =  e*  +r  -  2c"f 'C08€ 

<i2  =  g*  4- f '  —  2«'/*' COB  (2  Ä  —  €) 

nnd  aas  diesen  Gleichungen  ergeben  sich,  in 
Rficksicht,  dass  nach  der  Erkl.  94: 

cos  (2Ä  —  €)  =  —  cos« 

ist,  der  Reihe  nach  die  Gleichungen: 

a)  .  .  .    2c'f -cos«  =:  e' -f- f  —  a2 

b)  .  .  .   2c"f  .cos«  =  b«  -  «"'  -  f 

c) . . .  ;2c"rco8€  =  e* -hr— c« 

und 

d)  .  .  .    2eTcos€  =  rf2  — c*  — /" 

Addiert  man  diese  Gleichungen,  so  erhält 
man  weiter: 

2co8«  [tff  +  e"/*  +  e*'f'  +  e*f']  =  6«  +  d2  _  o«  —  «2 
oder: 

62  4-  ({2  _  a2 c2 

e)  .  .  .  er  +  e'r  +  e"r  +  e*r  =      ^  ^^^] - 

Multipliziert  man  nunmehr  Glied  für  Glied 

sine 
dieser  Gleichung  mit  — ö~  >  so  erhält  man: 

c2     sine 


^.sm6  +  -2- 


sm«-|-— ~-sm«-|- 


sm«  = ' 


2*2  4  cos€ 

und  hieraus  ergibt  sich  in  Rücksicht,  dass 
nach  der  Erkl.  151  ein  jedes  Glied  auf  der 
rechten  Seite  dieser  Gleichung  den  Inhalt 
eines  der  vier  Dreiecke  darstellt,  in  welche 
das  Viereck  durch  die  beiden  Diagonalen 
zerlegt  wird,  und  dass  die  Summe  der  In- 
halte dieser  vier  Dreiecke  gleich  dem  ge- 
suchten Inhalt  F  des  ganzen  Vierecks  ist, 
und  in  Rücksicht  der  Erkl.  120,  die  Rektion: 

A)  .  .  .  F  =  — 5 -^ tg€ 

nach  welcher  Gleichung  man  den  gesuchten 
Inhalt  I  berechnen  kann. 


Angabe  783.  Man  soll  den  Inhalt  eines 
Vierecks  aus  den  drei  Seiten  a  =  452  m, 
h  =  610  m  und  c  =  411  m  und  den  beiden 
von  diesen  Seiten  eingeschlossenen  Winkeln 
ß  =  92®  5'  und  y  =  68<>  53'  berechnen. 


Gegeben: 


a  =  452  m 
h  =  610m 
c  =  411  m 
/J  =  920  5' 
y  =  680  53' 


Andeutung.  Stellt,  siehe  Figur  295, 
AB  CD  das  gegebene  Viereck  dar,  und  man 
verlängert  die  Seiten  a  und  <;  bis  zu  ihrem 
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Figur  fi9ö. 


^Ä2^J^.7l. 


B 


Darchschnitt  in  £,  so 
erhalt  nan  das  Draeek 
ÄED  und  das  Draed 
BEC,  Bezeichnet  man 
nun  den  Inhalt  des 
Dreiecks  ÄED  mit  F^ 
den  Inhalt  des  Drei- 
ecks BEC  mit  ^^  80 
erhfilt  man  ffir  den  ge- 
suchten Inhalt  F  des 
Vierecks  ABCD: 
a.)  .  ,  .  F=  F^  —  F^ 
Da  nun  nach  der  ErkL  151,  siehe  Fig.  295: 

y,  =  '°+'><'+'>.ia.[0.+r)-«»l 


^^^ 


und 


F,= 


2 


8m[0J  +  y)  — 2Ä] 


ist,  und  da  man: 

8in[(/?  +  y)-22q  =  sin[-(2Ä~(^  +  y)] 
also  hiemach  und  nach  der  Erkl.  127: 

8in[(/f  +  y)-2fi]  =  ~8in[2i?  —  (/?  +  f)] 

oder  hiemach  und  nach  der  Erkl.  66: 

«)  .  .  .  8in[0f  +  y)  — 2Ä]  =  — sinOf  +  y) 

setzen  kann,  so  erhält  man  in  Räcksicht  dessen 
aus  Gleichung  a): 

i^=  ^±4^^±^- -sin  (^  +  y)-^. -sintf.fr) 
jr^,(^+^H^+y)rinO>  +  y)  +  ^.sintf  +  y) 


2 


2 


F=  [-(a+^)(<?+y)+«-y] 


sin(/J  +  y) 


F  =  [—ac  —  cx—ay  —  ^y-^-^y] 
oder: 


2 

sinQf+y) 
2 


b)  .  .  .  F  =  [ —  ac  —  cjp  —  ay] 


sintf  +  y) 
2 


Um  ans  dieser  Gleichung  die  unbekannten 
Abschnitte  x  und  y  noch  zu  eUminiereiL 
beachte  man,  dass  sidi  aus  dem  Dreieck  BEC 
nach  der  Sinusregel  die  Relationen: 

;r :  &  =  sin  (2  Ä  —  y) :  sm  [tf  +  y)  —  2  Ä] 

und 

y :  6  =  sin  (2  Ä  —  /J) :  sin  [0»  +  y)  —  2  Ä] 

ergeben,  und  dass  man  ans  denselben  in  Rück- 
sicht der  vorstehenden  Gleichung  a)  und  der 
Erkl.  66  bezw.: 

siny 


.r  =  fe  •  - 


oder: 


und 


c)  .  .   X  =  —  6 


-sinOf  +  y) 
siny 


y  =  h 


sintf+y) 

sin/g 
—  sinOf  +  y) 


Aufgaben  über  das  allgememe  Viereck  oder  das  Trapezoid. 
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oder: 


d)  .  .  y  =  —  6 


emß 


=[ 


—  ac-|-6c. 


sm(ß+y) 

erhfilt.    Setzt  man  diese  Werte  für  x  und  y 
in  Oleichnng  b),  so  erhält  man: 

üny 


sin(/f  +  y) 


A)  .  . 


oder: 
.  i?=  [ahtsmß'^-'hcBiiiy'-ae%m(ß-]-y)] 


.   -r      «^ß     1    Bintf+y) 
"^'^    8in(^-l-y)J*         2 

8in(/?  +  y) 


nach  welcher  Gleichung  man  den  gesuchten 
Inhalt  F  direkt  aus  den  gegebenen  Stücken 
berechnen  kann. 


qm 


Angabe   784.     Die  vier  Seiten  a,  b,  c  (  a :  6  :  c :  rf  =  2 : 3 : 6 : 4 

und   d   eines  Vierecks  verhalten    sich  wie  Gegeben:  j  o« +  &«  +  ««  + li«  =  5f«  =  486 
2:3:5:4,  die  Summe  der  Inhalte  der  Qua-  l  ß  =  110020' 

drate  über  jenen  vier  Seiten  ist  S^  =  486  qm        Andeutung.     Gemäss  der  Aufgabe  be- 

und  der  Winkel,  welcher  von  den  Seiten  a  und  stehen  die  Relationen: 
6  eingeschlossen  wird,  ist/J=  110« 20';  man  a)  ...  a:5:c:d  =  2:3:5:4 

soll  aus  diesen  Angaben  die  Seiten,  Winkel  i^^d 
und  den  Inhalt  des  Vierecks  berechnen.  b)  .  .  .  a^-^b^-\-di-\-d^  =  S^ 

aus  denselben  kann  man  zunächst  die  vier 
Seiten  wie  folgt  berechnen: 

Schreibt  man  die  gegebene  laufende  Pro- 
portion a)  nach  der  ErU.  88  in  der  Form: 

a  h  c   d 

"2'""7~T'"T 

und  quadriert  dieselbe,  so  erhält  man: 

o«  __  52  _  c«  __  d« 

T  "~  T  ■"  25  "■  16 

und  wenn  man  den  in  der  Erkl.  284  an- 
geführten Summensatz  in  Anwendung  bringt: 

02-|-62-|-c«+(?2  a«    ^  6»    ^  c2      ^  d« 

4  +  9-f26  +  i^  =  T^^^^=-9-^"^=25^^^^  =  16 

und  hierans  ergibt  sich  in  Rücksicht  der  vor- 
stehenden Gleichung  b): 


A)  .  . 


5» 


«2 
4 


4  +  9  +  25  +  16" 
4  +  9  +  25  +  16"  9 

4  +  9  +  25  +  16  ""26 


und 


S2 


d2 
16 


nach  welchen  Gleichungen 
man,  wenn  man  für  S^  den 

gegebenen  Zahlenwert 
substituiert,  die  gesuchten 
Seiten  a,  b,  c  und  d  be- 
rechnen kann. 


4  +  9  +  25  +  16' 

Sind  hiemach  die  Seiten  berechnet,  so 
kennt  man  von  dem  Viereck  die  vier  Seiten 
und  einen  Winkel;  man  kann  somit  zur 
Berechnung  der  Winkel  und  der  Seiten  im 
weiteren  verfahren,  wie  in  der  Andeutung 
zur  Aufgabe  767  gesagt  wurde. 
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Anfjg^be  785.    Die  vier  Seiten  eines  Vier- 
ecks sind: 

a  =  40  dm 

h  =  68  dm 

c  =  75  dm 

und     d  =  51  dm 

und  die  beiden  Diagonalen  desselben  sind: 

e  =  84  dm 
und     f  =  77  6m 

Man  soll  hieraus  die  Segmente  der  beiden 
Diagonalen  berechnen. 


Gegeben: 


h  = 

d  = 

e  = 


40  dm 
68  dm 
75  dm 
51dm 
84  dm 
77  dm 


Figur  296. 


Andentnng.  Stellt,  siehe  Figur  296, 
ABCD  das  gegebene  Viereck  dar,  nnd  be- 
zeichnet man  den  Abschnitt  AM  der  Dia- 
gonale ÄC  (=  e)  mit  rr,  also  den  anderen 
Abschnitt  mit  e  —  x,  und  den  AbschDitt  BJi 
der  Diagonale  BD  (=  f)  mit  y,  also  den 
anderen  Abschnitt  Dif  mit  f — y,  so  erhält 
man  nach  dem  Projektionssatz: 

aus  dem  Dreieck  ABM: 

a)  .  .  .  ir2  =  a*-|-y*  —  2ay*coe^| 
aus  dem  Dreieck  BCM: 

b)  .  .  .  (c  — j)2  =  ft8H-y2  — Sbycos^, 

und 

c)  .  .  .  y2  =  52  +  («  — a?)«  — 26.(<5  — a-)-cosy, 

aus  dem  Dreieck  MCD: 

d)  .  .  (/— y)«=:c«+(6--ar)2— 2c.(p--x).coay, 

aus  dem  Dreieck  AB  Di 
oder: 


e) 


«^«"^  =         2af 


aus  dem  Dreieck  BCD: 

c«  =  /^-f  5«  — 26/.co8/f, 


oder: 

f)  .. 

.   C08/9, 

f^  +  h^- 
""        2bf 

.C2 

aus  dem  Dreieck  ABC: 

oder: 

a2 

=  ^2-1-^2- 

25« 

•cosyi 

g)  •  . 

.  cos^i 

68  +  6«- 

■"         2&e 

-a« 

und  aus  dem  Dreieck  ACD: 

oder: 

di 

=:e8  +  c2- 

'2ec' 

008^, 

h)  .  . 

.   COS/j 

"■         2ec 

d^ 

«2  —  2ew  =zh^ 


Subtrahiert  man  nunmehr  von  der  Glei- 
chung b)  die  Gleichung  a),  von  der  Gleichung  d) 
die  Gleichung  c)  und  setzt  in  den  somit  neu 
erhaltenen  beiden  Gleichungen  fOr  die  Kosi- 
nus der  Winkel  ß^,  jJ,»  /i  '"^^  /«  ^®  Werte 
aus  den  Gleichungen  e)  bis  h),  so  erhält  man 
nach  gehöriger  Reduktion  bezw: 

f2-f.52  — c«   .    ^  a«  +  f»— (P 


oder: 


25/ 


A)  .  .  .  e?2  — 2«^-  =  62_a2  + 


2a/ 


•J' 


Aufgaben  über  das  allgemeine  Viereck  oder  das  Trapezoid. 


521 


und 


2ec 


oder: 


B)  .   .  ./2_2/y  =  c2-fe2  + 


52_-a2  +  rf=i  — c2 


2be 


(e^jc) 


Man  hat  mit  den  Gleichongen  A)  nnd  6) 
zwei  Gleichungen,  in  welchen  nor  noch  die 
zwei  Unbekannten  x  und  y  vorkommen,  und 
welche  man  im  weiteren  nach  einfachen  al- 
gebraischen Regeln  in  bezug  anf  x  und  y 
auflösen  kann. 


Aiifgabe  786.    In  einem  Viereck  sind  die 
vier  Winkel 

«=  1150  8' 27,4" 
ß  =  980  47'  50,7" 

y  =  640  56'  32^6" 
und      <r  ==  810 12'  9,8" 

and  die  beiden  aneinanderstossenden  Seiten: 

a:=:400m 
und      5  =  680  m 

Man  soll  in  dasselbe  ein  Quadrat  so  kon- 
struieren, dass  dessen  Ecken  auf  den  Vier- 
ecksseiten liegen. 

Figur  297. 


Gegeben: 


«=  1150  8' 27,4" 
ß  =  980  47' 50,7" 
y  =  640  56'  32,6" 
d  =  810  12'  9,8" 
a  =  400m 
&  =  680  m 

Gesucht:    ein  Quadrat,  dessen  Ecken  in  den 
Seiten  des  gegeb.  Vierecks  liegen. 

Andeutung.  Angenommen  es  sei,  siehe 
Figur  297,  AB  CD  das  gegebene  Viereck 
und  Ä^B^C^D^  das  in  dasselbe  zu  kon- 
struierende Quadrat  Dieses  Quadrat  wäre 
leicht  in  das  gegebene  Viereck  AB  CD  ein- 
zuzeichnen, wenn  man  die  Lage  irgend 
einer  der  Qua^atseiten  zu  einer  der  Vier- 
ecksseiten, z.  B.  die  Lage  der  Quadrat- 
seite A^B^  zur  Vierecksseite  u4 ^,  also  den 
Winkel  a,  sowie  auch  die  Länge  x  der 
Quadratseite  A^B^  kennen  würde  (siehe  Er* 
klärung  438);  diese  Bestimmungsstücke,  Win- 
kel e  und  Seite  x  kann  man,  wie  folgt,  aus 
den  gegebenen  Stücken  des  Vierecks  be- 
rechnen : 

Aus  dem  Dreieck  A^BB^  ei^bt  sich  nach 
der  Sinusregel  und  in  Rücksicht,  dass: 

^A,B,B  =  2R--(€  +  ß) 
ist: 


oder: 


AiB:x  =  sm[21i  —  ie  +  ß)]:  sin  ß 


Erkl«  488«  Sind,  siehe  die  nebenstehende 
Andeutung  und  die  Figur  297 ,  der  Winkel  € 
und  die  Quadratseite  x  berechnet,  also  bekannt, 
80  kann  man  in  das  gegebene  Viereck  AB  CD 
das  geforderte  Quadrat  wie  folgt  konstruieren: 

Man  trage,  siehe  Figur  298,  den  berechneten 
Winkel  f  beliebig  an  der  Vierecksseite  a,  z.  B. 
in  dem  Punkt  F  an,  trage  dann  die  berechnete 
Seite  X  auf  dem  einen  Schenkel  dieses  Winkels  £ 
nach  FG  ab,  ziehe  durch  G  zvl  AB  die  Pa- 
rallele GB^  und  durch  B^  zu  FG  die  Parallele 
A^B^,  errichte  alsdann  m  A^  und  B^  die  zu 
A^B^  Senkrechten  A^D.  und  B^C.waä  verbinde 
D^  mit  C^.  Das  hierdurch  erhaltene  Viereck 
A^B^C^D^  ist  das  verlangte  Quadrat. 


a) 


AiB  = 


X'8iDL{i-\--ß) 

smß 


femer  ergibt  sich  aus  diesem  Dreieck  die 
Relation: 


oder: 


b) 


BB^ix  =.  sine:sin^ 
;r-rr        j-'Sinc 


BB,  = 


sin/9 

Weiter  ergibt  sich  aus  dem  Dreieck 
AA^Di  nach  der  Sinusregel  und  in  Rück- 
sicht, dass: 

^AAiD  =  2R'-Ui  +  e)  also  =  Ä— € 
und  dass  hiemach: 

^AD,A,=2R'-[a  +  (B-€)] 
also  =  Ä  +  (f  —  «) 
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ist: 

-4  -4^ :  jj  =  sin  [i? 4"  («  —  «)1  •  8™« 
oder  nach  der  £rkl.  439: 

— -_a?»cos(€-~«) 

*  sina 

und  schliesslich  ergibt  sich  ans  dem  Dreieck 
B^CC^  nach  der  Sinnsregel 'und  in  Back- 
sicht, dass: 

oder  =  (€  +  /»)  — Ä 
und  dass  hiemach: 


ist: 


oder  =  3Ä— 0?  +  y  +  f) 
*  siny 


4 


oder  nach  der  Erkl.  426 : 

d) . . .  Ijc  =  -  ?:^lie±^l±^ 

Berücksichtigt  man  nunmehr,  dasa  in  dem 
Viereck  ABCD: 


r 


E 


e)  .  .  .  A  A^ -j- Ä^  B  z=i  a 
und  dass: 

f )  .  .  .  Wb,  +  B~C  =  1, 

ist,  so  erhält  man  hieraus,  wenn  man  für: 


ÄÄ^,  A^B,  BB^  und  B^C  die  ^itsprechea- 

n  I.I    «JA      T^f  .   ,      „       .   den  Werte  aus  den  Gleichungen  a)   bis  c) 

ErU.  349.     Eine    goniometnsche   Formel  substituiert- 
heisst:  ^  /         v  •    /    i    -x 

sin  (Ä  -f-  «)  =r  cos  a  g)    •   •    r^^ H r^ —^  =  "' 

(Siehe  Formel  35  a  in  Kleyers  Lehrbuch  der  und  *"^"  **"^ 

Goniometrie.)  .r»3in€  _^  a?»co8(/>  +  y  +  g>  _  i 

sin/f  sm/ 

nämlich  zwei  Gleichungen  mit  den  zwei  zu 
berechnenden  Unbekannten  x  und  e.  Den 
Winkel  e  kann  man  nunmehr  zunächst  aos 
diesen  Gleichungen  wie  folgt  berechnen: 

Löst  man  jede  dieser  Gleichungen  nach  / 
auf,  so  erhält  man  bezw.: 

sin«       '        sin^    J 
und 


Erkl«  440«    Die  nebenstehende  Gleichung  1) 
kann  man  wie  folgt  umformen: 

Multipliziert  man  jene  Gleichung  mit  dem 
Generalnenner  sina  sin /9  sin >",  so  erhält  man: 


..  fcosO 

i)   .  .  X  =  a:  \  — V 

|_       SU 

k)  .  .  ,.  =  6  :  r^  -  S?!Ü^±21±i>l 

Lsin/J  smy        J 

und  aus   diesen  beiden   Gleichungen  ergibt 
sich  die  goniometnsche  Gleichung: 


1)  .  .  „.r«Pi_co8  0»  +  y+i)1  ^  ^SltSi 
[miß  smy         J  L     »i 


A) 


sin«        '        äüß    J 

Formt  man  dieselbe  um,  wie  in  der  Er- 
klärung 440  gezeigt,  so  erhält  man: 
—       sJP/^  [« cos  Qg  +  y)  +  beiny  (1  -f  ctg«)] 
a  [siny+sin/f  sin  (/9-l-y)]— 6siny  [flin/J+oosfl 

nach  welcher  Gleichung  man  den  gesuditeo 
Winkel  e  berechnen  kann.  Ist  hieraacfa  f 
berechnet,  so  kann  man  nach  einer  der 
Gleichungen  i)  und  k)  die  gesuchte  Qnadnt- 


tg£  = 


Aufgaben  über  das  allgemeine  Viereck  oder  das  Trapezoid.  62B 

a'[amBmittsiny'-'C08(fi-]'y^  i)smasmß]=:  seite  x  berechnen   und  dann   das  Quadrat 
h'[eos(s-a)anßmy+Bm(€'^ß)nma9my]  konstruieren,    wie    in    der   Erkl.  438    an- 

®^®'-  gedeutet  ist 

a* sin a  [sin«  siny  —  sin/J  cos  ({ß  -f;  y)  +  «)]  = 
b  siny  [cos  (e  —  «)  sin/f  -{-aiaie-^ß)  sin«] 

Bringt  man  in  bezug  auf  cos  [tf  +  y)  +  <] 
die  in  der  Erkl.  427  angefahrte  Formel  in  An- 
wendung, indem  man  in  derselben: 

a  =  ß-j-y  und  /?  =  6 

setzt,  so  erhält  man: 

asin«  [sin«  siny  —  sin/f  •  [cos(/J  -|- y)co8€  —  sin  0»  +  y)  sin«)]  = 
6  •  sin  y  [cos  (f  —  «)  sin/f  +  sin  (« -f- ^)  sin  a] 

Bringt  man  femer  in  bezug  auf  cos  (e  —  a) 
und  sin  (c  -|-  /9)  die  in  den  Erkl.  226  und  95 
angeführten  Formeln  in  Anwendung,  so  geht 
jene  Gleicbung  über  in: 

asina  [sin«  siny  —  sin/J  cos  (ß  +  y)  cos  €  -f-  sin^  sin  (/J  +  y)  süif]  = 

bsiny  [(cos  £  cos  a  -|-  sin  e  sin  a)  sin/i  -|-  (sin  c  cos /9  -f~  ^^^  ^  sin/9)  sin  a] 
oder  in: 
asin «  [sin«  siny  —  sin/?  cos  (^  +  y)  cos«  -j-  sin/f  Bin  (ß-j-y)  sin«]  = 

hany  [sin/9  cos«  cosa  -("  lin/^  eine  tin  a  -^  sina  sin«  cos/?  4~  ^^'^  <^^^  s^^/'l 
Dividiert    man    nunmehr   Glied    für    Glied 
dieser  Gleichung  durch  sin«  cos«,  reduziert  und 
setzt: 

sin«       ^         cos«       ^ 

=  tgf,    -; —  =  ctga 

cos«       ^       sin« 

so  erhält  man: 

a  [tgf.siny  —  sin/S  cos  (j5  -|-  y)  +  sin/9  sin  (/J  -|~  y)  tgf]  = 
tsiny  [sin/9  ctg«  +  sin/f  tg«  +  tg«  cos/?  -|-  sin^] 

tgf.asiny  —  asin/5cos(/J  +  y)-|-tg«'a8in/?sin(/9  +  y)  = 

2>siny  sin/?  ctg«  -f-  tg«-  fcsin/?  siny  -{-  tg«*  &siny  cosß  -f-  b sin/9  siny 

tgf  [asin  y-f-«  siny?  sin  (/9  +  y)  —  dsin^  siny— &  siny  cos/?]  = 

asin/?  cos  0?  +  y)  +  bäny  sin/?  ctg«  +  banß  siny 
tg«.  [a  (siny  +  sin/?  gm  (ß -\- y)) —- b  way  (sin/9  +  cos/?)]  = 

sin/?  [ocos  (^  +  y)  +  fesiny  ctg«  -j-  *  «iuy] 
mithin: 

_  sin/?  [g cos  (/?  +  y)  -f-  l>siny  (1  -|-  ctg«)] 

a  [siny  -f-  sin/9  sin  (/?  -|-  y)]  —  ftsiny  (sin/?  +  cos ß) 

Anmerkung  4ä«    Weitere  Aufgaben,  in  welchen  die  Berechnung  von  allgemeinen  Vierecken 
gefordet  wird,  sind  noch  in  einigen  der  folgenden  Abschnitten  enthalten. 


11).  Aufgaben  über  Vielecke  oder  Polygone. 

Anmerkung  48«    Was  in  den  Anmerkungen  34  bis  39  über  Vierecke  und  Vierseite  gesagt  ist, 
gut  in  seiner  Verallgemeinerung  auch  fSr  jedes  beliebige  Vieleck  und  Viel  seit» 

Man  unterscheidet  wie  bei  den  Vierecken  und  Vierseiten,  ganz  allgemein:  voll- 
ständige Vielecke  und  einfache  Vielecke,  ebenso  vollständige  Vielseite  und 
einfache  Vielseite. 

Da  die  einfachen  Vielecke  und  Vielseite,  wie  die  einfachen  Vierecke  und  Vier- 
seite, wesentlich  nicht  von  einander  verschieden  sind,  so  kann  man  ihren  Namen  ver- 
tauschen. 

Im  engeren  Sinn  versteht  man  hiemach  unter  einem  Vieleck  (griech.  Polygon) 
ein  einfaches  Vieleck  oder  ein  einfaches  Vielseit. 

In  diesem  Lehrbuch  kommen  nur  einfache  Vielecke  (oder  einfache  Vielseite)  in 
Betracht. 
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Anmerkung  44.    Sind  die  sämtlichen  Seiten  und  auch  die  Bämtlichen  Winkel  eines  Yiel- 
eeks  oder  Polygons  je  unter  sieb  einander  gleich,  so  nennt  man  ein  solches  Vieleck 

ein  regelmässiges  oder  reguläres 

ist  dies  nicht  der  Fall,  so  heisst  das  Vieleck: 

ein  unregelmassiges  oder  irreguläres. 

Hiemach   unterscheidet   man    regelmässige   und    unregelmässige    Vielecke 
oder  Polygone. 

a)  Aufgaben  über  die  regelmässigen  Vielecke  oder 

die  regulären  Polygone. 


Anmerkung  45«  Da  man  bei 
regulären  Polygone 
und  den  demselben  um- 
stelle keine  Aufgaben 
Aufgaben  findet  man  in 
gone  in  Verbindung 
enthält. 


der  trig.  Berechnung  der  regelmässigen  Vielecke  oder  der 
die  Beziehungen  benutzt,  welche  zwischen  einem  solchen  Polygon 
und  einbeschriebenen  Kreisen  bestehen,  so  sind  an  dieser 
über  die  regulären  Polygone  aufgenommen.  Diesbezüglidie 
dem  späteren  Abschnitt,  welcher  Aufgaben  über  die  Poiy- 
mit  den  denselben  um-  und  einbeschriebenen  Kreisen 


b)  Aufgaben  über  die  unregelmässigen  Vielecke  oder  Polygone. 

Anmerkung  46«  Die  Berechnung  eines  Polygons  erfolgt  im  allgemeinen  dadurch,  dass  man 
dasselbe  durch  Diagonalen  oder  auch  durch  andere  Hülfslinien,  in  solche  Dreiecke  zerlegt 
welche  unmittelbar  trigonometrisch  bestimmt  sind,  und  aus  diesen  die  gesuchten  Stücke 
direkt  oder  indirekt  berechnet.  Ist  dies,  in  Anbetracht  der  in  einer  diesbezüglichen  Auf- 
gabe gegebenen  Bestimmungsstücke  eines  Polygons,  möglich,  so  ist  die  Aul^be  eise 
trigonometrische  Vielecksaufgabe;  ist  dies  jedoch  nicht  mOglich,-80  mnas  man 
sich  zur  Aufistellung  von  Beziehungen  zwischen  den  gegebenen  und  den  gesuchten  Stücken 
anderweiter  sogenannter  polygonometrischer  Methoden  bedienen,  und  dann  ^ 
eine  solche  Aufgabe  eine  polygono metrische  Aufgabe  (siehe  Anmerkung  47). 

Anmerkung  47«  Da  die  Berechnung  beliebiger  Vielecke  für  das  praktische  Vermes- 
sungswesen von  sehr  wichtiger  Bedeutung  ist,  so  ist  in  dieser  Encyklopftdie  der  Be- 
rechnung der  Vielecke  ein  besonderes  Buch  „das  Lehrbuch  der  Polygonometrie 
gewidmet.  Da  in  diesem  Lehrbuch  der  Polygonometrie  allgemeine  Methoden  sn- 
geführt  werden,  nach  welchen  man  jedes  beliebige  Vieleck,  auch  das  Dreieck  und  das 
Viereck  als  einfachere  Arten  der  Vielecke,  bereclmen  kann,  so  sind  an  dieser  Stelle  des 
Lehrbuchs  der  ebenen  Trigonometrie  nur  einige  trigonometrische  Vielecksanf- 
gaben  angeführt,  um  zu  zeigen,  wie  man  in  besonderen  Fällen  die  Berechnung  eineg 
einfachen  Vielecks  auf  die  Berechnung  schiefwinkliger  Dreiecke  zurückfiüiren  kann. 


Angabe  787.  Man  soll  den  Flächen- 
inhalt eines  Fünfecks  ABC  DE  berechnen, 
in  welchem: 

AB  =rt  =  214  m 


die  Seiten: 


BC  =  6  =  129  m 
CD  z=  c  =  112m 
DE  =  d  =  138  m 
EÄ  =  e  =:  154  m 


Gegeben: 


a  =  214  m 
6  =  129  m 
c  =  112  m 
rf  =  138  m 
e  =  154  m 
/  =  204  m 
ff  =  125  m 


(siehe  Fignr  299) 


und  die 


Diagonalen:  |  —- —      ' 
^  \  AD  =  g  =z 

lang  sind. 


=  204  m 
ff  =  125  m 


Andeutung.  A'on  jedem  der  drei  Dreiecke 
ABC,  ACD  und  ADE,  siehe  Fignr  299, 
in  welche  das  gegebene  Fünfeck  durch  die 
gegebenen  Diagonalen  f  und  g  zerlegt  wiri 
kennt  man  die  drei  Seiten;  man  kann  somit 
den  Inhalt  eines  jeden  dieser  Dreiecke  be- 
rechnen, wie  in  der  Auflösung  der  Auf- 
gabe 119  gezeigt  wurde.  Durch  Addition 
dieser  hiemach  zu  berechnenden  Inhalte  der 
drei  Dreiecke  erhält  man  den  gesuchten  In- 
halt des  Fünfecks. 


Angaben  über  die  unregelmässigen  Vielecke  oder  Polygone. 
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Angabe  788.    Von  einem  Fünfeck  kennt 
man  die 


Seiten: 


(  äB^  =z  a  =  37,6 m 
BC  =zih  =  20,5  m 
CD  =  c  =  46,08m 


Gegeben: 


DE=:  d  =  45,2  m 

und  die 

iABC=:ß=z  1420  40'  80,4" 
Winkel;  \BCD  =  y  =  84053^0,6" 
{CDE=  <r  =  980 12' 0,8" 

nnd  soll  aus  diesen  Angaben  dessen  Inhalt 
berechnen. 


,  a  =  37,6  m 
b  =  20,5  m 
c  =  46,08  m 
d  =  45,2  m 
ß=z  1420  40' 80,4" 
y  =  840  68'  10,5" 
(T  =  980  12'  0,8" 


(8.  Figur  299) 


Figur  299. 


Andeutung.  Ist,  siehe  Fig.  299,  ABC  DE 
das  gegebene  Fünfeck,  und  man  zieht  die 
Diagonalen  AC  (= /)  und  AD  {=  g),  so 
wird  hierdurch  das  Fünfeck  in  die  drei 
Dreiecke  ABC,  ACD  und  ADE  zerlegt. 
Da  man  von  dem  Dreieck  ABC  die  Seiten 
a  und  h  und  den  eingeschlossenen  Winkel  ß 
kennt,  so  kann  man,  wie  in  der  Auflösung 
der  Aufgabe  118  gezeigt  wurde,  den  Inhalt, 
die  Seite  f  und  (Jen  Winkel  y^  dieses  Dreiecks 
berechnen. 

Da  man,  wenn  diese  Berechnung  ausgeführt 
ist,  von  dem  Dreieck  ACD  die  Seiten  c  und 
f  und  den  von  denselben  eingeschlossenen 
Winkel  y^  kennt ,  derselbe  ist  nämlich  =  y 
—  y^y  so  kann  man  in  derselben  W^eise  den 
Inhialt,  die  Seite  g  und  den  Winkel  d\  diesea 
Dreiecks  berechnen. 

Da  man  nach  Ausführung  dieser  Berech- 
nung von  dem  Dreieck  ADE  ^^  Seiten  d 
und  g  und  den  Winkel  Ö^  kennt,  derselbe 
ist  nämlich  =  d  —  öi,  so  kann  man  schliess^ 
lieh  in  gleicher  Weise  den  Inhalt  dieses 
Dreiecks  berechnen.  Der  gesuchte  Inhalt  de» 
Fünfecks  ergibt  sich  durch  Addition  der  hier- 
nach berechneten  Inhalte  jener  drei  Dreiecke. 


Aufgabe  789.     Von  einem  Fünfeck  AB 
CDE  kennt  man: 


nnd 


{^j5  =  a  =  20,4  m 
BC  =:h  =:rJ32,45  m 
^D  =  c  =  60,38m 


Gegeben : 


.EAB  =  a=  145040'  20,3" 

die  Winkel .  M  ^  ^  =  /»  =  HOO  64'  0,8" 
aie  wmKei .  \  BCD  =  y  =  ^^S&  4,6" 
^DEA=z€  =  350  0' 26,8" 

Man  soll  aus  diesen  Angaben  die  übrigen 
Seiten  und  Winkel,  sowie  den  Inhalt  be- 
rechnen. 


h  = 
c  = 
a  = 

ß  = 

y  = 


20,4  m 
32,45  m 
60,38  m 
1450  40'  20,3" 
1100  64' 0,8' 
480  36'  4,6' 
350  0'  26,8' 


u* 


m 


u* 


(a.  Figur  300) 


Andeutung.  Stellt,  siehe  Figur  300, 
ABC  DE  das  gegebene  Fünfeck  dar,  so 
zerlege  man  dasselbe  durch  die  Diagonalen  f 
und  g  in  Dreiecke.  Von  dem  Dreieck  ABC 
kennt  man  die  Seiten  a  und  b  und  den  ein- 
geschlossenen Winkel  ß;  man  kann  somit,  wie 
in  der  Auflösung  der  Aufgabe  118  gezeigt 
wurde,  den  Inhalt,  die  Seite  f  und  cUe 
Winkel  «^  und  /j  dieses  Dreiecks  berechnen. 
Von  dem  Dreieck  ACD  kennt  man,  wenn 
jene  Berechnung  ausgeführt  ist,  die  Seiten  c 
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Angabe  793.    In  einem  Sechseck  ABC 
DEF  messen 


die  Seiten: 


AB  =  a  =  186  m 
BC  =  &  =  65  m 


CD  =  c  =  86m 
;D^  =  d  =  256  m 


und 


Gegeben : 


EF  =  e  =  760m 


femer  betragen 

.  ^5  C  =  i»  =  94050' 16,8" 
Aic.  w;«t.i     \BCD=iy  =  1390  21'  22,4" 
ttie  wmKei:  <  ^2>£  =  <r  =  I6OO8'  10,4" 

^DEF=€  =  1720  43'  0,6" 

Man  soll  hieraus  die  übrigen  Stücke  und 
den  Inhalt  berechnen. 

Figur  303. 


a  ==.  186  m 
6  =  66  m 
c  =  86  m 
(2  =  266  m 
e  =  760  m 
ß  =  940  60'  16,8" 
y  =  1390  21'  22,4 
J  =  1600  8'  10,4" 
i   =  172«  43'  0,6 


*/ 


tt 


(8.  Figur  3(B) 


Andeutung.  Man  zerlege,  siehe  Fig.  303. 
das  gegebene  Sechseck  durch  die  drei  von 
dem  Eckpunkt  A.  ausgehenden  Diagonalea 
AC(=  g\  AD(=  h)  und  AE  (=  1)  in  die 
vier  Dreiecke  ABC,  ACD,  ADE  jmd  AER 
Dann  berechne  man,  wie  in  der  Auflösung 
der  Aufgabe  118  gezeigt  wurde: 

a)  aus  a,  b  und  ß,  den  Inhalt,  die   Seite  *j 

und  die  Winkel  a^  und  j^ 
des  Dreiecks  ABC, 

b)  aus  c,  g  und  yg  (=  y  —  ^i) »   <icn  Inhalt, 

die  Seite  h  und  die  Winkel 
«2  Qiid  ^i  des  nächstfol- 
genden Dreiecks  ACD, 

c)  aus  d,  h  und  tfg  {=  d  —  öy) ,  den  Inhalt 

die  Seite  i  und  die  Winkel 
£1  und  «s  des   nftchstfol- 
und  genden  Dreiecks  ADE, 

d)  aus  c,  ?  und  ig  (=  «  —  ßi),  den  Inhalt,  die 

Seite  f  und  die  Winkel  ^ 
und  a^  des  letzten  Drei- 
ecks AEF. 


Seiten: 


Aufgabe  794.  In  einem  Sechseck  ABC 
DEF  betragen  die  vier  aufeinanderfolgenden 

[  AB  z=z  a  =  om 

BC  =  h  =  10m 

C^D  =  c  ==  16  m 

l  DE  z=d  =  20m 

femer  betragen  die  fünf  aufeinanderfolgenden 

FÄB  =  a  —  1640  lO'  12" 
ABC=  ß  =  860 22' 8" 
BCD  =  y=:  1270  0' 42" 
CDE=&=  1680 47' 3" 
DEF=:e  =  1010  8' 36" 

Man  soll  hieraus  die  nicht  gegebenen 
Stücke  und  den  Inhalt  des  Sechsecks  be- 
stimmen. 


Gegeben : 


Winkel:  < 


a  =  om 

6  =  10  m 

c  =  15  m 

d  =  20m 

a  =  1640 10'  12" 

ß  =  860  22'  8" 

y  =  1270  0'  42" 

J  =  1680  47'  3" 

€  =  1010  8'  36" 


(8.  Figur  303) 


Andeutung.  Man  verfahre  im  aUgemdnen 
wie  in  der  ^deutung  zur  vorhergehenden 
Aufgabe  gesagt  wurde. 

Die  Berechnung  des  letzten  Dreiecks  AEF, 
siehe  Figur  303,  eifolgt,  wenn  die  drei  ersten 
Dreiecke  ABC,  ACD  und  ADE  berechnet 
sind,  wie  in  der  Auflösung  der  Aufgabe  117 
gezeigt  wurde,  indem  man  schliesslich  von 
diesem  letzten  Dreieck  die  Seite  t,  den  Winkel 
fig  (=  e  —  Cj)  und  den  Winkel  04  [=  «  — 
(ai  +  «2  +  «8)]  kennt. 
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PROSPEKT. 


Dieses  Werk,  welchem  kein  ähnliches  zur  Seite  steht,  erscheint  monatlich  in 
Heften  zu  dem  billigen  Preise  tod  25  ^  pro  Heft  und  bringt  eine  Sammlung  der  wichtig- 
Bten  und  praktischsten  Aufgaben  ans  dem  Gesamtgebiete  der  Mathematik,  Physik, 
Mechanik,  math»  Geographie,  Astronomie,  des  Maschinen-,  Strassen-,  ElsenbAlui-y 
Brücken-  und  Hochbanes,  des  konstrnktiyen  Zelclinens  etc.  etc.  und  zwar  in  Tollgtindlg 
gelöster  Form,  mit  rielen  Figuren,  Erklärungen  nebst  Angabe  und  Entwiekelnng  der 
benntiten  Sätze,  Formeln,  Regeln  in  Fragen  mit  Antworten  etc.,  so  dass  die  Ltoang 
jedermann  verständlich  sein  kann,  bezw.  wird,  wenn  eine  grossere  Anzahl  der  Hefte  er- 
schienen ist,  da  dieselben  sich  in  ihrer  Gesamtheit  ergänzen  und  alsdann  auch  alle 
Teile  der  reinen  und  angewandten  Mathematik  —  nach  besonderen  selbständigen  Kapi- 
teln angeordnet  —  vorliegen. 

Fast  jedem  Hefte  ist  ein  Anhang  von  nngellfoten  Aufgaben  beigegeben,  welche  der 
eigenen  Losung  (in  analoger  Form,  wie  die  bezOglichen  gelösten  Aufgaben)  des  Studierenden 
überlassen  bleiben,  und  zugleich  von  den  Herren  Lehrern  f&r  den  Schulunterricht  benatzt 
werden  kOnnen.  —  Die  Lösungen  hierzu  werden  später  in  besonderen  Heften  fQr  die  Hand  des 
Lehrers  erscheinen.  Am  Schlüsse  eines  jeden  Kapitels  gelangen:  Titelblatt,  InhaltsTenelelio 
nis,  Berichtignngen  und  erläntemdeErklümngen  über  das  betreffende  Kapitel  zur  Ausgabe. 

Das  Werk  behandelt  zunächst  den  Hauptbestandteil  des  mathematisch-naturwiaaen- 
schaftlichen  ünterrichtsplanes  folgender  Schulen:  Bealschnlen  I.  und  IL  Ord.,  glelcli* 
berechtigten  höheren  Biirgerschnlen,  Priyatschnlen,  Gymnasien,  RealgTmnasien,  Pra- 
gymnasien,  Schnllehrer- Seminaren,  Polytechniken,  Teclinlken,  Bangewerksehnlea, 
Gewerbeschnlen,  Handelsschulen,  teclin.  Torbereitnngsschnlen  aller  Arten,  gewerbUehe 
Fortbildungsschulen,  Akademien,  Universitäten,  Land-  und  ForstwissenschaitssehaleB, 
Militärschnlen,  Torbereitnngs- Anstalten  aller  Arten  als  z.  B.  für  das  Eii^ährig-Frei- 
willige-  und  Offlziers-Examen,  etc. 

Die  Schaler,  Studierenden  und  Kandidaten  der  mathematischen,  technischen  nnd 
naturwissenschaftlichen  Fächer,  werden  durch  diese,  Schritt  für  Schritt  gellfote,  Aufgaben- 
sammlung Immerwährend  an  ihre  in  der  Schule  erworbenen  oder  nur  gehörten  Theorien  etc 
erinnert  und  wird  ihnen  hiermit  der  Weg  zum  unfehlbaren  Auffinden  der  Lösungen  der- 
jenigen Aufgaben  gezeigt,  welche  sie  bei  ihren  PrOftingen  zu  lösen  haben,  zugleich  aber  nach 
die  überaus  grosse  Fruchtbarkeit  der  mathematischen  Wissenschaften  vorgeführt. 

Dem  Lehrer  soll  mit  dieser  Aufgabensammlung  eine  kräftige  Stütze  für  den  Schul- 
unterricht geboten  werden,  indem  zur  Erlernung  des  praktischen  Teiles  der  mathematischen 
Disziplinen  —  mm  Auflösen  von  Aufgaben  —  in  den  meisten  Schulen  oft  keine  Zeit  er- 
übrigt werden  kann,  hiermit  aber  dem  Schüler  bei  seinen  häuslichen  Arbeiten  eine  voll- 
Btändige  Anleitung  in  die  Hände  gegeben  wird,  entsprechende  Anfigaben  zu  Ifeen,  die  ge- 
habten Segeln,  Formeln,  Sätze  etc.  anzuwenden  und  pralrtlsch  zn  verwerten.  Lnst,  Liebe 
und  Yerständnis  für  den  SchuUUnterricht  wird  dadurch  erhalten  und  belebt  werden. 

Den  Ingenienren,  Architekten,  Teclinikern  und  Fachgenossen  aller  Art,  MlUtira 
etc.  etc.  soll  diese  Sammlung  inr  Auffrischung  der  erworbenen  und  vielleicht  vergessenen 
mathematischen  Kenntnisse  dienen  und  zugleich  durch  ihre  pralttischen  in  aUen  Berafs» 
zweigen  vorkommenden  Anwendungen  einem  toten  Kapitale  lebendige  Kraft  verleihen  nrd 
somit  den  Antrieb  zu  weiteren  praktischen  Terwertungen  und  weiteren  Forschungen  geben. 

Alle  Buchhandlungen  nehmen  Bestellungen  entgegen.  Wichtige  und  praktische  Auf- 
gaben werden  mit  Dank  von  der  Redaktion  entgegengenommen  und  mit  Angabe  der  Namen 
verbreitet.  —  Wünsche,  Fragen  etc.,  welche  die  Redaktion  betreffen,  nimmt  der  Yerfissser, 
Dr.  Kleyer,  Frankfurt  a.  M.  Fischerfeldstrasse  16,  entgegen  und  wird  deren  Erledigung 
thunlichst  berücksichtigt. 

Stuttgart  Die  Yerlagshandliing, 
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Aufgabe  795.  Im  Lmern  eines  Sechsecks 
ÄBCDEF  ist  ein  Punkt  P  gegeben.  Die 
Verbindungslinien  dieses  Punktes  mit  den 
sechs  Ecken  des  Sechsecks  sind  bekannt  und 
zwar  ißt:       p3  =  126m 

PB=lÖ6m 

PC  =  225m 

PD  =  195  m 

PE=z  ia5m 

PF.=  260  m 
Wie  gross  ist  der  Inhalt  dieses  Sechs» 
ecks,  wenn 


Gegeben:  Die  Lingen  der  seohs  Seiten  einee  Seohe- 
eoks  und  die  L&ngen  der  Verbindnngs- 
linien  eines  Punktes  P  im  Innern  des 
Sechsecke  mit  den  sechs  Ecken  des- 
selben. 


die  Seiten: 


lang  sind? 


AB  =  a  =  80m 
BC  =  h  =:210m 
CD  =c  =210m 
DE  =  <i  =  80m 
EF  =  e  =  166  m 
xmdFÄ  ==/'  =  815m 


Andentong.  V(m  jedem  der  sechs  Drei- 
ecke, in  welche  das  Sechseck  durch  die  Ver- 
bindungslinien des  gegebenen  Punktes  P  mit 
den  sechs  Ecken  zerlegt  wird,  kennt  man 
gemäss  der  Aufgabe  die  drei  Seiten.  Den 
Inhalt  eines  Jeden  dieser  Dreiecke  kann  man 
somit  bereohnen,  wie  in  der  Auflösung  zur 
Aufgabe  119  gezeigt  wurde. 


Aul^be   796.      Von 
äBCDEFG  kennt  man 


einem   Siebeneck 


die  sechs 
Seiten: 


und 

die  fttnf 
Winkel: 


AB  =  o  =  18,5  m 
BC  =  b  =  46,2m 
CD  =  c  =  2,8  m 
DE  =  <7  =  19,7  m 


EF  =  e  =  61,06  m 

FG  :=f  =  20,95  m 

ABC  =  ß=z  1940  ly  48,82" 
B  CD  =  y  =  980  84'  12,05" 
CDJ?=<r  =  790 10*  08" 
DEF  =:  €  =  1840  26'  14,82" 
EFG  =  ^  =  16044'  14,6" 

Man  soll  aus  diesen  Angaben  die  nicht 
gegebenen  Seiten  und  Winkel,  sowie  den 
Inhalt  berechnen. 

Figur  804. 

F 


Gegeben: 


a  = 

h  = 

e  = 

/  = 

ß  = 

r  = 

<r  = 

e  = 


18,5  m 
45,2  m 
2,8  m 
19,7  m 
61,05  m 
20,95  m 
1940 12'  48,82 
98084' 12'05" 
790  i(y  0,8" 
1840  26'  14,82" 
160  u'  14,6" 


st 


(B.  Figur  804) 


Andeutung.  Man  zerlege,  siehe  Fig.  804, 
das  gegebene  Siebeneck  durch  die  yier  von 
dem  Eckpunkt  B  ausgehenden  Diagonalen 
BD  (=  Ä),  BE(=  0,  BF(==  k)  und  BG 
(=  m)  in  die  fünf  Dreiecke  BCD,  BDE, 
BEF,  BFG  und  BGA.  Dann  berechne 
man,  analog  wie  in  der  Andeutung  zur  Auf- 
gabe 798  gesagt  wurde,  diese  einzelnen 
Dreiecke  in  der  hier  angefahrten  Reihenfolge. 


Anmerkung  48«    Weitere  Au^ben,  durch  welche  die  Berechnung  von  Vielecken  yeriangt  whrd, 
findet  man  in  dem  Teil  dieser  Encyklopädie,  welcher  tlber  die  Polygonometrie  handelt 


>»< 
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12).    Aufgaben  ttber  den  Kreis. 

Inmerlnuig  49*  In  diesem  Abschnitt  sind  solche  trig.  Aufgaben  enthalten,  in  welchen  die 
Berechnung  des  Kreises,  bezw.  die  Berechnung  yon  Teilen  desselben,  sowie  die 
Berechnung  auf  den  Kreis  sich  beziehender  geometrischer  Grössen  verlangt  wird. 

Die  meisten  der  hierher  gehörigen  Aufjgaben  können  mittels  der  einfachen  trig. 
Formeln,  welche  für  das  rechtwinklige  und  das  gleichschenklige  Dreieck  auf- 
gestellt wurden,  gelöst  werden. 

Die  Aufgaben,  deren  Auflösungen  auf  solche  transseendente  Gleichungen  führen, 
die  nur  mittels  Probieren  gelöst  werden  können  (siehe  die  Erkl.  483  und  484),  sowie 
die  Aufgaben,  zu  deren  Auflösung  trig.  Formeln  erforderlich  sind,  welche  sich  auf  das 
schiefwinklige  Dreieck  beziehen,  sind  in  diesem  Abschnitt  mit  einem  Kreuz  (f),  bezw. 
mit  einem  Sternchen  (*)  versehen. 

Anmerkung  50«  Unter  den  auf  einen  Kreis  sich  beziehenden  geometrischen  Grössen 
sind  z.B.  zu  verstehen:  Radien,  Durchmesser,  Sehnen,  Sekanten,  Tuigenten,  Bogenstflcke. 
Centriewinkel,  Peripheriewinkel,  Berührungswinkel  etc. 

Unter  den  Teilen  eines  Kreises  sind  irgend  welche  Flftchenstücke  zu  ver- 
stehen, welche  Teile  eines  Kreises  sind,  wie  z.  B.  Sektoren,  Segmente,  Halbkreise,  Qua- 
dranten etc. 


a)  Aufgaben,  in  welchen  die  Berechnung  auf  den  Kreis  sich  beziehender  geome- 
trischer Grössen  gefordert  wird. 

Aufgabe  797.   Der  Radius  eines  Kreises  at^trphtm  •  /  **  =  ^^»^  ^™ 

ist  r  =  10,4dm;  wie  gross  ist  die  Sehne,  die  ««g^e^en.  |  ^  _  36040' 20" 

zu  einem  Centriewinkel  von  a  =  36^  40'  20"  Gesucht:    sehne  « 

^^^^^  Andeutung.   Stellt,  siehe  Figur  305  und 

Figur  805.  die  Si*!^  442  bis  447,  der  Kreis  um  ibT  den 

gegebenen  Kreis  dar,  und  ist  a  der  gegebene 
Centriewinkel,  so  repräsentiert  AB  (=^  s) 
die  gesuchte  Sehne. 

Zur  Bestimmung  der  Sehne  s  beachte  man, 
dasB  das  Dreieck  MAB  ein  gleichschenk- 
liges Dreieck  ist,  dass  somit  zwischen  dem 
Schenkel  r,  dem  Scheitelwinkel  a  und  der 
Basis  s  desselben  nach  der  in  Auflösung 
der  Aufgabe  61  aufgestellten  Formel  39  die 
Relation  besteht: 

-^  a)  .  .  .  sm-Tj-  =  j: — 

(siehe  aach  die  Erkl.  448} 

Aus  dieser  Relation  erhält  man  fär  die 

Erkl.  442.     Unter  einem  Kreis  versteht  gesuchte  Sehne  s  allgemein: 
man  eine  ehene  Figur,  welche  von  einer  krum-  a 

men  Linie,  der  sogenannten  Kreislinie  he-   A)  .  .  .  «=:2r»sin-^ 
grenzt  wird  (siehe  Erkl.  443).  (siehe  Erkl.  453) 

Diese  Kreislinie  heisst  Umfang  oder  Peri-        ^ach  welcher  Gleichung  man,  in  Ruck- 
pherie  des  Kreises.    Oft  wird  auch  eme  Kreis-     .  1  ^  T   ^  I     ^JoT«       rr  vi 

linie  kurzweg  Kreis  genannt.  «cht  der   für  r  und  a  gegebenöi  Zjüilen- 

werte,  die  gesuchte  Sehne  s  berechnen  kann, 

Erkl.  448«     Unter  einer  Kreislinie  ver-  wie  in  den  gelösten  Aufgaben  61  bis  66  ge- 
steht man  eine  solche  krumme  Linie ,  welche  zeigt  wurde  (siehe  die  Erkl.  454). 
die  Eigenschaft  hat,  dass  alle  in  ilur  liegend 
gedachte  Punkte  von  einem  fixen  Punkt,  dem 
sogenannten  Mittelpunkt  oder  Centrum  der 
Kreislinie  ^1  eichweit  entfernt  sind. 

Den   Mittelpunkt  oder  das   Centrum   einer 
Kreislinie    nennt   man  auch  Mittelpunkt  oder 
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Centram  des  Ton  dieser  Kreislinie  begrenzten 
Kreises. 

Ein  Stück  einer  Kreislinie  nennt  man  einen 
Kreisbogen  oder  knrzweg  einen  Bogen. 

ErU»  444.  Unter  dem  Halbmesser  oder 
dem  Badin s  eines  Kreises  yersteht  man  die 
Verbindungslinie  eines  Punktes  der  Peripherie 
mit  dem  l&ttelpnnkt  des  Kreises. 

AUe  Badien  oder  Halbmesser,  welche  man 
sich  in  einem  nnd  demselben  Kreis  gezogen 
denken  kann,  müssen  nach  der  in  der  Erkl.  448 
gegebenen  Definition  einander  gleich  sein. 

Erkl.  445«  Unter  einer  Sehne  oderChorde 
eines  Kreises  versteht  man  die  Verbindungslinie 
zweier  beliebiger  Punkte  der  Peripherie  eines 
Kreises. 

Erkl«  446«  Unter  dem  Durchmesser  oder 
Diameter  eines  Kreises  versteht  man  eine 
Sehne,  welche  dxac^  den  Kreismittelpnnkt  geht. 

Alle  Durchmesser  oder  Diameter,  welche 
man  sich  in  einem  und  demselben  Kreis  gezogen 
denken  kann,  sind  einander  gleich  und  zwar  je 
gleich  dem  doppelten  Badius  (siehe  Erkl.  444). 

Erkl«  447«  Unter  einem  Gentriewinkel 
oder  Mittelpunktswinkel  in  einem  Kreis 
versteht  man  einen  Winkel,  dessen  Scheitel  in 
dem  Centrum,  dem  Mittelpunkt  des  Kreises 
liegt  nnd  dessen  Sehenkel  Badien  sind. 

Zu  jedem  Gentriewinkel  gehört  ein  zweiter 
Gentriewinkel;  beide  zusammen  betragen  4J2 
oder  3600.  So  sind  z.  B.  die  in  der  Figur  306 
von  den  Badien  MÄ  und  MB  eingeschlossenen 
Gentriewinkel  =  a  und  Uy 

Erkl«  448«  Die  in  nebenstehender  Andeutung 
aufgestellte  Gleichung  erhält  man  auch  direkt 
aus  der  Figur  306,  wenn  man  die  HOhe  MD 
des  gleichschenkligen  Dreiecks  MAB  fällt 
und  berücksichtigt,  £akss  sich  aus  jedem  der 
hierdurch  entstandenen  rechtwinkligen  Drei- 
ecke MDA  und  MDB  nach  Antwort  der  Frage  6 
die  Belation: 


oder: 


.     a         s 


V  ,     a  8 

a)  ...  smy  =  2^ 


«Tgibt. 

Man  erhält  diese  Qleichung  a)  auch,  wenn 
man,  siehe  Fig.  307,  eine  der  Badien  MÄ  und 
MB,  z.  B.  den  Badius  MB  bis  zur  Peripherie 
verlängert  und  D  mit  A  verbindet. 

Man  erhält  nämlich  alsdann  das  Dreieck 
^^Z>,  in  welchem: 

^ADB=^  (siehe  die  Erkl.  449  bis  461) 

DB  =Ür  (siehe  die  Erkl.  446) 
^BAD  =  R  (siehe  die  Erkl.  462) 
und 

AB=s    " 


Figur  306. 


Figur  807. 
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ist,  und  aas  diesem  bei  Ä  rechtwinkligen 
Dreieck  ergibt  sich  nach  Antwort  der  Frage  6 
direkt  die  Belation: 

«         's 

Erkl«  449.  Unter  einem  Umfangs-  oder 
Peripherie  Winkel  versteht  man  einen  solchen 
Winkel,  dessen  Scheitel  in  dem  Umfang,  der 
Peripherie  eines  Kreises  liegt  nnd  dessen  Sdienkel 
Sehnen  desselben  sind.  Der  Bo^en,  welcher 
durch  die  Schenkel  eines  Periphenewinkels  be- 
grenzt wird,  heisst  „Standbogen"*. 

Erkl«  450»  Ein  planimetrischer  Lehrsatz 
heisst: 

„Jeder  Peripheriewinkel  eines  Kreises  ist 
halb  so  gross  als  der  mit  ihm  über  der- 
selben Sehne  (oder  auf  gleichem  Bogen) 
stehenden  Centriewinkel.'^ 

Nach  diesem  L^irsatz  iit  in  der  Figur  307 : 
<^  äDB  =  y  -^  ÄMB  also  =  Y 

Erkl*  iSU  Ein  planimetrischer  Lehrsatz 
heisst: 

„Alle  Peripheriewinkel  in  ein  und  dem- 
selben Kreis,  welche  über  derselben  Sehne, 
demselben  Bogen  stehen,  also  gleiche 
Standbogen  haben,  sind  bezw.  einander 
gleich." 

Nach  diesem  Satz  sind  die  in  der  Figur  806 
durch  a  bezeichneten  und  ebenso  die  durch  a^ 
bezeichneten  Winkel  bezw.  je  unter  sich  gleich. 

ErU«  452»  Ein  planimetrischer  Lehrsatz 
heisst: 

„Alle  Peripheriewinkel,  welche  über  einem 
Durchmesser  eines  Kreises  stehen  (oder 
über  einem  Bogen  stehen,  welcher  gleich 
dem  halben  Umfluig  des  Kreises  ist),  sind 
rechte  Winkel." 
Nach  diesem  Lehrsatz  ist  in  der  Figur  307 : 

ErU«  458.  Die  in  Andeutung  zur  Auf- 
gabe 797  aufgestellte  Gleichung  A) : 

8  :=z  2r«sm-ö- 

kann  man  wie  folgt  in  Worte  fassen: 

„Jede  Sehne  eines  Kreises  ist  gleich  dem 
Durchmesser  dieses  Kreises  multipliziert 
mit  dem  Sinus  des  zu  dieser  Sehne  ge- 
hörigen halben  Gentriewinkels  oder  multi- 
pliziert mit  dem  Sinus  des  über  dieser 
Sehne  stehenden  Peripheriewinkels"  (siehe 
Figur  307). 

ErU.  454.  Für  den  Fall,  dass  der  Kadi us 
eines  Kreises  gleich  der  Längeneinheit  ist, 
geht  die  Gleichung: 


Figur  808. 


1) 
über  in: 


SM- 
r-sin-ö" 


An^bea  über  den  Kreis. 
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2) 


8  =  2*8in 


2 


und  fOr  den  Fall,  dMB  der  Dnrehmesser  des 
Kreises  gleich  der  Längeneinheit  ist,  geht 
jene  Gleichung  über  in: 


8) 


8  =  sin-r- 
2 


Angabe  798.  Man  soll  den  Radius  r  eines 
Kreises  berecbien,  in  wdehem  einem  Gentrie- 
winkel  von  a  =  24*  16'  89^'  eine  Sehne  von 
^  =  21  m  Länge  entspricht 


Gegeben: 


«  =  240  16'  89" 
9  =  21m 


Gesucht:    Radios  r 

Andeutung.  Nach  der  in  Andeutung  der 
vorigen  Aufgabe  797  aufgestellten  Gleich,  a) 
bestäit  die  Relation: 


sm  g  = 

8 

"2r 

und  hieraus 
Radius  allg 

erhält 
emein: 

man 

für 

den 

gesuchten 

A)  .  . 

.  r  =r  - 

8 

2-  sin 

a 

nach  welcher  Gidchmig  man,  in  Rücksicht 
der  für  «  und  a  gegebenen  Zahlenwerte,  den 
gesuchten  Radius  r  berechnen  kann. 


Angabe  799.  Der  za  einer  Sehne  eines 
Kreises  gehQrige  Centriewinkel  beträgt  115^ 
26'36,4'',  der  Abstand  a  dieser  Seime  vom 
Hittelpuidct  betrtgt  8  dm;  wie  gross  ist  die 
Sehne  und  der  Radius  des  Ereiies? 

Figur  809. 


Gegeben: 


«  =  1150  26' 86,4" 
a  =  8dm 


Gesucht:    Radins  r  und  Behm  • 

Andeutung.  Ist,  siehe  F^nr  809,  a  der 
gegebene  Cenmewinkel  eines  Kreises  und  igt 
AB  eine,  in  der  gegebenen  Entfernung  MD 
(=  a)  vom  Mittelpunkt  M  jenes  Kreises  ge- 
zogene  Sehne  s  (siehe  die  Erkl.  455  und  456), 
so  ergeben  sich  aus  jedem  der  kongruenten, 
rechtwinkligen  Dreiecke  MDA  und  MDB 
die  Relationen: 


und 


.      «  8 


Erfcl«  466«  Unter  der  Entfernung  einer 
geraden  Linie  von  einem  festen  Funkt, 
versteht  man  den  Perpendikel,  welchen  man  von 
dem  Punkt  auf  jene  gerade  Linie  gefällt  denken 
kann. 

SrU.  456*  Ein  planimetrischer  Lehrsatz 
heisst: 

„Die  Senkrechte,  welche  man  vom  Mittel- 
punkt eines  Kreises  auf  eine  Sehne  des- 
selben fällen  kann,  halbiert  diese  Sehne, 
den  an  ihr  gehörigen  Centriewinkel  und 
den  au  ihr  gehörigen  Bogen." 


und  aus  diesen  Relationen  erhält  man  fOr 
die  gesuchte  Sehne  s  und  den  gesuchten 
Radius  r  ganz  allgemein: 


und 


A) 


B) 


a  =  2a.tg-2- 


r  = 


C08|- 


nach  welchen  Gleichungen  man,  in  Rücksicht 
der  für  a  und  a  gegebenen  Zahlenwerte,  s 
und  r  berechnen  kann. 
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Aufgabe  800.  In  einem  Kreis  mit  dem 
Eadins  r  =  12,5  dm  ist  eine  Sehne  8  ge- 
zogen, welche  16,4  dm  lang  ist;  man  soll 
den  Centriewinkel  berechnen,  welcher  zu 
dieser  Sehne  gehört. 

Figur  310. 


ErU.  457«  Ans  nebenstehender  Andeutung 
ergibt  sich,  dass  jeder  Sehne  eines  Kreises  zwei 
CentriewiiÜLel  entsprechen,  welche  sich  zu  4£ 
oder  3600  ergänzen.  So  ist  z.  B.,  siehe  Fig.  310, 
der  eine  zur  Sehne  AB  gehörige  Centriewinkel 
der  Winkel  a,  der  andere  zu  dieser  Sehne  ge- 
hörige Centriewinkel  ist  der  Winkel  Oj.  Beide 
Winkel  betragen  als  Winkel  mn  einen  Punkt 
herum  zusammen  4R,    (siehe  Erkl.  447.) 

Erkl.  458.  Für  den  FaU,  dass  der  Radius 
eines  Kreises  gleich  der  Längeneinheit  ist, 
gdit  die  in  nebenstehender  Andeutrmg  auf- 
gestellte Gleichung  A)  über  in: 


Gesudit:    Centriewlnk«!  a 

Andeutung.  Nach  der  in  der  Andeatung 
zur  Aufgabe  797  aufgestellten  Gleichung  a) 
besteht,  siehe  Figur  310,. zur  Bo-echnung 
des  gesuchten  Centriewinkels  a  die  B,elation: 

A)..  .8m-^  =  ^ 

Berechnet  man  nach  dieser  Gldchung  den 
Winkel  -^  ,  indem  man  ffir  r  und  ^  die  ge- 
gebenen Zahlenwerte  substituiert,  so  erfaüt 
man  in  Rücksicht  der  Erkl.  271  für  -^  zwei 

Werte,  [nämlich  den  direkt  für  -jr  ans  der 

Tafel  sich  ergebenden  spitzen  Winkel  nnd 
dessen  Supplementwinkel  Da  beide  Winkel- 
werte vorstehender  Gleichung  A)  geniigen, 
indem  nach  der  Erkl.  66: 


sm 


2 


=  ,üi(2Ä-|) 


1) 


"■"¥=2- 


ist,  so  erhält  man  für  den  gesuchten  Centrie- 
winkd  a  ebenfaJls  zwei  Werte,  der  eine 

ist  gleich  dem  doppelten  des  für  -g-  be- 
rechneten spitzen  Winkels,  der  andere  ist 
gleich  dem  doppelten  Supplementwinkel  dieses 
spitzen  Winkete.  Diese  beiden  hiemach  zu 
berechnenden  Centriewinkel  sind  Winkel, 
welche  sich  zu  4R  oder  360®  ergänzen 
(siehe  die  Erkl.  457  und  458). 


Für  den  Fall,  dass  der  Durchmesser  eines 
Kreises  gleich  der  Längeneinheit  ist,  geht 
jene  Gleichung  über  in: 


2) 


Sin-=r  =  8 


Aufgabe  80L  In  einem  Kreis  mit  dem 
Radius  r  =  17  m  ist  eine  Sehne  s  gezogen, 
welche  16  m  lang  ist.  Man  soll  den  kleinem 
der  zwei  Bogen  berechnen,  in  welche  durch 
diese  Sehne  die  Peripherie  des  Kreises  ge- 
teilt wird.     Der  zu  berechnende  Bogen  ist 

a)  in  Winkel-  oder  Bogenmass 
und 

b)  in  Längenmass 

auszudrücken. 


Gegeben: 


r  =  17  m 
«  =  16  m 

Gesucht:     bog  ACBin  WinkebnasB 

und  in  LängeomaBB 


(s.  Fig.  311) 


Auflösung.  Verbindet  man,  siehe  Fig.  311, 
die  Endpunkte  J.  und  ^  der  gegebenen  Sehne  8 
mit  dem  Mittelpunkt  3f,  so  scUiesaen  diese 
Verbindungslinien  den  Centriewinkel  a  ein, 
welcher  zu  dem  kleinern  der  Bogen  gehört, 
in  die  der  Umfang  des  Kreises  dureh  die 
gegebene  Sehne  8  geteilt  wird,  weleher  also 
zu  dem  zu  berechnenden  Bogen  AGB  gehört. 


Aufgaben  über  den  Kreis. 
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Figur  811. 


Httlfsrecliniuig  1» 

Aas    der    nebenstehenden    goniometrischen 

Oleicbung: 

.     a        8 
sin  —  =  — 
2        17 

findet  man  -^  wie  folgt : 

log  sin  -5-  =  log  8  —  log  17 
Nnn  ist: 


oder: 


mithin: 


(+ 1)          (- 

1) 

log  8  =       0,9030900 

-  log  17  =  —  1,2804489 

log  sin  4  =       0,6726411- 

1 

9 

log  Hin -TT- =       9,6726411- 
2                         6373 

10 

38 

00 

38 

35,6 

2,4 

4  =  280  4'  20"                    ^* 

J                   -f  0" 

+  0,9" 

+  0,06" 

also  -^  =  280  4' 20,96" 

Erkl«  459«  Ein  planimetrischer  Lehrsatz 
heisst: 

^Der  Umfang  eines  Kreises  verhält  sich 
zu  der  Länge  eines  Bogens  wie  der  zu 
dem  ganzen  Umfang  geh^Jrige  Centrie- 
winkel  Ton  860^  zn  dem  zn  jenem  Bogen 
gehörigen  und  ebenfalls  in  Qrade  aus- 
gedrückten Centriewinkel.*' 

Bezeidmet  man  mit  r  den  Badins  eines 
Kreises,  also  nach  der  Erkl.  460  dessen  Um- 
fang mit  2r;f,  die  Länge  eines  Bogens  des- 
selben, welcher  zu  dem  Gentriewinkel  o  gehört 
mit  bog «,  80  besteht  nach  jenem  Satz  die  Pro- 
portion : 

%rn :  bog  a  =  860© :  «0 

(Siehe  Abschnitt  28  in  dem  Lehrbuch  der 
Goniometrie  und  die  Teile  der  Encyklopädie, 
weldie  über  Planimetrie  handeln.) 


Dieser  Centriewinkel  a,  welcher  das  Mass 
des  zu  berechnenden  Bogens  AGB  ist,  in- 
dem im  Winkelmass: 

A)  .  .  .  \iOgÄCB—  a 

ist,  kann  zunächst  wie  folgt  berechnet  werden: 

Zieht  man  den  zur  Sehne  s  senkrecht 
stehenden  Radius  MC,  so  halbiert  dieser 
nach  der  Erkl.  456  die  Sehne  s  und  den 
Bogen  Ä  CB. 

Aus  dem  rechtwinkligen  Dreieck  AMD 
ergibt  sich  die  Relation: 


oder: 


.     a         8 


.  .      «  8 

*)--™T=2:7 


Setzt  man  hierin  für  s  und  r  die  gegebe- 
nen Zahlenwerte,  so  erhält  man: 

16 


oder: 


«"1  =  8.17 


sm 


a 


_  _  ^ 
2  ""  17 
und  hieraus  ergibt  sich  nach  nebenstehender 


Hülfsrechnung  1  für  ^: 


a 


=  28<>4'20,96" 


also  für  den  Centriewinkel  a: 
b)  .  .  .  «  =  560  8' 41,92" 

Da  nun,  wie  erwähnt,  der  Centriewinkel  a 
das  Mass  des  Bogens  AGB  ist,  jso  hat  man 
für  den   Bogen   AGB,  im   Winkel-   oder 
Bogenmass  ausgedrückt: 
1)  .  .  .  bog^C^  =  660  8' 41,92" 


Um  den  Bogen  AGB  in  Längenmass 
auszudrücken,  beachte  man,  dass  nach  der 
Erkl.  459  die  Proportion  besteht: 

2r7r:bog^CB  =  86OO:«0 

und   dass  man  hieraus  für  den  bog  AGB 
allgemein  erhält: 

B)  .  .  .  bog^CU  =  8.».^  ^iä^SÄ*^ 
(siehe  auch  die  Erkl.  461). 

Setzt  man  in  diese  Gleichung  den  für  r 
gegebenen,  und  aus  Gleichung  b)  den  für  a 
berechneten  Wert,  so  erhält  man: 

^.       Anj,       01-7         560  8' 41,92" 
bog  AGB  =  2  •  17  •  TT ■;::^ Meter 

oder: 

bog  ^  CB  = 


8600 


„  ,  ^        56 .  60 .  60"-h8 .  60"441,92"  ^  ^ 

z*\7 '7t  • Meter 

360.60.60" 
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ErkL  460«  Beseidinet  man  den  Umfang 
eines  Kreises  mit  ü,  dessen  Basins  mit  r  nnd 
mit  n  die  irrationale  ZaM  8,14159205  •  •  •  so  be- 
steht die  Relation: 

(Siehe  die  Teile  der  Encyklopädie,  welche 
Aber  Planimetrie  handeln.) 

Erkl*  461«    Da  in  nebenstehender  Gleichnng 

B)  .  .  .bog^C5  =  2r«~ 

der  Qnotient  aO  :  360o  das  Verhältnis  der 
Winkel  von  «o  und  860o,  bezw.  das  Verhältnis 
der  in  gleiche  Winkelmaseeinheiteni  als:  Qrade 
oder  Ifinnten  oder  Sekunden,  ausgedrückten 
Winkel  a  und  3600  yorstellt,  so  kann  man  in 
Bücksicht  dessen  jene  Gleichnng  B)  noch  redu- 
zieren und  dafür  auch  Scheiben: 


bog  ACB:=^ 


201600  +  480-1-  41,92 


1296000 
(Biehe  die  HüttRechmiiigai  2  und  S) 


Meter 


bog^CB  =  84-ff 


202121,92 


Meter 


1296000 
(siehe  HflUnrecbimiig  4) 

und  hieraus  erhält  man  nach  der  Hfilfiaroch* 
nung  5  für  den  in  Längeneinheiten  aus- 
gedrückten Bogen  ACB: 

2)  .  .  .  bog  ACB  ■=.  16,65855  Meter 


Bi)  .  .  .  bog^CB  :=zrn 


«0 
1800 


Bei  einer  entsprechenden  numerischen  Be- 
rechnung wird  man  aus  den  Gleichungen  B) 
und  Bj)  für  bog  ACB  dieselben  Werte  er- 
halten. 

Hmferechnnngen : 

2)     56 

»60 

3360 
•  60 


201600 


8)     360 

.60 


4) 


21600 
■  60 

1296000 


201600 
+  480 
+  41,92 

202121,02 


HlUfbreeluiiing  5« 

Aus  nebenstehender  Gleichung: 

k      Ar^T>      OA        202121,92 
bog^CB  =  34...-^g^g^ 

findet  man  hogACB  wie  folgt: 

log  bog  ^  CB  =  log  84  +  logjr  +  log  202121,92  —  log  1296000 
Nun  ist: 

log  202121,92  =       5,8056093 

4-21,5 
+  19^5 
-h    0>43 

5,3056134 

+  logTf  =  log  3,141693  =  +  0,4971499 

+  log  34  =  +  1,5314789 


7,8342422 
—  log  1296000  =  —  6,1126050 


log  bog  ACB=:       1,2216872 

6229 


143 
130 


mithin: 
oder: 


numlog  bog  A  CB 
bog  ACB=z  16,65855 


18 
13 


Aufgaben  über  den  Kreis.' 
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Ani^abe  808.  In  einem  Kreis  ist  eine 
Sehne  s  von  16  Meter  LSnge  gezogen,  der  zu 
dieser  Seime  gehörige  Centriewinkel  a  be- 
tragt 56^  8'  41,92'';  man  soll  hieraus  die 
Länge  des  za  diesem  Centriewinkel  a  ge- 
hörigen Bogens  berechnen. 


Gegeben: 


«  ==  16  m 

«  =  560  8' 41, 92 

Qesncht:    "bog  a 


Andeutung.  Nach  der  in  der  Andeutung 
zur  yorigen  Aufgabe  801  aufgestellten  Glei- 
chung B)  besteht  zur  Berechnung  der  ge- 
suchten Länge  des  Bogens,  welcher  zu  dem 
Centriewinkel  a  eines  Kreises  mit  dem  Ra- 
dius r  gehört,  die  Relation: 

a)...bog«  =  2r«.^^«Sgf-^^'«« 

Da  nun  in  dieser  Aufgabe  der  Radius  r 
nicht  gegeben  ist,  so  muss  man  denselben  in 
die  gegebenen  Stücke  ausdräcken.  Nach  der 
in  der  Andeutung  zur  Aufgabe  798  auf- 
gestellten Gleichung  A)  hat  man  für  den 
Radius  r: 


b)  .  .  .  r  = 


8 


S-8in~ 


Setzt  man  diesen  Wert  für  r  in  Glei- 
chung a),  80  erhält  man  für  die  gesuchte 
Länge  des  zum  Centriewinkel  a  gehörigen 
Bogens,  allgemein: 


A)  .  .  .  bog  o  = 


n»s 


sm 


«0 

Längeneinheiten 
poO''       der  Sehne  » 


nach  welcher  Gleichung  man  in  Rücksicht 
der  für  s  und  a  gegebenen  Zahlenwerte,  und 

«0 


in  Rücksicht,  dass   der  Quotient 


3600 


das 


Verhältnis  der  Winkel  von  cfi  und  360^ 
darstellt,  die  gesuchte  Bogenlänge  berechnen 
kann,  analog  wie  in  der  A^ösung  der  vorigen 
Aufgabe  801  gezeigt  wurde. 


Angabe  803.  In  einem  Kreis,  dessen 
Radius  r  =  40,32  m  misst,  sind  nach  der- 
selben Seite  vom  Mittelpunkt  des  Kreises 
aus  zwei  parallele  Sehnen  s  und  s^  gezogen, 
welche  bezw.  =  75,084  und  62,14  m  lang 
sind;  man  soll  die  Längen  der  zwischen  den- 
selben liegenden  Bogen  berechnen. 

Figur  312. 


r  =  40,32  m 
8  =  75,084  m 
l  «,  =  62,14  m 
Gesucht:     bog  af  and  bog  BG  ' 


G^eben: 


(8.  Figur  312) 


Andeutung.  Ist,  siehe  Figur  312,  der 
Kreis  um  M  der  gegebene  und  sind  AB  und 
FG  die  parallelen  Sehnen,  welche  den  Be- 
dingungen der  Aufgabe  entsprechen,  so  sind 
AF  und  BG  die  Bogen,  deren  Längen  ge- 
mäss der  Aufgabe  berechnet  werden  sollen. 
Da  nach  der  Erkl.  462  die  Bogen  AF  und 
BG  einander  gleich  sind,  so  ergibt  sich  die 
Länge  X  eines  solchen  Bogens  aus  der  Re- 
lation: 

hogACB  —  hogFCG 

Bestimmt  man  die  Längen  der  Bogen  ACB 
und  FCG,  wie  in  der  Auflösung  zur  Auf- 
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Erkl«  462«     Ein  planimetrischer  Lehrsatz  gäbe  801  gezeigt  wurde,  so  kann  man  nach 
l^ciBst:  dieser  6leiehiiDg  leicht  die  gesndite  Länge  r 

„Die  zwischen   zwei  pwaUelen  Sehnen  ^er  Bogen  AF  imd  BG  berechnen. 
eines  Kreises  liegenden  Bogen  sind  ein- 
ander gleidi." 
(Siehe  die  Teile  der  Encyklopftdie ,  welche 
über  die  Planimetrie  handeln.) 


Angabe  804.    Wie  gross  ist  der  Radios 
eines  Kreises,  in  welchem 
s  =  12,046  dm  stehende 
a  =  53<^  45'  20,4"  beträgt? 


ross  ist  der  Radius  ^^    ,       1  «  =  12,046  dm   ) 

der  über  der  Sehne  ^««»«»^  |  a  =  530  46'  20,4  [  (siehe  Figur  313) 

5  Peripheriewinkel   Gesucht:      Radius  r  J 


Figur  813. 


Andeutung.  Ist,  siehe  Figur  313,  s  die 
gegebene  Seime  und  a  der  gegebene  Peri- 
pheriewinkel, und  zieht  man  die  dwcch  die 
Endpunkte  der  Sehne  AB  gehenden  Radien,  so 
ist  der  von  denselben  eingeschlossene  (}entrie- 
winkel  AMB  nach  der  Erkl.  450  =2«. 

Zwischen  diesem  Oentriewinkcd  2a,  dem 
gesuchten  Radius  r  und  der  Sehne  s  besteht 
nach  der  in  Andeutung  der  Aufgabe  798 
aufgestellten  Gleichung  A)  die  Relalion: 


s 


oder: 


28in-2- 


8 


A.)  .  .   .  f*  —        , 

28ma 

nach  welcher  allgemeinen  Gleichung  man  in 
Rücksicht  der  für  s  und  a  gegebenen  Zahlen- 
werte den  Radius  r  berechnen  kann. 


Aufgabe  805.  Zwei  von  einem  Punkt 
der  Peripherie  eines  Kreises  ausgehende 
Sehnen  sind  .s^  =  14,34  und  s^  ==  8,56  m 
lang;  welchen  Winkel  bilden  dieselben  mit- 
einander, wenn  der  Radius  des  Kreises  r  = 
8,4  m  misst? 


Figur  314. 


Gegeben : 
Gesucht: 


s,  =  14,34  m 
8^  ^  8,56  m 
r  =  8,4  m 

Peripheriewinkel  a  xmd  a^ 


(siehe 
.314) 


Andeutung.  Ist,  siehe  Figur  314,  der 
Kreis  um  M  der  gegebene  und  ist  PB  (=  >Sj) 
die  grossere  der  gegebenen  Sehnen,  so  kann 
die  kleinere  Sehne  ft^  entweder  links  tob 
jener  Sehne  s^  liegen,  also  die  Lage  PA 
haben,  oder  sie  kann  rechts  von  der  Sehne  .V| 
liegen,  also  die  Lage  PA^  haben.  Die  ge- 
gebenen Sehnen  können  also  den  Winkel 
APB  =  a  oder  den  Winkel  BPA^  mit- 
einander bilden.  Verbindet  man  nnnm^  den 
Punkt  P  mit  dem  Mittelpunkt  M  und  föUt 
von  M  auf  die  gegebenen  Sehnen  s^  und  .<• 
Perpendikel,  so  erhält  man  das  rechtwink- 
lige Dreieck  PC3f  und  die  beid^  kongruenten 
und  rechtwinkligen  Dreiecke  PDif  und  PD^M 
(siehe  Erkl.  456).  Wie  sich  ans  der  Fig.  314 
ergibt,  hat  man  femer  fär  den  Winkel  a  die 
Relation: 

A)  •  .  .  a  =  (f  f  —  <f , 
und  fOr  den  Winkel  a^: 

B)  .  .  .  «i  =  <T,  -}-  cfi 

nach  welchen  Gleichungen  man  die  gesuchten 
Peripheriewinkel  a  und  a^  berechnen  kann, 


Aufgaben  Aber  den  Kreis. 


53» 


sobald  die  Winkel  ö^  und  Ö2  gefunden  sind. 
Diese  Winkel  d^  und  ^2  l^a-^n  man  aber  leicht 
mittels  der  ans  jenen  rechtwinkligen  Drei- 
ecken PCM  und  PDM  (oder  PD^M)  sich 
ergebenden  Relationen: 


C)  . 
und 

D). 
berechnen. 


cos  1^1  = 


8, 


2 


«« 


cosJ«  =  -~  :r 


m 
m 
m 


(8.  Fig.  314) 


Aufgabe  806.   Ueber  einem  Bogen  eines  f  «1  =  i>02 

Kreises,  dessen  Badins  r  =  0,85  m  misst,  Gegeben:  j  «,  =  0,98 
steht  ein  Peripheriewinkel,  dessen  Schenkel  l  ^  -~  ^'^^ 

^1  =  1,02  nnd  ä,  =  0,^8  m  lang  sind;  wie  Gesucht:     Bogen  AB  und  A^B 

lang  ist  jener  Bogen  des  Kreises?  Andeutung.    Man  berechne,  wie  in  der 

Andeutung  zur  vorigen  Aufgabe  805  gesagt, 
zunächst  die  zu  den  Bogen  AB  und  A^B 
der  Figur  314  gehörigen  Peripheriewinkel  a^ 
und  «2*  Beachte  alsdann,  dass  nach  der 
Erkl.  450  die  zu  jenen  Bogen  gehörigen 
Centriewinkel  bezw.  ===  2  a  und  2a^  sind,  dass 
also  die  zu  berechnenden  Bogen  im  Winkel- 
mass  =  2a  und  2ai  sind.  Sind  2a  und  2a| 
berechnet,  so  drücke  man  hiemach  wie  in  der 
Auflösung  der  Aufgabe  801  gezeigt,  diese  so- 
mit im  Winkelmass  bekannten  Bogen  in  die 
Längeneinheit  des  gegebenen  lUdius  aus. 


Aufgabe  807.    In  einem  Kreis,  dessen 
Radius  r=llm  ist,  liegen  im  Zickzack  q^^v 
drei  Sehnen  von  «j  =  9  m,  8^  =  20  m  und  ^^ 
«B  =  7  m  Länge;  wie  gross  sind  die  Winkel, 
welche  diese  Sehnen  miteinander  bilden? 


en: 


r  =  11  m 
«1  =  9m 
«4  =  20  m 
«8  =  7m 


(siehe  die 
Fig.  315  u.  316) 


Figur  315. 


Gesucht:  die  Winkel  y  und  ß 

Andeutung.  Ist,  siehe  die  Figuren  315 
und  316,  der  Kreis  um  M  der  gegebene,  so 
können  die  drei  gegebenen  Sehnen  s^^  s^ 
und  «3,  von  welchen  «2  ^  ^1  ^  h  ^^t  ^^ 
weder  die  Zickzacklage  zu  einander  haben, 
wie  die  Figur  315  zeigt  oder  sie  können 
die  Zickzacklage  zueinander  haben,  wie  die 
Figur  316  zeigt. 

Zur  Berechnung  des  gesuchten  Winkels  ß 
in  der  Figur  815  beachte  man  folgendes: 

Der  Winkel  ß  ist  ein  Peripheriewinkel 
über  dem  Bogen  AC^  mithin  ist  nach  der 
Erkl.  450  der  zu  Bogen  A  C  gehörige  Centrie- 
winkel AMC  =  2ß.  Bezeichnet  man  nun- 
mehr den  zur  Sehne  s^  gehörigen  Centrie- 
winkel mit  2a|,  den  zur  Sehne  ^2  gehörigen 
Centriewinkel  202,  so  ergibt  sich  aus  der 
Figur  315  die  Relation: 

2^  =  2o,^2aj 
oder: 

A)   .  .  .  .    p  ^^  ffj  ~"  ffj 
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Figur  316. 


Man  kann  also  hiernach  den  gesuchten 
Winkel  ß  berechnen,  wenn  man  £e  halbeo 
Centriewinkel  ai  und  a«  kennt,  weldie  za 
den  jenen  Winkel  ß  einschliessendeii  Sdma 
8^  und  s^  gehören.  Diese  CentsiewinkeL  kann 
man  aber  aus  den  gegebenen  Sehnen  s^  und  ^^ 
und  aus  dem  gegebenen  Radins  r  berechneii, 
wie  in  der  Andeutung  zur  Aufgabe  800  ge- 
sagt wurde. 

In  ganz  analoger  Weise  kann  man  dea 
Winkel  y  in  Figur  315  berechnen;  ans  der 
Figur  315  eigibt  sich  nämlich  die  Relation: 

und  hieraus  erhält  man: 

B)  .  .  .  .  y  =  21?^(«4  +  «^ 

Die  Berechnung  der  gesuchton  Winkel  ß 
und  ^^  bei  der  Lage  der  drei  gegebenei 
Sehnen,  wie  sie  in  der  Figur  316  andeutet 
ist,  geschieht  auf  dieselbe  Weise. 


Aufjgabe  808.  An  einen  Kreis,  dessen 
Badins  r  =  20,24  m  misst,  sind  von  einem 
Punkt  P  ausserhalb  desselben  zwei  Tangenten 
an  den  Kreis  gezogen;  welchen  Winkel  bilden 
diesdben  miteinander,  wenn  die  Entfernung  a 
des  Punktes  P  vom  Kreismittelpunkt  gleich 
50,06  m  beträgt? 

Figur  817. 


Gegeben 


■|:= 


=  20,24m 
60,06  m 

Gesucht:      Winkel  a 


(siehe  Figur  317) 


Andeutung.  Ist,  siehe  Fignr  317,  der 
Kreis  um  M  der  gegebene  und  ist  P  der 
Punkt,  dessen  Entfernung  von  M=a  ist 
und  von  welchem  aus  die  Tangenten  PA 
und  PA^  an  jenen  Kreis  gezogen  sind,  bo 
erhält  man,  wenn  man  die  Bertlhningspunkte 
Ä  und  Äi  mit  dem  Kreismittelpunkt  M  ver- 
bindet, nach  den  ErkL  463  bis  465  die  beiden 
kongruenten  rechtwinkligen  Dreiecke  MAP 
und  MAiP.  Aus  jedem  dieser  Dreiecke 
ergibt  sic^  die  Relation: 


A) 


•  •  •  • 


.     «  r 

2         a 


Erkl.  468.  Unter  einer  Berührenden 
oder  einer  Tangente  an  einen  Xreifl  ver- 
steht man  eine  gerade  Linie,  welche  mit  der 
Peripherie  des  Ereises  nur  einen  Punkt  gemein- 
schaftlich hat. 

Erkl«  464.  Ein  planimetrischer  Lehrsatjs 
heisst: 

„Der  nach  dem  Berührungspunkt  einer 
Tangente  gezogene  Radins  eines  Kreises 
ist  stets  senkrecht  zur  Tangente.*' 

Erkl*  465«  Ein  planimetrischer  Lehrsatz 
heisst: 

^Die  zwei  von  einem  Punkt  aus  nach 
emem  Kreis  gezogenen  Tangenten  sind 
gleich  lang,  und  die  Verbindungslinie  jenes 
Punktes  mit  dem  Mittelpunkt  des  KreiBes 
halbiert  den  Winkel,  welchen  die  beiden 
Tangenten  miteinander  bilden.^ 


nach  welcher  Gleichung  man,  in  Bücksicht 
der  für  r  und  a  gegebenen  Zahlenwerte,  den 

Winkel  y  nnd   somit  auch  den  gesuchten 

Winkel  a,  welchen  die  beiden  Tangenten 
PA  und  jPJL|  miteinander  bilden,  berechnai 
kann. 


Aufgaben  Aber  den  Kreis, 
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Anfjptbe  809.  Za  einem  Krds  ist  eine  ^ 
Tangente  und  eine  Sekante  gezogen,  beide  begeben 
schneiden  sich  anter  dem  Winkel  a  =  89^ 
58'  46'^  Der  innere  Abschnitt  der  Sekante 
ist  a  =  8,432  dm,  der  äussere  Abschnitt  der- 
selben ist  6  ==  19,008  dm.  Man  soll  den  Ra- 
dius jenes  Kreises  berechnen. 


{«  =  390 
h  =  19,( 


A  =  390  68'  46" 
.432  dm 
,008  dm 

Gesucht:      Badius  r 


(siehe  Figur  318) 


Figur  318. 


Andeutung.  Ist,  siehe  Figur  818,  ÄD 
eine  solche  Sekante  des  Kreises  um  M  (siehe 
Erkl.  466),  deren  innerer  Abschnitt  CD  s=  a 
und  deren  äusserer  Abschnitt  =  h  ist,  und 

welche  mit  d^  an  diesen 
Kreis  gezogenen  Tangente 
AB  den  Winkel  a  bfldet, 
und  zieht  man  durch  M 
die  zur  Sehne  DC  Senk- 
rechte FG  und  yerbindet 
M  mit  dem  Beriihmngs- 
punkt  B,  so  erhält  man 
das  bei  6i^  rechtwinklige 
Dreieck  ÄGF  und  nach 
der  ErkL  464  das  bei  B 

rechtwinklige  Dreieck 
MB  F.     Aus  dem  recht- 
winkligen Dreieck  AGF 
ergibt  sich  die  Belation: 


ErU.  44l^.  Unter  einer  Sekante  eines 
Kreises  yersteht  man  im  allgemeinen  Sinn 
jede  den  Kreis  durchschneidende  Gerade; 
im  engeren  Sinn,  wie  z,B.  in  der  Elementar- 
geometrie, yersteht  man  unter  einer  Sekante 
eine  nach  einer  Riditung  hin  yerlängerte  Sehne 
desselben. 

Der  Teil  einer  Sekante,  welcher  innerhalb 
des  Kreises  liegt  heisst  innerer  Abschnitt,  der 
Teil  derselben,  welcher  ausserhalb  des  Kreises 
lieg^,  heisst  äusserer  Abschnitt  der  Sekante. 


Erkl«  467«  Ein  planimetrischer  Lehrsatz 
heisst: 

„Zieht  man  yon  einem  Punkt  ausserhalb 
eines  Kreises  eine  Tangente  und  eine  Se- 
kante nach  jenem  Kreis,  so  ist  die  Tan- 
gente die  mittlere  geometrische  Proportio- 
nale zwischRn  der  ganzen  Sekante  und 
dem  ausserhalb  des  Kreises  liegenden  Stttck 
derselben*'  (siehe  ErkL  468). 

Hiemach  besteht  in  der  Figur  318  zwischen 
der  Tangente  AB  (=:  t)  und  der  Sekante  AD 
(=  a  +  fc),  die  Relation: 

iDiÄB  =AB  :AC 
oder  die  Belation: 

(a+ö):^  =  t:h 


Erkl«  468.  Sind  in  einer  geometrischen 
Proportion  (siehe  Brkl.  469)  die  beiden  mittleren 
Glieder  gleich,  so  heisst  die  Proportion  eine 
stetige  und  jedes  der  mittleren  Glieder  heisst 
die    mittlere    geometrische   Proportionale 


AG 

cosa  =  -=-^ 

AF 


oder: 


a) 


4+^ 


cosa  = 


(s.  Erkl.  456) 


Femer  ergibt  sich  aus  dem  rechtwink- 
ligen Dreieck  MBF  und  in  Rücksicht,  dass 
nach  der  Erkl.  293  ^  BMF  =  <^  BAD 
also  =  a  ist,  die  Relation: 

m 

tga=  — 
r 

oder: 

b) m  r=  r<tga 

Weiter  besteht  noch  nach  dem  in  der 
ErkL  467  angeführten  planlmetriBohen  Lehr- 
satz zwischen  der  Tangente  ^,  der  ganzen 
Sekante  b-j-a  und  dem  äussern  Abschnitt  b 
derselben  die  Relation: 

(a'\-b):t  =  t:b 

woraus  sich : 

c) t=  Vb(a  +  b) 

ergibt. 

Setzt  man  die  Werte  für  m  und  t  aus 
den  Gleichungen  b)  und  e)  in  Gleichung  a), 
so  erhält  man  für  r  die  Besthnmungsgleichung : 


+  * 


cosa  = 


Vbia  +  b)  +  r'tga 
und  hieraus  erhält  man: 


coso  \/ö(a-|-^)+r'C08«tgo  =  -jr  +  t 
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xn  den  beiden  anderen.    So  ist  z.  B.  die  geo«  sin«        a    •  ,               ,/r7 — tt: 

metrische  Proportion:  ^-^««-^SS^  =  T +  ^-^^*«  Vh{a  +  h) 

8:4  =  4:2  ^                            

eine  stetige  Proportion;  die  Zahl  4  heisst  die  ''^^^  =  y  +  6  —  cosa  /6  (a  +  fe) 

mittlere  geometrische  Proportionale  zu  den  o^er- 

Zahlen  8  und  2.  «   .  ,                  /r=-; — r-rr 

|- +  ft  —  cos«.  VT(a  +  5) 

Erkl«  469.     Unter  einer  geometrischen  A)  .  .  .  r  = ^^ 

Proportion,  versteht  man  die  Verbindung  zweier  ,         ,  ,       r^,  .  ,                    .     t»..  i.  •  l* 

gleicher  Quotienten,  durch  das  öleichheits-  "»«^  welcher  Gleichung  man,  in  Rückzieht 

zeichen,  soistz.  B.  1:2  =  3:6  eine  geome-  der  für  a,  i  und  a  gegebenen  Zahleiiwerte, 

trische  Proportion.  den  gesuchten  Eadius  r  berechnen  kann. 


b)  Aufgaben,  in  welchen  Beziehungen  zwischen,  auf  den  Kreis  sich 
geometrischen  Grttssen  gegeben  sind  oder  die  Feststellung  solcher  Beziehungee 

gefordert  werden. 

Angabe  810.   Man  berechne  den  Centrie-  ^ 

Winkel  eines  Kreises,  dessen  zugehörige  Sehne  Gegeben:  die  Beziehnns:  « =-5  >" 

=  y  des  Eadius  des  Kreises  ist  Gesucht:  centriewinkeianr  Sehne  «g«iiön«. 

Andeutung.  Nach  der  in  der  And«itang 
zur  Aufgabe  800  aufgestellten  Gleichang  A) 
besteht  zwischen  dem  Badius  r  eines  Kruses, 
einer  Sehne  s  desselben  und  dem  zu  letz- 
terer gehörigen  Oentriewinkel  a,  die  Re- 
lation: 

a)....  sm^=2;: 

femer  besteht  gemäss  'der  Aufgabe  die  Re- 
lation: 

b)  •,..«  =  -^  r 

Setzt  man  den  Wert  für  s  aus  Gleich,  b) 
in  Gleichung  a),  so  erhält  man: 

.    «         5  *" 
sm 


2  2r 

oder: 

A) 8my  =  jg 

Nach  welcher  Gleichung  man  den  Winkel 
Y  mittels  einer  trig.  oder  einer  log.-trig. 

Tafel  berechnen,   und   dann   dw   gesachten 
Oentriewinkel  a  bestimmen  kann. 


Angabe  SIL     In  einem  Kreis  ist  eine  Gegeben:  die  Bezieiuug: « =  |/^r . 2r 

Sehne  gezogen,  welche  gleich  dem  geome-  Gesucht:  Geiitriewiiikei«isiirSeiuie«g«kdiis. 

tri  sehen  Mittel  zwischen  dem  Halbmesser        .    ,    ^  t^.     a  ä»         j«         a   - 

und  dem  Durchmesser  des  Kreises  ist;  man  Andeutung.  Die  Auflösung  dieser  Aui- 
soU  den  zu  dieser  Sehne  gehörigen  Centrie-  «?^®  «*  ganz  analog  der  vorigen.  Man  hat 
Winkel  berechnen.  5^»  ,^«  ^  ^«^^  Andeutung  gesagt 

die  Relation: 

a) smyrr  2^ 
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Femer  hat  man  g:emä88  der  Aufgabe  nach 
der  Erkl.  470  die  Relation: 

b)  .  .  .  «  =  Yr-2r 
Aus  Gleichung  b)  erhält  man: 

Erkl.  470.     Unter   dem   geometrischen  ^  *  =  y^r'^ 

Mittel  zweier  Zahlen  (Grössen)  versteht  man  ^^^^'  __       ,--■ 

das  mittlere  Glied  einer  stetigen  geome-  c)  .  .  .  «  — r  yj 

trischen  Proportion  (siehe  Erkl..  468).  Setst  man  diesen  Wert  für  «  in  Glei- 

Das  geometrische  Mittel  zweier  Zahlen  chong  a),  so  erhält  man: 
(Grössen)  ist  gleidi  der  Quadratwurzel  aus  dem  .^yg- 

Produkt  dieser  zwei  Zahlen.  sin  -^  =  •» 

Hat  man   die  stetige  geometrische  Pro-  ^  ^^ 

portion:  oder: 

so  erhält  man  für  das  geometrische  Mittel o?        ,        ,  _     ^_„  ,  *  _      __.  ,   ,  a 

der  Zahlen  oder  Grössen  a  und  6 :  nach  welcher  Gleichung  man  den  Wmkel  -g 

aß^=:  a-h  und  somit  auch  den  gesuchten  Gentriewinkel 

^^^'  a  berechnen  kann. 

X  =  \/a'h  Beachtet  man  hier,  dass  nach  der  ErkL  216: 

sin46o  =  -i-  l/2 

ist,  so  ergibt  sich  hieraus: 

^=450 

mithin: 

1) «  =  900 


Aufgabe  812.  Man  soll  den  Gentriewinkel  Gegeben :  die  Beziehung :  « ea  !l:ii^ 

eines  Kreises  berechnen,   der  einer  Sehne  /a^««i,*.  /^   ^  -*  i. ,        o  v      ..^vh-i 

entspricht,  die  gleich  dem  arithmetischen  ^^^^*-  Oentnewinkel  a  ziu:  Sehne  .  gehörig. 

Mittel  zwischen  dem  Halbmesser  und  dem  Andeutung.    Die  Auflösung  dieser  Auf- 
Durchmesser  des  Kreises  ist.  gäbe   ist  ganz   analog  der  Auflösung  der 

Angabe  810. 

Man  hat  einmal,  wie  in  der  Andeutung  zu 

Erkl.  471.     Unter  dem  arithmetischen  jener  Aufgabe  gesagt  ist,  die  Relation: 
Mittel  zweier  Zahlen  (Grössen)  versteht  man 

das   mittlere   Glied  einer  stetigen  arith-  a)  .  .  .  .  sin-^  =  -5~ 

metischen  Proportion  (siebe  Erkl.  472).  ^        ^^ 

Das  arithmetische  Mittel  zweier  Zahlen  Femer  hat  man  gemäss  der  Aufgabe  und 

(Grössen)  ist  gleich  der  halben  Summe  dieser  ^ach  der  ErkL  471  die  Relation: 

zwei  ^fthlftiii  IQ 

Hat  man  die  stetige  arithmetische  Pro-  h)  .  .  •  s  =,  ^  *"   ^ 

portion:  * 

a^x=i  x  —  b  Aus  Gleichung  b)  erhält  man: 

soerhält  man  für  das  arithmetische  Mittel  0?  s  ^ 

der  Zahlen  oder  Grössen  a  und  6:  c;  .  .  .  5  —  ^  r 

2x  =  a-\-b  Setzt  man  diesen  Wert  für  «in  Gleichung  a), 

oder:  so  erhält  man: 

-   g  +  fe  Ir 

^  —  — ö —  .     a           2 

«  ain  ——  -» 


sm^r-  = 


2  2r 

Erkl.  472.    Sind  in  einer  arithmetischen  oder: 

Proportion  (siehe  Erkl.  473),  die  beiden  mitt-  A)  .  .  .  .   sin—  =  — - 
leren  Glieder  gleich,  so  heisst  diese  Proportion  2        4  ^ 

eine  stetige  arithmetische  Proportion:  nach  welcher  Gleichung  man  den  Winkel  -q- 

So  ist  z.B.  die  arithmetische  Proportion:  mittels  einer  trig.  oder  einer  log.-trig.  Tafel 

8  —  6  =  6  —  4  berechnen  und  somit  den  gesuchten  Winkel  a 

eine  stetige  arithmetische  Proportion.  bestimmen  kann. 
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Erkl«  478«  Unter  einer  arithmetischen 
Proportion  versteht  man  die  Verbindung  zweier 
gleicher  Differenzen  durch  das  Gleichheits- 
zeichen; so  ist  z.  B.: 

6  —  2  =  19—16 

eine  arithmetische  Proportion: 


Angabe  813.  Eine  Sehne  eines  Kreises 
ist  gleich  dem  harmonischen  Mittel 
zwisdien  Radius  und  Durchmesser  dieses 
Kreises;  wie  gross  muss  der  zu  dieser  Sehne 
gehörige  Centrie Winkel  sein? 

Erkl«  474.     Besteht  zwischen  vier  Grössen 

a,  hj  e  und  d 

eine  harmonische  Proportion»  siehe  Erkl.  475, 
und  sind  die  beiden  mittleren  Grössen  h  und  e 
einander  gleich,  so  nennt  man  jede  dieser  mitt- 
leren Grössen  das  harmonische  Mittel  der 
beiden  anderen  Grössen;  die  zwischen  diesen 
Grössen  bestehende  harmonische  Proportion: 

1)  .  .  .  (a  —  6)  :  (d  —  cJ)  =  a :  d  (siehe  Erkl.  475) 

selbst  heisst  eine  stetige  harmonische  Pro- 
portion. 

Aus  der  vorstehenden  stetigen  harmoni- 
schen Proportion  erhält  man: 

(a  —  h)'d  =  (6  —  d)«a 

ad  —  hd  =  ah  —  ad 

ad~^  bd  z=  ad"\-ad 

h(a-\-d)  =  2a(f 


oder: 
2)  .  . 


b  = 


2'ad 


Gegeben :  die  Beziehimg :  »  =    \ '^^ 
Gesucht:  CeMtriewiakelazurSdineagalriftEig. 

Andeutung.  Die  Auflösung  dieser  Auf- 
gabe ist  ganz  analog  der  Auflösung  der  Auf- 
gabe 810. 

Man  hat  einmal,  wie  in  der  Andentong 
zu  jener  Aufgabe  gesa^  ist,  die  Relation: 

a) sm-^  =  — 

Femer  hat  man  gemAss  der  Ao^gabe  nach 
der  Erkl.  474  die  Relation: 
,^  2-r.2r 

r-|-2r 

Ans  Gleichung  b)  erhfilt  man: 

4r« 


oder: 


c) 


4 


Setzt  man  diesen  Wert  tfbr  s  m  Glei- 
chung a),  so  erhftlt  man: 


h  +  d 

und  hieraus  er^bt  sich,  dass  das  harmonische 
Mittel  h  zweier  Grössen  a  und  d  gleich  dem 
Quotient  ist,  welcher  gebildet  wird  aus  dem 
doppelten  Produkt  dieser  beiden  Grössen  a  und  d 
und  der  Summe  derselben. 

Erkl.  47^  Besteht  zwischen  vier  Grössen, 
welche  der  B«ihe  nach  durch: 

a,  &,  c  und  d 

bezeichnet  seien,  eine  solche  Beziehung,  dass 

der  Quotient ^  gebildet  aus  der  Differenz 

a  —  b  der  beiden  ersten  Grössen  und  der  Diffe- 
renz der  beiden^  letzten  Grössen  c—d,  gleich 

dem  Quotient  -=-  ist,  welcher  aus  der  ersten 

a 

und  der  vierten  jener  Grössen  gebildet  wird, 
so  nennt  man  die  hierdurch  ausgedrückte  Be- 
ziehung: 

(a  —  h):(c  —  d)  =  a:d 

eine  harmonische  Proportion. 

(Ausführliches  Über  die  harmonischen  Pro- 
portionen findet  man  in  den  Teilen  der  Bncy- 
klopädie,  welche  tlber  Planimetrie  und  die  Pro- 
portionen handeln. 


2           2r 

oder: 

A)  .  . 

.     a         8 

-««-2=T 

nach  welcher  Gleichung  man  den  Winkel  y 

mittels  einer  trig.  oder  einer  log.-trig.  Tafel 
berechnen  und  somit  den  gesudbten  Ceotrie- 
Winkel  a  bestimmen  kann. 


Preisgekrönt  in  Frankfurt  a.  M.  1881. 


Der  ausführliche  Prospekt  nnd  das  ausführliche  Inhalts- 
yerzeichnis  der  „yoUständig  gelösten  Anfgabensammluiig  von 
Dr.  Ad.  Kleyer"  kann  Yon  jeder  Buchliandlung,  sowie  von  der 
Verlagshandlung  gratis  und  portofrei  bezogen  werden. 

Bemerkt  sei  hier  nur: 

1).  Jedes  Heft  ist  aufgeschnitten  and  gut  brochiert  um  den  sofortigen  und  dauern- 
den Gebranch  zu  gestatten. 

2).  Jedes  Kapitel  enthält  sein  besonderes  Titelblatt,  Inhaltsverzeichnis,  Berichtigtingen 
und  Erklärungen  am  Schlosse  desselben. 

3).  Auf  jedes  einzelne  Kapitel  kann  abonniert  werden. 

4).  Monatlich  erscheinen  3 — 4  Hefte  zu  dem  AbonnementspreiBO  von  25  Pfg.  pro  Heft 

5).  Die  Beihenfolge  der  Hefte  im  nachstehenden,  kurz  angedeuteten  Inhaltsver- 
zeichnis ist,  wie  ans  dem  Prospekt  ersichtlioh,  ohne  Jede  Bedeutung 
für  die  Interessenten. 

6).  Das  Werk  enthält  Alles,  was  sich  überhaupt  auf  mathematische  Wissenschaften 
bezieht,  alle  Lehrsätze,  Formeln  und  Regeln  etc.  mit  Beweisen,  alle  praktischen 
Aufgaben  in  vollständig  gelöster  Form  mit  Anhängen  ungelöster  analoger  Auf- 
gaben und  vielen  vortrefflichen  Figuren. 

7).  Das  Werk  ist  ein  praktisches  Lehrbuch  für  Schüler  aller  Schulen,  das 
beste  Handbuch  für  Lehrer  und  Examinatoren,  das  vorzüglichste  Lehrbuch 
Bum  Selbststudium,  das  vortrefflichste  Nachschlagebuch  fOr  Fachleute  und 
Techniker  jeder  Art« 

8).  Alle  Buchhandlungen  nehmen  Bestellungen  entegen. 


Das  vollständige 

Inhaltsverzeichnis 

der  bis  jetzt  erschienenen  Hefte 

kann  durch  jede  Buchhandlung  bezogen  werden. 


Halbjährlich  erscheinen  Nachträge  Über  die  inzwischen  neu  erschienenen  Hefte. 


I>niok  TOD  Oarl  Ilaminer  in  StaMgarl, 


Aufgaben-  Sammlung 


—  nebst  Anhängen  ungelöster  Aufgaben,  für  den  Schul-  &  Selbstunterricht  - 

mit 

Angabe  ond  EntflcUimii  der  beintiteB  Sitte,  Formeln,  Regelo,  ii  Fragen  ind  Antworten 

erl&utert  dnrch 

viele  Holzsclimtte  &  litliograpL  Tafeln, 

ans  allen  Zweigen 

der  Bechenkimsty  der  niederen  (Algebra,  Planimetrie,  Stereometrie,  ebenen  n.  iph&riBcben 
Tmonometrie,  synthetischen  (Geometrie  etc.)  u.  hSherea  Mathematik  (höhere  Analysis, 
Differential-  n.  Integral-Rechnung,  analytische  Geometrie  der  Ebene  n.  des  Baumes  etc.);  — 
aus  allen  Zweigen  der  Pliysik,  Meehanik,  Oraphostatik,  Chemie,  Geodisie,  5aatik, 
mathemat.  Oeegraplüe,  Aatrononde;  des  Maschinen-,  Strassen-,  rasenlialui-,  Wasser-, 
Brflcken-  u.  Heehhaa's;  der  Konstrnktionsleliren  als:  darstell*  (Geometrie,  Polar-  u. 

ParaDel-PerBpcktiTe,  Schattenkonstmktionea  etc.  etc. 

fOr 

Sehftler,  Studierende,  Kandidaten,  Lehrer,  Techniker  jeder  Art,  Hilit&rs  etc. 

zum  einzig  richtigen  und  erfolgreiclien 

Studium,  zur  Vorthfilfb  bei  Schularbeiten  und  znr  rationellen  Verwertung 

der  exakten  Wissenschaften, 

heranag^eben  von 

Dr.  Adolph  Kleyer, 

Mathematiker,  Tereid«ter  kOoigl.  prenaa.  Feldmesaer,  Tereldeter  groaab.  hoasiaoher  Geometer  I.  KUaae 

in  Frankfurt  a.  M. 
unter  Ifitwirkung  der  bew&hrtesten  Er&fte. 


TTT  ■  ^,  1  ._■  :a,    1^1  Jr    1^'     1.   l     L_' 


Ebene  Trig^onometrie. 

Fortsetzung  von  Heft  314.   —    Seite  545 — 560.    Mit  11  Figuren. 

IziKalt: 

Anfgaben  ttbcr  den  Kr«iii,  Forteetzung.  —  Aufgaben,   in  welchen  die  Berechnung  von  Teilen  einea  Kreises 

gefordert  wird. 


_^ri-3ii:_ 


■  ■I     '     1     '_J.^i_L-Jl.^-.-i 
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Stuttgart  18S7. 
Verlag  von  Julius  Maier. 


Das  vollständige  Inhaltsverzeichnis  der  bis  jetzt  erschienenen  Hefte  kani^ 
durch  jede  Buchhandlung  bezogen  werden. 


Preisgekrönt  in  Frankfart  >.  M.  1881. 

PROSPEKT. 

Iheiei  Werki  welchem  keia  llmllehes  nur  Seite  lieht,  encheint  monatlich  in 
Hefteil  la  dem  billigen  Preise  Ton  25  ^  pro  Heft  und  bringt  eine  Sammlang  der  wichtic 
stea  und  praktiichgten  Aufgaben  ans  dem  Gesamtgebiete  der  Mathematik  ^  Physik, 
Meehanlki  mafh«  Geographie  y  Astronomie  ^  des  Masehinen-i  Strassen- 1  Elsenbalui-y 
Brfleken-  ond  Hoehbavesy  des  konstroktiToa  Zeichnens  etc.  etc.  nnd  iwar  in  ToUstiadlg 
gelüfter  Form,  mit  Tlelen  Figuren 9  Erkllmngen  nebst  Angabe  nnd  Entwlekeinng  der 
benntiten  Sitse»  Formeini  Regeln  in  Fragen  mit  Antworten  etc.,  so  dass  die  Lteoag 
Jedermann  TerstiadUch  sein  kann,  besw.  wird,  wenn  eine  grössere  Ansahl  der  Hefte  er- 
schienen ist,  da  dieselben  sieh  in  ihrer  Gesamtholt  er^naen  ond  alsdann  aach  alle 
Teile  der  reinen  nnd  angewandten  Mathematik  —  nach  besonderen  selbständigen  Kapi- 
teln angeordnet  —  Torliegen. 

Fast  jedem  Hefte  ist  ein  Anliang  Ton  nngelSsten  Aufgaben  beigegeben,  welche  der 
eigenen  Lösung  (in  analoger  Form,  wie  die  besflglichen  gelösten  Aufgaben)  des  Studierenden 
aberlassen  bleiben,  und  sugleich  tou  den  Herren  Lehrern  tdr  den  Schulunterricht  benatxt 
werden  können.  —  Die  Lösungen  hienu  werden  sp&ter  in  besonderen  Heften  ffOtr  die  Hand  des 
Lehrers  erscheinen.  Am  Schlüsse  eines  jeden  Kapitels  gelangen:  Titelblatt,  LshaltsToneleli- 
nlS|  Berlehtignngen  und  erliutemde  Erkllmngen  über  das  betreffende  Kapitel  sur  Ausgabe. 

Das  Werk  behandelt  innichst  den  Hanptbesundteil  des  mathematisch-naturwissen- 
schaftlichen ünterrichtsplanes  folgender  Schulen:  Realschulen  L  und  IL  Ord.,  gleieli- 
beroehtigten  höheren  Bllrgersehulen,  PriTatsehulen,  Gymnasien,  Realgymnasien,  Pre- 
gymnaslen,  Sehullehrer- Seminaren,  Polytechniken,  Teeliniken,  Bangewerksckuleii, 
Gewerbesehulen,  Handelsschulen,  techn.  Torbereitnngsschuleu  aller  Arten,  gewerbliche 
Fortbfldnngssehnlen,  Akademien,  Unifersitlten ,  Land-  nnd  Forstwlssensehaftsseknlem, 
Milltirsehulen,  Torbereitnngs- Anstalten  aller  Arten  als  a.  B.  fVr  das  Bi^}ihrig-Frel* 
willige*  nnd  Ofllalers-Examen,  etc. 

Die  Sehtier,  Studierenden  und  Kandidaten  der  mathematischen,  techniscfaea  und 
naturwissenschaftlichen  F&cher,  werden  durch  diese.  Sehritt  für  Sehritt  gelöste,  Au^bea- 
sammlung  Immerwihrend  an  ihre  in  der  Schule  erworbenen  oder  nur  gehörten  Theorien  etc. 
erinnert  und  wird  ihnen  hiermit  der  Weg  lum  unfehlbaren  Auffinden  der  Lösungen  der- 
jenigen Aufgaben  geieigt,  welche  sie  bei  ihren  Prüflingen  su  lösen  haben,  lugleich  aber  aoch 
die  ttberaas  grosse  Fmehtbarkeit  der  mathematischen  Wissenschaften  Torgeffthrt 

Dem  Lehrer  soll  mit  dieser  Aufgabensammlung  eine  kriftlge  StBtse  fhr  den  Schul- 
unterricht geboten  werden,  indem  sur  Erlernung  des  praktisehen  Teiles  der  mathematischen 
Disdplinea  —  snm  Auflösen  yon  Aufgaben  —  in  den  meisten  Sehulen  oft  keine  Zeit  er- 
Obrigt  werden  kann,  hiermit  aber  dem  Schttler  bei  seinen  hauslichen  Arbeiten  eine  toU- 
standige  Anleitung  in  die  H&nde  gegeben  wird,  entspreehende  Aufgaben  in  lösen,  die  ge* 
hebten  Regeln,  Formeln,  SItse  etc.  ansuwenden  und  praktiseh  ra  Terwerten.  Last,  IdeW 
und  Terstindnis  fOr  den  Schnl-Ünterricht  wird  dadurch  erhalten  und  belebt  werden. 

Den  Ingenieuren,  Architekten,  Teehnikem  nnd  Fachgenossen  aller  Art,  Mllittn 
etc.  etc.  soH  diese  Sammlang  sur  Auffrischung  der  erworbenen  nnd  rielleicht  Tergessenen 
mathematischen  Kenntnisse  dienen  und  sugleich  durch  ihre  praktisehen  in  allen  Bemlb- 
iwelgea  Torkommenden  Anwendungen  einem  toten  Kapitale  lebendige  Kraft  ferleihea  und 
■omit  den  Antrieb  su  weiteren  praktischen  Terwertungen  und  weiteren  Forsehungen  geben. 

Alle  Buchhandlungen  nehmen  Bestellungen  entgegen.  Wichtige  und  praktische  Anf- 
gabsa  werdea  mit  Dank  Toa  der  Redaktion  entgegengenommen  und  mit  Angabe  der  Hamea 
farbsellet  —  Wansche,  Fragen  etc.,  welche  die  Redaktion  betreflTen,  nimmt  der  Yerihaser, 
Dr.  Kleyer,  Frankfort  a.  M.  Fischerfeldstraase  lö,  entgegen  und  wird  deren  Erledigung 
OranUchst  berflcksichtigt 

Stettgsuri  Di«  Yerlagshandlong« 


Anlg^aben  ttber  den  Kreis. 
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Aufgabe  814.      Man   soll  den  Centrie-  (je^reben-  I  centriewinkei  von  eo» 
Winkel  eines  Kreises ,  welcher  60®  beträgt,     ^       '  l  «i : «,  =  2 : 5 

80  in  zwei  Teile  zerlegen,    dass  sich  die  zu    besucht:    solche  Teile   jenes   Winkels,   das»  deren 

den  einzeken  Teüen  gehörigen  Sehnen  wie  sehnen^^nnd*  der  Bedingung  •»:-,  =  2:5 

2:5  verhalten;  wie  gross  sind  jene  Teüe?  Andeutung.    In  Figur  319  sei  MC  der 

Radius,  welcher  den  gegebenen  Centriewinkel 
von  60®  in  die  zu  berechnenden  Teile  a  und 
60®  —  a  so  teilt,  dass  die  zu  diesen  Centrie- 
winkeln  gehörigen  Sehnen  s^  und  ^2  ^  ^^^"^ 
gegebenen  Verhältnis: 

a)  .  .  .  dj :  «f  =  2 :  5 

stehen.  Zur  Berechnung  der  Winkel  a  und 
60® — ce  beachte  man,  dass  nach  der  in  der 
Andeutung  zur  Aufgabe  797  aufgestellten 
Gleichung  A)  die  Relationen  bestehen: 


Figur  319. 


und 


b) 


c) 


8^  =  2r-8in 


«2  =  2r*8in 


ce 
2" 


600 —  g 
2 


Durch  Division  der  Gleichung  c)  in  Glei- 
chung b)  erhält  man: 

,.  .    a      .    600  —  « 

d)  .  .  .  «1 : 8]  =  8^  ~Q~  •  s^ 5 

und  aus  den  Gleichungen  a)  und  d)  ergibt 
sich  in  bezug  auf  den  unbekannten  Winkel  a 
die  goniometrische  Bestimmungsgleichung: 

.    600—«     .    „ 

e)  .  .  .  sin ö :  sm  -^  =  5 : 2 

Bringt  man  in  bezug  auf  diese  Proportion 
den  in  der  Erkl.  119  angeführten  Summen- 
und  Differenzensatz  üd  Anwendung,  so  er- 
hält man: 

8"^"-:2— +^"^2    _  6+2 

.     eO»  — a  .     a  5  —  Q 

oder,  wenn  man  die  in  der  ErkL  268  ang^Bhrte 

goniometrische  Formel  in  Anwendung  bringt 

und  reduziert: 

tgSOO      _2_ 

tg  (800  —  «)  "~  3 
mithin: 

A)  ■        ' 


tg(300-«)  =  y 


tgSOo 


nach  welcher  Gleichung  man  den  Winkel 
30®  —  a  berechnen  kann.  Ist  dieser  Winkel 
berechnet,  so  kann  man  leicht  die  gesuchten 
Winkel  ce  und  60®  — a  bestimmen. 


Aufgabe    815.     In  welchem  Verhältnis  Qegeben:  die  Beziehung  boga  =  r 
steht  ein  seinem  Halbmesser  gleicher  Bogen  Gesucht:  veAatnis  jenes  Bogens  znr  mgehöiigen 
eines  Kreises  zu  der  ihm  zugehörigen  Sehne?  sehne. 

Auflösung.     Bezeichnet  man  den  Radius 
des  gedachten  Kreises  mit  r,  also  die  Länge 
Kleyer,  Ebene  Trigonometrie.  35 
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Ebene  Trigonometrie. 


1800 


Hfilferechnmig  1. 

=  67,29577  Grad  (s.  HiÜfßrechnung  2) 

.^  29B77    ^     . 
=  ^'  löOÖÖO  ^'^^ 

=  r+rööööoj^^ 

=  570  +  2?5I!:^  Minuten 
^    100000       """'''" 

=  570  -|- 17,7462'  (s.  Hülfsrechnnng  3) 

7462' 
—  570  -J_  17    ^ 

^10000 

7462' 


des  Bogens,  welcher  gleich  diesem  Radios 
ist,  ebenfalls  mit  r,  den  za  diesem  Bog«i 
gehörigen  Centriewinkel  mit  a,  so  besteht 
nach  der  Erhl.  459  die  Belation: 

2vn :  (bog  =  r>  =  860» :  o« 
oder: 

2r7r:r  =  3600;  tfO 

oder: 

27r :  1  =  3600 ;  «o 

ond  hieraus  erhält  man  fOr  den  Centriewinkel 
a,  welcher  dem  Bogen  entspricht,  desses 
Länge  gleich  dem  Radius  r  ist: 


=  570  -|-  17'  -j- 
=  570  -|- 17'  4- 


10000 
7462-60 


oder: 


Sekunden 


10000 
=  570  + 17'  4-  44 J72"  (s.  Htilfsr.  4). 

HlUlisrechniuig  2« 

log =  log  180  —  log  n 

71 


a  =  TT—  Grad 
2;r 


a)  .  .  .  a  =  —  Grad 

n 


nach   welcher   Gleichung   man    nach   Hülfa- 
rechnung  1: 

1)  ...  a  =  570 17'  44,772" 
und 


Nun  ist: 


log  180  = 

—  log«  =  — 

,       180 
log = 


n 


2,2552725 
0,4971499 

1,7581226 
1167 


mithin: 


180 


n 


-  =  57,29577 


59 
53^2 


5,8 
5,3 


Hftlfsrechnnng  8. 


iog  ^^IL!^  =  log  29577+log60-log  100000 


100000 
Nun  ist: 


log  29577  = 
+  log60  =  + 


4,4709541 
1,7781513 


—  log  100000  =  — 

29577-60  _ 
^^    100000     "" 


6,2491054 
5,0000000 


1,2491054 

1005 


mitbin: 


29577-60 


49 
48,8 


=  17,7462 


100000 
HiUferecluiang  4. 

log  ^f^  =  log  7462  H-  log  60  -  log  10000 


2)  .  .    ^  =  280  38'  52,386" 

erhält 

Für  die  Sehne,  welche  diesem  Centrie- 
winkel a  entspricht,  hat  man  nach  der  in 
der  Andeutung  zur  Aufgabe  797  aofgestelltei 
Gleichung  A): 

8  =  2r-8m-5- 

oder  in  Rücksicht  der  Gleichung  2): 

3)  .  .  .  8  ==  2r. sin  280  38' 52,89" 

Für  das  gesuchte  Verhältnis  des  Bogrens. 
welcher  gleich  dem  Radius  r  ist,  zu 
der  zu  diesem  Bogen  gehörigen  Sehne  be- 
steht also  die  Gleichung: 

Bogen:  Sehne  =:  r:2r  sin 280  38' 68^" 
oder: 

A)  .  .   Bogen:  Sehne  =  1 :28in  280  38' 52,39" 

oder  auch  nach    nebenstehender  Hfilfsrech- 

nung  5): 

A^)  .  .  .  Bogen:  Sehne  =  1 : 0,958851 


Nun  ist: 


log  7462  = 
+  log60  =  + 


3,8728552 
1,7781513 


—  log  100000  = 

,       7462-60 
log 


5,6510065 
4,0000000 


10000 


=       1,6510065 


0065 


mithin: 


7462-60 
10000 


=  44,772 


Aufgaben  Aber  den.  £reis. 
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Hillfisrecluiiuig  5. 

log  3.  siB  28^  38'  68,89"  s=  log  2  +  log  sin  28»  88' 

Nun  »t: 

log  2  =       0,3010300 
+  logBin  W>  38'  62,39"  =  +  9,6807119  -  10 

+  77 
4-11,55 
3,47 

log  2.8in  280  38'  52,39"  =       9,9817511  —  10 

oder  =      0,9817511  —  1 

7507 

mitbin:  4,5 

2- sin  280  38'  52,39"  =  0,968851 


52,39 


ii 


Aufgabe  816.  Eine  Seline  eines  Ea^eises 
ist  halb  so  gross  als  der  Badins  desselben; 
in  welchem  VerhAltois  steht  diese  Sehne  zur 
Länge  des  zugehörigen  Bogens? 


Aus: 


Httlftreehnmig  1. 


.     a         1 
«^■2-=4 


erhält  man  -^  wie  folgt: 


log  sin  —  =  log  1  —  log  4 


Nun  ist: 


4-10  - 10 

log  1  =       0,0000000 
—  log  4  =  —  0,6020600 


mitbin: 


log  Bm  2  = 

=       9,3979400  — 10 

8663 

737 
733,5 

3,5 
3^ 

y=140  28' 

30" 
1-9" 

-  0,0" 

-  0,04" 

—  =  140  28' 

39,04" 

■ 

Gegeben:  die  Beziehung  «  =  y 

Gesucht:  das  Verhältnis  der  Sehne  a  zw  Länge  des 
zugehörigen  Bogens. 

Andeutung.  Gemäss  der  Au%abe  soU 
zwischen  der  Sehne  s  und  dem  Radius  r 
eines  Kreises  die  Beziehung  bestehen: 

a)  .  .  .  i»  =  y 

Femer  besteht  nach  der  in  der  Andeu- 
tung zur  Aufgabe  797  aufgestellten  Glei- 
chung A)  zwischen  der  Sehne  8,  dem  Radius  r 
und  dem  zur  Sehne  s  gehörigen  Centriewinkel 
die  Relation: 

b)  .  .  .  «  =  2r«8in  -^ 

Aus  dieser  Gleichung  erhält  man: 

O  8 

I 

oder,  wenn  man  nach  Gleichung  a)  für: 

r 


8  == 


2 


HillfisrechnQng  2. 

Für  das  Verhältnis  der  Winkel  «  (=  28»  67' 
18,08")  und  900  erhält  man : 

280  57'  18,08"  _  28«60-80"-h67«  60"H- 18,08" 

900  —  90.60- 60" 

__  100800  +  3420  +  18,08 

""       324000 

(8.  Hülfsr.  3  bis  5) 
104238,08  ,    „,,.     ^, 

= -824000-  <*•  ^***^- ^> 


setzt  und  reduziert: 

A)  .  .  .  .  sm-g  =  j 

nach  welcher  Gleichung  man  zunächst  den 

Winkel  y  und  somit  den  Centriewinkel  a 

berechnen  kann,  welcher  zu  der  Sehne 
eines  Kreises  gehört,  die  gleich  dem  hal- 
ben Radius  desselben  ist. 

Man  erhält  nach  Hülfsrechnung  1  fOr  y 
1)  .  .  .  .  -^  =  140  28'  39,04" 

also  für  ce: 

la)  .  .  .  .  a  =  280 57' 18,08" 

Weiter  hat  man  nach  der  in  der  Auf- 
lösung zur  Aufgabe  801  aufgestellten  Glei- 
chung B),  für  die  Länge  eines  Bogens,  der 
zum  Centiriewinkel  a  gehört,  die  Relation: 

c) bog«  =  2r^.^ 
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Hiilfsreclinnngen : 
3.     28  4.    57 


»60 
1680 

'69 

100800 


■  60 
8420 


Ans  den  Gleichongpen  b)  und  c)  ergibt 
sich  fQr  das  Yerbfiltnis  einer  Sehne  s  za 
dem  ihr  zagehörigen  Bogen  allgemein: 

.  Sehne:  Bogen  =  2r*8]n'^:2rfl 


oder: 


5.  90 


60 


5400 
'60 

824000 


6.    100800 
+  3420 
+  18,08 

104288,08 


2 360Ö 

d)  .  .  Sehne:  Bogen  =  sin  -5- : »  •  -~^ 

Setzt  man  in  das  hierdurch  ansgedrückt« 
Verhältnis  den  Wert  für  sin-2-ans(Tleidi.A), 
so  erhält  man: 


log^ 


Hiilfsrechnnng  7. 

104238,08 


324000 

log;r  +  log  104238,08  —  log  324000 

Nnn  ist: 

log  104238,08  =       5,0179927 

+  333,6 
--  0,0 
--     3,34 


Sehne :  Bogen  =  —  : « 
oder: 
A,)  .  .  .  Sehne:  Bogen  =  1 :»  • 


tfi 


3600 


900 


5,0180264 
+  log7i  =  +  0,4971499 

5,5151763 
—  log  324000  =  -  6,5105460 


Setzt  man  hierin  den  fSr  a  gefundenen 
Zahlenwert  aus  Gleichung  la),  so  erhält  man: 

«,         T>  ,  280  67' 18,08" 

Sehne :  Bogen  =  1 : »  • 

oder  nach  Hul&rechnung  2: 


900 


Sehne :  Bogen  =  l  :n 


104288,08 


0,0046313 
6223 


324000 
und  nach  Hiilfsrechnung  7: 

2)  .  .   Sehne:  Bogen  =1  1  : 1,01072 


mithin: 


104238,08       ,  -,_„ 


90 
85,5 


Aufgabe  817.  Die  Stücke  einer  Sehne, 
y<m  welcher  eine  andere  Sehne  halbiert  wird, 
sind  die  Wurzeln  der  Gleichung: 

auf  Meter  als  Masseinheit  bezogen.  Beide 
Sehnen  schneiden  sich  unter  dem  Winkel 
a  =  369  36'  36,3".  Wie  gross  ist  der  Durch- 
messer des  Kreises,  zu  welchem  die  Sehnen 
gehören,  wenn  a  =  9  m  ist? 


Gegeben :  eme  Beziehung  zwiflohen  zwei  sieh  tduKi- 
denden  Sehnen,  vnd  der  Winkel,  uster 
welchem  de  sich  schneiden. 

Gesucht:    Durchmesser  2r  des  Kreises. 


Andeutung.  In  Figur  820  sei  ^J?  die 
Sehne,  welche  durch  die  Sehne  CD  halbiere 
wird,  deren  Abschnitte  die  Wurzeln  der  g^ 

gebenen  Gleichung:         

X —  a  =  V^o?  —  a 

seien.  Löst  man  diese  Gleichung  in  bezog 
auf  X  auf,  so  erhält  man  nach  d^  ErkL  476 
ffir  die  Wurzehi  dieser  Gleichung: 


und 


x^  =:  a 


ar,  =  a  4- 1 

Der  kleinere  Abschnitt  DF  äfft  Sehse 
CD  ist  also:     

a)  .  .  .  .  DF  =  a 

und  der  grössere  Abschnitt  CF  derselben  ist: 

b)  .  .  .  .  CF  =a  +  l 

und  die  ganze  Sehne  CD  ist  hiemach: 


Aufgaben  über  den  Kreis. 


549 
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c)  .  .  .  .    CD  =2a  +  l 

Zieht  man  nun  durch  einen  Endpunkt  der 
Sehne  CD,  z.  B.  durch  den  Endpunkt  C  den 
Durchmesser  CG,  und  verbindet  D  mit  G, 
80  erhält  man  nach  der  Erkl.  452  das  bei 
D  rechtwinklige  Dreieck  CDG;  aus  dem- 
selben ergibt  sich  die  Relation: 


C08/9  = 


CD 


CG 


oder  in  Rücksicht  der  Gleichung  c): 

p       2a  +  l 
cos^  =  -o-^ — 

woraus  man  für  den  Durchmesser  2r: 

A)...2r  =  i^ 

^  COBfl 

erhält,  nach  welcher  Gleichung  man  den 
Durchmesser  2r  berechnen  könnte,  wenn  der 
Winkel  ß  bekannt  wäre.  Diesen  Winkel  ß 
kann  man  aber  wie  folgt  berechnen:' 

Fällt  man  auf  CD  die  Senkrechte  MH, 
so  wird  jene  Sehne  halbiert  und  man  hat 
das  bei  ^  rechtwinklige  Dreieck  CHM,  aus 
welchem  sich  die  Relation: 


tg/J  = 


MH 

CTt 


Erkl.  476.    Aus  der  Gleichung: 

j:  —  a  =  V^a?  —  a 

erhält  man  die  Werte  für  x  wie  folgt: 

Quadriert  man  die  Gleichung,  so  erhält  man: 

a)  .  .  .  (x  —  o)*  =  a*  —  a 

Da  nun  u*  —  a  ein  Faktor  dieser  Gleichimg 
ist,  so  muss  X  einen  solchen  Wert  haben,  welcher 
der  Gleichung: 

h)  ,  .  .  .c  —  a  =  0 

genügt.    Man  erhält  aus  dieser  Gleichung  zu- 
nächst: 

1)  ....  X  =  a 

Dividiert  man  die  Gleichung  a)  durch  den 
in  derselben  enthaltenen  Faktor  (x—a),  so 
erhält  man: 

X  —  a  =•  1 

und  hieraus  ergibt  sich  für  x  der  weitere  Wert: 

2)  .  .  .  X  =z  1~\-  a 

Der  gegebenen  Gleichung  genügen  also  die 
beiden  Werte: 


oder  in  Rücksicht,  dass   CH  = 

2a  +  l 
=  — 5 —  ist,  die  Relation: 


CD 
2 


oder 


d)  .  .  .  tg/J  = 


2-3rir 


2a  +  l 

ergibt  Verbindet  man  femer  die  Mitte  F 
der  Sehne  AB  mit  M,  so  erhält  man  das 
bei  H  rechtwinklige  Dreieck  MHF,  in 
welchem  nach  der  Erkl.  293  ^  FMH  =  «, 
also  gemäss  der  Aufgabe  bekannt  ist,  und  in 
welchem: 


BF  =BD—DF 


oder: 


BF  = 


CD 


—  DF 


BF  = 


_2g  +  l 


—  a 


BF  = 


2a  +  l  — 2o 


oder: 


lind 


Xj  =  a 


a»,  =  o  +  1 


e)  .  .  .  .   BF  =  — 

ist.     Aus   diesem   Dreieck   ergibt   sich   die 
Relation: 


ctg«  = 


MB 

bT 


oder  in  Rücksicht  der  Gleichung  e): 
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Ctg€  = 


MH 


2 


und  hieraus  erhält  man: 


f) 


Ctg€ 


Setzt  man  diesen  Wert  ftir  MH  in  Glei- 
chnng  d),  so  erhält  man: 


B). 


nach  welcher  Gleichung  man  in  RficksiGh'. 
der  für  s  und  a  gegebenen  Zahlenwerte  den 
Winkel  ß  berechnen  kann.  Substituiert  man 
den  für  ß  hiemach  zu  berechuendea  Werr 
und  den  für  a  gegebenen  Wert  in  Gleich.  Ak 
so  kann  man  nach  jener  Gleichung  den  ge- 
suchten Durchmesser  2r  berechnen. 


Aufgabe  818.  lu  welchem  VerhlQtnis 
muss  ein  Eadius  eines  Kreises  durch  eine 
zu  ihm  senkrechte  Sehne  geteilt  werden,  da- 
mit diese  Sehne  die  Peripherie  des  Kreises 
im  Verhältnis  3 : 1  teüt? 

Figur  821. 


Erkl.  477.    Aus  den  Gleichungen: 

a)  .  .  .  a, :  «  =  8  : 1 
und 

b)  .  .  .  «  +  «,  =  3600 

erhält  man  a  wie  folgt: 

Aus  Gleichung  a)  ergibt  sich: 


a. 


3« 


Diesen  Wert  in  Gleichung  b)  substituiert 

gibt: 

a  +  8a  =  3600 

4(K  =  3600 

also: 

«  =  900 

Erkl.  478.    Das  Verhältnis: 
kann  man  wie  folgt  reduzieren: 


G^eben:    eine  Beziehung  zwischen  zwei  TeflcA  dei 
Kreisperipherie. 

Gesucht:     eine  Beziehung  zwischen  zwei  Abschmtter 
eines  Radius. 

Auflösung.  Soll,  siehe  Figur  321,  die 
Peripherie  des  Kreises  um  M^  durch  die 
Sehne  CD^  welche  senkrecht  zu  dem  Kadins 
MA  steht,  so  in  zwei  Teile  zerlegt  werden, 
dass  die  Proportion  besteht: 

bog  CÄ^D\  bog  C^D  =  8 : 1 

so  muss,  da  die  Centriewinkel  eines  Kreises 
das  Mass  der  zu  denselben  gehörige  Bogen 
sind,  zwischen  den  Oentaiewinkeln  a^  und  a 
die  Propoirtwn  bestellen: 

a)  .  w  .  a^ : «  =  3 : 1 
Da  nun: 

b)  .  .  .  «  +  «1  =  8600 

ist,  so  erhält  man  aus  diesen  GleichuDgen 
nach  der  Erkl.  477  für  den  Winkel  ai 
1)  .  .  .  «  =  900 

Bezeichnet  man  den  Radius  des  Kreises 

um  IT  mit  r,  den  Abschnitt  MF  mit  x,  al») 
dan  Abschnitt  FA  mit  r  —  x,  so  hat  man 
für  das  gesuchte  Verhältiiis: 

c)  .  .  .  MF  :  FÄ  =  X :  (r  —  x) 

Den  unbekannten  Abschnitt  MF  (=  x> 
kann  man  wie  folgt  in  den  Badius  r  and 
in  den  Centriewinkel  a  ausdrucken: 

Aus  dem  rechtwiiüdigen  Dreieck  MFC 
ergibt  sich  die  Belation: 


a         MF 

2  MC 


oder  =  — 

r 


oder  in  Rücksicht  der  Gleichung  1): 


d) 


cos  450  =  — 

r 
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iV2:(r-^VW)  =  ^VW:r(l-^V2) 


Da  nun  nach  der  Erkl.  216: 
cos  450  =  -ö"  1/2" 


—  ~2~'v  ~T  '     )     ist,  so  erhält  man  aus  Gleichnng  d): 


1/2 


^1/2=4 


2^1  —  1^2)  oder: 

^      V2      .^  e)...x  =  ^l/2 

2—  1/2"  Setzt  man  diesen  Wert  in  Gleichung  c), 

/^  /«  .     /7r\         so  S^eht  dieselbe  über  in: 

^(2-1/2X2  +  1/2)'  JfF:F^=y>/2:(^r-~l/2J 

_  2  1/2 +(\/2")*  und  hieraus  erhält  man  nach  der  Erkl.  478 

"~     2»  — (1/2)*  für  das  gesuchte  Verhältnis j 

__2l/2-  +  2  A)....^^:F1=(1+V2):1 
~  "~4-2      ''  ^ 

_2(l+j/2) 
"~  2  -^ 

=  (l+l/2):l 


Aufgabe  819.  Die  Peripherie  eines  Kreises 
misst  17=  450,32  m;  diese  Peripherie  wird  Gegeben:   der  UmCan^  u=iäO^  m  und  eine  Be- 
durch  eine  Sehne  im  Verhältnis  4:15  ge-  Ziehung  zwischen  zwei  Teüen  desselben. 

teilt;   man  ßOll   die  Entfernung  dieser  Sehne    ^^SUCht:     die  Entfemiimg  einer  sehne  vom  Kreis- 

vom  Kreismittelpunkt  berechnen.  °"  ^^^^  *" 

Andeutnng.  Die  Auflösung  dieser  Auf- 
gabe ist  im  allgemeinen  analog  der  Auf- 
lösung der  vorigen  Aufgabe  818.  Ist,  siehe 
Figui-  321,  CD  die  Sehne,  welche  die  Pe- 
ripherie des  Ki'eises  in  dem  gegebenen  Ver- 
hältnis teilt,  80  muss  die  Proportion: 

bog  CA^D:  bog  CAD  =  4 :  15 

bezw.  die  Proportion: 

a)  .  .  .  tfj :  a  =  15 : 4 
bestehen.    Da  femer: 

b)  .  .  .  « +  «1  =  3600 

sein  muss,  so  kann  man  aus  diesen  beiden 
Gleichungen  zunächst  die  Centriewinkel  a 
ai  berechnen. 

Da  femer  der  Umfang  U  des  Kreises  ge- 
geben ist,  und  nach  der  Erkl.  460: 

c)  .  .  .   U  =z  2rn 

ist,  so  kann  man  aus  dieser  Gleichung  den 
Radius  r  berechne.  Sind  r  und  a  hiemach 
berechnet,  so  kann  man  dem  gesuchten  Ab- 
stand MF  der  Sehne  CD  vom  Mittelpunkt  M 
leicht  aus  dem  rechtwinkligen  Dreieck  CFM 
bestimmen. 
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Gegeben: 


*  Aufgabe  820.  Der  Eadins  r  eines 
Ereifies  von  14,08  dm  Länge  ist  nm  a  = 
6,4  m  über  die  Peripherie  verlängert  und 
von  dem  Endpunkt  dieser  Verlängerung  ist 
eine  Sekante  durch  den  Kreis  gezogen,  welche 
die  Eigenschaft  hat,  dass  der  Teil  derselben, 
welcher  innerhalb  des  Kreises  liegt,  doppelt  Gesucht:  Winkel  fl 
so  gross  ist  als  der  äussere  Teil  dieser  Se- 
kante; wie  gross  ist  der  Winkel,  welchen 
diese  Sekante  mit  jenem  Eadius  bildet? 


a  = 


14,08  dm ) 
6,4  dm 


die  Beziehung:         

Ci)  =2' DB 


(siehe 
Figur  3SS) 


Figur  822. 


Andeutung.  In  Figur  322  sei  MÄ  der 
gegebene  und  mn  AB  =  a  verlängert«  Ra- 
dius r;  femer  sei  ÄC  die  von  B  aus  gezogene 
Sekante,  welche  die  Eigenschaft  hat,   dsas 

CD==  2  .  5^  ist. 

Verlängert  man  BM  bis  F,  so  besteht 
nach  der  Erkl.  479  zwischen  den  Sekanten 
BC  und  BF  und  deren  äusseren  Abschnitte 
die  Relation: 


Erkl.   479.      Ein    planimetrischer   Lehrsatz 
heisst: 

„Schneiden  sich  zwei  Sekanten  ausserhalb 
eines  Kreises,  so  verhalten  sich  die  ganzen 
Sekanten  umgekehrt  wie  ihre  äusseren 
Abschnitte.'' 

Nach  diesem  Satz  besteht  zwischen  den  Se- 
kanten J^i^  und  BC  in  der  Figur  822  die  Pro- 
portion: 

BFiBC  ^BD\BÄ 

Erkl.  480.  Löst  man  die  in  nebenstehender 
Andeutung  aufgestellte  Gleichung  a): 

(2r-|-a):(25  +  &)  =  h\a 

in  bezug  auf  h  auf,  so  erhält  man  der  Reihe 
nach: 

(2r-|-a):3fe  =  6:a 

(2r-{-a).o  =  3&-fe 

3fe2  =  (2f-|-a).a 


oder: 


&«  =  -(2r  +  a) 


h  =  yf^{2r  +  a) 


BF:BC=iBD:BA 

oder,  wenn  man  BD  mit  b,  also  gemäss  der 

Aufgabe  DC  mit  2b  bezeichnet,  die  Re- 
lation: 

a)  .  .  .  (2r  +  a):(2b-rb)  =  b:a 

und  hieraus  erhält  man  für  den  äusseren 
Abschnitt  b  der  Sekante  BC  nach  der  Er- 
klärung 480: 

&  =  \^|-(2r+a) 

also  für  den  inneren  Abschnitt  CD  dersdbeo: 

CD=2Y^i^r  +  a) 
und  für  die  ganze  Sekante  CB: 

A) CB  =3y^y(2r  +  fl) 

nach  welcher  Gleichung  man  diese  Sekante 
in  Rücksicht  der  für  a  und  r  gegebeneo 
Zahlenwerte  berechnen  kann. 

Ist  hiemach  CB  berechnet  und  man  ver- 
bindet M  mit  C,  so  kennt  man  von  dem 
Dreieck  BCM  die  Seite  CB,  die  Seite  MC 
(=  r)  und  die  Seite  J?if(=r  +  a):  nun 
kann  somit,  wie  in  der  Auflösung  der  Am- 
gäbe  119  gezeigt  wurde,  aus  den  drei  Seiten 
dieses  Dreiecks  den  gesuchten  Winkel  ß  be- 
rechnen. 


(siehe  Figni  32; 


t  Aufgabe  82L   Von  dem  Endpunkt  des, 
einen  Viertelkreis  begrenzenden  Radius  ist  ^     ,        j-    i>    •  v 
eine  Strecke  nach  de? Verlängerung  des  an-  ^^«'^"^^  tATD  =  ÄC 
dem  jenen  Viertelkreis  begrenzenden  Radius   Gesucht:  Centriewinkel  « 
so  gezogen,  dass  diese  Strecke  gleich  wird 
dem  Bogen  über  dem  in  den  Kreis  fallenden 

Stuck  der  Strecke.    Wie  gross  muss  der  zu        Andeutung.    In  Figur  328  sei  Ä  MB  ein 
diesem  Bogen  gehörige  Centriewinkel  sein?     Quadrant  des  Kreises  um  M  (s.  ErkL  481^ 


Aufgaben  über  den  Kreis. 
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Erkl*  4SI.  unter  einem  Viertelskreis 
oder  „Quadrant**  yersteht  man  den  Teil  eines 
Kreises,  welcher  von  zwei  senkrecht  zn  ein- 
anderstehenden  Badien  eingeschlossen  ist. 


Erkl.  4S2.    Die  nebenstehende  Greichung  e) 
kann  man  wie  folgt  umformen: 

2rsm«  2-4-r.cosa  =  2rn  •  ^^  •  smy 

r*      •     o   **       I  n  ^  .        « 

2  Sm*-r-  -f-  COS«  =   Xn  •     r-rrrr   •    Sm  -77- 

Setzt  man  nach  der  Erkl.  301: 
2sin2~  =  1  —  cosa 
so  geht  jene  Gleichung  über  in: 

1— co8a  +  cosa  =  Stt  •  ^^^  •  sin-^ 


oder  ein  Viertelkreis,  und  es  sei  ÄC 
die  von  A  nach  der  Verlängerung  des 
Radius  MB  gezogene  Strecke,  welche 
die  Eigenschaft  hat,  dass  sie  gleich 
der  Länge  des  zur  Sehne  AD  gehörigen 
Bogens  AED  ist,  dass  also: 

a)  .  .  .  XD  +  DC  =  bog  AED 

ist. 
f  Nach  der  in  Andeutung  zur  Auf- 

gabe 797  aufgestelllten  Gleichung  A) 
hat  man  für  die  Sehne  AD,  wenn  man 
mit  r  den  Radius  des  Kreises  und  mit 
a  den  Centriewinkel  bezeichnet,  welcher 
zu  dieser  Sehne  gehört,  und  welcher  ge- 
mäss der  Aufgabe  berechnet  werden  soll : 

b)  .  .  .  .   AD  =  2r«sin-ö- 

Für  die  Länge  des  Bogens  AED,  welche 
zu  dieser  Sehne  AD  gehört,  hat  man  nach 
der  in  der  Auflösung  der  Aufgabe  801  auf- 
gestellten Gleichung  B)  die  Relation: 

«0 
c)  .  ,  .  bog  AED  =  2rn  •  -^^ 

Den  Abschnitt  DC  der  Strecke  AC  kann 
man  femer  wie  folgt  in  a  und  r  ausdrucken: 

Fällt  man  den  Perpendikel  DG,  so  er- 
hält man  die  rechtwinkligen  Dreiecke  DGC 
und  DGM,  Da  nun,  wenn  MF  senkrecht 
zu  ^D  gefällt  wird,  nach  der  Erkl.  293: 

^DCM=z<^  AUF  also  =  -^ 

ist,   und   da   sich   aus    dem  rechtwinkligen 
Dreieck  DGM: 


oder  in: 


sin(900  — o)  = 
oder  nach  der  ErkL  79: 


DG 


cosa  = 


MD 


DG 


r 


mithin: 


Erkl.  488.  Unter  transscendenteu  Be- 
stimmungsgleichungen yersteht  man  im  Gegen- 
satz zu  algebraischen  Bestimmungsgleichun- 
gen, solche  Gleichungen,  in  welchen  die  zu  be- 
stimmenden Grössen,  die  sog.  Unbekannten  als 
Exponenten  von  Potenzen  oder  Wurzeln,  als 
goniometrische  Funktionen,  als  Logarithmen  etc. 
vorkommen. 

Die  sämtlichen  sogenannten  goniometri- 
schen  Gleichungen,  das  sind  Gleichungen,  in 
welchen  goniometr.  Funktionen  unbekannter 
Winkel  vorkommen,  gehören  zu  den  trans- 
scendenteu Gleichungen. 

Die  Auflösung  transscendenter  Gleichun- 
gen, in  bezug  auf  die  darin  vorkommenden  Un- 
bekannten ist  nur  annäherungsweise  möglich 


«)  .  .  .   DG  =,  r-cosa 

ergibt,  so   erhält  man  ans  dem  rechtwink- 
ligen Dreieck  DGC  die  Relation: 

.    a        DG 

2         DC 

oder  in  Rücksicht  der  Gleichung  a): 

a        r*C08a 

sm  —  =    

2  DC 

woraus  man  schliesslich: 

r*cosa 

d)  .  .  .  .  DC  =  -r^ 

erhält.  ""  2 

Aus  den  Gleichungen  a)  bis  d)  erhält  man 
für  ce  die  Bestimmungsgleichung: 
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und  kann  oft,  wie  z.  B.  bei  solchen  goniome- 
triscben  Gleichungen,  in  welchen  ausser  go- 
niometrischen  Fu&tionen  eines  unbekannten 
Winkels  (oder  Bogens)  auch  noch  dieser  un- 
bekannte Winkel  (oder  Bogen)  als  für  sich 
bestehende  Grosse  vorkommen,  nur  mittels 
Probieren  ausgeführt  werden  (siehe  Erkl.  484). 


Erkl.  484.  lieber  das  Auflösen  gonio me- 
trischer Bestimmungsgleichungen  findet 
man  Näheres  in  dem  Abschnitt  25  des  Lehr- 
buchs der  Goniometrie  und  in  dem  Lehrbuch, 
welches  über  die  transscendenten  Gleichun- 
gen im  allgemeinen  handelt. 


e)...2r.8m3-  +  --^  =  2r,.^g^ 

sin-g- 

Formt  man  diese  Gleichung  um,  wie  in 
der  Erkl.  482  gezeigt  ist,  so  erhalt  man  die 
Gleichung: 

oder: 

A)  ....  TT •  ^^^    •  sm -TT-  =:  1 


180 


2 


nämlich  eine  solche  transscendente  Gleicbimg. 
in  welcher  der  unbekannte  und  in  Grade  aus- 
gedruckt gedachte  Winkel  (oder  Bogen)  a 
und  die  unbekannte  Funktion  Sinus  des  Win- 


a 


kels  y  vorkommt. 

Ueber  das  Auflösen  solcher  Gleichungen 
in  b^zug  auf  den  unbebuinten  Winkel  a, 
siehe  die  Erkl.  483  und  484. 


Anfgabe  822.  Zwei  Gerade  schneiden 
sich  unter  dem  Winkel  a  =  28*>26' 10,6"; 
auf  der  einen  dieser  Geraden  sind  zwei  Punkte 
P  und  Pi  gegeben,  deren  Entfernungen  von 
der  andern  Geraden  bezw.  jj  =  30,08  dm 
und  2h  =  42,65  dm  sind.  Man  soll  den  Ra- 
dius des  Kreises  berechnen,  welcher  durch 
jene  beiden  Punkte  geht  und  die  andere  Ge- 
rade berührt. 


«  =  280  26'  10,6 
p  =  30,08  dm 
i>,  =  42,65  dm 

Gesucht:    Radius  r 


Gegeben : 


n 


(s.  Fig.  324) 


Figur  324. 


Andeutung.  Es  seien,  siehe  Figur  324, 
AB  und  AC  zwei  unter  dem  gegebenen 
Winkel  a  sich  schneidende  Gerade;  P  und 
Pi  seien  die  Punkte,  auf  der  Gefaden  AB, 
deren  Entfernungen  PD  und  PjF  von  der 
andern  Geraden  AC  bezw.  gleich  den  ge- 
gebenen Strecken  p  und  p^  sind,  und  der 
Kreis  um  M  sei  deijenige,  welcher  durch  die 
Punkte  P  und  P^  geht,  die  Ga-ade  AC  be- 
rührt und  dessen  Radius  /*  gesucht  ist. 

Zur  Berechnung:  di^ 
ses  Radius  r  kann  man 
wie  folgt  verfahren: 

Mittels  der  tar  a,  p 
undj?i  gegebenenW^-te 
berechne  man  zonftchst 
die  Hypotenusen: 


AP  =  a 


und 


AP^  zzza-rb 

der  reehtwinldig«! 
Dreiecke    ADP   und 
AFP^. 

Dann  föUe  man  von 
.¥den  Perpendikel  JK^ 
auf  die  Gerade  ^iC  und 
berecline  mittels  des  io 
der  ErkL  467  angeführten  Satzes  ans  der 
Sekante  a-^b  und  deren  äusserem  Abschnitt  o 
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die  Tangente  t.  Hierauf  fälle  man  MH  senk- 
recht auf  PPii  verlängere  MH  bis  J  und 
berechne  aus  dem  bei  H  rechtwinkligen 
Dreieck  ÄHJ,  mittels  des  für: 

sich  ergebenden  und  des  für  a  gegebenen 
Werts  die  Hypotenuse  -4J(=t  +  w)  «iid 
bestimme  aus  den  für  t  und  ^4~^  gefun- 
denen Werten  die  Strecke  m.  Beachte  dann, 
dass  nach  der  Erkl.  293  <i  JMG  ==  a  ist 
und  berechne  aus  dem  bei  G  rechtwinkligen 
Dreieck  MGJ  mittels  des  für  a  gegebenen 
Werts  und  des  für  m  vorhin  berechneten 
Werts  den  gesuchten  Radius  MG  (=  r) 


(s.  Erkl.  325) 


*  Aufgabe    823.     Von    einem  Punkt  F 
ausserhalb  eines  Kreises  sind  von  demselben 

unter  dem  Winkel  a  =  42®  20'  10"  zwei  r  «  =  42o  20'  10" 

Tangenten  gezogen,  welche  bis  zu  ihrem  Be-   Gegeben:  \  T  =.  12,42m 
rühnrngspunkt    2':=  12,42  m   messen.    An  l  ^  =  2,86  m 

diesen  Kreis  ist  eine  dritte  Tang^ute  so  ge-  Gesucht:  Abschnitte  f,  und  t^ 
zogen,  dass  das  zwischen  jene  beiden  Tan- 
genten fallende  Stück  derselbrai  t  :=  2,86  m 

nüsst.     Maa  seil  die  Stücke  U  und  /•  jener        -    ,    ^         t     .     .     t^_. 
dritten  Tangente,  welche  zwischen  dem  Be-  ^  Andeutung.    Ist  m  der  Figur  325  F  der 
rührungspunkt  derselben  und  jenen  beiden  ^J^\  von  wdchem  unter  dem  gegebenen 
Tangenten  liegen,  berechnen.  ^"^^1  «  ^^  Tangenten  PÄ  und  FB  von 

der  gegebenen  Länge  T  an  den  Kreis  um  M 
gezogen  sind;  ist  femer  DF(=  t)  eine  dritte 
an  diesen  Kreis  gezogene  Tangente ,  welche 
zwischen  jenen  Tangenten  liegt,  und 
fällt  man  von  M  den  Perpendikel  MC 
auf  diese  Tangente  t,  so  sind  CD  (=  t^) 
und  CI  (=  ^2)  die  zu  berechnenden 
Abschnitte. 

Zur  Berechnung  dieser  Abschnitte 
beachte  man  folgendes:  Sind  MA 
und  MB  die  von  M  auf  die  Tan- 
genten PA  und  FB  gefällten  Perpen- 
dikel, so  muss  nach  dem  in  der  Erkl.  465 
angeführten  Satz: 


Figur  325. 


und 


AD  =  DC  also  =  t^ 


BF  =  FC   also  =  fj 

sein,  indem  man  DA  und  DC  (ebenso 

FB  und  FC)  als  Tangenten  betrachten 

kann,  die  von  dem  Punkt  D  (bezw.  von  dem 

Punkt  F)  an  den  Kreis  um  M  gezogen  sind. 

Hiemach  ergibt  sich,  dass  in  dem  Dreieck 


PDi^'die  drei  Seiten: 


FD  =  r—  t^ 
Tf  =  T— «, 


sind. 


DF^t,-\-t^ 

Da  nun  nach  dem  Projektionssatz,  bezw. 
nach  der  in  Auflösung  der  Aufgabe  119  auf- 


556 


Ebene  Trigonometrie. 


a) 


b) 


gestellten  Formel  173  zwischen  jenoi  drei 
Seiten  nnd  dem  Winkel  a  die  Relation  be- 

•  •  ^*  2(r-t,).(r-/,) 

und  da  femer: 

ist,  80  hat  man  hiermit  zwei  Gleichungen  ndt 
den  zwei  Unbekannten  t^  nnd  t^  [indem  a, 
T  nnd  t  gemäss  der  Anfgabe  gegeben  sind] 
nnd  ans  diesen  Gleichungen  kann  man  leicht 
jede  dieser  Unbekannten  berechnen. 


c)  Aufgaben,  in  welchen  die  Berechnung  von  Teilen  eines  Kreises 

gefordert  wird. 

^^^^^'^-  \  8  =  164 
Gesucht:  Inhalt  eines  Sektors 


Aulgabe  824.    Eine  Sehne  eines  Kreises 
ist  ^  =  15,204  m ,  der  zugehörige  Centrie- 


=  060  40' 20,5" 
.204m 


Winkel  betrögt  a  =  66®  40'  20,5" ;  wie  gross 
ist  der  Inhalt  des  Sektors,  welcher  diesem 
Oentriewinkel  entspricht? 

Figur  326. 


Andeutong.  Ist  in  Figur  326  a  der  ge- 
gebene Oentriewinkel  und  ist  s  die  gegebene 
Sehne  des  Kreises  um  ikf ,  so  ist,  si^e  die 
Erkl.  485,  MACB  der  Sektor,  dessen  In- 
halt berechnet  werden  soll.  Nach  der  in  der 
Erkl.  486  angeführten  planimetrischen  Formel 
hat  man  für  den  gesuchten  Inhalt  des  Sektors: 

a)  .  .  .  Sektor  =  r^n  •  ^^ 

Da  r  nicht  gegeben,  so  muss  man  noch 
r  in  die  gegebene  Sehne  s  und  in  den  Oentrie- 
winkel a  ausdrticken.  Wie  in  der  Andeutung 
zur  Aufgabe  798  gezeigt,  ist: 


b) 


8 


Erkl.  485.  Unter  einem  Kreisausschnitt 
oder  Kreissektor,  auch  kunsweg  Sektor  ge- 
nannt, versteht  man  ein  Stück  eines  Kreises, 
welches  von  zwei  Radien  und  dem  zwischen 
denselben  liegenden  Bogen  begrenzt  wird. 

Durch  je  zwei  Badien  wird  ein  Kreis  in 
zwei  Sektoren  zerlegt ;  so  wird  z.  B.  der  Kreis  in 
Figur  826  durch  die  beiden  Radien  MÄ  und 
MB  in  die  beiden  Sektoren  MACB  und  MADB 
zerlegt. 

Erkl.  486.  Ein  planimetrischer  Lehrsatz 
heisst: 

„Der  Inhalt  eines  Kreissektors  ver- 
hält sich  zu  dem  Inhalt  {r^n,  s.  Erkl.  487) 
des  ganzen  zugehörigen  Kreises,  wie  der 
zu  dem  Sektor  gehörige  und  in  Grade  aus- 
gedrückte Oentriewinkel  {tfi)  zu  360  Grad"" 
in  Zeichen: 

Sektor:  r«7i  =  «0:360« 
Nach  diesem  Satz  erhält  man  für  den  Inhalt 
eines  Sektors: 

Sektor  =  r«7r  •  -^^  Flächeneinheiten. 
(siehe  auch  die  Erkl.  488) 


8m-2 


Setzt  man  diesen  Wert  für  /*  in  Gleich,  a) 
ein,  so  erhält  man  allgemein: 


Sektor  = 


«2 


«0 


4  •  sin*  -^ 


n 


360» 


oder: 
A)  .  . 


Sektor 


n8^ 


o»» 


4.sinsf 


8600 


nach  welcher  Gleichung  man  in  Rücksicht 
der  für  s  und  a  gegebenen  Zahlenwerte,  nnd 

oo 
in  Rücksicht,   dass   der  Quotient  gg^ö  ^^ 

Verhältnis  der  Winkel  von  a^  und  360** 
darstellt,  den  gesuchten  Inhalt  berechnen  kann, 
analog  wie  in  der  Auflösung  der  folgenden 
Aufgabe  gezeigt  ist 
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Erkl*  487.  Bezeichnet  man  den  Flächen- 
inhalt eines  Kreises  mit  i^,  dessen  Badins  mit  r 
nnd  mit  n  die  irrationale  Zakl  8,14159266,  so 
besteht  die  Relation: 

F  =  r^n  Flächeneinheiten. 

(Siehe  die  Teile  der  Encyklopädie,  welche 
über  Planimetrie  handeln.) 

Erkl.  488.  Ein  planimetrischer  Lehrsatz 
heisst: 

„Der  Inhalt  eines  Kreissektors  verhält 
sich  zu  dem  Inhalt  des  ganzen  zügehörigen 
Kreises  wie  der  zu  dem  Sektor  gehörige 
Bogen  zu  dem  Umfang  des  Kreises.^ 

Bezeichnet  man  den  Badius  eines  Kreises 
mit  r ,  also  nach  der  Erkl.  487  dessen  Inhalt 
mit  r^n  und  nach  der  Erkl.  460  deissen  Um- 
fang mit  Srxr,  und  bezeichnet  man  ferner  einen 
Centriewinkel  des  Kreisea  mit  a,  also  den  zu 
diesem  Centriewinkel  gehörigen  und  in  L  ängen- 
einheiten  ausgedrückten  Bogen  mit  boga,  und 
den  Inhalt  des  Sektors,  welcher  zu  jenem  Centrie- 
winkel a,  bezw.  zu  jenem  Bogen  gehört  mit  dem 
Namen  „Sektor'',  so  hat  man  nach  jenem  Satz 
die  Relation: 

8ektor:  i^n  =  bog« :  2r7i 

und  hieraus  ergibt  sich  die  Relation: 


oder: 


Sektor  = 


Sektor  = 


ftrn 


bog« 


r 
2" 


bog« 


Diese  letztere  Formel  kann  man  wie  folgt 
in  Worte  fassen: 

„DerlnhalteinesSektors  ist  gleich 
dem  Inhalt  eines  Dreiecks,  dessen 
Grundlinie  gleich  dem  in  gerader 
Linie  ausgestreckten  und  zu  jenem 
Sektor  gehörigen  Bogen (=boga) ist, 
und  dessen  Höhe  gleich  dem  Ra- 
dius r  des  zugehörigen  Kreises  ist.^ 


Aufgabe  825.  In  einem  Kreis  hat  eine 
Sehne  von  6  m  einen  4  m  langen  Abstand 
vom  Kreismittelpunkt;  welchen  Inhalt  hat 
der  zn  dieser  Sehne  gehörige  Sektor? 

Figur  327. 


Gegeben:  |  ]^  -  4^}  (»i«*»«  ^i«^  ^27) 
Gesucht:  Inhalt  eines  Sektors 

Auflösung.  In  Figur  327  sei  ^J?  die 
gegebene  Seime  $,  welche  von  dem  Mittel- 
punkt M  des  Kreises  den  gegebenen  Ab- 
stand MD  (=  a)  hat  Nach  der  Erkl.  486 
hat  man  f6r.  den  Inhalt  F  des  Sektors 
MACB  Me  Relation: 

a)  .  .  . 


F=:r*n 


8600 


Flicheadinheiten 


Femer  ergibt  sich  aus  dem  rechtwinkligen 
Dreieck  MDA  für  den  unbekannten  Ra- 
dius r: 


b) 


>• 


= var 


-^  )  -|~  ^^  Längeneinheiten 
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Httlfsrechnnng  1. 

Ans  nebenstehender  Gleichnng  c): 

erhält  man  s  z=  6  m 

nnd  a  =  4  m 
gesetzt : 


^  2  "■  4 


oder: 

nnd  hierans  findet  man  a  wie  folgt: 


logtgyzirloga  — log4 


Nun  ist: 


(+ 10)  (- 10) 

log  3  =       0,4771218 
—  log  4  =  —0,6020600 


log  tg  ^  =       9,8750618  —  10 


mithin: 


und 


a 


=  860  52'  12^' 


und  für  den  unbekannten  Centriewinkal  a  die 
R^ation: 

■ 

a         s 

c)  •  •  •  ^2"  =  -2"-« 

Aus  den  Gleichungen  b)  u.  c)  kann  man  in 
Rücksicht  der  für  9  und  a  gegebenen  Zahlen- 

werte  den  Radius  r  und  den  Winkel  -q-,  bezw. 

den  Centriewinkel  a  berechnen.  Dann  kann 
man  diese  berechneten  Werte  in  Gietohung  a) 
aubstitnieren  und  den  gesuchten  Inhalt  F  ht- 
rechnen.    Man  erfaUt  nach  Hfilfsreefannng  1: 

1)  .  .  .  .  «  =  780  44' 24" 

nach  Hülfsrechnung  2: 

2)  .  .  .  .  r  =  5  m 
und  nach  Hülfsrechnung  3: 

8)  .  .  .  .  F  =  16,08757  qm 


a  =  780  44'  24" 


Httlferechnung  2. 

Aus  nebenstehender  Gleichung  b): 


erhält  man 

und 

gesetzt: 


9  =  6m 
a  =  4m 


+«* 


oder: 


^  =  ±\/(|-y  +  4«  Meter 
r  =  +  V^82-f-4«  Meter 

r  =  2I:  V^  Meter 

r  =  +  5  Meter 
mithin: 

r  =  5  Meter 

da  das  negative  Vorzeichen  in  bezug  auf  die 
Länge  des  Radius  r  keinen  Sinn  zulässt  und 
vernachlässigt  werden  kann. 

Httlf^reehnuBg  8. 

Setzt  man  in  nebenstehender  Gleichung  a): 

360<> 
r=zb 

Uld  a  ==  780  44'  24'' 
so  geht  dieselbe  über  in: 


F=:  6«.  TT  •  - 


780  44'  84 


tt 


3600 
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und  hieraus  erhiUt  man  i^  wie  folgt: 

73 .  60. 60"  +  44. 60"  -f  24" 


F  =  25  •  TT  . 
J*  =  25  .  w  . 
jP  =  25  •  TT  • 


860-60.60" 
262800  +  264  +  24 

1296000 
265464 


1296000 

log JF  =  log  25  +  logTT  +  log  265464  -  log  1296000 

Nun  ist: 

log  265464  =       5,4239991 

+  65,2 

5,4240056 

+  log  w  =  +  0,4971499 

+  log  25  =  +  1,3979400 


7,3190955 
—  log  1296000  =  —  6,11^050 

logF  =       1,2064905 

4751 


mithin : 


F  z=i  16,08757 


154 
135,5 

18,5 
18,9 


Aulgabe  826.  In  einem  Kreis,  dessen 
Radios  r  =  4,562  m  misst,  ist  ein  Centrie- 
Winkel  a  =  44^20'  10"  konstmiert;  welchen 
Inhalt  hat  der  zugehörige  Kreisabschnitt? 


=  4,562  m 
440  20'  10" 


Figur  328. 


Erkl.  489.  Unter  einem  Kreis abschnitf 
oder  Kreissegment,  auch  kurzweg  Segment 
genannt,  versteht  man  ein  Stück  eines  Kreises, 
welches  von  einer  Sehne  und  einem  der  Bogen 
des  Kreises  begrenzt  wird,  in  welche  die  Pe- 
ripherie des  Kreises  durch  jene  Sehne  zerlegt 
wird. 

Ist  eine  Sehne  zugleich  Durchmesser  eines 
Kreises,  sa  sind  die  beiden  durch  dieselben  ge- 
bildeten Segmente  einander  gleich,  indem  jedes 
derselben  gleich  der  Hälfte  des  ganzen  Kreises, 
also  gleich  einem  Halbkreis  ist. 


^^^■-  {  a  =  4* 

Gesucht:  Inhalt  eines  Segments 

Auflösung.  Ist,  siehe  Figur  328,  der 
Radius  r  des  Kreises  um  M  gleich  dem  ge- 
gebenen und  ist  a  der  gegebene  Centrie- 
winkel,  so  ist  das  Segment  ABC,  siehe  die 
Erkl.  489,  das  zu  berechnende. 

Nach  der  Erkl.  490  berechnet  man  den 
gesuchten  Inhalt  F  des  Segments  ABC  mit- 
tels der  Relation: 

a)  .  .  .  Segment  ABC  =. 

Sektor  ir^  C^  —  Dreieck  MAB 

Da  man  nun  für  den  Inlialt  des  Sektors 
MACB  nach  der  Erkl.  486: 

b)  .  .  .  Sektor  MACB  =  *•«»  .  _^ 

und  nach  der  in  Auflösung  der  Aufgabe  64 
aufgestellten  Formel  60  für  den  Inhalt  des 
gleichschenkligen  Dreiecks  MAB: 

c)  .  .  .  Dreieck  MAB  =  -^  •  sin« 

hat,  80  erhält  man  aus  den  Gleichungen  a) 
bis  c): 

Segment  ABC  =  r'^n  •  ^r::^^ —  •  sin« 


oder: 

A) .  .  Segment  ^^C  = 


8600 


2xr. 


aO  1 


(siehe  auch  die  Erkl.  491) 

nach  welcher  Gleichung  man  in  Rücksicht 
der  für  a  und  r  gegebenen  Zahlenwerte  den 
gesuchten  Inhalt  F  des  Segments  ABC  be- 
rechnen kann. 
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Dnich  jede  Sehne,  welche  nicht  zugleich 
Daichmesser  ist,  wird  ein  Kreis  in  zwei  Seg- 
mente zerlegt,  von  welchen  das  eine  grösser 
als  ein  Halbkreis,  das  andere  um  dasselbe 
kleiner  als  ein  Halbkreis  ist,  so  wird  z.  B. 
der  Kreis  in  Figur  329  durch  die  Sehne  AB  in 
die  beiden  Segmente  ABC  und  ABD  zerlegt 

Das  Segment  ABD  ist  um  das  Kreisstflck 
AB  FE  grösser  als  der  Halbkreis  EFD  und 
das  Segment  ABC  ist  um  dasselbe  Kreis- 
stück ABFE  kleiner  als  der  Halbkreis  EFC 
bezw.  EFD, 

Da  sich  beide  Segmente  zu  einem  ganzen 
Kreis  ergänzen,  so  nennt  man  das  eine  das  Er- 
gänzungssegment des  andern. 


Man  erhält  ftir  das  in  d»  Aniigabe  gegeboie 
Zahlenbeispiel  für  Fi 


F=z 


4,562s 


2 


(2*71 


3600 


sin  440  SO' IC 


■) 


F  = 
4,562< 


( 


10* 


44.60'  +  20'  +  ^ 
2.« — 5^  — 8in44»20'10' 


aao-eo' 


2 

ImfX^r  2640'-f20'  +  i: 


2 


JP  = 


(in 

4,562g 
2 


6 


f^'Tf 


21600' 
2660  i 

■  21600 

15061 


'-sin44P2O'10' 


■) 


—  sin440  20 


Erkl«  490«  Der  Inhalt  eines  Segments,  das 
kleiner  tAa  ein  Halbkreis  ist,  wird  berechnet, 
indem  man  von  dem  Inhalt  des  Sektors,  welcher 
durch  diejenigen  Badien  begrenzt  wird,  die  durch 
die  beiden  Endpunkte  der  das  Segment  begi^- 
zenden  Sehne  gehen,  den  Inhalt  des  Dreiecks, 
welches  durch  diese  Sehne  und  jene  beiden  Ba- 
dien begrenzt  wird,  subtrahiert.  So  ist  z.  B.  in 
Figur  329: 

a)  .  .  .  Segment  ABC=^ 

Sektor  MACB  —  Dreieck  MAB 

Der  Inhalt  eines  Segments,  welches  grösser 
als  ein  Halbkreis  ist,  wird  berechnet,  indem 
man  von  dem  Inhalt  des  ganzen  Kreises  den 
Inhalt  des  Ergänzungasegments  subtrahiert.  So 
ist  z.  B.  in  F^  329: 

b)  .  .  .  Segment  ABD  = 

Kreis  um  3f  —  Segment  ABC 

Man  kann  den  Inhalt  des  Segments  ABD, 
in  Figur  329,  welches  grösser  als  ein  Halb- 
kreis ist,  auch  nach  der  Relation: 

c)  .  .  .  Segment  ABD  = 

Sektor  MADB  +  Dreieck  MAB 
berechnen. 


4,6622/        32 
2      V        10800 

4,5622/71-15961 


-sin  440  20 


Fz=: 

F  — 


2      V   64800 
4,562« 


—  8in440  20'10' 


'  10"^ 
'  10"^ 


2 


(0,77381  —  0,698866) 


(siehe  die  Httl&rechnungen  1  und  2) 


F  =  i^  .  0,0740« 

und  hieraus  erhält  man  endlich  naioh  der 
Hülfsrechnnng  3)  für  den  gesuchten  Inhalt  / 
des  Segments  ABC: 

1>  .  .  .  .  F=  0,779872  qm 
(siehe  auch  die  Eifel.  49S). 


ErkL  491.     Setzt  man  in  nebenstehender 
Gleichung: 

A)  .  .  .  Segt.  ABC=z~l2n  •  -|g^  — sinaj 

analog,  wie  in  der  Erkl.  461,  für: 

«0  «0 

3600       ^    1800 
80  geht  jene  Gleichung  über  in: 

A,)  .  .  .  Segt.  ^5C=:— |^;r.^Pg^-sin«j 
(siehe  auch  die  Erkl.  492). 
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Der  ansfiihrliche  Prospekt  und  das  ausführliche  In- 

haltsyerzeichllis  der  „vollständig  gelösten  Aufgabensammlung 
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Forts.  V.  Heft  315.  —  Seite  561-57<3u 

Mit  12  Figuren. 
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Aufgaben  -  Sammlung 

-  nebst  Anhängen  ungelöster  Aufgaben,  für  den  Schul-  &  Selbstunterricht  — 

mit 

Angabe  md  EDtwlcUnng  dar  benutzten  Sitze,  Formeln,  Regeln  in  Fragen  nnd  intiorten 

erläutert  durch 

viele  Eolzsclinitte  &  lithograplL  Tafeln, 

auB  allen  Zweigen 
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Di&rential-  n.  Integral-Rechnung,  analytische  Geometrie  der  Ebene  u.  des  Baumes  etc.);  — 
aus  allen  Zweigen  der  Physik,  Mechanik,  Graphestatik,  Chemie,  GeodSale,  Nautik, 
mathemat.  Geographie,  Astronomiei  des  Maschbien-,  Straben-,  Eisenbahn-,  Wasser«, 
Brfloken-  u.  Hoehban'si  der  Konstmktlonslehren  als:  darstelL  Geometrie,  Polar-  u. 

Parallel-PerspeetiTe,  Schattenkonstmktlonen  etc.  etc. 

fOr 

Schfiler,  Studierende,  Kandidaten,  Lehrer,  Techniker  jeder  Art,  Militärs  etc. 

zum  einzig  richtigen  und  erfolgreichen 

Studium,  zur  Forthfilfe  bei  Schularbeiten  und  zur  rationellen  Verwertung 

der  exakten  Wissenschaften, 
herausgegeben  Ton 
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HmUiematiker,  veraideter  kOnigL  prensi.  Feldmesser,  Tereideier  grossh.  hessischer  Oeometer  I.  Klasse 

in  Frankfurt  a.  H. 
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Ebene  Trigonometrie. 

Fortsetzung  von  Heft  315.  —    Seite  561—576.     Mit  12  Figuren. 

Inlialt: 

Aufgaben  über  den  Kreis ,   Fortsetzung.  —    Aufgaben  über  das  Dreieck  in  Verbindung  mit  dem  demselben 

ambeschriebonen  Kreis. 


Stuttgart  1887. 
Verlag  von  Julius  Maier. 


Das  vollständige  Inhaltsverzeichnis  der  bis  jetzt  erschienenen  Hette  kann 

durch  jede  Buchhandlung  bezogen  werden. 


Preisgekrönt  in  Frankfurt  a.  M.  1881. 

PROSPEKT. 

Dieses  Werk,  welchem  kein  fthnliches  zur  Seite  steht,  erscheint  monatlich  in 
Heften  zu  dem  bülig^n  Preise  Ton  25  ^  pro  Heft  und  bringt  eine  Sammlang  der  idchtig- 
sten  und  praktischsten  Aufgaben  ans  dem  Gesamtgebiete  der  Hatkematlky  Phjaik, 
Meehanlk,  math.  Geograpliiei  Astronomie ,  des  Masebinen-|  Strassen- ,  Eisenbahn-, 
Briieken-  nnd  HoehI>ane8,  des  konstraktiyen  Zeichnens  etc.  etc.  und  zwar  in  Toliatindlg 
gelöster  Form,  mit  yielen  Figuren,  Erklärungen  nebst  Angabe  und  Entwiekelnng  der 
benutzten  Sfttze,  Formeln,  Regeln  in  Fragen  mit  Antworten  etc.,  so  dass  die  LOsnnf 
jedermann  yerstandlich  sein  kann,  bezw.  wird,  wenn  eine  grossere  Anzahl  der  Hefte  er- 
schienen ist,  da  dieselben  sieb  in  ilirer  Gesamtheit  erginzen  und  alsdann  auch  alle 
Teile  der  reinen  und  angewandten  Mathematik  —  nach  besonderen  selbständigen  Kapi- 
teln angeordnet  —  vorliegen. 

Fast  jedem  Hefte  ist  ein  Anhang  von  ungelösten  Aufgaben  beigegeben,  welche  der 
eigenen  Lösung  (in  analoger  Form,  wie  die  bezflglichen  gelösten  Aufgaben)  des  Studierenden 
aberlassen  bleiben,  und  zugleich  von  den  Herren  Lehrern  für  den  Schulunterricht  benutzt 
werden  können.  —  Die  Lösungen  hierzu  werden  später  in  besonderen  Heften  für  die  Hand  des 
Lehrers  erscheinen.  Am  Schlüsse  eines  jeden  Kapitels  gelangen:  Titelblatt,  InhaltsTeraelcb- 
nis,  Berichtigungen  und  erläuternde  Erklärungen  über  das  betrelfende  Kapitel  zur  Ausgabe. 

Das  Werk  behandelt  zunächst  den  Hauptbestandteil  des  mathematisch-natnrwisaen- 
schaftlichen  ünterrichtsplanes  folgender  Schulen:  Realschulen  I.  und  IL  Ord.,  gleich- 
berechtigten höheren  Bürgerschulen,  Privatschulen,  Gjninasien,  Realgymnaalen,  Prt- 
grjmnasien,  Sehullelirer- Seminaren,  Polytechniken,  Teeliniken,  Bangewerka^ulen, 
Gewerbeschulen,  Handelsschulen,  teehn.  Torbereitungsschnlen  aller  Arten  ^  gewerbliehe 
Fortbildungsschulen,  Akademien,  Universitäten,  Land-  nnd  Forstwissenschaftsseholen, 
Militärsehulen,  Torbereitungs-Anstalten  aller  Arten  als  z.  B.  für  das  Eii^älirig-Frei» 
willige-  und  Offlziers-Examen,  etc. 

Die  Schaler,  Studierenden  und  Kandidaten  der  mathematischen,  technischen  and 
naturwissenschaftlichen  Fächer,  werden  durch  diese.  Schritt  für  Schritt  gelöste,  Aufgaben- 
sammlung immerwährend  an  ihre  in  der  Schule  erworbenen  oder  nur  gehörten  Theorien  etc 
erinnert  und  wird  ihnen  hiermit  der  Weg  zum  unfelilbaren  Auffinden  der  Lösungen  der- 
jenigen Aufgaben  gezeigt,  welche  sie  bei  ihren  Prflfhngen  zu  lösen  haben,  zugleich  aber  auch 
die  überaus  grosse  Fruchtbarkeit  der  mathematischen  Wissenschaften  vorgeführt. 

Dem  Lelirer  soll  mit  dieser  Aufgabensammlung  eine  loräftige  Stütze  für  den  Schul- 
unterricht geboten  werden,  indem  zur  Erlernung  des  praktischen  Teiles  der  mathematischen 
Disziplinen  —  zum  Auflösen  von  Aufgaben  —  in  den  meisten  Schulen  oft  keine  Zeit  er- 
übrigt werden  kann,  hiermit  aber  dem  Schüler  bei  seinen  häuslichen  Arbeiten  eine  voU- 
ständige  Anleitung  in  die  Hände  gegeben  wird,  entsprechende  Auligaben  zu  lösen,  die  ge- 
habten Regeln,  Formeln,  Sätze  etc.  anzuwenden  und  praktisch  zu  verwerten.  Lost,  Liebe 
und  Terständnis  für  den  Schul-Ünterricht  wird  dadurch  erhalten  und  belebt  werden. 

Den  Ingenieuren,  Architekten,  Technikern  und  Fachgenossen  aller  Art,  Militärs 
etc.  etc.  soll  diese  Sammlung  zur  Aufn*lschung  der  erworbenen  und  vielleicht  vergessenen 
mathematischen  Kenntnisse  dienen  und  zugleich  durch  ihre  praktischen  in  aUen  Benfs- 
zweigen  vorkommenden  Anwendungen  einem  toten  Kapitale  lebendige  Kraft  verleihen  nrd 
somit  den  Antrieb  zu  weiteren  praktischen  Yerwertungen  und  weiteren  Forsehongen  geben. 

Alle  Buchhandlungen  nehmen  Bestellungen  entgegen.  Wichtige  und  praktische  Auf- 
gaben werden  mit  Dank  von  der  Redaktion  entgegengenommen  und  mit  Angabe  der  Namen 
verbreitet  —  Wünsche,  Fragen  etc.,  welche  die  Redaktion  betreffen,  nimmt  der  Verfasser, 
Dr.  Klejer,  Frankfurt  a.  M.  Fischerfeldstrasse  16,  entgegen  und  wird  deren  Erledigung 
thunlichst  berücksichtigt. 

Stattgart.  Die  Yerlagshandlung« 
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Erkl.  492«    Berücksichtigt  man ,  dass  nach 

der  Erkl.  498   allgemein:   2n  •  -^^  den  znm 

Centxiewinkel  a  gehörigen  Bogen  eines  Kreises 
bedeutet,  dessen  Badins  r  =  1,  gleich  der 
Längeneinheit  ist,  dass  man  also  nach  der 
Erkl.  498:       _  oO 


Httlfsreeluinng  1. 


,      w.  15961       ,  ,   ,      ,.^^,       , 

log    ^^o^    =  logTT  +  log  15961  —  log  64800 


64800 
Nnn  ist: 


2n 


8600 


=  arcd 


logÄ  =       0,4971499 
+  log  16961  =       4,2080601 


mithin : 


mithin: 


setzen  kann,  so  geht  die  in  nebenstehender  Auf- 
lösung aufgestellte  Gleichung  A)  fiber  in: 

1)  .  .  .  Segment  ABC  =  ~  •  [arc  a  —  sin  «] 

Hat  man  eine  Tabelle,  in  welcher  die 
Bogen  sämtlicher  Centriewinkel  eines 
Kreises,  dessen  Badins  gleich  der  Län- 
geneinheit (=  1)  ist,  enthalten  sind*,  so  kann 
man  bei  numerischen  Berechnungen  den  Wert  fOr : 

tfi 
2n  '  g—  bezeichnet  durch  arc  a 

aus   dieser  Tabelle    entnehmen,    wodurch   die 
Rechnung  wesentlich  vereinfacht  wird. 

Erkl.  498.  Nach  der  Erkl.  459  besteht  die 
Belation : 

2rn  :  bog  a  =  360»  :  aP 
Bezeichnet  man  für  den  Fall,  dass: 

r=  1 
ist,  den  Bogen  a  zur  Unterscheidung,  nicht  mit 
boga,  sondern  mit  arca  (siehe  Erkl.  494),  so 
geht  jene  Proportion  ttber  m: 

2?r :  arc  «  =  3600  :  cfi 
und  hieraus  erhält  man: 

X  «0 

a)  .  .  .  .  arc  a  =  2n  •  Trr^rr: 

3600 

oder  auch,  da  der  Quotient  — --  nur  das  Ver- 

ooOO 

hältnis   der  Winkel   von   «o  xmd  360o  aus- 
drückt: 

D)  .  .  .  arca  =  71  •  ^^^^ 

1800 

Erkl«  494.    Die  Bezeichnung  „arc"  ist  eine 
Abkürzung  des  lateinischen  Wortes  arcus,  d.  h.   mithin: 
Bogen. 


{+  1)  4,7002100  (—  1) 
—  log  64800  =  —4,8116760 

.     w.  16961  ^««««««^      , 

^^^  -RÄMÜ\-  =       0,8886850  —  1 

64800  e348 


TT -16961 


=  0,773811 


64800 

Hfilfsrechnung  2.  *) 

log  sin  440  20'  10"  =  9,8443940  —  10 

oder  =  0,8443940  —  1 
3902 

3F 


sin  440  20'  10"  =  0,698866 


37,2 


*)  Den  Sinns  des  Wüikels  44^  20'  10"  kann  man 
anoh  direkt  einer  trigonometrischen  Tafel  ent- 
nehmen. 


Aus: 


F=z 


Httlfsreeluinng  8. 

4,6622 


2 


.  0,074945 


eriiält  man  F  wie  folgt: 

log  i?*  =  2 .  log  4,662  -f  log  0,074946  —  log  2 

Nun  ist:  log  4,662=      0,6691568 

•2 


1  8188106 
+  log  0,074945  =       o!8747427  —  2 

2,1980688  -•  2 
-  log  2  =  —  0,8010300 


log  F  =       1,8920233  —  2 
oder  =       0,8920233  —  1 

0222 


F  =  0,779872 


11 
11,2 


Aufgabe  827.    Wie  gross  ist  der  Inhalt 

eines   Kreissegments ,  wenn  der  zugehörige  ^     ,       /        a  =  29o  38'  15" 

Centriewinkel  29®  38' 15"  beträgt  und  der  ^®^*^®°' i  bog  «  =  8,793624  dm 

zugehörige  Bogen  8,793624  dm  kmg  ist?  Gesucht:    Inhalt  ei»e8  Segnenta 


(siehe 
Figur  330) 


Figur  330 


Auflösung.  Nach  der  in  Auflösung 
der  vorigen  Aufgabe  826  aufgestellten  Glei- 
chung A)  besteht  die  Relation: 

A)  .  .  Segment  ABC  =  -^  i^n-  ^^  —  sin«  j 


femer  besteht  nach  der  ErkL  459  die  Re- 
lation: 

2rn  :  bog  «  =  3600 :  «o 

aus  welcher  sich: 

3600 


«0 
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ergibt     Nach  Gleichung  Aj)  kann  man  m 

Hftlfsreclinang  1.  Rücksicht  der  für.  bog«  und  a  gegebenen 

Setzt  man  in  nebenstehender  Gleichung  AO :  Zahlenwerte  den  Radius  r  des  Kreises  be- 

^  -_  ^<>g^  .  ^^^  rechnen,  dann  kann  man  diesen  Wert  für  r 

2n       cfi  in  Gleichung  A)  substituieren  und  nach  dieser 

fttr  bog«  =  8,793624  Gleichung  den  gesuchten  Inhalt  F  des  Seg- 

und  für  a  =  290  38'  15"  ments  ABC  berechnen. 

so  erhält  man:  Man  erhält  nach  HttlfiBrechnung  1): 

.__  8,793624          36Q0  1)  .  .  .  .  r  =  17  m 

*"  "      2.71        290  38'  15"  Setzt  man  diesen  Wert  für  r  und  den  für  a 

oder:  gegebenen  Wert  in  Gleichung  A),    so  erhält 

_  8,793624              360.60'  man  für  den  gesuchten  Inhalt  F: 

9,793624              21600'  ,       •      i>«  i    .  i.*      ^               u   a       xi«i*-J1i. 

r  =  -^-5 • =-  oder  m  Rücksicht ,    dass  nach  der  Httlnreck- 

2^         1740' +  38'  +  ^  nung  1  für  das  Verhältnis: 

7113 

^  __  8,793624       21600  290  38' 15"  _    1"        .       __     7113 

2^           1778-  360Ö       "~  216ÖÖ             "~  4721600 

_  8,793624    21600  gesetzt  werden  kann: 

8,79862448200  „       17«/       7113         .    ,^„„ \ 

logr  =  oder: 

W93624  +  log48200  -  (log«  +  log7113)  ^  ^  17«  ^^^^^^^  _  ^^^^^ 

log  8,793624  =:      0,9441667  (siehe  die  Hülfsrechnungen  8  und  4) 

-^^>^  F=:^'  0,022761 


0,9441679  2 

+  log  48200  =  +  4,6354837  und  hieraus  ergibt  sich  schliesslich  nach  HülÄ- 

5,5796516  rechnung  6: 

-(log«+log7113)  =  — 4,3492027  (8.  HttlffeT.  2)  2)  .  .  .  .  F=  3,28894  qdm 


mithin: 


logr=       1,2304489 
r  =  17 

Hfilfsrechnnng  2. 

log  TT  =  0,4971499 
+  log7113  =  3,8520528 


log  71  +  log  7113  =  4,3492027 

HfUlisrechniing  8« 

log»  .  ^^  =  logTT  +  log  7113  ~  log  43200 

Nun  ist: 

log  n  =   0,4971499 
+  log  7113=   3,8520528 


(+  1)  4,3492027  (-  1) 
—  log  43200  =  —  4,6354837 

7113 
><*«"•  48200=   «-^l«^-! 

mithin:  16,8 

7  WH 

n  .  — —  =  0,517272 
43200   "'"*'^'* 
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Hlllfereehnnng  4. 

log  sin  290  38'  15"  =  9,6941573  —  10 

+  185 


9,6941758  — 10 

oder  =  0,6941758  —  1 
1751 


mithin: 


sin  290  38'  15"  =  0,494611 


8.8 


Httlferechnimg  5. 

Ans  der  Gleichnng: 

172 
F=:=^-  0,022761 

erhält  man  jP  wie  folgt: 

log  F  =  2 .  log  17  +  log  0,022761  —  log  2 

Nnn  ist: 

log  17  =       1,2304489 

•2 


mithin: 


+  log  0,022761  — 
—  log2  — - 

2,4608978 
0,3571913  —  2 

2,8180891  —  2 
-  0,3010300 

logi?'  = 
oder:     — 

F  —  8,28894 

2,6170691  —  2 

0,6170591 

0507 

84 
52,8 

Aufgabe  828.  Der  Radins  r  eines  Kreises  /  r  =  65  dm 

ist  65  dm  lang,  eine  Sehne  s  desselben  misst  ^8««>ß*^=  \s  =  77,70644  dm         i .  «.    ««^v 

77,70644  dm;  welchen  Inhalt  haben  die  Seg-  Gesncht:  mnaite  der  beiden  zu  .  ge-  '  " 

mente,  in  welche  dnrch  diese  Sehne  der  Kreis  hörigen  Segmente 

Auflösung.     Nach  der  in  Anflösnng  der 
Figur  331.  Anfgabe  826  aufgestellten  Gleichnng  A)  be- 

G  steht,  siehe  Figur  331,  die  Relation: 

r«/        «0  \ 

a)  .  .  •  Segment  ABC  =  ^(  2w-gg^-8in«j 

femer  ergibt  sich  aus  dem  rechtwinkligen 
Dreieck  AMD  die  Relation: 

b)  .  .  .  .  sm  -^  =  -^  :  r 

In  Rücksicht  der  für  s  und  r  gegebenen 
Zahlenwerte  kann  man  aus  Gleichung  b)  den 

Winkel  -^ ,  bezw.  den  Centriewinkel  a  be- 

reclmen;  man  wird  hierfür  in  Rücksicht  der 
Erkl.  271  für  a  zwei  Werte  erhalten;  der 
eine  dieser  Werte  entspricht,  siehe  Fi^.  326 
und  die  Erkl.  447,  dem  konkaven  Centrie- 
winkel a,  der  andre  dem  konvexen  Centrie- 
winkel «1  (=  4  Ä  —  «).  Der  erste  Centrie- 
winkel a  entspricht  dem  Segment  ^^C,  der 
zweite  dem  Segment  ABG.  Hat  man  auf 
diese  Weise  die  Werte  für  a  berechnet,  und 
man  substituiert  den  ersten  jener  Werte  für 
a  in  Gleichung  a),  so  kann,  man  nach  dieser 


HUfsreehnnng  1. 

Aus  nebenstehender  Gleichung: 


oder: 


.     a        77,70644   ^. 
sm^  =  — ^— :6o 


.     a        77,70644 


erhftlt  man  -^  bezw.  a  wie  folgt: 

log  sin  ~  =  log  77,70644  —  log  180 

2f 


664 


Ebene  Trigonometrie. 


Nnn  ist: 

log  77,70644  =       1 ,8904546 


J22 


mithin: 


(+  10)  1,8904570  (-  10) 
—  log  130  =  —2,1189434 

log  sin  -|-  =       9,7765136  —  10 


-^  =  360  42'  30" 


oder: 

1)  .  .  .  «  =  73025' 
Man  erhält  anch,  da: 


nnd 


oder: 


8iii-J  =  sm(2JJ--j) 


a 


2R—~  =  1800  — 86042' 30 


t4 


2860  35' 


2B—^  =  1430 17' 80" 

flir  a  den  weitem  Wert: 

2)  ...  «1  =z2'(2R—^^  oder  = 

Die  Werte  für  a  und  «,   müssen  zusammen 
4R  oder  =  3600  betragen  (siehe  Erkl.  447). 

HfUfsrechHimg  2. 

log^  •  ^^  =  logn  +  log4405  -  loglOSOO 


10800 
Nun  ist: 


mithin: 


logjr  = 
4-log4405=: 

—  log  10800  = 

4405 
^"«^  •  I08ÖÖ  = 


4405 
jMtw         1 2gi3^ 

10800   ^»^*'^°" 


0,4971499 
8,6439469 

4,1410958 
4,0334238 

0,1076720 
6508 


212 
203,4 


Hfll&rechniing  8. 

log  sin  730  25'  =  9,9815494 

oder  =  0,9815494 

5468 


10 
1 


mithin: 


sin  730  25'  =  0,958406 


26 
27 


Hfllfisrechniuig  4. 

Ans  nebenstehender  Gleichnng: 
F=  662.0,161477 
erhäli  man  F  wie  folgt: 

log  F  =  2 .  log  65  +  log  0,161477 


Gleichung  den  Inkalt  des  kMaem  Segments 
ABC  b^eehnen;  substitniert  num  hingegen 
den  zweiten  jener  Werte»  nfimlich  den  Wert 
(4jB  —  a)  ffir  (X  in  Gleichung  a),  so  kann 
man  nach  der  somit  erhaltenen  Gleichung, 
nnd  in  Rücksicht  der  ErkL  432 ,  den  Inhalt 
des  grdssem  Segments  ABG  beredmeB 
(siehe  auch  die  ErkL  490). 

Man  erhält  in  Rücksicht  der  fUr  s  nnd  r 
gegebenen  Zahlenwerte  nach  Gleichung  b): 

77,70644 


a 

^T  =  — 2 


:65 


und  hieraus  ergibt  sich  nach  Httlfisrechnnng  1: 

1)  .  .  .  «  =  73026' 

Setzt  man  diesen  Wert  für  a  und  den  fSr  r 
gegebenen  Wert  in  Gleichung  a),  so  ^hält  maa 
nir  den  gesuchten  Inhalt  F  des  Segments  ABC: 

65«    /         730  25'  \ 

oder: 


.=?(.. 

'=?(- 
.=-(.. 


4380'  +  25' 

21600' 
4405 


—  sin  73«  25 


21600 
4405 


—  sin  730  26 


•) 


•) 


10800 


—  sin  730  25 


•) 


F=: 


65S 


(1,28136  —  0,958406) 


(siehe  die  HtUftredmungen  2  und  3) 
652 


Fz= 


322954 


2 

F  =  652  .  0,161477 

und  hieraus  ergibt  sich  schliesslich  nach  Hfllfs- 
rechnung  4: 

2)  ,  .  .  F  =  682,2404  qdm 

Den  gesuchten  Inhalt  F^  des  andern  Seg- 
ments ABG  kann  man  in  derselben  Weise  be- 
rechnen, wenn  man  in  jener  Gleichung  a)  ÜSa  « 
den  aus  HülÜBrechnung  1  sich  ergebenden  Wert: 

o,  =  2860  85' 

substituiert  und  hierbei  berücksichtigt,  dass  sack 
der  Erkl.  432: 

sin  2860  35'  =  —  sin  (3600  —  2860  35') 

also  =  —sin  780  26' 

ist.  Einfacher  findet  man  diesen  Inhalt  F^  nach 
der  Erkl.  490  mittels  der  Relation: 

Fl  =  rin  —  F 

in  welcher  F  den  vorhin  berechneten  Inhalt  des 
Segments  ABC  und  r^n  den  Inhalt  des  Kreises 
bedeutet. 


Aufgaben  über  den  Kreis. 


56^ 


Nun  ist: 


log  0,161477  —       0,2080918  —  1 

+  188 

+  2. log  65 

0,2081106—1 
=  2-1,8129134  =  +3,6258268 

logF  —       3,8389874      1 
oder  =       2,8389374 

9372 

mithin: 

2 
2,5 

1'=  682,2404 

Angabe  829.  Man  soll  den  Inhalt  eines 
Kreissegments  berechnen,  wenn  der  Badius  r 
des  Kreises  =  0,834  m  und  der  Abstand  a 
derjenigen  Sehne,  vmi  wddier  das  Segment 
begrenzt  wird,  vom  Mittelpunkt  0,508  m  be- 
trägt. 


Gegeben- 1^  =  ^»^^"^ 

Gesucht:    Inhalt  eines  Segments 

Andeutung.  Man  berechne  znnftchst  aus 
a  und  r  den  Centriewinkel,  welcher  zu  der 
Sehne  gehört,  die  jenen  Abstand  a  vom  Mittel- 
punkt hat.  Dann  verfahre  man  im  weitem 
wie  in  der  Auflösung  zur  Aufgabe  826  ge- 
zeigt wurde. 


Au&^be  830.  In  einem  Kreis  ist  in  einem 
Abstand  a  =  2,28  m  vom  Mittelpunkt  eine 
Sehne  s  gezogen,  welche  5,08  m  misst;  wie 
gross  ist  der  Inhalt  des  kleinem  der  durch 
diese  Sehne  gebildeten  Kreisabschnitte? 


Gegeben:  j^^-j: 


=  2,28  m 
08  m 


Gesucht:  Inhalt  des  zur  Sehne  «  gehörigoB 
klcineiren  Segments 

Andeutung.  Man  berechne  zunächst  ans 
a  und  s  den  Badius  r  und  den  zu  ^  ge- 
hörigen kldnem  Centriewinkel;  rerfafare 
dann  im  weitem  wie  in  der  Auflösung  der 
Aufgabe  826  gezdgt  wurde. 


Au%abe  831.  Der  Badius  eines  Kreises 
ist  7'  =  480,628  m;  wie  gross  ist  der  Inhalt 
eines  Segments  desselben,  das  von  einem 
Bogen  begrenzt  wird,  dessen  Länge  gleich 
602,004  m  ist? 


a.«oK.«,  /         ♦•  =  480,623  m 
^^fi^^^^M  bog«  =  602,004m 

Gesucht:    Inhalt  eines  Segments 

Andeutung.     Man  berechne  nach  der  in 
der  Erkl.  461  aufgestellten  Gleichung  B^): 

den  zu  dem  gegebenen  Bogen  gehörigen 
Centriewinkel  a;  man  erhält  aus  jener  Glei- 
chung: 

A)  .  .  .  «  = boga  Grade 

m 

dann  verfahre  man  im  weitem  wie  in  der 
Auflösung  der  Aufgabe  826   gnzeigt  wurde. 


Angabe  8S8.  Man  soll  den  Inhalt  ^es 
Kreisstftßks  berechnen,  welches  zwischen 
einem  Durchmesser  und  einer  Sehne  liegt, 
wenn  der  Badius  r  des  Ki*eises  =  1,25  m 
ndsst  und  wenn  der  zur  Sehne  gehörige 
kleinere  Bogen  =  2,04  m  lang  ist. 


Gegeben:  {^,^g;;^Jg;^ 

Gesucht :    Inhalt  eines  Flächensttiolui  zwischen 
einem  ]>iirchme8ser  und  einer  Sehne 

Andeutung.  In  Figur  332  sei  der  Ba- 
dius r  des  Kreises  um  M  gleich  dem  ge- 
gebenen; femer  sei  CD  eine  Sehne,  deren 
zugehöriger  Bogen  CFD  gleich  dem  gege- 
benen Bogen  ist.  Den  Inhalt  F  des  von 
einem  Durchmesser  AB  und  der  Sehne  CD 


Ebene  Trigonometrie. 

grenzt«ii  FlftcheoBtScks  kann  man  mittele  ia 


Figur  332. 


FlÄchenstöck  ABDC  =  Inhalt  des  Halbkreises  ABF  —  Inhalt  des  Segmente  CDF 
wie  folgt  berechnen.' 

Han  berechne  zunächst  aus  dem  gegebe- 
nen Radius  r,  nach  der  in  der  ErkL  4ST 
anfgestellten  Inhaltefonnel  f&r  einen  Kreis. 
den  Inhalt  des  Halbkreises  ABF.  Dann  be- 
rechne man  aus  dem  ge^benen  Bogen  CDF 
nnd  dem  Radius  j-  des  Kreises,  analog  «ie 
in  der  Ändentnng  zur  vorigen  Anfgabe  f^31 
gesagt  wurde,  mittels  der  Relation: 
180     ^ 

a  =; ■  bOgo  Gnde 

den  ZQ  dem  Bogen  CFD  gehörigen  Ceotrie- 
Winkel  a;  hierauf  bereclme  man  ans  dem 
Winkel  a  nnd  dem  Radins  r,  wie  in  d«r 
AuflSsnng  der  An^^abe  626  gezeigt  wurde, 
den  Inhalt  des  Segments  CDF  nnd  benntzt 
scUiegslich  obige  Beziehung. 


Angabe  833.     In  einem. Kreis,  dessen 
Radins  r  ^  2S6,479  m  misst,'  sind  zwei  p&-  Gegeben: 
rallele   Sehnen   s   und   s,   gezogen,   welche 
bezw.  527,415  nnd  558,27  m  lang  sind;  man   Oesncht: 
soll  den  Inhalt  des  zwischen  diesen  Sehnen 
liegraden  Ereisstücks  beredinen. 


r  =  286,479  u 
s  =  627,415  n 
8,  =  658,27  m 


(siehe  die 
]  Fignieo 

des  FlächenitttckB  zwi-  13330.334) 
a  den  puajlslen  SehosD  t  ] 


Aodentang.  In  bezog  auf  die  Lage  der 
beiden  gegebenen  parallelen  Sehnen  in  dem 
Kreis  können  zwei  Fälle  stattfinden,  ^tweder 
können  beide  Sehnen  auf  derselben  Seit« 
vom  Kreismittelpnnkt  liegen,  wie  die  Fig.  333 
zeigt,  oder  sie  kSnnen  auf  verschiedeiteD 
Seiten  vom  Kreismittelpnnkt  liegen,  wie 
die  Fignr  334  zeigt. 

Den  gesuchten  Inhalt  des  Fl&chenstüdu 
CDBA  in  der  Figur  333  erhält  man,  indes 
man,  wie  in  der  Anflöanng  der  Anl^be  82S 
gezeigt  wurde,  jeden  der  Inhalte  Atx  beida 
Segmente  CDF  und  ABF  aus  dem  gegeb& 
nen  Radius  und  der  betreffenden  Sehne  be- 
rechnet and  beide  i%r  diese  Inhalte  gefun- 
denen Werte  sobtrahiert.  Den  gesnchten  In- 
halt des  Fläcbenstticks  J  fi  Z>  C  in  der  Fig.  334 
kann  man  in  derselben  Weise  berechnen,  in- 
dem man,  wie  vorhin,  die  Inhalte  der  Seg" 
mente  ABG  nnd  CDF  berechnet  und  die 
Summe  dieser  Inhalt«  von  dem  Inhalt  (i'^i) 
des  ganzen  Kreises  subtrahiert. 


Aufgaben  über  den  Kreis. 


5aT 


d)  Aufgaben,  in  welchen  Beziehungen  zwischen  einem  Kreis  oder  Teilen  des- 
selben und  auf  den  Kreis  sich  beziehender  geometrischer  Grössen  gegeben  sind 
oder  die  Feststellung  solcher  Beziehungen  gefordert  werden. 


Aufgabe  834.  Ein  Kreissegment  hat  einen 
Inhalt  F  =  224,36  qm,  der  za  diesem 
Segment  gehörige  Centriewmkel  ist  et  == 
102®  40' 10";  man  soll  die  Sehne  und  den 
Bogen  berechnen,  welche  dieses  Segment  be- 
grenzen. 


n^^^i.««    (  Segment  =  224,36  qm 
.    Gegeben:  I      ^       a  =  102{>40' 10" 

Gesucht:  Sehne  s  und  bog« 

Andeutung.  Nach  der  in  der  Erkl.  491 
anfgestdlten  Gleichung  A^)  besteht  die  Ee- 
lation: 

löst  man  diese  Gleichung  in  bezng  anf  r  auf, 
so  erhftlt  man: 


A) 


nach  welcher  Gleichung  man,  in  Rücksicht 
der  für  den  Inhalt  und  für  den  Centriewinkel 
gegebenen  Zahlenwerte,  den  Eadius  r  be- 
rechnen kann. 

Ist  hiemach  r  berechnet,  so  kann  man 
aus  r  und  a  die  Siehne  und  den  dazugehöri- 
gen Bogen  berechnen,  wie  in  den  Andeutungen 
zu  den  Aufgaben  797  und  801  gesagt  wurde. 


Aufgabe  835.  Der  Inhalt  eines  Kreises 
ist  ^=  1000  qm;  man  soll  den  Inhalt  eines 
Segments  desselben  berechnen,  dessen  Sehne 

-=-  der  Kreisperipherie  ist. 


^       ,  l  F  eines  Kreises  =  1000  qm 

(regeben:  {  eine  Beziehimg  zwischen   Sehne 
y     nnd  umfang 

Gesucht:  Inhalt  eines  Segments 

Andeutung.    Nach  der  in  Auflösung  der 

Aufgabe  826  aufgestellten  Gleichung  A)  hat 

man  für  den  Inhalt  eines  Segments: 

r2  /  ffO  \ 

a)..  .Sgt=  — (^27r.^^-8in«j 

Femer  hat  man  nach  der  Erkl.  487  für 
den  Inhalt  F  eines  Kreises: 
b)  .  .  .  .  jP  =  r27r 

Setzt  man  den  für  r^  sich  hieraus  ergeben- 
den Wert: 


c) 


F 
r2  =  — 

7t 


in  Gleichung  a),  so  erhält  man: 

Ff  tfi  \ 

^^=2:^l^^-36öir-™V 


3600 
oder: 

A,....Sp=F.(^-^) 

nach  welcher  Gleichung  man  den  gesuchten 
Inhalt  des  Segments  berechnen  könnte,  wenn 
der  Centriewinkel  a  bekannt  wäre.  Diesen 
Winkel  findet  man  aber  wie  folgt: 

Nach  der  Auflösung  der  Aufgabe  800  be- 
steht die  Relation: 
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d)  .  .  .  .   »inY  =  -2-:r 

femer  besteht  gemäss  der  An^be  nnd  ia 
EficksJk^t  der  Erkl.  460  die  Relation  : 

e)  .  .  .  .  8  =  -^  •  2r7i 

aus  den  Gleichungen  d)  nnd  e)  erhält  nun. 

oder: 

.  .  .     «         2n 

A,)  ...  am  g-  =  — 

nach  welcher  Gleichung  man  den  Winkel  « 
berechnen  kann. 


t  Aui^be  886.    Welche  Winkel  müssen  ^     . 
zwei  Radien  eines  Kreises  einschUessen,  da-  ^^^^^^'-  ^^l^^^^^^^'^H^^'^^^''^'^^ 
mit   der  klemere    der   hierdurch  gebildeten  ß^-,„.u* .    «r-  i  i  ^     «  i^« 

ö-L.  J1.J.  .1.  iv.rii-         vresucnt:     Winkel  des  Sektors 

Sektoren  durch  die  zu  ihm  gehönge  Sehne 

halbiert  wird?  Andeutung.    Ist  in  der  Fig.  335  MACB 

ein  Sektor,  welcher  durch  die  Sehne  AB 
halbiert  wü*d,  so  muss  scwischen  dem  In- 
halt dieses  Sektors  und  dem  des  Mittelponkts- 
dreiecks  MAB  die  Beziehung  bestehen: 


Figur  835. 


a) 


Dreieck  MAB  =  ^  Sektor  MACB 


Nach  der  in  Auflösung  der  Aufgabe  64 
aufgestellten  Formel  60  hat  man  für  den  in 
r  und  a  ausgedrückten  Inhalt  des  gleich- 
schenkligen Dreiecks  MAB: 


r* 


b)  .  .  .  Dreieck  MAB  =  -^  •  sin« 

Femer  hat  man  nach  der  Erkl.  486  für 
den  in  /*  und  a  ausgedruckten  Inludt  des 
Sektors  MACB: 


c) 


Sektor  MACB  =zr^n 


3600 


Aus    den   Gleichungen  a)   bis    c)    erhält 
man  also  fiir  a  die  Bestimmnngsgleichnng: 


2 


«0 


•  sm«  = 


oder: 
A)  .  . 


r^n 


«0 


360« 


sm  «  =  71 


3600 


und  dies  ist  eine  goniometrische  Gleichung, 
in  welcher  nicht  allein  der  unbekannte  Win- 
kel a,  sondern  auch  die  unbekannte  FunktiuB 
Sinus  dieses  Winkels  a  vorkommt  In  bezug 
auf  das  Auflösen  solcher  transscendenter 
Gleichungen  beachte  man  die  Erkl.  484. 


I ^ 


Aufgaben  ttber  den  Kreis. 
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*  An^ptbe  837.  Von  einem  Kreis,  dessen 
Radius  r  gegeben  ist,  soll  man  mittels  einer 
Sehne  ein  Segment  absi^eiden,  das  gleich 
dem  vierten  Teil  jenes  Kreises  ist;  wie  gross 
ist  der  zu  diesem  Segment  gehörige  Oentrie- 
winkel? 


(begeben:   eine  Beaehung  zwischen  dem  Inhalt 
eines  Segments  und  dem  eines  Kreises. 
Gesucht:    Centriewinkel  a 

Andentnng.  Gemäss  der  Aufgabe  soll 
zwischen  dem  Inhalt  eines  Segments  und  dem 
Inhalt  (r^n)  des  zugehörigen  Kreises  die  Re- 
lation bestehen: 


a) 


Sgt  =  ^ 


r^n 


Da  temer  nach  der  Erkl.  491  die  Relation 
besteht: 

b)...Sgt  =  -2-(^^.^^-gm.j 

so  ergibt  sich  aus  den  Gleichungen  a)  und  b) 
fttr  den  gesuchten  Winkel  a  die  Bestimmungs- 
gleichung: 


oder: 
A)  .  . 


r2  /-         «0  .     \         1 


"  •  I8ÖÖ  -  "^  «  =  2" 


in  welcher  Gleichung  nicht  allein  der  un- 
bekannte Winkel  a,  sondern  auch  die  un- 
bekannte Funktion  Sinus  dieses  Winkels  a 
voikommt.  In  bezug  auf  das  Auflösen  solcher 
transscendenter  Gleichungen  siehe  man  die 
Erkl.  484. 


f  Au^be  838.  In  einem  Kr^,  dessen 
Halbmesser  r  =  25,25  m  lang  ist,  ist  eine 
Sehne  so  gezogen,  dass  sich  das  dadurch  ab- 
geschnittene« kleinere  Segment  zum  zugehöri- 
gen Sektor  wie  2 : 5  verMlt  Wie  lang  ist 
jene  Sehne. 

Figur  886. 


:  I  eil 
I  eil 


r  =  25,25  m 

Gegeben :  {  ^^^^^  Beziehung  zwischen  dem  Inhalt 
'  eines  Segments  and  dem  des  za- 
gehörigen Sektors 

Gesucht:  Sehne 

Andeutung.  In  Figur  386  sei  s  die  Sehne, 
welche  den  gegebenen  Kreis  um  Jlf  in  die  beiden 
Segmente  ABC  und  ABB  so  zerlegt,  dass 
zwischen  dem  Inhalt  des  kleinem  Segments 
ABC  und  dem  Inhalt  des  zu  diesem  Segment 
gehörigen  Sektors  MACB  die  Relation  be- 
steht: 
a)  .  .  .  Sgt  ABC  :  Sekt  MACB  =  2:5 

Da  nun  nach  der  Erkl.  491'  die  Relation 
besteht: 

b)...Sgt  =  _(^7r..fg^~8m«j 

und  da  femer  nach  der  Erkl.  486  die  Re- 
lation: 

c)  .  .  . 


Sekt  =r^n 


3600 


besteht,  so  ergibt  sich  aus  den  Gleichungen  a) 

bis  c)  für  den  zu  jener  Sehne  v  gehörigen 
Centriewinkel  a  die  goniometrische  Bestim- 
mungsgleichung: 
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«0 


=  2:5 


oder,  wenn  man  diese  Gleichung  noch  re- 
duziert: 

«0 


(''•l£o-«°«)  =  "- 

oO  4 

71  • —  8in  a  z=  —  n 

1800  5 


3000 
«0 


=  4:5 


Sina  =  TT  •  -TTrrr  — 


2 


1800 


n 


360» 

go 

1800 


mithin: 


3 


«0 


sma  zzz  -^n 

o 


1800 


oder: 
A)  .  . 


sma  =  n 


€fi 

8000 


In  welcher  Gleichung  nicht  allein  der  un- 
bekannte Winlcel  a,  sondern  auch  die  alt- 
bekannte Funktion  Sinus  dieses  Winkels  n 
vorkommt.  Hat  man  nach  dieser  Gleichung, 
siehe  Erkl.  484,  den  Winkel  a  näherungs- 
weise berechnet,  so  kann  man  aus  demselbet 
und  dem  gegebenen  Radius  r  die  gesuchte 
Sehne  s  berechnen,  wie  in  der  Auflösung  da- 
Aufgabe  797  gezeigt  wurde. 


f  Aufgabe  839.  Ein  Viertelskreis  sei 
durch  eine  zu  einem  der  Begrenzungshalb- 
messer Senkrechte  halbiert.  Wie  gross  ist 
der  dieser  Senkrechten  entsprechende  Centrie- 
winkel? 

Figur  337. 


Gegeben:    eine    Beziehnng    zwischen    «iBea 
Segment  und  einem  HaOikreis 

Gesucht:  Gentiiewinkel  a 

Andeutung.  Stellt  in  der  Fig:ur  337 
A  MB  einen  Viertelskreis  dai-,  welcher  durcL 
die  zum  Begrenzungsradius  MB  Senkreditc 
CD  halbiert  wird,  und  man  verbindet  C  mir 
M,  so  ist  der  Centriewinkel  a  cler  gesuchte. 
Verlängert  man  AM  hi9  F  und  CD  bis  0, 

80  muss  zwischen  dem  Inhalt  -^  des  Halb- 
kreises AFB  und  dem  Inhalt  des  Segments 
CGB  gemäss  der  Aufgabe  die  Beziehimr 
bestehen: 


a) 


Segment  CGB=  -^ 


—  sin2« 


Da  nun  nach  der  ErkL  491  nnd  in  Kad- 
sicht,  dass  der  Centriewinkel  CMG  des  Seg- 
ments CGB  für  diesen  Fall  =  2a  ist,  die 
Relation  besteht: 

b)...sgtceB  =  ^.(«.-jg^ 

SO  ergibt  sich  aus  den  Gleichungen  a)  und  b^ 
ftir  a  die  Bestimmungsgleichung: 

—  I  ji . smSa  I  =  —  • 

2  V       1800      »»"»^«^  —  2        2 

oder: 


) 


A)  .  . 


n  • 


«0 
900 


—  sin  2  IX  = 


n 
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in  welcher  Gleichung  nicht  aUein  der  un- 
bekannte Winkel  a,  sondern  auch  die  un- 
bekannte Funktion  Sinus  des  Winkels  2  a 
vorkommt.  In  bezug  auf  das  Auflösen  solcher 
transscendenter  Gleichungen  siehe  man  die 
Erkl.  484. 


Aufgabe  840.  Auf  einen  Durchmesser 
eines  Kreises,  dessen  Radius  r*  ist,  ist  eine 
Senkrechte  errichtet,  welche  diesen  Durch- 
messer stetig  teilt;  in  welchem  Verhältnis 
stehen  die  Inhalte  der  Segmente,  in  welche 
der  Kreis  durch  jene  Senkrechte  zerlegt  wird? 

Figur  338. 


Erkl«  495«  Man  sagt:  eine  Strecke  ist 
stetig  oder  nach  dem  mittlem  und  äussern 
Verhältnis  oder  nach  dem  goldenen  Schnitt 
geteilt,  wenn  das  grössere  Stück  derselben  die 
mittlere  geometrisdie  Proportionale  zwischen 
der  ganzen  Strecke  und  dem  andern,  dem  klei- 
nem Stück  derselben  ist. 

Siehe  die  Teile  der  Encyklopädie,  welche 
über  Planimetrie  handeln. 

Erkl.  496.  Ist  in  der  Fig.  338  der  Punkt  C 
ein  solcher  Punkt,  durch  welchen  die  Strecke 
AB  stetig  geteilt  wird,  so  besteht  nadi  der 
Erkl.  495  die  Proportion : 


Gegeben :  eine  Beziehung  zwischen  zwei  Stücken  eine» 
Durchmessers 

Gesucht:    Verhältnis  der  Inhalte  zweier  Segmente 


Andeutung.  Ist,  siehe  Figur  338,  AB 
ein  Durchmesser  des  gegebenen  Kreises  und 
ist  DF  eine  zu  AB  Senia*echte,  welche  den 
Durchmesser  AB  stetig  teilt,  so  besteht 
nach  der  ErkL  495  zwischen  dem  Durch- 
messer AB  (=  2r),  dem  grossem  Abschnitt 
AC(=r'j-a)  und  dem  kleinem  Abschnitt 
CB  (=  r  —  a)  die  Proportion: 

a)  .  .  .  ^r:(r  +  a)  =  {r  +  ä):{r  —  a) 

und  aus  dieser  Proportion  erhält  man  nach 
der  Erkl.  496  zunächst  für  den  Abstand  a 
der  zur  Sehne  AB  senkrechten  Sehne  DF 
vom  Kreismittelpunkt  M: 

b)  .  .  .    a  =  r  .(— 2+  Yb) 

Verbindet  man  nunmehr  M  mit  D  und  i^, 
so  ist  der  Winkel  D MF  der  kleinere  der 
Centriewinkel,  welche  zu  der  Sehne  DF  ge- 
hören. Aus  dem  rechtwinkligen  Dreieck 
DOM  ergibt  sich  zur  Berechnung  dieses 
Winkeln  die  Eelation: 


a  MC 

cos  -ö"  =  -r=- 

2  MD 


oder: 


AB  :AC  =  ACiBC 


2  r :  (r  -|-  a)  =  (r  -\-a):{r  —  a) 

Löst  man  diese  Qleichung  in  bezug  auf  a 
auf,  so  erhält  man  der  Reihe  nach: 

2r.(f  —  a)  =  (r  +  a)'(r  +  a) 

2;-2—  2r.a  =  (r  +  a)^ 

2r2  — 2r-a  =  r^  +  2r'a  +  a^ 

2r8  — r2  =  2r.a-i-2r-a-f-a2 

a2-j-4r»a  =  r^ 

a2  +  4r . a  -f  (2r)«  =  r«  +  (2r)2 

a  +  2r=  +  V^5r2 
a  =  —  2r  +  r  V 5" 
a  =  r.(— 2+  yb) 


oder: 

a         a 

oder  in  Eücksicht  der  Gleichung  b): 

cos-2= ^ ^ 

mithin: 

A)  .  .  .  .  cos  -^  =  —  2  -[-  \/W 

nach  welcher  Gleichung  man  mittels  einer 

HC 

trig.  oder  einer  log.-trig.  Tafel  den  Winkel  -g 

also  auch    den   Centriewinkel  a   berechnen 
kann. 

Nach  der  in  Auflösung  der  Aufgabe  826 
aufgestellten  Gleichung  A)  hat  man  für  den 
Inhalt  des  Segments  DFB\ 

c)  .  .  .  Sgti)FB  =  ^r27r.  g?^-sin«^ 
und  für  den  Inhalt  des  Segments  DFA\ 
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oder,  in  Rücksicht,  dass: 

a,  =  3600  —  « 

dass  also  hiernach  and  nach  der  ErkL  432: 

sin  «,  =  sin  (3600  —  «)  oder  :=  —  sina 
gesetzt  werden  kann: 

d)  .  .  8gtDF^  =  |(2..?«^-*  +  «B.) 

Nach  den  Gteichnngen  c)  and  d)  erhib 
man  für  das  gesachte  Verhttltnia  der  Inhalt« 
beider  Segmente: 

oder: 
Sgt  DFB'.Sgt  BFA  =  ^2^. -^J^^- sin«^  :  (s^i  .??^^  +  8iii«) 

(äO  \    r         /d600         cfi  \ 

2"  •  36Ö«  -**"«)  -■  l^»  •  i-3«0Ö  -  3«öij  +^' 

oder,  wenn  man  Zähler  nnd  Nenner  de» 
Quotienten  redits  durch  den  ZShkr  dividiert 

Sgti)FJ8:  SgtZ>F^  =  l:r -^ l] 

[Sir-^-sin«       J 

oder: 

A,)  .  .  .  Sgt  DFB  :  Sgt  DFA  =  1 :  [—.-l-j-—--  ll 

L  365>~  27r  J 

nach  welcher  Gleichung  man,  in  Rückaicbt 
des  für  a  nacli  Gleichung  A)  beredmeta: 
Werts,  das  gesuchte  Verhältnis  beredua 
kann. 


Angabe  841.     Ein  Peripheriewinkel   in 
einem  Kreis  mit  dem  Radius  r  =  10  dm  ist 

«=18^,   die  Summe  der  beiden  Sehnen  Sy  \     _l.^ZL  i^"      I 

und  «2,  welche  diesen  Winkel  einschHessen,  ^^egeben:  |  s,-^s^  -  6r^^    ^^.^^^^  Figur  3*. 
ist  =  3r;  man  soll  die  Sehne  a  bereclmen,  ^       ,  1 

über  welcher  jener  Peripheriewinkel   steht,  ^^^'^^*'* '  "  S?fchtnÄ  ^"^  ^ 
und  soU  den  Inhiedt  des  KreListücks  bestimmen, 

ÄLTeÄn'Ä  Andentnng.     Sind,  siehe  Figur  339,  ^ 

S^S^rd  ^         KreisDogen  De    ^^  ^^  ^^  g^j^^  ^^^  gegebenen  Kreises. 

^  *  deren  Summe  gleich  der  gegebenen  ist,  md 

welche  den  gegebenen  Peripheriewinke]  e 
einschliessen,  und  verbindet  dann  die  £b^ 
punkte  A  und  B  dieser  Sehnen  onter  äcl 
and  mit  dem  Mittelpunkt  M^  so  erhält  man  d&^ 
Mittelpunktsdreieck  MAB,  in  welchem  nad 
der  Erkl.  450  der  Wmkel  AMB  =  2a  ist 
Da  man  somit  den  Centriewinkel  2  a  nnd  dec 
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Figur  889. 


Radius  r  kennt,  so  kann  man  zunächst  die 
Sehne  s  berechnen,  wie  in  der  Auflösung 
der  Aufgabe  797  gezeigt  ist. 

Ist  hiemach  die  Sehne  $  berechnet,  so 
kennt  man  von  dem  Dreieck  ABC  die  Seite  s, 
die  Summe  der  beiden  andern  Seiten  s^  und 
^2  und  den  der  erstem  Seite  gegenflber- 
liegenden  Winkel  a;  man  kann  somit,  wie 
in  der  Auflösung  der  Aufgabe  479  gezeigt 
wurde,  den  Inhalt  dieses  Dreiecks  berechnen. 
Femer  kann  man  den  Inhalt  des  Segmenta 
ABD  aus  dem  Centriewinkek  2 et  und  dem 
gegebenen  Radius  berechnen,  wie  in  der  Auf- 
lösung der  Aufgabe  826  gezeigt  wurde.  Den 
gesuchten  Inhalt  des  Flächenstficks  CADB 
findet  man  schliesslich  nach  der  Relation: 
CADB  z=z  Dreieck  ^lÄC  +  Sgt  ABD 


Annerkiuig  51«  Weitere  Aufgaben,  in  welchen  Berechnungen  von  Teilen  eines  Kreises,  so- 
wie Beredmungen  solcher  geometrischer  Grössen  gefonlert  werden,  welche  sich  auf  den 
Kreis  beziehen,  sind  noch  in  den  folgenden  Abschnitten  enthalten. 


13).  Aufgaben  über  das  Dreieck  in  Verbindung  mit  den  dem- 
selben um-,  ein-  und  anbeschriebenen  Kreisen. 

Anmerkung  52*  Unter  dem  einem  Dreieck  umbeschriebenen  Kreis  versteht  man  den  Kreis, 
dessen  Peripherie  durch  die  drei  Edipunkte  des  Dreiecks  geht;  der  Radius  dieses  Kreises 
ist  in  nachstehendem  mit  „r**  bezeichnet. 

Unter  dem  einem  Dreieck  einbeschriebenen  Kreis  versteht  man  den  Kreis, 
dessen  Peripherie  die  drei  Seiten  des  Dreiecks  bertthrt;  der  Radius  dieses  Kreises  ist  in 
nachstehendem  mit  „^''  bezeichnet. 

unter  den  einem  Dreieck  anbeschriebenen  Kreisen  versteht  man  die  drei  Kreise, 
von  welchen  jeder  eine  Seite  eines  Dreiecks  und  die  Verlängerungen  der  beiden 
andern  Dreiecksseiten  bertthrt;  je  «nachdem  ein  solcher  Kreis  die  Seite  a  oder  die  Seite  b 
oder  die  Seite  c  des  Dreiecks  berührt,  ist  der  Radius  desselben  in  nachstehendem  bezw. 
mit  Qai  Qh  tftid  ^  bezeichnet. 

Anmerkung  5S.  Die  Beziehungen,  welche  zwischen  den  Radien  der  einem  Dreieck  um-,  ein- 
und  anbeschriebenen  Kreisen  und  anderen  Bestimmungsstücken  des  Dreiecks,  als: 
Seiten,  Seitenabschnitte,  Inhalt,  Höhen,  Höhenabschnitte,  Schwerlinien,  Winkelhalbierenden 
Transversalen  etc.  bestehen,  sind  von  sehr  grosser  Wichtigkeit;  indem  mittels  dieser 
Bezi^ungen  viele  trig.  Aufgaben,  besonders  solche  Aufigaben,  welche  mit  Hülfe  von  solchen 
geometrischen  Konstniktionen  gelöst  werden,  bei  welchen  die  sog.  geometrischen  Oerter 
in  Anwendung  kommen  [siehe  den  Abschnitt  6)J,  auf  degante  und  leichte  Weise  gelöst 
werden  können ;  indem  femer  mittels  jener  Beziehungen  trigonometrische  Sätze  abgeleitet 
werden  können,  ohne  deren  Kenntnis  viele  trig.  Aufgaben  überhaupt  nicht  oder  doch  nur 
sehr  schwer  lösbar  sind  und  indem  schliesslich  mittels  jener  Beziehungen  auch  viele  rein 
planimetrische  Sätze,  auf  einfache  Weise  hergeleitet  werden  können. 

Anmerkung  54.  Die  Anzahl  der  Beziehungen,  welche  zwischen  den  Radien  der  einem  Dreieck 
um-,  ein-  und  anbeschriebenen  Kreisen  und  den  in  voriger  Anmerkung  angeführten 
anderen  Bestimmungsstücken  des  Dreiecks  aufgestellt  werden  können,  desgleichen  die 
Anzahl  der  trig.  Sätze  und  planimetr.  Sätze,  welche  man  aus  jenen  Beziehungen  herleiten 
kann,  ist  eine  Überaus  grosse,  indem  zwischen  je  einem  dieser  Radien  und  je  zwei, 
drei,  vier  etc.  jener  Bestimmungsstticke ,  wozu  such  die  anderen  jener  Radien  gehören^ 
Beziehungen  aufjgestellt  und  ans  diesen  vielen  Beziehungen  durch  alle  möglichen  Kom- 
binationen derselben  eine  grosse  Anzahl  trig.  und  planimetrischei  Sätze  abgeleitet  werden 
können. 

In  den  nachfolgenden  Abschnitten  a)  bis  c)  sind  die  wichtigsten  jener  Beziehungen 
vorgeführt,  dabei  ist  gezeigt,  wie  man  diese  Beziehungen  benutzt,  um  nnttels  derselben  trig.  und 
planimetrische  Sätze  herzuleiten  und  entsprechende  Aufgaben  zu  lösen  hat. 
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a)  Aufgaben  über  das  Dreieck  in  Verbindung  mit  dem  demselben 

umbeschriebenen  Kreis. 

Aufgabe  842.    Man  soll  nachweisen,  dass 
zwischen  den  drei  Seiten  a,  b  und  c  eines 

Dreiecks,  bezw.  der  halben  Sunme  — -^ — =«, 

den  drei  Winkeln  a,  ß  und  y  und  dem  Ea- 

dius  r  des  dem  Dreieck  umbeschriebenen        Auflösung.    Die  Richtigkeit  der  in  der 

Kreises  nachfolgende  Eelationen  bestehen:  Aufgabe  vorgeführten  Eelationen  kann  naa 

a  wie  folgt  darthun: 


1) 


2  sin  CS 


A)  Beweis  der  Eelationen  1)  bis  3): 

2)  .  .  .  r  =       .  Ist,  siehe  Fignr  340,  der  Kreis  um  M  der 

^^^ß  dem  Dreieck  ABC  umbeschriebene  Kreii. 

c  und  man  zieht  von  einem  der  Endpunkte  der 

3)  .  .  .  r  :^  g^^  Seite  a  einen  Durchmesser ,  z.  B.  den  Dnid- 

'  messer  BD  nnd  verbindet  C  mit  Z>,  so  erhih 

.V  J^  ft  +  fe  man  nach  der  Erkl.  452  das  bei  C  rechtwisk* 

4)...r       ^  •  a—ß  lige  Dreieck,  in  welchem  nach  der  Erkl.  451 

cos ^ cos -^  der  Winkel  BDC  gleich  dem  Winkel  BAC 

^  a  4-  c  ^^^^  ^^  **  ^^^*     ^^^  diesem  Dreieck  ergibt  sieb 

5)  .  .  .  r  =  -r  •  iT-^^ die  Relation. 

cos§^.cos-~s-^  .  BC 

^  ^  sm«  = 


1               b+c  BD 

«)  .  .  .  r  =  —  . ^— ^  oder,  da: 


COS  TT  «COS 


2  •^"'»-2  BC—a 


—  J_  g  — 6  und       BD  =  2r 

7)  .  .  .  r  —       •  ^_^  jg^. 

*       sin  -|-  sm  — ö-^ 


sma  = 


o;...r—  ^-         ^        ^__^  ^m^  hieraus  erhält  man: 


sm^-sm    2 


1) 


^.  1  &  —  c  2sina 

4       sin  ^. Bin  ^~y  ^^  derselben  Weise  kann%nan  darthun,  wau 

2  2  man  von  einem  der  Endpunkte  der   Seite  h. 

l  g  bezw.  von  einem  der  Endpunkte  der  Seite  r 

10)  .  .  .  r  =  —  • ^ -X -—  einen  Durchmesser  zieht,  dass: 

cos -2  COS -f  COS  i  j 

2)  . 


1  s  —  a  ,  2  8in/> 

11)   .   .   .   r  =  ~ a    .      /?    .      y  ^^ 

*      cos  Y  81U  "1-  sin  -fr 


3)  .  .  .   r  = 


1  8—6 


2  sin  7^ 


12)  ,  .  .  r  =  -j-  • -X ist.    Man  kann  den  Beweis  auch  fuhren,  wie 

sin  -s-  cos  ^  sin  -J  in  der  Erkl.  497  angegeben  ist.     (Siehe  tncfc 

die  Erkl.  498  bis  502.) 

1  s "——  c 

13)  .  .  .  r  =  ~ .  —~—j-—-  jj  Beweis  der  Relationen  4)  bis  6): 

sm  "jT-  sm  7t-  cos  -t- 

Aus  der  in  Antwort    der  Frage   21   auf- 

I^N  ^  --  Jl  .  \/       a^—b^  gestellten  Hollweide  sehen  Formel  89: 

"  2      V  sinysin(a  — ^)  /     i   xx  «  — ^  ^  +  ß 


15)...r  =  l.y^ 


a«  — c2 


(a  -f-  6)  :  c  =  cos  — jr-^  :  cos 


2         -^^       2 

.    ,  ^        erhftlt  man: 

sin/Jsm(«  — y)  „^.ä 

cos — g-^ 


^2      V  Bin  «.sin  (^-y)  «w-2^ 
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17)  . 


18)  ...  r 


19)  . 


=  TYr 


a2-|-62 


femer  ist  nach  der  Erkl.  52: 


■j-cosy'C08(a  —  ß) 
-j-cos/9-co8(a  —  y) 


fe2+C« 


■j-  cosa*  cos  (ß  —  y) 


'  2      V    2     sina*8in/9- 


ß-cosy 


21)  ^  =  1.^/1.  ■^'  +  '''->* 

2      V    2     8ina-8my-c08 


ß 


22)  •••»-=  2"  •  V 


/  1       6»  +  eü  —  o« 
2     sin/Ssinycosa 


23)  ...  r 

24)  ...  r 

25)  ...  r 

26)  ...  r 


ah 


2  [coB  («  —  ^)  —  cos  («  -|-  /J)] 


ac 


2  [cos(o  —  y)  —  COB  (a  -f-  y)] 
67" 


2[cos(^  — y)-cosOJ  +  y)J 
abc 


4  \/«  («  —  a)  («  —  6)  («  —  c) 
Figur  340. 


Erkl.  497.  Ist,  siehe  Eignr  341,  der  Kreis 
am  If  der  dem  Dreieck  ABC  nmbeschrie- 
bene  Kreis,  und  man  verbindet  M  mit  den 
drei  Ecken  Ä^  B  nnd.C,  so  erhält  man  die  drei 
gleichschenkligen  Dreiecke  MAB,  MBC 
imd  MCA,  Nach  der  Erkl.  450  ist  der  Scheitel- 
winkel des  Dreiecks  MAB  =z2y 

des  Dreiecks  MBC=  2  a 

des  Dreiecks  MCA  =  2/9 

Da  diese  Winkel  zugleich. Centriewinkel  des 
Kreises  uA  M  sind,  so  bestehen  zwischen  den- 
denselben,  dem  Radius  r  und  den  Dreiecksseiten 
oder  den  Sehnen  a,  h  und  c  des  Kreises  nach 
der  in  Andeutung  zur  Aufgabe  798  alifgestellten 
Gleichung  A),  bezw.  die  Relationen: 


siny  =  2sin  -^  •  cos 


2      ^^^  2 

Setzt  man  diese  Werte  für  c  und  siny  in 
vorstehende  Relation: 
c 

2  siny 

so  erhält  man: 


(a  +  fc).cos^ 


2-2sin-|-cos-^  •  cos^^-g-^ 


Berücksichtigt  man  noch,  dass  a-^-ß  und  y 

als  Winkel    eines   Dreiecks    Supplementwinkel 

et  *-4-~  B  y 

sind,  dass  also  — ^  und  -^  Komplementwinkel 

sind  und  dass  somit  nach  der  Erkl.  19: 

a-\-ß         .     y 
COS  — ^-^  =  sm  -^ 

ist,  so  erhält  man  aus  jener  Gleichung: 

1  a  +  6 


4)  .  .  .  r  = 


4  y  a  — d 

*       cos -|- cos —5-^ 


In  ganz  derselben  Weise  kann  man  mittels 
der  Formeln  S9a  und  89  b  und  mittels  der  vor- 
stehenden Relationen  2)  u.  1)  nachweisen,  dass: 


und 


ist. 


5)  .  .  .   r  =  -T- 
4 


6)  .  .  .   r  =  -^ 


a-f-c 


ß         «  — y 
cos  -^  •  cos  -y^ 


h-\-c 


a  ß  —  r 

cos  -^  •  cos  ^^-g-^ 


C)  Beweis  der  Belationen  7)  bis  9): 

Aus  der  in  Antwort   der  Frage  21    auf- 
gestellten Mollweideschen  Formel  90: 

(a  —  6)  :  c  =  Sin  — ^-^  :  sin  — —^ 


2 


erhält  man: 

c  —  ia-'h) 


sin 


a-f/9 


Sin 


a^ß 


femer  ist  nach  der  Erkl.  52: 

siny  =  2sin^cos-^ 

Setzt  man   diese  Werte  fftr  c  und  siny  in 
vorstehende  Relation  3): 

e 


r 


so  erhält  man: 


2siny 
(a-b).8iii?±^ 


2*2sin-^  •  cos-|-  •  sin  ^^-^-^ 
Berücksichtigt  man,  wie  vorhin,  dass 


a  +  ß 


und  -^  Komplementwinkel  sind,  dass  also: 
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28m -g- 


sin 


a  +  ß 


cos 


2  ^^''  2 

ist,  so  erhält  man  aus  jener  Gleichung: 


2sin 


.  2ß 


und 


7)  .  .  .   r  =  - 


a—b 


gin-Z. .  sin 


2 


28in|2: 
nnd  hieraus  erhält  man: 


In  ganz  derselben  Weise  kann  man  mitteb 
der  Formeln  90a  und  90b  und  mittels  der  vor- 
stehenden Relationen  2)  und  1)  nachweisen,  das: 


und 


1) 
3) 


a 


•     •     • 


2sina 

h 
28in/9 


28iny 


und 


ist. 


8)...   r  =  l 


9)  .  .  .   /•  = 


a  —  c 
Sin  f  •  sm  -Y^ 


b  —  e 

a  ß  —  y 


womit  die  EichtigkMt  der  Relationen  1)  bis  8) 
in  der  Aufgabe  842  ebenfalls  dargethan  ist 


D) 


der 


10) 


Wie  in  der  Auflösung  der  Angabe  561  ge- 
zeigt wurde,  bestehen  die  Relationen: 


und 


a-f  fe  +  c 

a 

sm^ 

2 

a  +  b  +  c 

008 1^  cos  |- 

"         2 

a'\-b-\-e 

cos  |-  cos  ^ 
™  2" 

"~          2 

cos  -2  <^"  4 

Erkl.  41^.  Aus  den  in  der  Aufgabe  842 
angeführten  Relationen  1)  bis  3)  ergibt  sich  die 
Relation: 

2r  =  —. —  oder  =    -r—^  oder  =  -4— 


d.h. 


smce 


sin/9 


sm/ 


„Die  Masszahl  für  den  Durchmesser  eines 
Kreises,  welcher  einem  Dreieck  umbe- 
schrieben ist,  ist  gleich  der  Hasazahl, 
welche  man  erhält,  wenn  man  die  Mass- 
zahl einer  Dreieeksseite  durch  den  Sinus 
des  dieser  Seite  gegenüberliegenden  Win- 
kels dividiert." 

Erkl.  499.  Aus  den  in  der  Aufgabe  842 
angeführten  Relationen  1)  bis  3)  ergibt  sich  die 
Relation: 

o      b     « 

2sina       2sin/9       2sin/ 

und  hieraus  erhält  man: 

b  e 


Setzt  man  diese  Werte  für  a,  b  und  c  besw. 
in  die  vorstehenden  Relationen  1)  bis  8)  eiB« 
bringt  in  bezug  auf  die  in  diesen  Relatioiien 
enthaltenen  Fmiktionen  sin«,  sin/f  und  sia^ 
die  in  der  ErkL  52  angeführte  goniometziscbe 
Formel  in  Anwendung,  und  setzt: 

a  +  h  +  c  _ 
2  ""* 

so  erhält  man  der  Reihe  nach: 


r  = 


«•sm-^ 


2*2Bin  -^  cos  Y  cos  4  <^8 -n 
•   ß 


2»2sin^cos4  •  ««-^ 


l 


cos -^  cos -l* 


«•sm 


»i 


2-2  sin  ^  •  cos  ^  •  cos  Y  oos-f" 


a 


smy 


sin  «  ""  sin  /J  " 
oder  nach  der  Erkl.  88: 

a\b:c=:  sina :  sin^ :  siny 


und  ans  jeder  dieser  Gleichungen  eEhält  ma 
naeh  gehi^riger  Reduktion  die  m  beweiaesif 
Relation: 

^/xx  1  • 

10)  .  .  .  r  =  -j-  •  - 


cos -j  cos  4  CO*  2' 


.J 


in  Frapükiort  a.  M.  1881. 


Der  ausführliche  Prospekt  nnd  das  ausführliche  Inhalts- 
verzeichnis der  „YoUständig  gelösten  Anfgabensammlung  Yon 
Dr.  Ad.  Kleyer**  kann  von  jeder  Buchhandlung,  sowie  von  der 
Verlagshandlnng  gratis  und  poi^tofrei  bezogen  werden. 

Bemerkt  sei  hier  nur: 

1).  Jedes  Heft  ist  aufgeschnitten  und  gut  brochiert  um  den  sofortigen  und  dauern- 
den Gebrauch  zu  gestatten. 

2).  Jedes  Kapitel  enthält  sein  besonderes  Titelblatt,  Inhaltsverzeichnis,  Berichtigungen 
und  Erklärungen  am  Schlüsse  desselben. 

8).  Auf  jedes  einzelne  Kapitel  kann  abonniert  werden. 

4).  Monatlich  erscheinen  8 — 4  Hefte  zu  dem  Abonnementspreiae  von  25  Pfg.  pro  Heft 

5).  Die  Reihenfolge  der  Hefte  im  nachstehenden,  kurz  angedeuteten  Inhsdtsver- 
zeichnis  ist,  wie  ans  dem  Prospekt  ersiohtlioh,  ohne  Jede  Bedeutung 
fflr  die  Interessenten. 

6).  Das  Werk  enthält  Alles,  was  sich  überhaupt  auf  mathematische  Wissenschaften 
bezieht,  alle  Lehrsätze,  Formeln  und  Regeln  etc.  mit  Beweisen,  alle  praktischen 
Aufgaben  in  vollständig  gelöster  Form  mit  Anhängen  ungelöster  analoger  Auf- 
gaben und  vielen  vortrefflichen  Figuren. 

7).  Das  Werk  ist  em  praktisches  Lehrbuch  für  Schüler  aUer  Schulen,  das 
beste  Handbuch  fUr  Lehrer  und  Examinatoren,  das  yorsuglichste  Lehrbuch 
Bum  Selbststudium,  das  yortrefflichste  Nachschlagebuch  für  Fachleute  und 
Techniker  jeder  Art. 

8).  Alle  Buchhandlungen  nehmen  Bestellungen  entegen. 
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der  bis  jetzt  erschienenen  Hefte 

kann  durch  jede  Buchhandlung  bezogen  werden. 


Halbjährlich  erscheinen  Nachträge  über  die  inzwischen  neu  erschienenen  Hefte. 


Drnok  tob  Omtl  Uammer  in  Slnltgwt. 


flfiSSSl 


Aufgaben-  Sammlung 
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mit 
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Brfleken-  u.  HoehMn's;  der  KonstmktionBlehren  als:  darstelL  Geometrie,  Polar-  u. 

Panülel-PerspeMiTO,  Sehattenkonstmktionen  etc.  etc. 

f&r 

SchOler,  Stndierende,  Kandidaten,  Lehrer,  Techniker  jeder  Art,  Militärs  etc. 

zum  einzig  rictitigen  und  erfolgreictien 

Stadium,  zur  Forthülte  bei  Schularbeiten  und  zur  rationellen  Verwertung 

der  exaUen  Wissenschaften, 

herausgegeben  yon 

Dr.  Adolph  Kleyer^ 

Mathematiker,  veTeideter  kOnigl.  prenat.  FeldmesseT,  vereideter  grotah.  heaaiaoher  Oeometer  I.  Klasse 

in  Frankfurt  a.  H. 

unter  Mitwirkung  der  bew&hrtesten  Er&fte. 
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Das  vollständige  Inhaltsverzeichnis  der  bis  jetzt  erschienenen  Hefte  Icann 
durch  jede  Buchhandlung  bezogen  werden. 


Preiagekrant  in  Franktort  a.  M.  1881. 

PROSPEKT. 

DiMM  Werk,  welchem  kein  Slmliehee  snr  Seite  itelit,  erscheint  monatlich  in  S— 4 
Heften  la  dem  billigen  Preise  Ton  26  ^  pro  Heft  and  bringt  eine  Sammlang  der  wichtie 
sten  nnd  praktischsten  Anfgaben  ans  dem  C^esamtgeblete  der  Hatbematiky  Physik, 
Meehaalk,  natlu  Geographie^  Astronomlei  des  MasehlneB-y  Strassen-^  Etfleabahn-, 
Brfleken-  and  Hoehbanesy  des  konstrukÜTea  Zeichnens  etc  etc.  and  swar  in  Tollattndig 
gelMer  Formi  mit  fielen  Ilgnreni  Erkllrnngen  nebst  Angabe  nnd  Entirlek^ang  der 
benvtiteB  Sitae»  Formeln^  Hegeln  in  Fragen  mit  Antworten  etc.,  so  dass  die  LOsonf 
Jedermann  Terstftndlich  sein  kann,  bezw.  wird,  wenn  eine  gr((8sero  Ansahl  der  Hefte  er- 
schioien  ist,  da  dieselben  sieh  In  ihrer  Gesamtheit  ergftnsea  nnd  alsdann  aaeh  alle 
Teile  der  reinen  nnd  angewandten  ICathematik  —  nach  besonderen  selbstftndigen  Kipi- 
teln  angeordnet  —  forliegen. 

Fast  jedem  Hefte  ist  ein  Anhang  von  nngelUsten  Aufgaben  beigegeben,  welche  der 
eigenen  LOsang  (in  analoger  Form,  wie  die  bezüglichen  geUVsten  Aufgaben)  des  Stndierendeo 
flberlassoi  bleiben,  nnd  sogleich  Ton  den  Herren  Lehrern  ftir  den  Schalnnterricht  benatst 
werden  können.  —  Die  LOsnngen  hienni  werden  sp&ter  in  besonderen  Heften  Kkr  die  Hand  dei 
Lehrers  erscheinen.  Am  Schlosse  eines  jeden  Kapitels  gelangen:  Titelblatt»  Inhaltsrerseieh- 
nlSy  BerlehtigmgeB  nnd  erlftntemde  Erklimngen  Ober  das  betrelfende  Kapitel  rar  Ansgabe. 

Das  Werk  behandelt  ranftchst  den  Haoptbestandteil  des  mathematisch-natnrwineD- 
schaftlichen  ünterrichtsplanes  folgender  Schalen:  BealsehaleB  I.  nnd  H.  Ord.,  gleieh- 
bereektlglen  hlHieren  Bargersehnlen»  Priratsehnleni  Gymnasien»  BealgynuuwieB»  Prs- 
gymnaslen»  Schnllehrer-Semlnaren»  Polytechniken»  Techniken»  Bangewerkachntoi, 
Gewerbeschvlen»  Handelsschalen»  techn.  Torbereltongsschalen  aUer  Arten»  gewerbliche 
Fortblldnngsschnlen»  Akademien»  ünlTersIt&ten »  Land-  nnd  Ferstwlssenschaftsaehnlea, 
MllltSrschnlen»  Torbereltnngs-Anstalten  aller  Arten  als  a.  B.  für  das  Blqjikrlg-Frei- 
wlUlge-  nnd  OfAalers-Examen»  etc. 

Die  Schfller»  Studierenden  ond  Kandidaten  der  mathematischen,  technischen  and 
natnrwissenschafUichen  F&cher,  werden  dorch  diese,  Schritt  für  Schritt  gelOfte»  Anfgabes- 
sammlnng  InunerwUirend  an  ihre  in  der  Schole  erworbenen  oder  nor  gehörten  Theorien  etc 
erinnert  nnd  wird  ihnen  hiermit  der  Weg  som  nnfehlbaren  Aofünden  der  Lösongen  der- 
jenigen Anfgaben  geieigt,  welche  sie  bei  ihren  PrUfangen  so  lösen  haben,  sngleich  aber  aock 
die  ttberans  grosse  Fmcktbarkelt  der  mathematischen  Wissenschaften  yorgeftihrt 

Dem  Lehrer  soll  mit  dieser  Aofgabensammlong  eine  kräftige  Stitie  fBr  den  Schiit 
Unterricht  geboten  werden,  indem  snr  Erlemong  des  praktischen  Teiles  der  mathematischcB 
Disdplinen  •—  lam  Anfl^en  yen  Anfgaben  —  in  den  meisten  Schalen  oft  keine  Zeit  er- 
übrigt werden  kann,  hiermit  aber  dem  Schüler  bei  seinen  h&oBlichen  Arbeiten  efaie  toü- 
stftndige  Anleitong  in  die  H&nde  gegeben  wird,  entsprechende  Anfgaben  m  lösen»  die  ge- 
hakten  Regeln»  Formeln»  Sfttie  etc.  ansnwenden  ond  praktisch  m  yerwerten.  Lwt»  Liebe 
and  Terstftndnls  für  den  Schal-Ünterricht  wird  dadorch  erhalten  ond  belebt  werden. 

Den  Ingenienren»  Architekten»  Technikern  nnd  Fachgenossen  aller  Art»  Mllitln 
etc.  etc.  seil  diese  Sammlang  nir  AnflHschang  der  erworbenen  ond  yieUeicht  yergessenes 
mathematischen  Kenntnisse  dienen  ond  sogleich  dorch  ihre  praktischen  in  allen  Benük 
iwdgen  yorkemmenden  Anwendungen  einem  toten  Kapitale  lebendige  Kraft  yerleiheB  ond 
Bosiit  den  Antrieb  ra  weiteren  praktischen  Terwertongen  ond  weiteren  Forschnngen  gebca 

Alle  Bachhandlangen  nehmen  Bestellongen  entgegen.  Wichtige  ond  praktische  Anf- 
gaben werden  mit  Dank  yon  der  Bedaktion  entgegengenommen  nnd  mit  Angabe  der  Namen 
fmrbsellst  —  Wünsche,  Fragen  etc.,  welche  die  Bedaktion  betreffen,  nimmt  der  YerfhsMr, 
Dr.  Kleyer»  Frankfurt  a.  IL  Fischerfeldstrasse  11,  entgegen  nnd  wird  deren  BiiedigBai 
Ihanllchst  berücksichtigt. 

stattgmrt  Di«  Yerlagshandlmig. 
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d.  b.  E)  Beweis  der  Relationen  11)  bis  13): 

^Die    Seiten    eines    Dreiecks   ver-         .        ,  *  v    ^       t»  1  *•       ^r^\        -i-x 

halten  sich  wie  die  Sinus  der  diesen    .  ^^^  ^«'  vorstehenden  Relaüon  10)  ergibt 

Seiten  gegenüberliegenden  Winkel."   *^^"' 

Dieser  Satz  wurde  bereits  in  Antwort  der 
Frage  19,  Abschnitt  5,  unter  dem  Namen  Sinus-  i^ithin  ist: 
satz  oder  Sinusregel  aufgestellt.   Man  kann 
diese  Sinusregel  auch  somit  herleiten,  wie 
soeben  gezeigt  wurde. 


tt         ß         y 

s  =.  4r»cos  -^  cos  -5-  cos -~ 
^         ^         « 


a         ß         y 
8  —  «  =  4r.cos  "ö"  cos  —-  COS  ~ —  a 

2a  SS  ^ 


firkl.  500«    Bezeichnet  man  die  Hypotenuse 
eines  rechtwinkligen  Dreiecks  mit  c,  so  hat 


Setzt  man  auf  der  rechten  Seite  dieser 
Gleichung  für  a  den  aus  der  Relation  1)  sich 
ergebenden  Wert: 

a  =  2r*8ina 


man  nach  der  Brkl.  498  und  in  Rücksicht,  dass  ^  ®'^'*  °**^  = 


der  der  Hypotenuse  e  gegenüberliegende  Winkel 
=  900  igt,  für  den  Rfäius  r  des  diesem  recht- 
winkligen    Dreieck     nmbeschriebenen   oder: 
Kreises: 


a         ß         y 
8  —  a  =  4r»co8  "ö"  cos  -^  cos  -^ 

Sa  ^  d 


2r*sina 


2-  sin  900 

oder,  da  nach  der  Erkl.  99: 

sin  900  =  1 
ist: 

c 


— a= r f  4 •  cos -g- COS  —  cos -|- —  2- 2sin  ~  cos  g- ) 

(Siehe  Erkl.  52) 
und  hieraus  erhält  man: 


s  —  a 


1) 


d.  h.  der  Radius  des  einem  rechtwinkligen 
Dreieck  umbeschriebenen  E^reises  ist  gleich 
der  halben  Hypotenuse.  Siehe  auch  Figur  842 
und  die  Erkl.  452. 

Figur  342. 


4  cos  -^  Tcos  ^  cos  -^  —  sin  ^j 

Setzt  man  jetzt  nach  der  Erkl.  19  und  in 
Rücksicht,  dass: 

—  und  '^  '  ^ 


2 


Komplementwinkel  sind 


für  sin 


o 


=  cos    ^—^ 


Erkl.  SOI.  Bezeichnet  man  einen  der 
Schenkel  eines  gleichschenkligen  Dreiecks  und 
mit  a,  die  Basis  mit  6,  den  Scheitelwinkel  mit  ^, 
einen  der  Basiswinkel  mit  a  und  den  Radius 
des  diesem  gleichschenkligen  Dreieck  um- 
beschriebenen Kreises  mit  r,  so  hat  man  darthun. 
nach  der  Erkl.  498  die  Relationen- 


2-"-  2  od« =<=<"(! +i) 

und  bringt  in   bezug  auf   diese  substituierte 

Funktion  cos  (^  +  -|- j  die  in  der  BAL  894 

angeführte  goniometrische  Formel  in  Anwen- 
dung, so  erhält  man: 

8  —  a 

4  cos  ^  Fcos  1^  cos  "l-  —  (cos  ^  cos  ^  — -  sin  |-  sin  -^j  J 

und  hieraus  ergibt  sich  durch  Reduktion  die  zu 
beweisende  Relation: 

1  8  —  a 

11)  ...  r  = ^ .     /?    .     y 

In   ganz   derselben  Weise    kann   man    die 
Richtigkeit  der  Relationen: 

1  8—h 

12)  .  .  .  r  = 


13) 


4 

1 

sin -|  cos -|  sin  l" 

8  —  C 

4 

a     ,     ß          y 

Sin  -  Sin  ^  cos  -^ 

und 


1) 


2) 


a 


2sina 
h 


F)  Beweis  der  Belationen  14)  bis  16): 

Nach  der  Sinusregel  ist: 


a 


2sin^ 

(Siehe  auch  die  Figur  343.) 
Kleyer.  Ehene  Trigonometrie. 


oder  auch: 


sma 


%mß 


sin^a        sm^ß 


37 


678 


Ebene  Trigonometrie. 


Bringt  man  in  bezng  anf  diese  Propordoü 
den  in  der  Erkl.  224  angefahrten  DiffereueB- 
satz  in  Anwendung,  so  erhftlt  man: 

g«  —  &«       _     g* 

sin*«  —  Bisfiß       sin*« 

und  hieraus  ergibt  sich: 


a  =  sin«  •  1/  -7-z r-r-i 

V  sin*«  —  an-fl 

Setzt  man  diesen  Wert  fOr  a  in  Yontdkende 
Relation  1): 

a 


so  erh&lt  man: 


2siniK 


28ina     V  sin««  —  sii 


Erid«  502.    Bezeichnet  man  die  Seite  eines  ,  _„  _  .         i/     .  «  •  • 

gleichseitigen  Dreiecks  mit  a  und  den  Ra-  ^sm«     V  sm««  — sin«/» 

dius  des  demselben  umbeschriebenen  Kreises   oder  in  Bücksicht  der  Erkl.  508: 
mit  r,  so  hat  man  nach  der  Erkl.  498  und  in 
Bttcksicht,  dass  jeder  Winkel  im  gl  ei  chs  ch  e  nk- 
ligen  Dreieck  =  600  ist,  die  Relation: 


"■  2  '  V  8in(«  +  /?).sin(«  — /f) 


r  = 


2sin60o 
oder,  da  nach  der  Erkl.  338: 

sin600=:i-  1/3" 


ist: 


Berücksichtigt  man  noch,  dass  «  H~  /^  ™^  ^ 
Supplementwinkel  sind,  dass  also  nach  der 
Erkl.  66 : 

sin  («  +  /?)  =  siny 

gesetzt  werden  kann,  so  erhält  man  hieram  die 
zu  beweisende  Relation: 


a 


14)  .  .  .  r 


oder: 


2.^  V3 


2      V  siny. 


««— 6« 


siny'8in(«— ^) 

In   ganz    analoger    Weise    kann    num  die 
Richtigkeit  der  Relationen: 


a 


mithin: 


V3 


1) 


a 


16) 
und 

16) 
darthun. 


—  i-    -■/        ««  — c* 
""  2  *  V  sin/9«8in(«— y) 

2      V  sin«*8in09  — 7*) 


'•=i-^« 


(Siehe  auch  die  Figur  344.) 


Q)  Beweis  der  Relationen  17)  bis  19): 

Xach  der  Sinusregel  ist: 

a  h 


smn 


oder  auch: 


sin/9 


sin^a        sin*/9 
Bringt  man  in  bezug  auf  diese  Proporti^'i 
den  in  der  Erkl.  224  angeführten  Sununensati 
in  Anwendung,  so  eriiftlt  man: 

gg  -|-  6«       _     gg 
sin2a-i-sin2/9""  sin«« 
und  hieraus  ergibt  sich: 


Erkl«  508«     Eine    goniometrische   Formel 
heisst: 

sin««  —  sin^/J  =  sin  (« -f-  ^)  •  sin  («  —  ß) 

(Siehe  Formel  202  in  Kleyers  Lehrbuch  der 
Gk>niometrie.) 


g  =  Sina  •    1/  -r-z i r-T-T 

V  sin*a-|-8in*/» 
Setzt  man  diesen  Wert  für  o  in  Tontdküdf 
Relation  1): 

g 


7* 


2  sin« 


so  erhält  man: 
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_    sin«    1/"    ag-[-l>8 
Ssina  V  sin^fl-j-sin^/S 

Erkl.  604.     Eine    goniometrische   Formel  oder  in  Rücksicht  der  in  der  Erkl.  504  anf- 

heisst:  gestellten  Gleichong  2): 

1)  sin2(«  + /9)  + sin«  («  —  /»)  =  l-co82acos2^  __  J_    ^/  a^-j-h^ 

(Siehe  Formel  148  in  Eleyers  Lehrbach  der        '^  ~  2  '  V  1 — cos  («-|-^)  cos (a—/?) 
Goniometrie.)  Berücksichtigt  man  noch,  dass: 

Setzt  man  in  derselben:  a  +  ß  nnd  y  Supplementwinkel 

tt-^ß  =  a  sind,  dass  also  nach  der  Erkl.  94  für: 
und      a  —  ß  =  ß  cos  (a  -[-  ^)  =  —  cosy 

,  a-^ß  gesetzt  werden  kann,  so  erhält  man  hiemach 

also    «  —  — g—  3j^  Relation: 

und    ß  =  — g-^  17)  .  .  .  r  —  y  .  y  j 


2  '  2      V  l-f-cosy-cos  (ff  — ^) 

2)  sin«a  +  sin«i9  =  1  —  cos  («  +  /9)-cos (o  —  ß) 


so  geht  derselbe  über  in:  ^^  gan»  analoger  Weise  kann  man  darthun, 

dass: 


18)  . 
und  dass: 


=iYi 


a^+c^ 


-|-cos/J'C08(«  — y) 


1       1  I  &2  +  C« 


-|-C08a«co8(i9  — y) 
ist. 

H)  Beweis  der  Relationen  20)  bis  2S): 

Nach  der  Sinusregel  ist: 


oder: 


sin« 

sin/9 

siny 

a2 
sin«« 

— 

d« 
sin«^ 

— 

sin«y 

a2 

&« 

—  c2 

oder: 


sin««        sin^/J        —  sin^y 

Bringt  man  in  bezug  auf  diese  laufende  Pro- 
portion den  in  der  Erkl.  284  angeführten  Snmmen- 
satz  in  Anwendung,  so  erhält  man: 

02-|-&2_c2  _      a2_ 

sin*  ff  "4-  sin^/j  —  sin*  y         sin*  «^ 
und  hieraus  ergibt  sich: 


sin««  +  sin«/f-sin*y 

Setzt  man  diesen  Wert  für  a  in  vorstehende 
Relation  1): 

a 

2  sin  ff 
so  erhält  man: 


Erkl.  505.      Eine   goniometrische  Formel         ^_    sin«    ^/         a2-[-5,>  — ^2 
heisst:  2 sin«  V    sin*«  +  sin«/?  —  sin*y 

8in*a-|~sin*/9  —  sin*y  =  2sinasin/?cosy        und  hieraus  ergibt  sich,  wenn  man  reduziert 
(Siehe  Formel  287  in  Kleyers  Lehrbuch  der  tmd  die  in  der  Erkl.  505  angeführte  gonio- 
Goniometrie.)  metrische  Formel   m  Anwendung  bringt,   die 

Relation: 

^,  1     i/T        o2  +  6*  — c* 

20)  .  .  .  r  =  -TT-  •  V  IT  •  — : — -^—Z 

^  2      V    2      sin«sinj9co8y 

In  ganz  analoger  Weise  kann  man  die  Richtig- 
keit der  Relationen: 
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21)  .  .  .  r  =  —  .  1/  —  .  —. — ! —-: 

xma 


2      V    2      sin/9sm^cosa 
darthan. 

I)  Beweis  der  Belationen  28)  bis  25): 

Multipliziert  man  die  vorstehenden  Relatio- 
nen 1)  und  2): 

a 

2sina 
und 

_     b 

2sin/9 
miteinander,  so  erhält  man: 

ab 


rs  = 


4  sin  (K  sin/? 
mithin: 


a)    .  .  .  r  =  1/  -j — : r 

V  4*sina8i] 


8in^ 

heiflrt"*  ****     ^^*   gomometriache   Fonnd        ^^^^  man  nimmehr  die  in  der  ErkL  5W 


angefOhrte  goniometrische  Formel   in  Anwen- 
2Bina  sin^  =  cos  («  —  ^)  —  cos  («  +  ^)  dnng,  so  geht  letztere  Gleichung  über  in : 

(Siehe  Formel  194  in  Kleyers  Lehrbuch  der  / ^^ 

V  ^• 


Goniometrie.) 


^  [cos  (a  —  /J)  —  cos(«  +  /f)] 
und  hieraus  ergibt  sich  die  Belation: 

28).  ••^  =  y  2[co8(«~Ä-cos(«+«i 

In   ganz   derselben  Webe   kann   man  die 
Bicfatigkeit  der  Belationen: 


24)  .  .  .  r  =  y^j 


ac 


2  [cos  (o  —  y)  —  cos  (a  +  y)] 
und 

25)  .  .  .  r  =  y  2[co8  0J-y)-cds(^  +  y)r 
darthun. 

K)  Beweis  der  Belation  26): 

Setzt  man  in  vorstehender  Belation  1): 

a 

2sina 
nach    der   in   der  Aufgabe   119   aufgestellten 

Formel  182  für  sin  a: 

2 

sin«  =  -i—  •  V«  («  —  «)(«—•  ^)  (*  —  0 
oc 

in  welcher  Formel: 

a  +  b  +  e 

*=         2 

ist,  so  erhält  man: 

Erkl«  607«  Die  in  nebenstehender  Auflösung         r  = ^  

hergeleitete  Belation  26)  enthält  keine  gonio-  g  .  _^  yg  (s  —  a)  («  —  b)  {a  —  c) 

metrische  Funktionen,  sie  kann  somit  auch  mit-       ^  ^.  '^^  «  ^    .  v  :i.    t^  i  ^ 

tels  rein  planimetrischer  Satze  hergeleitet  werden-  ^^  hienxiB  ergibt  sich  die  Belation: 

(Siehe  die  Teile  der  Encyklopädie ,  welche  26)  .  .  .  r  == 


über  Planimetrie  handeln.)  4  Y  s  (s  —  ä)(s  ^  b)  (s  —  c) 

(siehe  die  Erkl.  &07) 
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Aufgabe  843.  Zwei  Seiten  a  und  b  eines 
Dreiecks  messen  bezw.  30,55  und  28,48  m 
und  der  der  ersteren  dieser  Seiten  gegenüber- 
liegende Winkel  a  beträgt  74^  22' 8,4'';  man 
soU  den  Eadius  des  diesem  Dreieck  um- 
beschriebenen Kreises,  sowie  die  übrigen  nicht 
gegebenen  Stücke  berechnen. 


Gegebe 


"[\z 


=  80,55  m 
28,43  m 
740  22^  8,4" 


Gesucht:  Radius  r  des  dem  gegebenen  Dreieck 
umbeschriebenen  Kieises 

Andentnikg.  Nach  der  in  Aufgabe  842 
vorgeführten  Belation  1)  besteht  zwischen  dem 
gesuchten  Radius  r,  der  Seite  a  und  dem 
demselben  gegenüberliegenden  Winkel  die 
Relation: 


a)  . 


2sin(K 


nach  welcher  man,  in  Rücksicht  der  für  a 
und  a  gegebenen  Zahlenwerte,  den  Radius  r 
berechnen  kann.  Die  übrigen  gesuchten  Stücke 
kann  man  direkt  aus  den  gegebenen  Stücken 
berechnen,  me  in  der  Auflösung  der  Auf- 
gabe 120  gezeigt  wurde.  Man  kann  auch 
den  für  r  gefundenen  Wert  benutzen  und 
die  in  Aufgabe  842  yorgefnhrten  Relationen  2) 
und  8)  in  Anwendung  bringen. 


Angabe  844.  Der  Schenkel  eines  gleich- 
schenkl^en  Dreiecks  ist  a  =  24,008  m,  der 
Scheitelwinkel  desselben  ist  /?  ==  102^  36' 
40,8";  man  soll  den  Radius  des  diesem 
Dreieck  umbeschriebenen  Kreises  berechnen. 


Pnnr^Knn.   i   «  =  24,008  ffi 

uegeoen.  |  ^  __.  io20  36'40,8" 

Gesucht:  Radius  r  des  dem  gegeb.  gleich- 
sehenkligen  Dreieck  umbeschrie- 
benen Kreises 

Andeutung.     Man   benutze    die  in  der 
Erkl.  501  aufgestellte  Gleichung  1): 

a 


28ina 


und  beachte,  dass  zwischen  dem  Basiswinkel  a 
und  dem  Scheitelwinkel  ß  die  Relation: 

2«  +  /9  =  1800 

besteht,  dass  also: 

1800  —  /? 


a  = 


ist. 


Au^abe  845.  Von  einem  Dreieck  kennt 
man  eine  Seite  a  =  234,008  m  und  die  beiden 
anliegenden  Winkel  ß  =  82^  16'  14,08"  und 
y  =  64^  26' 40,4'';  man  soll  den  Radius  des 
diesem  Dreiedc  umbeschriebenen  Kreises 
berechnen. 


Gegeben: 


a  =  234,008  m 
/9  =  820 16'  14,08" 
l  y  =  640  26'  40'4" 


Gesucht:   Radius  r  des  dem  Dreieck  umbeschrie- 
benen Kreises 


Andeutnikg.     Man   benutze  die  in 
Aufgabe  842  vorgeführte  Relation  1): 


der 


2Bina 
und  beachte,  dass: 

a=  1800  — (^-f-y) 
ist. 
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Aufgabe  846.  Der  Umfang  eines  Dreiecks 
betragt  1200  m,  zwei  Winkel  desselben  sind 
a=llS^  44'  26"  mäß  =  38«  58'  38".  Wie 
gross  ist  der  Radios  des  diesem  Dreieck  nm- 
beschriebenen  Kreises? 


Gegeben 
Gesncht: 


■{ 


a  +  6  4-c  =  1200m 

a  =  lW44'26" 
^  =  880  58' 38' 


>** 


Radios  r  des  dem  ge^b.  Dreieck  ii:^- 
bescliiiebenen  Kreises 


Andeutung.     Man   benntze  die  in 
Aufgabe  842  vorgeführte  Relation  10): 

JL  * 

4 


der 


r  = 


a  ß  Y 

cos  g-  cos  2  ^^  2 


und  beachte,  dass  in  derselben: 


nnd  dass: 
ist. 


a  +  h  +  c 


y=  1800— (a  +  /J) 


Anfjgabe  847.  Die  drei  Seiten  a,  b  und  c 
eines  Dreiecks  sind  bezw.  7,48  m ,  931  m 
und  8,45  m  lang,  wie  gross  ist  der  Radios 
des  diesem  Dreieck  nmbeschriebenen 
Kreises? 


Gegeben: 


a  =  7,48  m 
h  =  9,81  m 
c  =  8,45  m 


Gesucht:    Radins  r    des    dem   Dreieck 
beschriebenen  Kreises 

Andeutung.     Man   benutze   die    in 
Aufgabe  842  vorgeführte  Relation  26): 


der 


ahc 


4  V«(a— a)(«  — 6)(« 
und  beachte,  dass  in  derselben: 


-c) 


a  +  6  +  c 
*  = 2 


ist. 


Angabe  848.     Von  einem  Dreieck  sind 

gegeben: 

a  =  1030  41'  8" 
j9  =  350 18'  0.9" 

und  Andeutung.     Die  Seiten   des    Dreiecks 

r  =  274,2873  dm  jjann  man  mittels  der  in  der  Aufgabe  842 

man  soll  hieraus  die  nicht  gegebenen  Seiten  vorgeführten  Relationen  1)  bis  3)  dir^:t  aas 

und  Winkel,  sowie  den  Inhalt  des  Dreiecks  den   gegebenen   Stucken   berechnen.       Sind 

berechnen.  diese  Stücke  berechnet,  so  verfahre  man  im 

weiteren  wie  in  der  Auflösung  der  Angabe  1 1 T 
(oder  in  der  Auflösung  der  Au^be  II s) 
gezeigt  wurde. 


Aufgabe  849.     Desgleichen,  wenn  ge- 
geben sind: 

r  =  16  m 
a  =  24m 
und 

b  =  20m 


Andeutung.  Kau  berechne  zunächst  die 
Winkel  a  und  ß  mittels  Anwendung  der  in 
der  Aufgabe  842  vorgeführten  Relationen  1) 
und  2).  Dann  verfahre  man  weiter,  wie  in 
der  Auflösung  der  Aufgabe  117  oder  in  der 
Auflösung  der  Aufgabe  118  gezeigt  yrurde. 
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Aufgrabe  860.     Desgleichen,  wenn  ge- 
geben sind: 

a :  6  =  68 :  76 

c  =  77  m  Andeutung.  Man  berechne  zonttchst  den 

und  Winkel  y  mittels  Anwendung  der  in  der  Auf- 

r  =  42,6  m  ga.be  842  vorgefBhrten  Relation  8) : 


2  sin/ 

Ist  y  hiemach  berechnet,  so  verfahre  man 
im  weiteren  wie  in  der  Andeutung  zur  Auf- 
gabe 886  gesagt  wurde. 


Aufgabe  851.     Desgleichen,  wenn  ge- 
geben sind: 

r  =  75,5208  m 

a  =  146  m  Andeutung.     Nach  der  in  Aufgabe  842 

ß^ Y  =  870 12^ 20,8"  vorgeführten  Relation  1): 

a)  .  .  .    r  = 


2sincc 


kann  man  in  Rücksicht  der  für  a  und  r  ge- 
gebenen Zahlenwerte  zunächst  den  Winkel  a 
berechnen.  Ist  a  hiemach  berechnet,  so 
kann  man  im  weiteren  zur  Berechnung  der 
Seiten  h  und  c  die  in  Antwort  der  Frage  21 
aufgestellten  Mollweideschen  Formeln  89b 
und  90b: 

ß  —.  Y  ß  -f-y 

(6  -|-  c) :  a  =  cos  :  cos     ^ 

und 

Qi  —  c):az=.  sm  :  sm      ' 

benutzen,  indem  man  berücksichtigt,  dass: 

2^2 
ist,  dass  also  nach  der  Erkl.  19: 

ß-^Y         '     « 

.    ß  +  y  a 

8m^  =  C08-g 


und 


ist,  lind  dass  man  somit  aus  jenen  Gleichungen : 
b)  .  .  .  6  +  <^  =  ö  •  — 


imd 

c)  .  .  .  6  —  c  =  o 


a 


a 
C08-Ö- 


erhält,  wonach  sich  leicht  b  und  c  berech- 
nen lassen. 
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Anfj^be  852.     Desgleichen,  wenn  ge- 
geben sind: 

h  +  c=z  1920,035  m 

r  =  630,05  m  Andeutung.     Man   benatze   die  in  de; 

und  Aufgabe  842  vorgeführte  Relation  6): 

«  =  650  20' 16,5"  1  h  +  c 


4  «  ß  —  y 

*      cos  -^  •  cos  '^  2  '- 


ß  "^y 
löse  dieselbe  nach  cos — g-^  auf  und  berechne 

aus  der  erhaltenen  Gleichung  und  in  Buck- 
sicht   der  für    r,  b-^c  und   er  gegebenen 

Zahlen  werte  zunächst  ^^^^;  da  femer  ß-f-; 

=  180^  —  a  ist,  so  kann  man  hiemach  leicht 
die  Winkel  des  Dreiecks  berechnen.  Dann 
kann  man  im  weiteren  verfahren  wie  in  dei 
Auflösung  der  Aufgabe  477  gezeigt  wnrde. 


Aufgabe  863.     Desgleichen,   wenn  ge- 
geben sind: 

h  -f-  c  ^=  449  dm 

r  =  205  5125  dm  Andeutung.    Man  berechne  zunächst  den 

UQ^  *  Winkel  a  mittels  Anwendong  der  in  der  Ani- 

fl  =  401  dm  Srabe  842  vorgeführten  Relation  1): 

a 

r  =. 


2  sin« 

Ist  hiemach  a  berechnet,  so  berechne  mac 
die  Winkel  ß  und  /,  wie  in  der  Andentnof 
zur  Aufgabe  852  gesagt  wurde. 


Angabe  864.     Desgleichen,   wenn  ge- 
geben sind: 

**  '  ^.  ^  55  ^2^3  jjj  Andeutung.     Man  berechne  nach  der  iE 

^jj^  '  der  Aufgabe  842  vorgeführten  Relation  4): 

rt  —  Ä  =  460 12' 45,4"  1  a-\-b 

*      cos  !y  '  cos  -^- 

znnächt  den  Winkel  /;  bestimme  dann  die 
Wuikel  a  und  ß  aus  a  —  ß  und  a^ß 
(=  180^  —  y)  und  verfahre  im  weiteren  wie 
in  der  Andeutimg  zur  Aufgabe  477  gesa^ 
wurde. 


Angabe  866.     Desgleichen,  wenn   ge- 
geben sind: 

6  —  c  =  1  dm 

r  =  8,125  dm  Andeutung.  Nach  der  in  der  Aufgabe  842 

^^  y  =  590  29'23,r'  vorgeführten  Relation  9)  ist: 

.  1  h  —  c 

a)  .  .  .  »•  = 


*      sm  ^  .  sm  ^-jJ^ 

Berücksichtigt    man,     dass     nach    der 
Erkl.  508: 

.     a      .ß  —  y       sinÄ  —  siny 
«"T*""      2      =—     2 
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ErkL  608.      Bezeichnen  « ,  ß  und  y  die  gesetzt  werden  kann,  so  erhält  man  in  Rück- 
Winkel eines  Dreiecks,  so  besteht  u.  a.  die  Re-  gfcht  dessen  : 
lation : 

1)  .  .  .  2ain — ^  •  sin  -^  =  sin«  —  miß 

(Siehe  Formel  262  in  Kleyers  Lehrbuch  der  oder* 
Goniometrie.) 

Vertauscht  man  die  Winkel,  indem  man:  A)  .  .  . 

und     2f  =  ^  nämlich  eine  Gleichung,  in  welcher  nur  noch 

,  ,.,^        '^,7'  ^    ,       ,,        .  die  unbekannte  Funktion  sini?  vorkommt,  und 

setzt,  so  erhält^an  die  analoge  Formel:  ^^^  ^^^^^^^  ^^  l^i^^^  ^^^  Kinkel  ß  be- 

2)  .  .  .  2sin^ — -  .  sin—  =  smß  —  siny  rechnen  kann.    Ist  ß  hiemach  berechnet,  so 

^  ^  kann  man  im  weiteren  verfahren  wie  in  der 

Andeutung  zur  Aufgabe  486  gesagt  wurde. 


r  — 

1 
4 

fe  — c 

sin/?  — sin  y 

•2 

r  = 

1 
2 

b  —  c 

sinÄ  —  siny 

Aufgabe  856.     Desgleichen,   wenn  ge- 
geben sind:  Andeutung.  Die  Auf  lösung  dieser  Angabe  ist 
&  —  c  =  Öl  m                                   analog  der  Auflösung  der  Aufgabe  855. 
/•  =  73,2250  m 

und 

ß  =  1240  58'  33,6" 


ATifgabe   857.      Desgleichen,  wenn  ge* 

b^c  =.11  dm  Andeutung.     Die  Auflösung  dieser  Auf- 

r  =  10,37202  dm  grabe    ist    analog  der  Auflösung    der   Auf- 

und  gäbe  855.     Man  benutze  die  in  der  Auf- 

«  =  810 12'  9,3"  gäbe  842  vorgefiilirte  Relation  9). 


Aufgabe   858.      Desgleichen,  wenn  ge- 
geben sind:  Andeutung.    Man  berechne  zunächst  den 
''"'     -tftonn"^  Winkel   y   mittels   Anwendung   der    in    der 
und            "" "~  Aufgabe  842  vorgeführten  Relation  3): 

r  i=  55,4083  m  ^  -_      ^ 

2siny 

Ist  y  hiemach  berechnet,  so  bei^echne  man 
mittels  Anwendung  der  in  der  Aufgabe  842 
aufgestellten  Relation  7): 

_  1  a  —  b 


4         •     y       •    a  —  ß 
*      sm  -^  •  sm  —^ 


die  Winkeldifferenz  a  —  ßj  und  dann  in  Rück- 
sicht, dass  a+|3  =  180''  — /  ist,  die  Win- 
kel a  und  ß.  Die  Seiten  a  und  b  kann 
man  dann  im  weiteren  mittels  der  Sinusregel 
berechnen. 


Angabe   859.     Desgleichen,  wenn   ge- 
geben sind:        ^  »y-  -qaqj  Andeutung.    Man  berechne  nach  der  in 
ab  =  8625qdm  ^^^  Aufgabe  842  vorgeführten  Relation  23): 
und  -t  /                      ab 


-V, 


a  =  730  44'  23,3"  '  ""  V  2  [cos  («  —  /J)  -  cos  («  +  ß)] 

in  Rücksicht,  dass: 

a-\-ßz=i  180"  — ff 
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ist,  die  Winkeldifferenz  a  —  ß.  Ans  a  —  ^ 
und  a'\-ß  bestimme  man  dann  die  Winkel  a 
und  ß.  Sind  a  und  ß  berechnet,  so  verfidiR 
man  im  weiteren  wie  in  der  Andentong  zur 
Angabe  635  gesagt  worde. 


Aufjgabe  860.     Desgleichen,  wenn  ge- 
geben sind:  Andeutung.    Die  Anflösong  dieser  Aufgabe 

r  =z  20,0417  dm  ist  ganz  analog  der  AnflQsnng  der  Aufgabe  fö9. 

ab  =.  481  qdm 

und 

y  =  980  41'  48,8"  

Aufgabe  861.     Desgleichen,    wenn   ge- 
geben sind :  Andeutung.   Nach  der  in  dei-  Aufgabe  842 

a  +  6  +  c  =  250  m  vorgeführten  Relation  10)  ist: 
rzr  73,225  m  ^  \ 

und  /•=!  —  • ^ 

«  r=  430  36'  10,4"  *       cos  -^  cos  |-  cos  -| 


Erkl«  609«     Eine    goniometrische   Formel  aA-h^-e 

heisst :  -  —  ^^    ~L 


in  welcher  Gleichung: 

8  = 


1)  .  .  .  2co8«.cos/J  =  cos («  +  /»)  + cos  («  —  /S)   _      -,  ^  ^  ,    ,       ,.  ,    .     -3^,  _, 

(Siehe  Formel  190  in  Kleyers  Lehrbuch  der  i?>^  Setzt  man  in  derselben  nach  derErkLoW 

Goniometrie.)  *'^^* 

Analog  dieser  Formel  besteht  zwischen  den       cos -^  -  cos -^  =  -^ (sin -^ -|- cos    'Z^f 

Winkeln  -J  und  |-  die  Relation:  ^^  ^^^^^^  ^^  ^^  Gleichiuig: 

2)  .   .   .    2C0S|C0S|-  =  C0S^^  +  C0S^  .  =  |.  a       l//a^         ß^^ 

COS  -r  •  -s- 1  sm  -TT  -r  cos  ^— ^-^  I 
Sind  nun  die  Winkel  «,  ß  und  y  die  Winkel  2     2\2^  2    f 

eines  Dreiecks,  ergänzen  sich  also  dieselben  zu   oder: 

1800,  80  sind:  A)  .  .  .  r  =  — - r 

to  und  -J  Komplementwinkel  '  "  ^       ^^«  T.  («^'^  f  +  «^^  ^') 

,  .    ^.  ,  .,^   ^  ^  ^     „,,  ,«  in  welcher  Gleichung  nur  noch  die  unbekannt« 

und  m  Rücksicht,  dass  nach  der  Erkl.  19:  ß  —  y 

BA-y  tt  Funktion  cos     ^     vorkommt  Löst  man  diese 

cos  ^  '    ■  =  sin  -^r-  ,       .        , 

s  2  Gleichung  hiemach  auf,  so  kann  man  ans  der 

ist,  ergibt  sich  aus  Gleichung  2)  für  die  Winkel  somit  erhaltenen  Gleichung  die  Winkeldifferenz 

eines  Dreiecks  die  Relation:  ß  —  y  bereclinen,  und  da  |8  +  7=  180**  —  « 

.  ^.       ß  y  «_   •    «  _L      ß^y      ist,  alsdann  die  Winkel  ß  und  j  bestimmen 

3)  .  .  .  2cos^.cos-2--8m~-t-cos— g-      g.^^^  hiernach   diese  Winkel  berechnet,  so 

kann  man  im  weiteren  verfahren,  wie  in  der 
Andeutung  zur  Aufgabe  561   gesagt;  wraiie. 


Aufigabe   862.     Desgleichen,   wenn   ge- 
geben sind:  Andeutung.    Man  setze  in  der  in  Auf- 

a  +  6  -  c  =  58  m  ^^^  g^g  vorgeführten  Relation  13): 
V  =  iio,4Uoom 

und  1               s  —  g 

a  -=  790  36'  40"  '*  =  T  '  ~  ."^""7"  "  Y 

*      sin  Y  8JU  Y  c<>8  2 

Erkl.  510.      Eine    goniometrische    Formel  ^^*  '"^      ^ '     ,   ,    ,                              .   , 

heisst:  ,_,  =  a  +  b  +  c  _ ^  ^^^^  ^  «j-6^ 

1)  .  .  .  28in«cos/J  =  8in(o-|-^)-|-sin(o  —  ß)  '                                   ^ 

GoÄtriS™*'^  ^''^  '"  ^'''^*"  Lehrbuch  der  „„^  „^,.1,  ^^  E^kl.  510  fiir  sm-|  •  cos-^ 


Aufgaben  über  das  Dreieck  in  Verbindung  mit  dem  demselben  nmbeschriebenen  Kreis.     537 

Analog  dieser  Formel  best^t  zwischen  den  ,    ß          y        1/       «,./9  —  v\ 

Ä           V  "J*  -^  •  cos  -^  =  -jr- 1  cos  ~  -f-  sm  —=r-  I 

Winkeln  -§-  iind  ^  die  ilelation:  2           2        2  V       2               2    / 

^          ^  Man  erhftlt  hiernach: 

2)  .  .  .  28in| .  co8|-  =  sin^l^  +  ^in^?^  1  1±^ 

a)   ...   r  =  -j- 


Sind  nnn  die  Winkel  /5,  y  und  «  die  Winkel  *      sin  —  •  -^-  (cos  —  +  sin  ^^^^ 

eines  Dreiecks,  ergänzen  sich  also  dieselben  zn  2     2  v      *i              2  / 

180^,  so  sind:  nach  welcher  Gleichung  man   die  Winkel- 

ß-\-y         a  _                  .  düferenz  jS  —  y  berechnen  kann.    Aus  ß  —  y 

-^  und  -g  Komplemeutwmkel  und  j3  +  y  (=  180»  —  a)  kann  man  dann  die 

imd  man  kann  nach  der  Erkl.  19:  ^^^«1  ^  ^^  ^  bestimmen.     Sind  hiemach 

.  ,  p  und  V  berechnet,  so  kann  man  im  weiteren 

gin  ^  =  008 1-  vertafai^n  wie  in  der  Andentong  zur  Auf- 

^                   .  gäbe  563  gesagt  wurde, 
setzen.  In  Bücksicht  dessen  geht  die  Gleichung  2) 

über  in: 

rtv  «../*        y  «i.^  —  y 

3)  .  .  .  2sm  -^  cos -^  =  cos  ^-  +  sin        ' 


Aufjgabe  863.     Desgleichen,  wenn  ge- 
geben sind:  Andeutung.  Die  Auflösung  dieser  Aufgabe  ist 
a-^-h  —  e  =  400  dm                             analog  der  Auflösung  der  vorigen  Aufgabe  862. 
r  =  543,006  dm 
und 

y=  130 18' 31,86" 

Aufjgabe  864.     Desgleichen,  wenn  ge* 

geben  sind:          _  ^^^^^  Andeutung.     Man  berechne  nach  der  in 

a«4-  &2  =  49250  m™  ^^^  Aufgabe  842  vorgeführten  Relation  17): 

und  r  -  ^  ^  /          ^"^  +  ^* 


=  fVT 


y  —  740  36'  28,4"  '  —  2      V  1  +  cos  y  cos  («  —  /S) 

zunächst  die  Winkeldifferenz  a  —  j3.  Bestimme 
dann  aus  a--/S  und  «  +  /S  (=  180®  — y) 
die  Winkel  j3  und  /  und  verfahre  im  weiteren 
wie  in  der  Andeutung  zur  Aufgabe  602  ge- 
sagt wurde. 


rfü^ 


Aufjgabe  866.     Desgleichen,  wenn  ge- 
geben sind: 

a«  +  6«  =  394  qm  ^    ^^T^^^\c.  ^^  ^^fl^^^'^Tli  ^""l  J? 

r  =  8125  m  ^^'^  Aufgabe  842  vorgeflihiten  Relation  17), 

ni^^  '  indem  man  in  derselben  nach  der  Erkl.  511 

«  =z=  530  7' 48,4"  ^ir: 

1 

cos y» cos  («  —  /»)  =  —  -^  (cos2«  +  cos2/S) 

Erkl.  511.      Eine   goniometrische   Formel 
heisst:  setzt,   aus  a^-f-6',  r  und  a  zunächst  den 

1  Winkel  |3;  dann  verfahre  man  weiter,  wie  in 

1)  cos («  +  i5)  cos («-/»)=  -(co82«+cos2i5)  der   Andeutung   zur    Aufgabe    602    gesagt 

(Siehe  Formel  210  in  Kleyers  Lehrbuch  der  ^^^®- 
Goniometrie.) 

Ist 

«4-/j  =  2Ä  — y 

so  kann  man  nach  der  Erkl.  94: 

cos  («  +  /S)  =  —  cosy 
setzen  und  jene  Formel  geht  über  in : 
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—  cosy-cos  («  —  /»)  =  —  (co82a  +  C082/J) 

2a 


und  hieraus  erhält  man: 


1 


2)  .  C08y •  cos  {a  —  ß)  =.  —  —  (cos  2«  -f-  cos  2ß) 


Angabe  866.     Desgleichen,  wenn  ge- 
geben sind: 

a2  —  2>2  =  34800  qm 
r  =  103,7202  m 
und 

r  ::=  200  m 


Andeatang.  Man  berechne  zunächst  nacl 
der  in  der  Aufgabe  842  vorgefahrten  Be> 
lation  3): 

c 


2  sin/ 

den  Winkel  y.  Ist  hiemach  y  berechnet,  bu 
berechne  man  entweder  nach  der  in  jener 
Aufgabe  vorgeführten  Relation  14): 

.=i.a/-  "^-^^  " 

2      V  sinysin(«  —  ß) 

die  Winkeldifferenz  a  —  ß,  und  bestimme 
aus  a  —  ß  und  «  +  jj  (=  180^  —  y)  ^ 
Winkel  a  und  /};  oder  man  veifahre  im  wei- 
teren wie  in  der  Andeutung  zur  Aufgabe  604 
gesagt  wurde. 


Aufgabe  867.  In  einem  Kreis,  dessen 
Eadius  r  =  7  cm  ist,  befindet  sich  über  einer 
Sehne  von  ^  =  9  cm  ein  Dreieck ,  dessen 
Spitze  mit  einem  der  Punkte  zusammenfällt, 
durch  welche  der  Bogen  des  grossem  Ab- 
schnitts in  drei  gleiche  Teile  geteilt  wird.  Wie 
gross  ist  der  Flächeninhalt  dieses  Dreiecks? 


Figur  345. 


D 


Andeutung.  In  Figur  345  sei  der  Kreis 
um  M  der  gegebene,  AB  sei  die  gegebene 
Sehne  c  und  C  und  O  seien  die  Punkte 
durch  welche  der  Bogen  AOCA  gemäss 
der  Aufgabe  in  drei  gleiche  Teile  geteil: 
wird.  Verbindet  man  einen  dieser  Punkte  ( 
und  C  z.  B.  den  Punkt  C  mit  ^  und  B,  §f> 
erhält  man  das  Dreieck  ABC^  dessen  Inhal: 
berechnet  werden  solL  Dies  kann  man  vie 
folgt: 

Nach  der  Erkl.  450  sind  die  Centne 
wmkel  AMB,  BMC  und  CMA  bezw.  dop- 
pelt so  gross  als  die  Dreieckswinkel  a,  f^ 
und  y.  Den  Centriewinkel  2/,  bezw.  des 
Dreieckswinkel  y  kann  man  wie  in  der  An- 
deutung zur  Aufgabe  800  gesagt  wurde,  nacb 
der  Gleichung: 

a)  ,  .  .  8iiiy  =  ^ 

berechnen. 

Ist  hiemach  der  zu  dem  Bogen  ALB 
gehörige  Centriewinkel  2/  berechnet,  so  kaim 
man  leicht  den  zu  dem  Bogen  A&CB  g^ 
hörigen  Centriewinkel,  welcher  =4^  —  27 
ist,  bestimmen.  Da  nun  durch  den  nach  der 
Ecke  C  gezogenen  Radius  MC  dieser  letz- 
tere Centriewinkel  im  Verhältnis  von  2:1 
geteilt  wird,  indem  der  Bogen  AC  doppelt 
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so  gross  sein  soll  als  der  Bogen   CB,  so 
kann  man  aus  den  Relationen: 


und 


b)  .  .  .  2«  +  2/5  =  4jB--2y 


c)  .  .  .  2ß:2a  =  2:l 

die  Centriewinkel  2  a  und  2ß,  bezw.  die 
Dreieckswinkel  a  und  ß  berechnen.  Sind 
hiemach  die  Winkel  a  und  ß  des  Dreiecks 
berechnet,  so  kann  man  aus  c,  a  und  ß  dessen 
Inhalt  bestimmen,  wie  in  der  Auflösung  zur 
Aufgabe  117  gezeigt  wurde. 


An^be  868.  Man  soll  nachweisen,  dass 
zwischen  dem  Badius  r  des  einem  Dreieck 
umbeschriebenen  Kreises,  dem  Inlialt  F^ 
den  Seiten  und  Winkeln  desselben  nachfolgende 
Relationen  bestehen: 

ahc 


1) 

2) 

3) 

4) 

5) 

6) 
7) 
8) 


r  = 


AF 


V  2sina8ini9  8i 


muß  smy 


V  1  +  . 


c^  +  4Fctgy 


+  C08yC08(«  —  ß) 


r 


r 


+  4F.ctg/J 


-|-C08/5-c08(a  —  y) 

a^-\-AFctgtt 
+  cosa  cos  (ß  —  y) 
F 


r 


a&mßsmy 

F 
2>8inosin/ 

F 
csinasin^ 


Andeutung.  Die  Richtigkeit  der  in  der 
Aufgabe  vorgeführten  Relationen  kann  man 
wie  folgt  darthun: 


A)  Beweis  der  Aelation  1): 

Setzt  man  in  der  in  Aufg.  842  vorgeführten 
Relation  26): 

abc 


4  l/s  («  —  a)  {8  —  h)(8'-'c) 

gemäss  der  in  Auflösung  der  Aufgabe  119  auf- 
gestellten Formel  194  ftir: 

Vs  («  —  a)  (8  —  "fe^C*  —  c)  =  F 
80  ergibt  sich  die  Relation: 

n  —  ^^^ 

i;  .  .  .   /•  _  ^^ 

B)  Beweis  der  Aelation  2): 

Setzt  man  in  der  in  der  Aufgabe  842  vor- 
geführten Relation  1): 

a 

28ina 

nach  der  in  der  Erkl.  180  angestellten  Inhalts- 
formel für  a: 


'=V 


80  erhält  man: 


2FBm(ß  +  y) 
8in/9  sin/ 


V 


2F.Bm(ß-^Y) 
ainfimay 


28ina 


oder: 


^  ^^/2FBm(ß  +  y) 
V  48in2aain/J8iny 

und  hieraus  ergibt  sich,  wenn  man  in  Rück- 
sicht, dass  ß-\-y  und  a  Supplementwinkel  sind, 
nach  der  Erkl.  66: 

sm(ß-\-y)  =•  sin« 
setzt  und  reduziert  die  Relation: 


ox  r-\/  ^  (8.  Erkl.  512> 

^  V  28masm/9sm}' 
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C)  Beweis  der  Aelationen  3)  bis  5): 

Nach  der  in  der  Aufgabe  842  Yorgeführta 
Relation  17)  ist: 


a) 


•••  '•  =  ¥Vr 


a^  +  lß 


r 


Erkl«  512.    Den  Beweis  der  Richtigkeit  der 
Relation:  

V  28inasin/9  sin^" 

kann  man  auch  wie  folgt  führen: 

Setzt  man  in  der  in  der  Aufgabe  842  vor- 
geführten Relation  28): 


=  \f ^ 

V  2  [cos  (o  — /5) — 


cos  («  +  ß)\ 

gemäss  der  in  Auflösung  der  Angabe  118  her- 
geleiteten Formel  133  fttr  ah-. 

2F 

ah  = 


-|-cosy-cos(a  — /«) 
Ferner  ist  nach  dem  Projektionssatz: 

b)  .  .  .  ü2=:a«-|-62  — 2a&«cosy 
and  nach  der  Erkl.  151: 

c)  .  .  .  F  =  "ö"  •  smy 

Setzt  man  den  ans  Gleichung  c)  für  oi  sidt 
ergebenden  Wert: 

2F 
ah  =  -; — 

in  Gleichung  b),  so  erhält  man: 


cosy 
smy 


so  erhält  man: 


sin/ 


r 


""  V2si] 


2F 


siny  [cos  («  —  /J)  —  cos  («  -\-  ß)] 
oder,  wenn  man  nach  der  Erkl.  506: 

cos  («  —  ß)  —  cos  (a  -|-  ^)  =  28ina  sin/5 
setzt: 


2) 


V  2sina8i 


F 

üüßsmy 


und  hieraus  ergibt  sich: 

a^  +  h^  =z  c«  +  4F-otgy 

Setzt   man   diesen  Wert   für  a^  -j-  ^  b 
Gleichung  a),  so  erhält  man  die  Relation: 

8)  .  .  .   r=  ll/       g^  +  4Fctgy  ; 
2  \  1 -|- cosy -cos  (o—^i 

In  ganz  analoger  Weise  kann  man  die  K^ 
lationen  4)  und  5)  herleiten. 

D)  Beweis  der  Kelationen  6)  bii  8): 

Nach  der  Relation  2)  in  Aufgabe  842  ist: 

_     h 

2siny 

Femer  ist  nach  der  in  Auflösung  der  Auf- 
gabe 118  aufgestellten  Formel  188: 

2F 

h  =  — : 

asmy 

und  aus  diesen  beiden  Gleichungen  ergibt  ^ 
die  Relation: 

F 

6)    .    .    .     r  =  ; — T— ; 

asm /S  smy 

In  ganz  derselben  Weise  kann  man  die  B(* 
lationen  7)  und  8)  herleiten. 


Aui^abe  869.  Der  Inhalt  F  eines  Dreiecks 
beträgt  175,814  qm;  zwei  Winkel  desselben 
sind  a  =  59®  32'  3"  xmd  ß  =  18^  33'  45". 
Man  soll  den  Radius  des  diesem  Dreieck  um- 
beschriebenen Kreises  berechnen. 


Andeutung.    Man  benutze  die  in  der  Aiit* 
gäbe  868  vorgeführte  Relation  2): 


V  28inasl] 


sm^  smy 

und  berücksichtige,  dass  ^  =  180^ 
ist. 


/ 
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Aui^abe  870.    Von  einem  Dreieck  sind 
gegeben: 

F  =  1800  qm 

r  =  75,6208  m  Andeutung.    Man  berechne  nach  der  in 

und  *  der  Aufgabe  842  vorgeführten  Relation  l)i 


a  =  145  m 


a 


man  soll  hieraus  die  nicht  gegebenen  Seiten  "  28iua 

und  Winkel  des  Dreiecks  berechnen.  aus  a  nnd  r  den  Winkel  u;  dann  benutze 

man  die  in  der  Aufgabe  868  vorgeführte 

Relation  6): 

F 

r  =  — .    -   . — 
asmß  smy 

setze  in  derselben  nach  der  Erkl.  506  für: 

1 
siny  sin/S  =  -^  [cos  (y  —  ß)-  cos  (y  +  ß)] 

und  berücksichtige,  dass  zwischen  den  Supple- 
mentwinkeln y-^ß  und  u  nach  der  ErU.  94 
die  Relation  besteht: 

cos  (y  -f-  /9)  =  —  cos« 

man  erhält  hiemach: 


|-[c08(y  — /5)-|-C08a] 

nach  welcher  Gleichung  man  die  Winkel- 
differenz y  —  ß  berechnen  kann.  Aus  y  —  ß 
und  y-\-ß  (=  180®  —  «)  kann  man  dann  die 
Winkel  y  und  ß  berechnen  u.  s.  f. 


Au^be  871.     Desgleichen,  wenn  ge- 
geben sind:      ^     ^  Andeutung.     Die  Auflösung  dieser  Auf- 

^  H  tai  ^  A  8^^®  ^^^  analog  der  Auflösung  der  vorigen 

F  —  2310  qdm  Aufgabe  870.     Man  berechne  zuerst  aus  r 

—  oAOMi'^Qf,*'  ^^^  y  ^®  ®®^^®  ^  ^**^^  ^^*'  ^^  Aufgabe  842 

y  —  ö4  öf)  da,o  vorgeführten  Relation  3);  benutze  dann  die 

in  Aufgabe  868  vorgefühlte  Relation  8). 


und 


Angabe  872.   Man  soll  nachweisen,  dass 
zwischen  dem  Radius  r  des  einem  Dreieck 

umbeschriebenen  Kreises,   den  Wmkeln         .    _..  _.     t».  u  •  1   .^  j      .     j 

des  Dreieeks  und  den  Höhen  desselben  nach-    ,    Auf  losung.     Die  Richtigkeit  der  m  der 
folgende  Relationen  bestehen:  Aufgabe  vorgeführten  Relaüonen  kann  man 

wie  folgt  darthun: 


1) 
2) 

3) 
4) 

6) 

6) 


ha 

y  = —  A)  Beweis  der  Aelationen  1)  bis  3) : 

Nach  der  in  der  Aufgabe  842  vorgeführten 
'*  =  »^:.»T„.;^-.  Relation  3)  ist: 

s  c 

BL)    ...     I*  — —  ~ — ;; 

2smy 

Femer  ergibt  sich  ans  dem  rechtwinkligen 
Dreieck  ÄDB  der  Figer  346  die  Relation: 

.   ,        AD 

smß  =  -^r 

r  =  :^^^  AB 

oder: 

—  •     -  Äa 


2sin^8iny 
hh 

2sinasin>' 
hc 

2  sin«  sin/9 

ab 
'J'hc 

ac 

2'hb 
hc 
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7)  .  .  .  r  = 

oder: 

7  a)  .  .  .  /•  = 

8)  .  .  .  r  = 

oder : 

8  a)  .  .  .  r  = 

,  9)  .  .  .  r  = 

oder: 

9  a)  .  .  .  r 

10)  .  .  .  r  = 

odei*: 

10a)  ...  r  = 

11)  .  .  .  r  = 

oder: 

IIa)  .  .  .  /•  = 

12)  .  .  .  r  = 

oder: 

12a)  .  .  .  r  = 


ha  -\-  hb 


mithin: 


8sin  -^  C082  -^  cos  ^-^ 


ha  +  hh 


4 cos2  -^  (cos a  -|-  cos/S) 

ha  ~\~  hc 

8  sin  ^  •  C082 -^  cos  ^^^^ 

ha-\-hc 

4  cos2  4  (cos  «  +  cos  y) 

hh-\-he 

88in  Y  cos«  Y  cos  ^J^ 

Äfc  +  Äc 


4cos2  -^  (cos/5  -|-  cosy) 

ha  —  hh 
8  sin«  -|  cos  ^  sin  ^^ 

Äa  —  hh 


4  sin*  -^  (cosa  —  cos/S) 

Ag  —  he 

8  sin»  ^  cos  ^  sin  ^^^^ 

Aa  —  hc 

4  sin«  -l"  (cos  «  —  cosy) 

hh  —  he 
8  sin«  -^  cos  -^^  sin  ^^-^ 

hh  —  he 


4  sin«  -^  (cos/S  —  cosy) 


13)  .  .  .   r 


14)  .  .  .   /• 


2      V  sin»yBinOJ— «) 


Äa«  — Ä«« 


sin«/»  sin  (y—a) 


15)  .  .  .   r  =  - 


_  1  /       hh^-he'^ 

2  '  V  8in3«Bin(y  — /J) 


b)  .  .  .  c  = 


Aa 


sin^ 


Ans  den  Gleichxmgen  a)  and  b)  ergibt  sieh 
die  herzuleitende  Relation: 


1)  .  .  .  r  = 


2siaß  siny 

In  ganz  analoger  Weise  kann  man  die 
Bichtigkeit  der  Relationen  2)  nnd  3)  duthu 
(siehe  Erkl.  513). 


B) 


der  Aelationeii  4)  bis  6): 


Nach  der  in  der  Anfgabe  842  Torgefahiten 
Relation  1)  ist: 


c)  . 


2sini 


Femer  ergibt  sich  ans  dem  rechtwinkliges 
Dreieck  AGB  der  Figur  346  die  Relation: 


oder: 


sma  = 


d)  .  .sina  = 


CG 

ÄC 

he 


Aus  den  Gleichungen  c)  und  d)  ergibt  ski 
die  herzuleitende  Relation: 

±\  —  —^ 

In  ganz  analoger  Weise  kann  man  die 
Richtigkeit  der  Relationen  o)  und  6)  darthnn 
(siehe  die  Erkl.  514  und  515). 

C)  Beweis  der  Relationen  7)  bis  9  a): 

Wie  in  der  Andeutung  zur  Aufgabe  oS8 

fezeigt,  besteht  zwischen  der  Summe  zweier 
eiten  a  und  b  eines  Dreiecks«  der  Summe  der 
zu  diesen  Seiten  gehörigen  Höhen  A«  und  h 
und  dem  von  jenen  Seiten  eingeschlossenen 
Winkel  y  die  Relation: 

e)  .  .  .  a  +  5  =  *2lHi^  (g.  Erkl.  516) 
'  '  siny 

Femer  besteht  nach  der  in  der  Angabe  ^ 
Yorgeflihiten  Relation  4)  die  Gleichung: 


f)  .  .  .  a  +  d  =  4r.cos-|- 


cos 


Aus  diesen  beiden  Gleichungen  eigibt  sich 
die  weitere  Gleichung: 


4r*cos 


cos 


a  — /S        ha-\-hb 


2     -"     2 
und  hieraus  erhält  mau: 

ha  +  hb 


smy 


r  ==. 


4siny-cos-|-  •  cos^-^^ 


oder,  wenn  man  nach  der  Erkl.  52  für  sin^  = 

2 


y  y 

2sin-^  .  cos  ~-  setzt : 


Preisgekrönt  in  Frankfurt  a.  M.  1881. 


Der  ansfUhrliche  Prospekt  und  das  ansftthrliche  In- 

haltsyerzeichllis  der  „vollständig  gelösten  Aufgabensammlung 
von  Dr.  Ad.  Kleyer"  kann  von  jeder  Buchhandlung,  sowie  von 
der  Verlagshandlung  gratis  nnd   portofrei  bezogen  werden. 

Bemerkt  sei  hier  nur: 

1).  Jedes  Heft  ist  aufgeschnitten  nnd  gut  brochiert,  nm  den  sofortigen  nnd  dauern- 
den Gebranch  zn  gestatten. 

2).  Jedes  Kapitel  enthält  sein  besonderes  Titelblatt,  Inhaltsyerzeichnis,  Berichtigungen 
nnd  Erklärungen  am  Schlüsse  desselben. 

3).  Auf  jedes  einzelne  Kapitel  kann  abonniert  werden. 

4).  Monatlich  erscheinen  3—- 4  Hefte  zu  dem  Abonnementapreise  von  25Pfg.  pro  Heft. 

5).  Die  Beihenfolge  der  Hefte  im  nachstellenden,  kurz  angedeuteten  Inhaltsyerzeich- 
nis  ist,  wie  aus  dem  Prospekt  ersichtUoh,  ohne  jede  Bedeutung  fflr 
die  Interessenten. 

6).  Das  Werk  enthalt  AUes,  was  sich  flberhaupt  auf  mathematische  Wissenschaften 
bezieht,  alle  Lehrsätze,  Formeln  und  Regeln  etc.  mit  Beweisen,  alle  praktischen 
Aufgaben  in  vollständig  gelöster  Form  mit  Anhängen  ungelöster  analoger  Auf- 
gaben nnd  vielen  vortrefflichen  Figuren. 

7).  Das  Werk  ist  ein  praktisches  Lehrbuch  ffir  Schfiler  aUer  Schulen,  das 
beste  Handbuch  für  Lehrer  und  Examinatoren,  das  Torsuglichste  Lehrbuch 
8um  Selbststudium,  das  Tortrefllichste  Nachschlagebuch  fttr  Fachleute  und 
Techniker  jeder  Art. 

8).  Alle  Buchhandlungen  nehmen  Bestellungen  entgegen. 


Das  vollständige 

Inhalt  SYorz  6  ichnis 

der  bis  jetzt  erschienenen  Hefte 

kann  durch  jede  Buchhandlung  bezogen  werden. 


Halbjahrlich  erscheinen  Nachträge  über  die  Inzwischen  neu  erschienenen  Hefte. 


Drack  Ton  Oarl  Hammer  In  Stottgait« 


Sl 


I 


324.      Heft.  1    ««•"««"     I  Forts  v^Heft  8l7r^-.«eÄ,.*WC608. 

«5  Pf.  8  "'* '  ^"^"-  ;C. 


L-V    '  ^ 


i_-I.  1  ^-I  ^-L-I   ■-': 


1      ^ii%.  rr:3ii3 


^^,    Vollstäadig  gelöste    ,^^ 

1  Aufgaben -Sammlung 


—  nebst  Anhängen  ungelöster  Aufgaben,  für  den  Schul-  &  Selbstunterricht  - 

mit 

ingalie  nnd  EntflcUnng  der  besntztes  S&tze,  Formeln,  Regeln,  In  Fragen  nnd  Antiorten 

erl&atert  darch 

viele  Holzsclmitte  &  lithograpL  Tafeln, 

aus   allen  Zweigen 

der  Rechenkunst^  der  niederen  (Algebra,  Planimetrie,  Stereometrie,  ebenen  u.  sphärischen 
Trigonometrie,  synthetischen  Geometrie  etc.)  u.  h^Hieren  Mathematik  (höhere  Analysis, 
Differential*  n.  Integral-Rechnung,  analytische  Geometrie  der  Ebene  u.  des  Raumes  etc.);  — 
ans  allen  Zweigen  der  Physik,  Mechanik.  Graphostatik,  Chemie,  Geodlsie,  Nantik, 
mathemat.  GeoirrAphie,  Astronomie;  des  Maschinen-,  Strassen-,  Eisenbahn-,  Wasser-, 
Bracken-  n.  Hochban's;  der  Konstrnktionslehren  als:  darsteU.  Geometrie,  Polar-  u. 

Parallel-PerspektiTe,  Schattenkonstmktionen  etc.  etc. 

für 

Schüler,  Studierende,  Kandidaten,  Lehrer,  Techniker  jeder  Art,  Militärs  etc. 

zum  einzig  rictitigen  und  erfolgreictien 

Studium,  zur  Forthülfld  bei  Schularbeiten  und  zur  rationellen  Verwertung 

der  exakten  Wissenschaften, 

herausgegeben  von 

Ilr*  Adolph  HJeyer^ 

Mathematiker,  yereideter  kODlgl.  pirenss.  Feldmesser,  vereideter  grossh.  hessischer  Oeometer  I.  Klasse 

in  Frankfurt  a.  IK. 
unter  Mitwirkung  der  bewährtesten  Kräfte. 


Ebene  Trigfonometrie. 

Fortsetzung  von  Heft  317.   —    Seite  503—608.     Mit  5  Figuren. 

Inlialt: 

Aufgaben  Ober  das)  Dreieck  in  Verbindung  mit  dem  demselben  nmbeschriebenen    Kreis,  Forisotcung. 


Stuttgart  1887. 
Verlag  von  Julius  Maier. 


BaBaggaaimihBHaiiiiiiiiaiiiiiBiiaiifiBPmigaB^ 

Das  vollständige  Inhaltsverzeichnis  der  bis  jebt  erschienenen  Hefte  kann 
durch  jede  Buchhandlunn  bezogen  werden. 


t^reisgekront  in  Frankfairt  a,  M,  1881. 


PROSPEKT. 


Dieiei  Werk,  welchem  kein  ftbnliehes  nur  Seite  iteht,  encheint  monatlick  in 
Heften  sn  dem  billigen  Preise  von  25  ^  pro  Heft  and  bringt  eine  Sammlung  der  wichüf 
iten  nnd  praktigchiten  Aufgaben  ans  dem  Gesamtgebiete  der  Mathematik y  Pfaxalk, 
Hecbanik,  matb«  GeograpÜe^  Istronomie^  des  Mas^sbinen-,  Strassen-,  Eiaenbnhn-, 
Brfleken-  nnd  Hoebbanes,  des  konstruktiten  Zeiebnens  etc.  etc.  nnd  swar  in  ToUstäBdlg 
gelöster  Form,  mit  yielen  Figuren,  ErklSmngen  nebst  Angabe  nnd  Entwiekelnnig  der 
iMnntiten  Sitze,  Formeln,  Segeln  in  Fragen  mit  Antworten  etc.,  so  dass  die  Laaimg 
Jedermann  verständlich  sein  kann,  besw.  wird,  wenn  eine  grössere  Anzahl  der  Hefte  er- 
schienen ist,  da  dieselben  sich  in  ihrer  €fesamtbeit  erginsen  nnd  alsdann  auch  alle 
Teile  der  reinen  nnd  angewandten  Mathematik  —  nach  besonderen  selbständigen  Kapi- 
teln angeordnet  —  vorliegen. 

Fast  jedem  Hefte  ist  ein  Anbang  von  nngelSsten  Aufgaben  beigegeben,  welcbe  der 
eigenen  Lösung  (in  analoger  Form,  wie  die  besftglichen  gelösten  Aufgaben)  des  Studierenden 
aberlassen  bleiben,  und  lugleich  von  den  Herren  Lebrem  für  den  Schulunterricbt  benatat 
werden  können.  —  Die  Lösungen  hierzu  werden  sp&ter  in  besonderen  Heften  fOr  die  Hand  des 
Lehrers  erscheinen.  Am  Schlüsse  eines  jeden  Kapitels  gelangen:  Titelblatt,  Inbaltsveneieli- 
nÜMf  Berichtigungen  und  erUutemde  Erklärungen  über  das  betreifende  Kapitel  zur  Ausgabe. 

Das  Werk  behandelt  zunächst  den  Hauptbestandteil  des  mathematisch-natorwiBaen- 
schaftlicben  ünterrichtsplanes  folgender  Schulen:  Bealsehnlen  I.  nnd  n.  Ord.,  gleieh- 
berecbtlgten  höheren  BOrgersebnlen,  Privatscbnlen,  Gjmnaslen,  Bealgymnasien,  Pra- 
gymnasien,  Sebullehrer- Seminaren,  Polytechniken,  Teebniken,  Bangewerkscdmlea, 
Gewerbeschulen,  Handelsschulen,  teehn.  Yorbereitnngsschnlen  aller  Arten,  gewoliliche 
Fortbildnngssebnlen,  Akademien,  Universitäten,  Land-  nnd  Forstwissensehaltsaeliiilen, 
Hilitärschulen,  Torbereitnngs- Anstalten  aller  Arten  als  a.  B.  für  das  Eii^Uirig^Fr^- 
willige-  nnd  Offlsiers-Examen,  etc. 

Die  Schfller,  Studierenden  und  Kandidaten  der  mathematischen,  technischen  nnd 
naturwissenschaftlichen  Fächer,  werden  durch  diese,  Schritt  für  Schritt  gelöste,  Aufgaben- 
Sammlung  immerwährend  an  ihre  in  der  Schule  erworbenen  oder  nur  gehörten  Theorien  etc. 
erinnert  nnd  wird  ihnen  hiermit  der  Weg  zum  unfehlbaren  Auffinden  der  Lösungen  der- 
jenigen Aufgaben  gezeigt,  welche  sie  bei  ihren  Prfiftingen  zu  lösen  haben,  zugleich  aber  auch 
die  ftberans  grosse  Fruchtbarkeit  der  mathematischen  Wissenschaften  vorgefahrt. 

Dem  Lehrer  soll  mit  dieser  Aufgabensammlung  eine  kräftige  Stfitie  fOr  den  Schul- 
unterricht geboten  werden,  indem  zur  Erlernung  des  praktischen  Teiles  der  mathematiachen 
Disciplinen  —  inm  Auflösen  von  Aufgaben  —  in  den  meisten  Schulen  oft  keine  Zeit  er- 
nbrigt  werden  kann,  hiermit  aber  dem  Schfller  bei  seinen  häuslichen  Arbeiten  eine  voll- 
ständige Anleitung  in  die  Hände  gegeben  wird,  entsprechende  Aullgaben  zu  lösen,  die  ge- 
habten Begeln,  Formeln,  Sätze  etc.  anzuwenden  und  praktisch  zu  verwerten.  Lust,  Liebf 
und  Terständnis  für  den  Scbul-Ünterricht  wird  dadurch  erhalten  und  iMlebt  werden. 

Den  Ingenieuren,  Architekten,  Teehnlkem  und  Facbgenossen  aller  Art,  ■Hltirs 
etc.  ete.  seil  diese  Sammlung  zur  AnfMschnng  der  erworbenen  und  vielleicht  vergessenen 
mathematischen  Kenntnisse  dienen  und  zugleich  durch  ihre  praktiscbai  in  allen  Bernfn 
zweigen  vorkommenden  Anwendungen  einem  toten  Kapitale  lebendige  Kraft  verleihen  nnd 
somit  den  Antrieb  zu  weiteren  praktischen  Terwertungen  und  weiteren  Forschungen  geben. 

Alle  Buchhandlungen  nehmen  Bestellungen  entgegen.  Wichtige  und  praktische  Auf- 
gaben wardsB  mit  Dank  von  der  Redaktion  entgegengenommen  und  mit  Angabe  der  Namen 
fUfhvsIM.  —  Wflnsche,  Fragen  etc.,  welche  die  Bedaktion  betreffen,  nimmt  der  Terfhaaer, 
Dr.  neTer,  Frankfurt  a.  IL  Fischerfeldstrasse  11,  entgegen  nnd  würd  deren  Erledigung 
thnnlichst  berftcksichtigt 

stuttgsuri  IMo  Yerlagshandlnng. 
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Figur  346. 


ha-\-hb 


V^ 


oder: 
7)  r  = 


4-28in^co8-|-cos-|^cos    g 

Äo  +  Äfc     


88in-^oo8S-|-  •  cos 


iz£ 


Setet  man,  in  Bücksicht,  dass: 


2  2 


Y  __ 


Komplementwinkel  sind,  für  sin  -^ 

a  "^  ß 
cos — ^,  so  geht  die  letztere  Glei- 
chung über  in: 


r  = 


Erkl.  518.  Aus  der  Analogie  der  in  der 
Aufgabe  872  vorgeführten  Relationen  1)  bis  8) 
kann  man  den  ti^.  Satz  herleiten: 

„Der  BadiuB  r  des  einem  Dreieck  nm- 
beschriebenen Kreises  ist  gleich  der 
Maasza^,  welche  man  erhält,  wenn  man 
die  MasBzahl  einer  HOhe  des  Dreiecks 
dividiert  durch  das  doppelte  Produkt  der 
Sinus  der  Winkel,  weldie  der  Seite  an- 
liegen, zu  der  jene  Höhe  gehOrt.** 

Erkl«  514.  Die  in  der  Aufgabe  872  vor- 
gefübrten  Belationen  4)  bis  6)  enthalten  keine 
goniometrischen  Funktionen;  dieselben  kOnnen 
auch  mittels  rein  planimetrischer  Sätze  her- 
geleitet werden  (siehe  die  Teile  der  Encyklo- 
pädie,  welche  über  Planimetrie  handeln). 


^4"^ 

8co8* ^  '  cos  ^^^^  •  cos  ^^-^ 

und  hieraus  ergibt  sich  nach  Anwen- 
dung der  in  der  Erkl.  611  angefahrten 
goniometrischen  Formel: 

7a)  .  .  .  r  = — ! 

4co8«  -^  (cos  a  -f-  coBß) 

In  ganz  analoger  Weise  kann  man  die  Richtig- 
keit der  Relationen  8)  bis  9  a)  darthun  (siehe 
auch  die  Erkl.  516). 

D)  Beweis  der  Kelationen  10)  bis  12  a): 

Nach  dem  in  der  Erkl.  296  angefahrten 
planimetrisdien  Satz  besteht  zwischen  den  Seiten 
a  und  h  und  den  zu  diesen  Seiten  gehörigen 
Höhen  die  Proportion: 

und  hieraus  ergibt  sich  nach  der  Erkl.  261  die 
Relation: 

.  ha  ~~  hb    ___    ha 

S> &-a    ~  T" 

Da  nun,  wie  sich  aus  dem  rechtwinkligen 
Dreieck  ÄDC  der  Figur  846  ergibt: 

ÄD 

=  siny 


Erkl.  515«     Aus  den  in  der  Aufgabe  872  ist,  mithin: 
Yorgeführten  Relationen  4)  bis  6)  kann  man 
den  planimetrischen  Satz  ableiten: 

„Der  Radius  r  des  einem  Dreieck  um- 
beschriebenen Kreises  ist  gleich  der 
Masszahl,  welche  man  erhält,  wenn  man  das 
Produkt  der  Uasszahlen  zweier  Dreiecks- 
seiten durch  die  doppelte  Masszahl  der 
zur  dritten  Seite  gehörigen  Höhe  dividiert.'' 


AC 


h)  .  .  .  .  -j-  =  siny 

gesetzt  werden  kann,  und  da  nach  der  in  Auf- 
gabe 842  vorgeführten  Relation  7): 

a  —  6  =  4r8m  -^  sin  — 5-^ 
oder  nach  der  Erkl.  517: 


Erkl*  516*  Die  Richtigkeit  der  vorstehenden 
Relationen  7)  bis  9  a)  kann  man  auch  darthun, 
analog  wie  in  nebenstehender  Auflösung  unter 
D)  geiseigt  ist 


i)  .  .  .  5  — a=:4r8in-^ 


sin 


2 


KUyer,  Rb«ne  Trifronometria. 


ist,  so  erhält  man  aus  den  Gleichungen  g)  bis  i) : 

ha  •""  hb 

-5 —  =  sinv 

4rsm^  •  sin'-g— 

und  hieraus  ergibt  sich: 

88 


t^reisgekrSnt  in  Frankfnrt  a.  M.  1881. 

PROSPEKT. 

Dieiei  Werk,  welchem  kein  fthnliehes  nur  Seite  steht,  encheint  monatlich  in 
Heften  m.  dem  bUligen  Preise  Ton  25  ^  pro  Heft  und  bringt  eine  Sammlung  der  wichtif 
iten  nnd  praktiichiten  Aufgaben  ans  dem  Gesamtgebiete  der  Mathematik ,  Physik, 
Mechanik,  math.  GeograpMey  Astronomie,  des  Masehinen-,  Strassen-,  Eisenhahn-, 
Brfleken-  nnd  Hoehbanes,  des  konstruktlTen  Zeichnens  etc.  etc.  nnd  swar  in  TolistSndig 
gelöster  Form,  mit  yielen  Figaren,  ErklSmngen  nebst  Angabe  nnd  Entwickeluig  da 
benntiten  Sitze,  Formeln,  Regeln  in  Fragen  mit  Antworten  etc.,  so  dass  die  Lösnng 
Jedermann  Terst&ndlich  sein  kann,  besw.  wird,  wenn  eine  grössere  Anzahl  der  Hefte  er- 
schienen ist,  da  dieselben  sich  in  ihrer  Gesamtheit  erginzen  nnd  alsdann  anch  alle 
Teile  der  reinen  nnd  angewandten  Mathematilt  —  nach  besonderen  selbstindigen  Kapi- 
teln angeordnet  —  Torliegen. 

Fast  jedem  Hefte  ist  ein  Anhang  Ton  nngel5stcn  Aufgaben  beigegeben,  welche  der 
eigenen  Lösung  (in  analoger  Form,  wie  die  besflglichen  gelösten  Aufgaben)  des  Studierendes 
überlassen  bleiben,  nnd  zugleich  Ton  den  Herren  Lehrern  für  den  Schulunterricht  benutzt 
werden  können.  —  Die  Lösungen  hierzu  werden  sp&ter  in  besonderen  Heften  fOr  die  Hand  des 
Lehrers  erscheinen.  Am  Schlüsse  eines  jeden  Kapitels  gelangen:  Titelblatt,  InhaltsTerselch- 
nis,  Berichtignngen  und  erUntemde  Erklftmngen  über  das  betreirende  Kapitel  zur  Ausgabe. 

Das  Werk  behandelt  zunächst  den  Hauptbesundteil  des  mathematisch-naturwissen- 
schaftlichen ünterrichtsplanes  folgender  Schulen:  Bealschnlen  I.  nnd  IL  Ord.,  gleich- 
berechtigten höheren  Bürgerschulen,  PriTatschnlen,  Gjmnasien,  Realgpnnasiea,  Pro- 
gymnasien, Sehn] lehrer- Seminaren,  Polytechniken,  Techniken,  Bangcwerkscknlen, 
Gewerbeschnlen,  Handelsschnlen,  techn.  Yorbereitnngsschnlen  aller  Arten,  gewerbliche 
Fortbildnngsschnlen,  Akademien,  üni  rersi  tüten ,  Luid-  nnd  Forstwissenschaftsschnlen, 
Militürschnlen,  Torbereitnngs-Anstalten  aller  Arten  als  z.  B.  für  das  Eii^Ihrig-Frei- 
wiliige-  nnd  Offlziers-Examen,  etc. 

Die  Schüler,  Studierenden  und  Kandidaten  der  mathematischen,  technischen  nnd 
naturwissenschaftlidiett  Fächer,  werden  durch  diese,  Schritt  für  Schritt  gelöste,  Aufgaben- 
sammlung inunerwUirend  an  ihre  in  der  Schule  erworbenen  oder  nur  gehörten  Theorien  etc. 
erinnert  nnd  wird  ihnen  hiermit  der  Weg  zum  nnfehlbaren  Auffinden  der  Lösungen  der- 
jenigen Aufgaben  gezeigt,  welche  sie  bei  ihren  Prüftingen  zu  lösen  haben,  zugleich  aber  anch 
die  überaus  grosse  Fmchtbarkeit  der  mathematischen  Wissenschaften  vorgeführt. 

Dem  Lehrer  soll  mit  dieser  Aufgabensammlung  eine  krftftige  Stütze  für  den  Schul- 
unterricht geboten  werden,  indem  zur  Erlernung  des  praktischen  Teiles  der  mathematischen 
Disciplinen  —  inm  Auflösen  Ton  Aufgaben  —  in  den  meisten  Schulen  oft  keine  Zeit  er- 
übrigt werden  kann,  hiermit  aber  dem  Schüler  bei  seinen  h&uslichen  Arbeiten  eine  toU- 
st&ndige  Anleitung  in  die  H&nde  gegeben  wird,  entsprechende  Aufgaben  zn  lösen,  die  ge- 
habten Begeln,  Formeln,  Sfttze  etc.  anzuwenden  und  praktisch  zn  terwerten.  Lnst,  Lieb« 
und  Terstündnis  für  den  Schul-Ünterricht  wird  dadurch  erhalten  und  belebt  werden. 

Den  Ingenienren,  Architekten,  Technikern  nnd  Fachgenossen  aller  Art,  MiUtin 
etc.  etc.  soll  ^ese  Sammlung  zur  AnfMschnng  der  erworbenen  und  vielleicht  vergeuenen 
mathematischen  Kenntnisse  dienen  und  zugleich  durch  ihre  praktischen  in  allen  Bemfs- 
iweigen  Torkommenden  Anwendungen  einem  toten  Kapitale  lebendige  Kraft  TcrleiheD  und 
Bondt  den  Antrieb  zu  weiteren  praktischen  Terwertnngen  und  weiteren  Forschungen  geben. 

Alle  Buchhandlungen  nehmen  Bestellungen  entgegen.  Wichtige  und  praktische  Aof- 
gaben  werden  mit  Dank  von  der  Bodaktion  entgegengenommen  und  mit  Angabe  der  Namei 
VQfbvsIM.  —  Wünsche,  Fragen  etc.,  welche  die  Bedaktion  betreffen,  nimmt  der  Terfiuser, 
Dr.  Xloynri  Frankftirt  a.  M.  Fischerfeldstrasse  11,  entgegen  nnd  wird  deren  ErlediguBf 
thnnlichst  berücksichtigt 

stuttgsurt  Dlo  Yerlagshandlung. 
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Figur  346. 


ha-\-hb 


oder: 
7)   r  = 


4- 28in  ^  cos -^  cos -|^  coB  ^^Y"^ 


ha  +  hb 


Ssin-^cos«-^  •  co8^~-^ 


Setzt  man,  in  Bücksicht,  dass: 

ÜLhi  und^ 
2       ""**    2 

Komplementwinkel  sind,  für  sin  -^  = 
cos  "  Q  ^ ,  so  geht  die  letztere  Glei- 

Ja 

chung  ttber  in: 


r  = 


ErU.  518«  Aus  der  Analogie  der  in  der 
Aufgabe  872  yor|:efQhrten  Relationen  1)  bis  8) 
kann  man  den  tng.  Satz  herleiten: 

„Der  Radius  r  des  einem  Dreieck  um- 
beschriebenen Kreises  ist  gleich  der 
Maaszahl,  welche  man  eibält,  wenn  man 
die  Masszahl  einer  HOhe  des  Dreiecks 
diyidiert  durch  das  doppelte  Produkt  der 
Sinus  der  Winkd,  welche  der  Seite  an- 
liegen, zu  der  jene  Höhe  gehört.'' 

Erkl.  514.  Die  in  der  Aufjg:abe  872  vor- 
gefahrten Relationen  4)  bis  6)  enthalten  keine 
goniometriscfaen  Funktionen;  dieselben  können 
auch  mittels  rein  planimetrischer  Sätze  her- 
geleitet weiden  (siehe  die  Teile  der  Encyklo- 
pädie,  welche  über  Planimetrie  handeln). 


8C08«|^«  cos^^^-  cos^^^ 

und  hieraus  ergibt  sich  nach  Anwen- 
dung der  in  der  Erkl.  611  angeführten 
goniometrischen  Formel: 

7a)  .  ,  .  r  = — ! 

4cob2  i  (cos«  +  cos/?) 

In  ganz  analoger  Weise  kann  man  die  Richtig- 
keit der  Relationen  8)  bis  9  a)  darthun  (siehe 
auch  die  Erkl.  516). 

D)  Beweis  der  Belationen  10)  bis  12  a): 

Nach  dem  in  der  Erkl.  296  angeführten 
planimetrischen  Satz  besteht  zwischen  den  Seiten 
a  und  h  und  den  zu  diesen  Seiten  gehörigen 
Höhen  die  Proportion: 

^:^  =  b:a 

und  hieraus  ergibt  sich  nach  der  Erkl.  251  die 
Relation: 

Da  nun,  wie  sich  aus  dem  rechtwinkligen 
Dreieck  ADC  ä&t  Figur  846  ergibt: 

ÄD 

=  smy 


Erkl.  515«     Aus  den  in  der  Aufjgabe  872  ist,  mithin: 
vorgefakrten  Relationen  4)  bis  6)  kann  man 
den  planimetrischen  Satz  ableiten: 

„Der  Radius  r  des  einem  Dreieck  um- 
beschriebenen Kreises  ist  gleich  der 
Masszahl,  welche  man  erhält,  wenn  man  das 
Produkt  der  Uasszahlen  zweier  Dreiecks- 
seiten durch  die  doppelte  Masszahl  der 
zur  dritten  Seite  gehörigen  Höhe  dividiert." 


AC 


h)  .  .  .  .  -r-  =  siny 


gesetzt  werden  kann,  und  da  nach  der  in  Auf- 
gabe 842  vorgefahrten  Relation  7): 


a  —  b  =  4r8in  -?-  sin 


oder  nach  der  Erkl.  517: 


2 


2 


Erkl«  516«  Die  Richtigkeit  der  vorstehenden 
Relationen  7)  bis  9  a)  kann  man  auch  darthun, 
analog  wie  in  nebenstehender  Auflösung  unter 
D)  gezeigt  ist 


i)  .  .  .  h  —  a  =  4rsin 


sm 


/J-a 


2     ~     2 
ist,  so  erhftlt  man  aus  den  Gleichungen  g)  bis  i) 

ha  —  hb 

^jj;=:smy 


4rsin^  •  sin^-g-^ 
und  hieraus  ergibt  sich: 


Kleyer,  Rbma  Trigonometrie. 
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Äa  — Ä6 


r  = 


4*8m7'*sin-^  •  sin  ^-5 — 

Erkl.  617.    Die  nebenstehende  Gleichung:  o^er,  wenn  man  nach  der  Erkl.  52  für 

<i  —  6  =  4>'8in  ~  sin  — ^-^  sin y  =  Ssin -^  cos  -^  setzt : 

kann  man  wie  folgt  umformen:  ^ hg  —  hh 

Multipliziert  man  die  ganze  Gleichung  mit  48in-^  •  Ssin-^cos^  -  sin  ^^ 

—  1,  so  erhält  man:  .^                         2222 

'  oder: 

6-«  =  -4r8in|-.gin^  10)  .  .  .  r  = *»"**       . 

oder:  8 srn« |- •  cos f  sin  e^- 

t  —  a  =r  4r  sin  —  .  —  sin  ^—  —  — ^  '^^^^  ™*^»  ™  Rücksicht,  dass: 

Beräcksiehtigt  man,  dass  nach  der  in  der  2~  ^"^**   Y 

Erkl.  127  aufgestellten  Formel:  y             «^-u 

—  sinci  =  sin  ( «)  Komplementwinkel  sind,  fllr  cos  ^  =  sin  — ^ 

fftr: 


KT-4)=-[-(f-4)] 


so  geht  letstere  Gleidiung  ttber  in : 


«"»lö— 5-|  =  sm|-l-ö---5^H  ^^  Ä.-A» 


oder=Bina-4)  Ssin^  •  sin  «4-^  •  sin  ^ 

V^        ^/  und  hieraus  ergibt  sich  nach  Anwendmig  der 

,^^  _   .   ^  —  «  in  der  Erkl.  518  angefahrten  gomometxisebei 

oaer  -  sin— ^  Y^tfü&\  2): 

gesetzt  werden  kann,  so  geht  jene  Gleichung  10a)  ..  .  r  = ^""^ 

in  Rücksicht  dessen  über  in:  4sin2^(cosa cos/f) 

&  —  a  =  4rsin-~--sin     ~^  In  ganz  analoger  Weise  kann  man  die  Bichti2- 

^              ^  keit  der  Relationen  11)  bis  12  a)  darthnn. 

Erkl.  518.      Eine   goniometrische   Formel  E)  Beweis  der  Aelationen  13)  bis  15) : 

^®^*-                                    .  Nach    dem  in   der   Erkl.  295    an^^efüfartcx 

1)  sin  (a  +  /S)*sin  (a  —  /9)  =  ---  (cos 2/9  —  cos2ce)  planimetrischen  Satz  besteht  zwischen  deo  Sdt» 

^  a  und  d  eines  Breiecks  und  den  sn    die^^ 

^Siehe  Formel  209  in  Eleyers  Lehrbuch  der  Seiten  gehörigen  Höhen  ^  und   lib   die  Prc- 

Goniometrie.)  portion : 

Vertauscht  man  in  derselben  die  Buchstaben  _          ,           Äo  :  äj  =  d :  a 

«  und  ft  so  erhält  man  die  Relation:  o^®'  *^<*'-             ,           _     ^ 

2)  sin  (^  +  a)-sin  (/9  -  «)  =  -g-  (cos2«  —  cos2/5)  und  hieraus  ergibt  sich  nach  der  Erkl.  251  dir 

Relation : 

Erkl.  619.    Die  nebenstehende  Gleichung:  k;  .  .  .  .      ^l  (}2     "    &« 

a2  —  ft2  =  4r2siny.sin  («  —  /J)  Femer  hat  man  nach  der  in  der  Aufgabe  &4i 

kann  man  wie  folgt  umformen:  vorgeführten  Relation  14)  die  Gleichung: 

Multipliziert  man  die  ganze  Gleichung  mit  a^  —  5^  =  4r2-sin/-sin  (a  —  /S) 

-  1,  so  erhält  man:  oder  nach  der  Erkl.  619: 

62  -_  a2  =  -  4r2.siny .sin  (a  —  /S)  m)  ...&«  —  a«  =  4*4 siny  sau  (Ä  —  «r 

Berücksichtigt  man  nun,  dass  nach  der  in  „v          i.s  — ^-«««««ä 

der  Erkl.  127  aufgestellten  Formel:  V  '                 .  ^  '^  ,.  ,    . 

«;.  /       \  tmd   nach    der   vorstehenden  Relation    1)   di? 

. —  sma  =  sin  (—  a)  /^i  •  i_                                                              ' 

fjl,.                                       ^       '  Gleichung: 

—  sin(a  —  /?)  =  sin[— («  — ^)]  o)  .  .  .  Ä««  =  4r2Bin2/?sin«y 

oder  =  sin  (/S  —  a)  Aus  den  Gleichungen  k)  bis  o)  erli&it  issl 

gesetzt  werden  kann,  so  geht  jene  Gleichung  ^^  weitere  Relation: 

in  Rücksicht  dessen  über  in:  ^^  —  ^»2         ^  4rS8in2^8in27r 

62_-o8  =  4r2siny.sinOf  —  «)  4r2siny8in  (/S  — «)  ""       4rS  mn^ß 
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und  hieraus  ergibt  sich: 

4r2  8in/*sm(^  —  «)  ' 


f«  = 


oder : 


In   ganz   derselben  Weise   kann  man  die 
Richtigkeit  der  Relationen  14)  und  16)  darthun. 


Au^be  878.  In  einem  Dreieck  sei  die 
zur  Seite  e  'gehörige  H9he  he  =  120  m  und 
die  beiden  dieser  Seite  c  anliegenden  Wiiücel  a 

und  ß  seien  bezw.  61®  55' 39,1''  und  73^44'        Andeutung.     Man  benutze  zur  Berech- 
23,3";  man  soll  hieraus  den  Halbmesser  des  nung  des  gesuchten  Radius  r   die  in  der 
diesem  Dreieck  umbeschriebenen  Kreises  be-  Aufgäbe  872  vorgeführte  Relation  3): 
rechnen.  _        K 


2  sin«  sin/} 


Au%abe  874«     Von  einem  Dreieck  shid 
gegeben: 

^  =  Im 

r  =  2,5  m  Andeutung.     Man  berechne  nach  der  in 

und  der  Aufgabe  872  vorgeführten  Relation  6): 

c  =  4m  })>c 

man  soll  hieraus  die  nicht  gegebenen  Seiten  2*Aa 

und  Winkel,  sowie  den  Inhalt  des  Dreiecks  zunächst  die  Seite  6.    Dann  verfahre  man 

berechnen.  im  weiteren  wie  in  der  Andeutung  zur  Auf- 
gabe 339  gesagt  wurde. 


An^be  875.     Desgleichen,  wenn  ge- 
geben sind: 

^0=  1200  m 

y  =  670  22"  48,5"  Andeutung.  Nach  der  in  der  Aufgabe  872 

und  vorgefahrten  Relation  4)  erhält  man: 

r  =  812,5  m  a)  .  .  .  ad  =  2  •  ^  •  r 

Setzt  man  dies^en  Wert  für  ad  in  die  in 
der  Aufgaibe  842  vorgeführte  Relation  28), 
so  erhält  nuin: 


b) . . .  r = y^ 


2Ae-r 


2  [cos  («  —  ^)  —  cos  («  +  /»)] 

nach  welcher  Gleichung  man,  in  Rücksicht, 
dass  o  +  jS  =  180®  —  y  ist,  die  Winkel- 
differenz a  —  ß  berechnen  kann.  Aus  a  —  ß 
und  a-j-/?  l^Aiui  man  alsdann  die  Winkel  a 
und  ß  bestimmen,  u.  s.  f. 


Aufgabe  876.     Desgleichen,   wenn  ge- 
geben sind: 

r  =  925  dm  Andeutung.    Die  Auflösung  dieser  Aufgabe 

hc  =  140  dm  ist  analog  der  Auflösung  der  Aufgabe  875. 

und 

a  —  ^  =  —  170  56'  42,9" 
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Au^be  877.     Desgleichen,  wenn  ge- 
geben sind :  Andantang.   Nach  der  in  der  Aufgabe  842 
Äa : Äft  =  1 : 5                                    vorgefahrten  Relation  1): 

a  =  730  36'  41"  ^  ^ 

und  a)  .  .  .  r  =  5-t — 

r=:80m  Tisaia 

kann  man  zunächst  die  Seite  a  berechnen. 
Da  sich  femer  aus  den  in  der  Aoj^giabe  8Tf 
hergeleiteten  Relationen  1)  nnd  2)  die  Re- 
lation: 

h)  .  .  .  haihb  =:  äskß : Sin« 

ergibt,  nnd  der  Quotient  hai  hh,  sowie  der 
Winkel  a  gegeben  sind,  so  kann  man  nach 
dieser  Relation  den  Winkel  ß  berechnen.  Da 
man  hiemach  von  dem  Dreieck  die  Seite  q 
nnd  die  Winkel  a  und  ß  kennt,  so  kaim  man 
im  weiteren  verfahren,  wie  in  der  Aofldsong 
zur  Au^be  117  gezeigt  wurde. 


Angabe  878.     Desgleichen,  wenn  ge- 
geben sind:     _  Andeutung.     Mittels  der  in    der  Anf 

ha-hb  =  17231m  ^*^®  ^'^^  vorgeführten  Rehition  10): 

und  ^  -_  *"  —  ^* 

y  =  690  29'  23,1"  8  sin«  ^  cos  |  •  sin  ^:=^ 

kann  man  zunächst  die  Winkeldiffereoz  ß—c 
berechnen.  Ausj5  — o  u.  jJ  +  «(=180®  — ?- 
kann  man  dann  die  Winkel  a  und  ß  be- 
stimmen. Sind  diese  Winkel  hiemach  b^ 
rechnet,  so  kann  man  nach  den  in  der  Auf- 
gabe 842  hergeleiteten  Relationen  1)  bis  3? 
die  Seiten  a,  b  und  c  berechnen. 


Aufgabe  879.     Desgleichen,  wenn  ge- 
geben sind: 

a  -|-  &  =  170  m  Andeutung.  Nach  der  in  der  Au^be  842 

Äa  +  Äft  =  168,8276  m  vorgeführten  Relation  4)  ist: 

und  ^ g 

r  =  75,5208  m  a)  .  .  .  a  -f-  5  =  4r  cos  -^  •  cos  — ^"^ 

und  nach  der  in  der  Aufgabe  872  vorg^lihitefi 
Relation  7)  ist: 

y  y  « — ^ 

b)  .  .  .   ha-j-hb  =  Sr-sin ^  •  cos«  ~  •  cos  —x-- 

Setzt   man   den   aus    Gleichung   a)  für 

a  —  ß 

cos  — ö —  sich  ergebenden  Weirt: 

a  —  ß a  +  6 


cos 


*  4r'C0s-|- 


in  Gleichung  b),  so  erhält  man: 

Ä«-f-Ät  =  8r.8in-^  .  cos« -^ ^       r 

^  ^       4rco8| 

m 

oder: 

Ärt  +  Äft  =  2Biny  coß-|-  *  (a-f-fc) 
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oder  nach  der  ErkL  52: 

nach  welcher  Oleichnng  man,  in  Rticksicht 
der  tar  hm-^-h^  und  a-|-5  gegebenen  Zahlen- 
werte, den  Winkel  y  berechnen  kann. 

Ist  y  berechnet,  so  kann  man  nach  der 
in  der  Aufgabe  842  hergeleiteten  Relation  3) 
die  Seite  c  aus  r  und  /  berechnen  u.  s.  f. 


Aufgabe  880. 
geben  aind: 

r  : 
a  +  hz 

und 

hc  =  840m 


Desgleichen,  wenn  ge- 


628,333  m 
2070  m 


Andentong.  Nach  der  in  der  Angabe  842 
Yorgeffihrten  Rdation  4)  erhält  man: 

a)....  cos-|-.cos-^  =  ^ 

femer  erhfilt  man  nach  der  in  der  Aufgabe  872 
vorgeführten  Relation  B): 

he 

b)  .  .  .  8ina*sin^  =  -^r— 

2r 

Mittelfl  dieser  beiden  goniometrischen 
Gleichungen  kann  man  nach  gehöriger  Um- 
formung zunitohst  die  Winkel  des  Ihreiecks 
berechnen. 


Aufgabe  881.  Man  soll  nachweisen,  dass 
zwischen  dem  Radius  r  des  einem  Dreieck 
umbeschriebenen  Kreises,  den  Winkehi 
des  Dreiecks  und  den  Abschnitten,  welche 
die  Höhen  auf  den  Seiten  bilden,  die  nach- 
folgenden Relationen  bestehen: 


1) 
2) 
3) 
4) 
5) 

7) 
8) 
9) 


a' 


r  = 


r  == 


r  = 


r  = 


2*sin^co8y 

2  siny  cos^ 

b' 
28iny*C08a 

2sinaco8y 

c' 
28inaco8^ 

c" 

2  sin/}  008« 

1        a'- 


,** 


2     sin  0?  —  y) 
1        h'  —  h" 


r 


2     sin  (y  —  a) 
1 


C  — c 


H 


2     sin  («  —  fl) 


Die  Richtigkeit  der  in  der 
Aufgabe  vorgeführten  Relationen  kann  man 
wie  folgt  daiihun: 

A)  Beweis  der  Relationen  1)  bis  6): 

Nach  der  in  der  Aufgabe  842  vorgeführten 
Relation  2)  ist: 

.  _     h 

*^  •  •  •  **  -  2«E^ 

Femer  ergibt  dch  aus  dem  rechtwinkligen 
Dreieck  ADC  der  Figur  347: 


oder: 


cosy  =  -z- 


b)  .  .  .  h  = 


cosy 


Aus  den  Gleichungen  a)  und  b)  folgt  die 
herzuleitende  Relation: 


1)  .  .  .  r  = 


a' 


2  sin^  cosy 

Nach  der  in  der  Aufgabe  842  vorgeführten 
Relation  3)  ist: 

'  28my 

Femer  ergibt  aidi  aus  dem  rechtwinkligen 
Dreieck  ^ DB  der  Figur  347: 
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Figur  347. 


C08^  = 


oder: 


d) 


e  = 


.'« 


o" 


C08^ 


Aus  den  Gleichongen  c)  und  d)  folgt  die 
herzuleitende  Relation: 

2)  .  .  .  r  =  ^-^ — - 
zsin/cos/} 

In  ganz  analoger  Weise  kann  man  die  Bickig' 
keit  der  Relationen  8)  bis  6)  darthan  (siehe  die 
ErkL  520). 

B)  Beweis  der  Belationen  7)  bis  9): 

Aus  den  vorstehenden  Belationen  1)  und  2) 
ergibt  sich  die  Belation: 


a' 


." 


oder: 


2sin^co8>^       28in>'G08^ 
a'    muß  eosy 


ErU.  520«  Aus  der  Analogie  der  in  der 
Angabe  881  Yor^ftthrten  Relationen  1)  bis  6) 
kann  man  den  tng.  Satz  ableiten: 

„Der  Radius  r  des  einem  Dreieck  um- 
beschriebenen Kreises  ist  gleich  der  Mass- 
zahl, welche  man  erhält,  wenn  man  die 
Masszahl  irgend  eines  der  Seitenabschnitte, 
gebildet  durch  die  zur  betreffenden  Seite 
gehörigen  Höhe,  dividiert  durch  das  dop- 
pelte Produkt,  gebildet  aus  dem  Sinus 
des  jenem  Abschnitt  nicht  anliegenden  aber 
der  betreffenden  Dreiecksseite  anliegenden 
Winkels  und  dem  Kosinus  des  jenem  Ab- 
schnitt anliegenden  Winkels." 


a"       emy  cos^ 

Bringt  man  in  bezug  auf  diese  Proportii« 
den  in  der  Erkl.  251  angeführten  DiffereiueL- 
satx  in  Anwendung,  so  erhält  man: 


anßcoBy  —  cos/fsiny~~  muß  ooay 

Da  nun  nach  der  Erkl.  232: 

emß  cosy  —  cos/J  siny  =  sin  (/9  —  y) 

und  nach  vorstehender  Relation  1): 

a' 

sin/}  cosy 

gesetzt  werden  kann,  so  erhält  man  in  Röck- 
sicht dessen  aus  vorstehender  Gleichung: 


a'  —  a 


tt 


=  2r 


8in(^  — y) 

und  hieraus  ergibt  sidi  die  herzuleitende  Be- 
lation: 


7)  .  .  .  »•  = 


a  —  a 


4i 


2     sinOJ  — y) 

In   ganz   analoger  Weise   kann    man  die 
Richtigkeit  der  Relationen  8)  und  9)  dartinai 


Angabe  882.  Man  soll  mittels  der  in 
den  Aufgaben  842,  872  und  881  vorgeführten 
Belationen  nachweisen,  dass  zwischen  den 
Seiten  eines  Dreiecks,  den  auf  den  Seiten 
durch  die  zugehörigen  Höhen  gebildeten  Ab- 
schnitten und  den  Höhen  eines  Dreiecks 
folgende  Relationen  bestehen: 


1)  .  . 


2)  .. 


3)  .  .  .  .   —  ^izz. 


a 
T 

a 
c 

h_ 
c 


Auflosung.  Die  Richtigkeit  der  in  der 
Aufgabe  vorgeführten  Rdationen  kann  mas 
wie  folgt  darthun: 

A)  Beweil  der  Belationen  1)  bis  3): 

Aus  den  in  Auifeabe  842  voigefUhrten  Re- 
lationen 1)  und  2)  rolgt: 


a 


// 


a) 


M*t 


sm« 
sin/S 


V 


und  aus  den  in  Aufgabe  881  vorgeführten  R^ 
lationen  1)  und  4)  folgt: 
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h"       sina 


4) 


sin^ 


••.(a  +  ^  +  ^)(~  +  |  +  |)=  b)... 

(ha  +  ht  +  hc)'(^  +  ^  +  ^)  nnd  aus  diesen  beiden  Qlwchmigen  a)  und  b) 

V^      hb  ^  hcj  ergibt  sich  die  zu  beweisende  Relation: 

"^^  '      '  •  Ä».Äc  '^hahc  ^ha'hb"  1)  .  .  .  .    j,  —   ^^ 

^  I  ^  I  ?[^        In   ganz    analoger  Weise   kann    man   die 

a2  ~  62  ~  c«  Richtigkeit  der  Relationen  2)  und  3)  darthun. 


6)  .  .  .  .   ha'hb'he  = •  sin^y 


c 


B)  Beweis  der  Relation  2): 


7\  Ä     liv   li   —  ^^^^    aifi8/i  ^^^  den  in  der  Auiigabe  842  vorgeführten 

#;....  na-nb-fie^     ^    .  sm /f  Relationen  1)  bis  3)  ergeben  sich  die  Beziehungen : 

&S.c2 

8)  .  .  .  .   ha'hb'hc=^ sin^o 

Erkl.  521.     Aus  der  Analogie  der  in  der 
Aufgabe  882  vorgeführten  Relationen  1)  bis  3)  oder: 
kann  man  den  planimetrischen  Satz  herleiten: 

„In  jedem  Dreieck  verhalten  sich  zwei 
Seiten  umgekehrt  wie  die  Abschnitte 
derselben,  gebildet  durch  die  denselben 
zugehörigen  Höhen,  welche  an  der  Ecke 
liegen,  in  der  jene  Seiten  zusammenstossen. 

(Siehe  die  Teile  der  Encyklopftdie,  welche 
über  Planimetrie  handeln.) 


c)  .  . 

.  a  =  2rsina 

d)  .  . 

.  h  -.  2rsin/9 

oder: 

.  e  —  2r-8in>^ 

f)  .  . 

1             1 

a        2r  sina 

g).. 

1             1 

b        2  r  sin  /} 

h)  .  . 

1             1 

c        2r8in/ 

Femer  ergeb 

en  sich  aus  den  in 

der  Auf- 

gäbe  872  vorgeführten  Relationen  1)  bis  3) 
Beziehungen: 

die 

i).  . 

.  ha  =  2rsin/?8iny 

k)  .  . 

.  hb  —  2r  sina  sin/ 

1).  . 

.  he  —  2r8ina8in/9 

m) 


Erkl.  522.     Die  in  der  Angabe  882  vor-   oder: 
geführten  Relationen  1)  bis  5)  enthalten  keine 
goniometrischen  Funktionen;  dieselben  können 
auch  ohne  Hülfe  trig.  Sätze  auf  rein  planime- 
trischem  Wege  hergeleitet  werden.  n) 

(Siehe  die  Teile  der  Encyklopädie,  welche  und 
über  Planimetrie  handeln.) 

0) 


1 

= 

1 

ha 

2r  sin^  sin/ 

1 

= 

1 

hb 

2r  sina  sin/ 

1 

1 

'  hc       2r8inasin/} 

Addiert  man  die  Gleichungen  c)  bis  e),  des- 
gleichen die  Gleichungen  f)  bis  h)  und  bildet 
das  Produkt  der  somit  erhaltenen  Summen,  so 
erhält  man  nadi  gehöri|;er  Reduktion  dasselbe, 
als  wenn  man  die  drei  Gleichungen  i)  bis  1), 
desgleichen  die  Gleichungen  m)  bis  0)  addiert 
und  das  Ftodiüct  dieser  beiden  Summen  bildet, 
und  hieraus  ergibt  sich  die  Riditigkeit  der  Re- 
lation: 

4)  .  .  .  («  +  5  +  c)(l  +  l  +  l)  =  (*.+*»  +  ».)  (l  +  ii  +  i;) 


C)  Beweis  der  Relation  5): 
Die  Richtigkeit  der  Relation: 

^.  ha^     ■     hb^     ,    he^   hc  .ae  .   ab 

^^  •  •  •  hb'hc'^ha-hc'^hahb  "*  a«"^i«"*"c2 

kann  man  in  ganz  analoger  Weise  als  die  der 
vorstehenden  Relation  4)  mittels  der  in  den  Auf- 
gaben 842  und  872  vorgeführten  Relationen  1) 
bis  3)  darthun. 
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D)  Beweis  der  Selationen  6)  bis  8): 

Mnltipliziert  man  die  in  der  An^be  87S 
voi^efOhrten  Relationen  1)  bis  3),  so  eiSiltiiuui: 

^^  '  '  '  88in«a8inV8ni«y"" 
Quadriert  man  femer  die  in  Aufgabe  84s 
vorgeführten  Relationen  1)  nnd  2)  und  multipli- 
ziert die  somit  erhaltenen  Gleichlingen,  so  er- 
hält man: 

16sin«asins^""* 

oder,  wenn  man  diese  Gleicfanng  dnrch  die  m 
der  Anf^.  842  vorgeführte  Relation  8)  dividiert. 

o«-d««2siny    _    . 

^  *  *  •  c.l68in««8in«/J"~ 

Ans  den  Gleichungen  p)  nnd  q)  folgt: 

hg'hb'hc        __      a»d»-2giny 

8  8in2  a  sixi^ß  sm<y  "^  <;-16Bin2asinV 

nnd  hieraus  ergibt  sieh  die  Relation: 

^  t.     1     1.         «*^   •  • 

7)  .  .  ,  ha'hi'he  =  sui»y 

c 

In  ganz  analoger  Weise  kann  man  dk 
Richtigkeit  der  Relationen  8)  nnd  9)  dsitku 
(siehe  die  ErkL  521  nnd  522). 


Aufgabe  883.     Von  einem  Dreieck  sind 
gegeben:  _  ^«r  Andeutung.    Man  berechne  nach  der  in 


r  =  426  m 

c'  —  c"  =  13  m 
und 


der  Aufgabe  881  vorgefahrten  Eelation  9): 

1       c'  —  c" 


a  =  530  r  48,4"  ^     sin  («  —  ^) 

man  soll  hieraus  die  nicht  gegebenen  Seiten  zn^äcl»»*  ^e  Winkeldifferenz  a  —  ß;  be 
und  Winkel,  sowie  den  Inhalt  des  Dreiecks  »^™®  ^*^»  ^  «  gegeben,  den  Winkel  ß. 
berechnen.  ^^  ^  ^^^  ^)  bezw.  aus  r  und  ß  kann  man 

dann  im  weiteren  mittels  der  in  der  Auf- 
gabe 842  vorgeführten  Relationen  1)  und  2) 
die  Seiten  a  und  b  berechnen,  u.  s.  1 


Angabe  884«     Desgleichen,  wenn  ge- 

r  =  8 125  dm  Andeutung.    Man  berechne  nach  der  in 

a'  •—  a"  =  l|2d08  dm  ^^  Aufgabe  881  vorgeführten  Relation  7): 

und                             '  _  1       a'  —  af' 

«  =  5307' 48,4"  ^^"2'  mR(ß'-r) 

zunächst  die  Winkeldifferenz  ß  —  y,  beachte 
dann,  dass  |J  +  y  =  180®  —  a  ist  und  be- 
rechne hienutch  die  Winkel  a  und  ß.  Dans 
verfahre  man  im  weiteren  wie  in  voriger  An- 
deutung gesagt  wurde. 


Au^be  885.     Desgleichen,  wenn  ge- 
geben sind:     ^  Andeutung.    Aus  r  und  a  bestimme  man 

a'  =  8966  Im  ™  ^^^  ^^  ^  ^^  Auftabe  842  voigefBhilen 

und                            '  Relation  1)  die  Seite  a  des  Dreiecks.    Daim 

a  =  770 19'  10,6"  bestimme  man  aus  a  (=  a'  -^  o")  den  Ab- 
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schnitt  af*  bezw.  die  Differenz  af  —  a**  nnd 
berechne  nach  der  in  der  Aufgabe  881  vor- 
geführten Eelation  7): 

1 


a'  -^a 


2     8in(/J  — y) 
die  Winkeldifferenz  /i  —  y.    Aus  jJ  —  /  und 
|)  -|-  pf  =  180^  —  a  kann  man  dann  leicht  die 
Winkel  /}  und  j  berechnen. 


Au^be  886.     Desgleichen,  wenn  ge- 
geben dnd: 

c'  —  c"  =  130  m 

r  =  208,0083  m 

und 

ab  =  24961  qm 


Andeutnne.  Nach  der  in  der  Aufgabe  881 
vorgefahrteÄRelation  9): 

1       e  —  &' 


2     sin(a  -  p) 
berechne  man  zunächst  die  Winkeldifferenz 
a  — /J.     Ist  hiemach  a— jS  berechnet,  so 
berechne  man  nach  der  in  der  Aufgabe  842 
vorgeführten  Relation  23): 


=\/^ 


ah 


2  [C08(a  -  ^)  —  cos  (a-j-/J)] 

die  Wüikelsumme  a  +  /?,  u.  s.  f. 


Aufgabe  887.  Man  soll  nachweisen,  dass 
zwischen  dem  Radius  r  des  einem  Dreieck 
umbeschriebenen  Kreises,  den  Höhen- 
abschnitten,  Winkehi  und  Seiten  des  Dreiecks 
nachfolgende  Relationen  bestehen: 


1)  .  .  .  r  = 


2)  .  .  .  r  = 


3)  .  .  .  r  =  ^ 


4)  .  .  .  r  = 


.  r  = 


6). 
6). 

7)  .  .  .  #• 

8)  .  .  .  r 

9)  .  .  .  r 

10)  ...  r 

11)  ...  r 


1_ 

2 

1_ 

2 

1_ 

2 

1^ 

2 

1_ 

2 

1^ 

2 

1 
2 

1^ 

2 

1^ 
2 

1^ 
2 


cosa 

cos/} 

V. 
cosy 

C08/9  cosy 

cosa  cosy 
cosacos^ 


Auflösung.  Die  Richtigkeit  der  in  der 
Aufgabe  vorgeführten  Relationen  kann  man 
wie  folgt  da^un: 

A)  BeweiB  der  Eelationen  1)  bis  3): 

Aus  dem  bei  F  rechtwinkligen  Dreieck  A  FP 
der  Figur  348  ergibt  sich: 

a)   .   .   .   008«,  =  i;;- 

Äg 

femer  ergibt  sich  aus  dem  bei  D  rechtwink- 
ligen Dreieck  ADCi 


cosa,  = 


AD 

Tc 


oder: 


Ao 


V 


a«  +  Vg 


h% 


-k-f 


b)  .   .   .  cos«!  =  -r- 

Aus  den  Gleichungen  o)  und  b)  ergibt  sich 
zunächst  die  Relation: 

°^   •  •  •  Ä'g  "^  ft 
Nach  der  in  der  Aufgabe  881  vorgeführten 
Relation  3)  ist: 

d)  .  .  .  6'  =  2rsinyco8« 

Nach  der  in  Aufgabe  872  voigeftthrten  Re- 

l+4sin|-8in48in|-   lation  1)  ist: 

^  e)  .  .  .  Ä«  =  2rsin/Jsiny 

und  nach  der  in  Aufigabe  842  vorgeführten  Re- 
lation 2)  ist: 


V 


Ä'g  +  Vft  +  Ä'e 


Ä"g  .  V'ft  .  Ä"c 
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12)  ...  r 

13)  ...  r 
U)  .  .  .  r 

15)  ...  r 

16)  >  .  .  r 

17)  ...  r 

18)  ...  r 

19)  .  .  .  r 

20)  ...  r 


2  *       h"c 

1  h  a  '  f^  c 

2  '        V'a 

2    '  Ä"«  +  Ä"6 

J_       h'b  +  ^'c 

2  '  h"b  +  V'c 

2    *  Ä"6  —  V'a 

1  Ä  a  ~*  Ä  «j 
"2   '  Ä"e  -  Ä"a 

2  '  V'c  —  Ä"ft 


Ä'c 
Ä'ft 
V« 

h'b 

h'a 


Figtir  348. 


f)  .  .  .  6  =  2r  sin/J 

Aus  den  Gleichungen  c)  bis  f)  folgt  nun- 
mehr: 

2r8in>^co8a 2r8]n/}siny 

A'«  "~     2r8in/f 

und  hieraus  ergibt  sich  die  Belation: 


1)  .  .  .  r  =  -^ 


Va 


2      cosa 

In   ganz   analoger  Weise    kann   min  die 
Richtigkeit  der  Relationen  2)  bis  3)  darthim. 

B)  Beweis  der  Relationen  4)  bis  6): 

Aus  dem  bei  D  rechtwinkligen  Dreieck  CDf 
der  Figur  848  ergibt  sich: 


g)  .  .  .  sin/i  =  j^ 

femer  er^bt  sidi  aus  dem  bei  D  rechtiK-ink* 
ligen  Dreieck  ÄDB: 

sina.  =  — 
'        c 

oder,  in  Rttcksicht,  dass  nach  der  Elrkl.  523 

«8  =  Yx 

ist 


h)  .  .  .  siny,  =  — 

c 

Aus  den  Gleichungen  g)  und  h)  folgt  zu- 
nächst: 

^^   '  '  '    Wc  '^  e 

Nach  der  in  Angabe  881  voigefOhrten  Re- 
lation 2)  ist: 

k)  .  .  .  a"  =  2rsinycos^ 

Nach  der  vorstehenden  Relation  3)  ist: 

1)  .  .  .  Ä'c  :=  2roosy 

und  nach  der  in  Aufgabe  842  vorgefQhrteo  Re- 
lation 3)  ist: 

m)  .  .  .  c  =i  2rsin>^ 

Aus  den  Gleichungen  i)  bis  m)  folgt  rnui- 
mehr: 

h**a      _  2r  siny  cos^ 

2rcoBy  ~"     2rsin/ 

und  hieraus  eigibt  sich  die  Relation: 

4)   ...  r  =  — 

2     cos/)coy 

In   ganz   analoger  Weise   kann    man  ^ 
Richtigkeit  der  Relationen  5)  und  6)  dartins^ 

O  Beweis  der  Eelationen  7)  bis  9): 
Nach  der  Torstehenden  Relation  1)  ist: 

s 
h*a  =  4r*«C0S«a 

Femer  ist  nach  der  Relation  1)  in  Auf- 
gabe 842: 

cß  —  4r2  8in«« 

Durch  Addition  dieser  beiden  Gldchimga- 
erhält  man: 

a-i  +  Va'=  4r«  (sin««  +  cos««) 
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und  hieraus  ergibt  sich,  in  Rücksicht,  dass  nach 
der  Erki.  142: 

Bin*a-|-C08«a  =.  1 

ist,  die  Relation:  

7)  .  .  .  r  =  -2  .yo«H-Ä'a 
ErkL  628»     Die  beiden  rechtwinkligen        jj^  ^^^^^  derselben  Weise   kann   man    die 
Breite  AD B  und  -Bö C  der  Figur  a«  haben  ßichtigkeit  der  Relationen  8)  und  9)  darüiun. 
den  Wmkel  ft  gemem,  sonach  müssen  die  beiden  ^  *  ' 

andern  spitzen  Winkel   dieser  rechtwinkligen  j))  Beweis  der  Selation  10): 

Dreiecke  einander  crleich  sein,  es  muss  also:  .       j  ^  i.     j      -n  i  ^-  i\  v    a\ 

^^    «|uwt       5  cj.li  ocui,  «D     txop  «uDv  ^^g  ^^^  vorstehenden  Relationen  1)  bis  3) 

1)  .  ,  ,  i»,  —  y^  ergibt  sich: 

sein.  In  gleicher  Weise  kann  man  darthun,  dass:  Va  h'b  h'c 


S)  .  .  .  cTj  =  /9^                                                    cosn        C08/9        cos/ 

und  dass:  Bringt  man  in  bezug  auf  diese  laufende 

o)  .  '  yt  —  ßi                                   Proportion  den  in  der  Erkl.  284  angefahrten 

ist.  Summensatz  in  Anwendung,  so  eih&lt  man: 

na  "I    Ä  b  "x"  "  c  Ä  a 

COS«  +  cos^ -(-  cosy  ""  cos a 

oder,  wenn  man  nach  der  vorstehenden  Relation  1) 

V«  =  ar*cosa 

setzt  und  die  in  der  Erkl.  6S4  angeführte  go- 
niometrische  Formel  in  Anwendung  bringt: 

h'a  47  h'b  +  h*e        _  2r»cosg 
l+48in|sin48in|.""     ^«« 
und  hieraus  erhält  man  die  Relation: 

10)  .  .  .  r  —  y  .  ,    ,     .    .     a    .     /J    .     y 

^     l-f-4Bin-^sm-|-sui'|- 


E)  Beweis  der  Relation  11): 

Multipliziert   man  die  vorstehenden  Rela- 
tionen 1)  bis  8),  so  erhält  man: 

ErkL  524.    Bezeichnet  man  mit  «,  ß  und  y  v          ^  _  JL      ^'o  •  h*b '  h'c 

die  drei  Winkel  eines  Dreiecks,  so  besteht  die  n;  .  .  .  r^       ^  •  cos  neos/)  cos/ 

goniometrische  Formel:  Multipliziert  man  femer  die  vorstehenden 

cos«  +  cos/J  +  co8y  =  1  +48in4sin48in^  Relationen  4)  bis  6),  so  erhält  man: 

2-2        2  .3  — Jl        V'« '  h''ö '  h"e 

(Siehe  Formel  278  in  Kleyers  Lehrbuch  der  o)  .  .  .  r  —  ^  .  QQa2a-co88/J«cos«y 

Goniometrie.)  g^^  ^^  ^^^  ^^  Gleichung  n)  für  cos« 

cos/9  cos^  sich  ergebenden  Wert: 

1     Vo  •  Vft .  Vc 
cosa  cos^  cosy  =  -^  • -^ 

in  Gleichung  o),  so  ergibt  sich: 


,** 


1  Ä"a  •  Ä"6  •  V  e 

r3  = 


8        JL^    jh'a'h'b'h'c)^ 

64'  ;-« 

und  hieraus  erhält  man: 

64.  r»     Ä"fl.V'ft.V'c 


r8  = 


,      .  8  (Va-Ä'ft.Ä'c)« 

®'*  t/i     t/<^   1,/* 

(Va-Ä'ft.Ä'c)« 

woraus  sich  schliesslich  die  Relation: 

ii>  .  .  .  r  -  ^  .  y  __^jj_^ 
ergibt 
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F)  Beweis  der  Belationen  12)  bis  14). 

Multipliziert  man   ^e  vorstehenden  Säi- 
tionen  1)  und  2),  so  erhält  man: 

.         1        V« .  Ä'6 
r*  =  -:- 


4     cosa-cos/f 

Setzt  man   hierin   nach   yorstefaeiider  B^ 
lation  6)  fOr: 

cosa-cos/)  =s-^ 

SO  erhält  man: 


4  ^ 


tfj 


2r 
und  hieraus  ergibt  sich  die  Relation: 

12)  .  .  .  r=:-. 


2        V'c 

In  ganz  derselben  Weise  kann  man  <& 
Bichtigkeit  der  Belationen  18)  nnd  14)  dar&uL 

0)  Beweis  der  Relationen  16)  bis  17): 

Aus  den  yorstehenden  Belationen  1)  und  % 
ergibt  sich: 

cos«       cos/9 

Bringt  man  in  bezng  auf  diese  Proportio«. 
den  in  der  Erkl.  261  angeführten  SummcDsatz 
ErU.525.  Die  in  Aufgabe  887  vorgefahrten  in  Anwendung,  so  erhält  man: 
Belationen,  in  welchen  keine  goniometrischen  /^'^j-/^'^  V« 

Funktionen  enthalten  sind,  kann  man  auch  auf  — ^^- -i  =  — ^ 

rein  planimetrischem  Wege  herleiten.  cos « +  cos^      cos « 

(Siehe  die  Teüe  der  Encyklopädie,  welche  J^^  ^^'T  ergibt  sich  in  Bücksicht,  da«  Mcfc 
ttber  Planimetrie  handeln.)     '     ^       '  .der  vorstehenden  Belation  1) 

-^  =  2r 
cos« 

ist: 

p)  .  .  .  Ä'a  4-  h*b  =  2r  (cos«  +  cos/J) 

Femer  ergibt  sich  aus  den  vorstehenden  Be- 
lationen^ 4)  und  5) : 

oos/)cos^        cosacos/ 

Bringt  man  in  bezug  auf  diese  Proportica 
ebenffldls  jenen  Summensatz  in  Anwendung,  &o 
erhält  man: 


V'a  +  V't  _       Ä 


ti 


cos/?cos^-|-cosacos/       cos^oos^^ 

und  hieraus  ergibt  sich,  in  Bttcksidit,  dase  nad 
vorstehender  ^lation  4): 

a =  2r 

cos^  cos^ 

ist: 

Ä"a  +  Ä"ft  =  2r  [cos/J  cosy  -f-  cos«  cosy] 

oder: 

q)  .  .  .  Ä"a  +  Ä"6  =  2r -cosy  [cos« -f-cos^] 

Dividiert  man  die  Gleichung  p)  durch  Glei- 
chunp;  q),  so  erhält  man  nach  gehöriger  fie* 
dnktion : 

h'a  +  Wh   _      1 
h"a  +  Ä"fr  ""cosy 
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Setzt  man  bierin  nacb  Torstehender  Be- 
lation  8)  fBi: 

1     _  2r 

cosy         h*e 
so  eriiftlt  man: 

h'a  +  h'b  _  flr 

and  hieraus  ergibt  sich  die  Relation: 

15)...r-.^.p-p^.Äc 

In  ganz  analoger  Weise  kann  man  die 
Richtigkeit  der  Relationen  16)  und  17)  darthun. 

H)  Beweis  der  Eelatioaen  18)  bis  20): 

In  ganz  analoger  Weise  wie  die  Relation  15) 
im  vorstehenden  hergeleitet  wurde,  kann  man 
auch  die  Relationen  18)  bis  20)  herleiten  (siehe 
die  Erkl.  525). 


Angabe  888.     Man  soll  mittels  der  in 

den  Aufeaben  842,  872,  881  und  888  vor-  iv    t>i  u^i  w  v  ^      *     ^ 

geführten  Relationen  die  Richtigkeit  nach-        Auflbsuiig.    Die  Richtigkeit  der  in  der 
folgender  Relationen  darthun:  Aufgabe  vorgeführten  Relationen  kann  man 

wie  folgt  darthun: 


1) 
2) 
3) 
4) 

5) 
6) 
7) 
8) 

») 
10) 

11) 
12) 
18) 


Va  •  Ä"a  =  h*b '  h"b  =  h'c  •  V'c 

a»a"  ==  hb'h'b  A)  Beweis  der  Belation  1): 

ft.ft"  =  Äc .  h'c  Multipliziert  man  die  in  der  Aullgabe  887 

e-c"  =  ha'h'a  vorgeführten  Relationen  1)  und  4),  desgleichen 

a-a*  =  he'h*e  2)  und  5),   desgleichen  8)  und  6),  so   erhält 

h'h'  =  ha'h'a  man  bezw.: 
C'C'  =  hb'  h'b  *'« '  ^"«  =  4r«  cos«  cos^  cosy 

a'»a"  =.  ha  •  h"a  *'* '  *"*  ~  ^^  ^®"  ^"^  ^^^ 

y .  j</  -_  j^^ .  ^rf/j  und     h'e  •  h"c  =  4r2  cos «  cos/J  cosy 

e'*c"  =ihe'  hf'e  ™^^  ^^  diesen  Gleichungen  ergibt   sich  die 

Relation : 

1)  .   .   .  h*a  *  n  a  ^^  hb'hb  ^  h  e  '  h  e 


.  aJ8=  &«  +  C«±2Äa.Ä'« 
.   62  .=  a2  4- C«  ±  2Ä6  .  Ä'fc 

.  c«  =  a«  +  6«  ±  2.ÄC .  V,  B)  Beweis  der  Eelationen  2)  bis  10): 

14)  .  ^^  +  ^'+^^  =  Äa  •  V«+Äj .  Ä'*-f  Ä^  .  h*e        Multipliziert  man  die  in  Aufgabe  842  vor- 
2  geführte  Relation  1)  mit  der  in  Aufgabe  881 

vorgeführten  Relation  fl),  so  erhält  man: 

a-a"  =  4r>sinaco8^8in/ 

Multipliziert  man  femer  die  in  Aufgabe  872 
_  _  _    ._^       _.  ,. .       .      ,       .    -    vorgeführte  Relation  2)  mit  der  in  Aufgabe  887 

Erkl.  526.      Die  ^tlidien  m  der  Auf-  vorgeführten  Relation  2) ,  so  erhält  man  die 
gäbe  888  vorgeführten  Formeln  smd  rem  plani-  weitere  Gleichung : 
metrische  Formeln;  man  kann  dieselben  auch  ,     i/   _\i  «  «•«    «^-o«-« 

ohne  Zuhülfenahme  der  trig.  Formeln  herleiten.  hb-hb^  4r*.8ma cos^ smy 

(Siehe  die  Teile  der  Encyklopädie,  welche  und  aus  diesen  beiden  Gleichungen  eigibt  sich 
über  Planimetrie  handeln.)  clie  Relation: 

2)  .  .  .  a-a"  =2hb'h*b 

In  ganz  analoger  Weise  kann  man  die 
Richtigkeit  der  Relationen  8)  bis  10)  darthun. 

O  Beweis  der  Relationen  U)  bis  18): 

Nach  dem  in  der  Erkl.  112  vorgeführten 
erweiterten  pythagoreischen  Lehrsatz  besteht, 
siehe  Figur  848,  unter  anderem  die  Relation: 
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»ß* 


a2  =  ft«  +  c2±2.c.c' 

Setzt   man   bierin    nadi  yorstebender  Be- 
lation  4): 

so  erbält  man  die  Belation: 

11)  .  .  .  a2  =  6«-f-c2±2Äa-V« 

In    ganz    analoger  Weine    kann    man  die 
Richtigkeit  der  Relationen  12)  nnd  13)  dardnn. 

D)  Beweis  der  Eelation  14): 

Addiert  man  die  vorstebenden  BdationeiSi 
bis  7),  80  erhält  man: 
2(Äo.Ä'a-|-Äft.V6  +  Äc.-Ä'«)  =  a.a"  +  a.a'  +  5.5"-f-&.6'  +  c.c"  +  f.f 

oder: 
2{Äa-Ä'*-f  Äft.Ä'fc  +  Äc-Ä'c)  =  a^a*-\-a")'\^h{b*-\-h^')-Yc(e-k^r^ 

nnd  hierans  erbält  man  in  Rfiduieht,  dan: 

V  +  5"  =  5 
nnd      c'  -|-  c"  =  c 
ist,  die  Relation: 

(siebe  die  EAl,  626). 


An^be  889.  Man  soll  nachweisen,  dass 
zwischen  den  Mittellinien  oder  den  Schwer- 
linien eines  Dreiecks,  den  Winkeln  desselben 
nnd  dem  Badias  r  des  demselben  nmbe- 
schriebenen  Kreises  die  Relationen  be- 
stehen: 

1)  .  .  .   r  =      -  

V  2sin«/J  +  2  sin«  y  —  sin«  « 

2)  .  .  .   r  =  ^^ 

V28in2« -|- 2Bin«y  —  sin«/» 

3V  .  .  .   r  =  ^^ 

l/2Bin«  «  +  28in8/J  —  sin«/ 

Fignr  349. 

C 


a 


Anflösnng.  Die  Richtigkeit  der  in  de? 
Aufgabe  vorgeführten  Relationen  kann  mai 
wie  folgt  darthnn: 

Nach  dem  in  der  Erkl.  299  angeführten  plazii* 
metrischen  Lehrsatz  besteht,  siehe  Figur  Vif 
zwischen  den  Seiten  h  und  c  eines  Dreiecks  rai 
der  nach  der  dritten  Seite  a  gezogenen  Schw?- 
linie  9a  desselben,  die  Relation: 

Formt  man  diese  Relation,  wie  folgt  um: 

52-|-C«  =  2.»2a  +  2~ 

262  +  2c«--a«  =  4«2a 

und  setzt  fttr  5,  c  und  a  die  aus  den  Belatiooeo  I- 
bis  8)  der  Aufgabe  842  sich  ergebend»  Weite, 
so  erhält  man: 

2.4rS8in«/J  +  2.4rS.8in«y--4r«gin««  =4A 

oder: 

4r«.[2Bin2/J  +  28in«y  — sin««]  =  4.f2, 

rS  = ~ 

28in«^  -]-  28in«y  —  sin<a 

und  hieraus  ergibt  sich  die  Relation: 

1)  .  .  .  r  = 


V28in«/>  +  28in«y  —  sin«« 

In   ganz    analoger  Weise   kann    mso  ^ 
Richtigkeit  der  Relationen  2)  nnd  3)  dartlia 


Aufgaben  Aber  das  Dreieck  in  Verbindung  mit  dem  demselben  nmbeschriebenen  Kreis.     607 

Av&abe  880.   Von  einem  Drdeck  kennt 
man  den  Winkd  a  =  53«  7' 48,4",  die  rar  ^     ,.       f  «  =  68«  7' 48,4" 

gegenüberHejenden  Seite  geliörige  Schwer-  Gegeben:  j  »„  =  18,9711  m 

llnie  s,  =  12,9711  m  nnd  den  Radius  r  =  ^  »*  —  »'i»"» 

8,125  m  des  diesem  Dreieck  nmbeschriebenen        Andeutung.  Nach  der  in  der  Aufgabe  889 
Kreues.  Man  soU  die  nicht  gegebenen  Seiten,  vorgeföhrtMiRelation  1)  ist: 
die  Winkel  und  den  Inhalt  des  Dreiecks  be-  ^ 

rechnen.  r  =  —  ^*  — 

V'asin«^  +  2Bin«y  —  sin«  « 
oder: 

8a 
r  =: 


\/2  (sin«^  +  8in2y)  —  sin«  a 

Setzt  man  hierin  nach  der  in  der  Erkl.  504 
enthaltenen  Gleichung  2)  für: 

sin«/J  -f-  sin2y  =  1  —  cos  (^  +  y)  cos  (/J  —  y) 

nnd  berficksichti^  man,  dass  j3-f~7  ^^^  ^ 
Supplementwinkel  sind,  dass  also  nach  der 
Erkl.  94 

cos  0»  +  y)  = cos« 

gesetzt  werden  kann,  so  erhält  man  die 
Gleichung: 

r  =  _  _=z= 

V  2  [1 costt'cos  OJ—  y)]  —  sin«« 

oder: 

1)  .  .  .  r  =  —  =L 

V  2  [1  +  cos  o  •  cos  (/J  —  y)]  —  sin«  a 

Diese  Gleichung  in  bezug  auf  cos  iß  —  y) 
aufgddst,  gibt  der  Beihe  nach: 

2  [1 -+- coso  cos  (/J  —  y)]  —  sin««  = 

r 

2  [1  —  cosa*cos  (/8  —  y)]  =  --|-  +  sin«« 
1  —  cosa.cos(/J  -  y)  =  y  r-^  +  sin«aj 

cos«*cos  {ß  —  y)  =  1  — ö"  I  --|-  +  8iu«  « I 

oder : 

8-(:^Y-sin«. 

A)  .  .  .  cosO»-y)=        8cosO»-y) 

nach  welcher  Gleichung  man  die  Winkel- 
differenz /J  —  y  berechnen  kann.  Aus  /?  —  / 
^^^  !*  +  /(=  180®  —  a)  kann  man  die 
Winkel  ß  und  y  berechnen.  Sind  hiemach 
diese  Winkel  berechnet,  so  kann  man  im 
weiteren  verfahren  wie  in  der  Andeutung  zur 
Aufgabe  401  gesagt  wurde. 


s^a 


Au^be  891.  Man  soll  nachweisen,  dass 
zwischen  den  Abschnitten,  in  welche  die 
Seiten  eines  Dreiecks  durch  die  Winkel- 
halbierenden Transversalen  zerlegt  werden, 

den  Wmkeln  des  Dreiecks  und  dem  Badius  r  Auflösung.  Die  Richtigkeit  der  in  der 
des  dem  Dreieck  umbeschriebeneu  Kreises  Aufgabe  vorgeführten  Relationen  kann  man 
nachfolgende  Relationen  bestehen:  wie  folgt  darthun: 
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1)  .  .  .   r  =  -^ 


1^ 
2 


a*w 


2)  .  .  .   r  =  -5- 


1^ 
2 


3)  .  .  .   r  = 


2 


^)  •  •  •   »•  =  -ST 


1^ 
2 


sin  2-8111/9 

.    &  . 
8in  ^siux 

8m-|-Bma 


5)  .  .  .   r  =  -^ 


1^ 
2 


8111-^  8m  >^ 


6" 


sm^aino 


6)  .  .  .  r  = 


1 

2 


C  IC 


sin  -|-  sin/S 


Figur  350. 


cos 


cos 


cos 


cos 


cos 


cos 
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2 
y  —  a 

2 

2 
2 


Aufjgabe  892.  Man  soll  nachweisen,  dass 
zwischen  den  Winkeln,  den  Winkelhalbieren- 
den Transversalen  eines  Dreiecks  and  dem 
Radins  r  des  demselben  umbeschriebenen 
Kreises  die  Relationen  bestehen: 


1) 
2) 
3) 


r  = 


r  = 


1^ 
2 
1 


1 


i€a 


smß  nny 

Ufß 

sin  a  sin/ 


2        sin«  sin /9 


cos 


cos 


cos 


ß  —  y 

2 

«~y 

2 
2 


Nach  dem  in  der  Erkl.  816  voigefllhnei 
planimetrischen  SatE  besteht,  siehe  I^g^or  360 
zwischen  den  Abschnitten  a  «  und  a"w  der  Seite  £ 
und  den  beiden  Dreiecksseiten  h  und  c  die  Be- 
lation: 

Bringt  man  in  bezug  auf  diese  ProportioE 
den  in  der  Erkl.  261  voigefOhrten  Summensati 
in  Anwendung,  so  erh&lt  man: 

h  +  c      ""    h 

und  hieraus  erhält  man,  in  Rttcksieht,  das 
a'«»-(-a"f»  =  a  ist: 

ah 

Setzt  man  in  diese  Gleichung  nach  den  ii 
der  Au^be  842  vorgeführten  BelationeB  1). 
2)  und  6)  bezw.: 

a  =  2rsina 

h  =  2rBin^ 

h-\-c  =  4r-cos  "ö"  •  cos  ^  Q 

so  erh&lt  man: 

2r  sin  a*2r  sin /} 


«K»  = 


4r»cos-|-  •  cos  ^2^ 


und  hieraus  ergibt  sich: 


r  = 


avCos|-  •  COB^^ 


sin  a*  sin /9 

oder,  wenn  man  nach  der  Erkl.  52  für; 

tt  ff 

sincr  =  2s]n  -q-  •  cos -^ 

setzt  und  reduziert: 


1)  .  .  .  r  = 


2 


COS 


ß-T 


•     »    •    A  2 

sm-^sm^  ^ 

In  ganz  derselben  Weise  kann  nun 
die  Richtigkeit  der  Relationen  2)  bis  ß) 
darthun: 


Auflösung.  Die  Richtigkeit  der  in  der 
Aufgabe  vorgeführten  Relationen  kann  man 
wie  folgt  darthun: 

Nach  dem  in  der  Erkl.  314  Toii|;efthrtcs 
planimetrischen  Satz  besteht,  siehe  Fignr  350. 
zwischen  der  den  Winkel  a  halbierenden  Trans- 
versalen AD  =  iifa^  den  diesen  Winkel  an- 
schliessenden Seiten  h  und  c  und  den  Ab- 
schnitten a'y,  und  a"w  der  dritten  Seite  a  d^ 
Relation: 

ufa^  =  h'C  —  aV-a^ip 

Setzt  man  in  derselben  fttr  af^  und  a"»  di^ 
aus  den  Relationen  1)  und  4)  der  Aufig^be  891 
sich  ergebenden  Werte: 
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Heften  zu  dem  billigren  Preise  Ton  25  ^  pro  Heft  und  bringt  eine  Sammlung  der  wichtig- 
sten und  praktischsten  Aufgaben  ans  dem  Gesamtgebiete  der  Mathematik y  Phj^ik« 
Mechanik,  math»  Geographie ^  Astronomie ^  des  Maschinen-,  Strassen- ,  Eisenbahn^ 
Brfteken-  und  Hochbaues,  des  konstruktiyen  Keiclinens  etc.  etc.  und  zwar  in  Tollstfindi^ 
geldster  Form,  mit  fielen  Figuren,  Erklärungen  nebst  Angabe  und  Entwickelmig  dtrr 
benntiten  S&tze,  Formeln,  Regeln  in  Fragen  mit  Antworten  etc.,  so  dass  die  Lösung 
jedermann  verständlich  sein  kann,  bezw.  wird,  wenn  eine  grdssere  Anzahl  der  Hefte  er> 
schienen  ist,  da  dieselben  sich  in  ihrer  Gesamtheit  ergänzen  und  alsdann  anch  alle 
Teile  der  reinen  und  angewandten  Mathematik  —  nach  besonderen  selbständigem  Kapi- 
teln angeordnet  —  Torliej^en. 

Fast  jedem  Hefte  ist  ein  Anhang  von  nngelSsten  Aufgaben  beigegeben,  welche  der 
eigenen  Lösung  (in  analoger  Form,  wie  die  bezüglichen  gelösten' Aufgaben)  des  Studierenden 
Überlassen  bleiben,  und  zugleich  Ton  den  Herren  Lehrern  für  den  Schulunterricht  benutz: 
werden  können.  —  Die  LSsnng^n  hierzu  werden  später  in  besonderen  Heften  fftr  die  H&nd  dt4 
Lehrers  erscheinen.  Am  Schlüsse  eines  jeden  Kapitels  gelangen:  Titelblatt,  InhaltsTeraeich- 
nis,  Berichtigungen  und  erläuternde  Erklärungen  über  das  betreffende  Kapitel  zur  Ausgabe. 

Das  Wejk  behandelt  zunächst  den  Hauptbestandteil  des  mathematisch-naturwissen- 
schaftlichen ünterrichtsplanes  folgender  Schulen:  Realschulen  I.  und  IL  Ord.,  irl^l^^- 
bereehtigten  höheren  Bttrgerschnlen,  Priratschnlen,  Gymnasien,  RealgjmnasleB,  Ptg- 
gymnasien,  Schnllehrer- Seminaren,  Polytechniken,  Techniken,  Bangewerkscholea, 
Gewerbeschulen,  Handelsschulen,  techn  Yorbereitungsschnlen  aller  Arten,  gewerblifhe 
Fortbildnngssehnlen,  Akademien,  üniTersitäten ,  Land-  und  Forstwlssensehaftascbulen, 
Mllltärseholen,  Yorbereitnngs- Anstalten  aller  Arten  als  z.  B.  fOr  das  Eii^ährip- Frei- 
willige- nnd  Offlziers-Examen,  etc. 

Die  Sohfller,  Studierenden  und  Kandidaten  der  mathematischen,  technischeii  und 
naturwissenschaftlichen  Fächer,  werden  durch  diese.  Schritt  für  Sehritt  gelöste,  Anfg&beo- 
Sammlung  immerwährend  an  ihre  in  der  Schule  erworbenen  oder  nur  gehörten  Theorien  et£ 
erinnert  und  wird  ihnen  hiermit  der  Weg  zum  unfehlbaren  Auffinden  der  Lösungen  der- 
jenigen Aufgaben  gezeigt,  welche  sie  bei  ihren  Präfungen  zu  lösen  haben,  zugleich  aber  auch 
die  fiberans  grosse  Fruchtbarkeit  der  mathematischen  Wissenschaften  Torgef&hrt. 

Dem  Lehrer  soll  mit  dieser  Aufgabensammlung  eine  kräftigte  Stätae  fär  den  Scha^ 
Unterricht  geboten  werden,  indem  zur  Erlernung  des  praktischen  Teiles  der  mathematisch tt 
Disziplinen  —  iura  Auflösen  ron  Aufgaben  —  in  den  meisten  Schulen  oft  keine  Zeit  er- 
übrigt werden  kann,  hiermit  aber  dem  Schaler  bei  seinen  häuslichen  Arbeiten  eine  toÜ- 
ständige  Anleitung  in  die  Hände  gegeben  wird,  entsprechende  Aufgaben  zu  lösen,  die  gf- 
habten  Regeln,  Formeln,  Sätze  etc.  anzuwenden  und  praktisch  zu  rerwerten.  Lnst,  Liebe 
und  Yerständnls  für  den  Schul-Ünterricht  wird  dadurch  erhalten  und  belebt  werden. 

Den  Ingenienren,  Architekten,  Technikern  und  Fachgenossen  aller  Art,  Militär« 
etc.  etc.  soll  diese  Sammlung  zur  Anffrlschung  der  erworbenen  und  vielleicht  Tergesseotc 
mathematischen  Kenntnisse  dienen  und  zugleich  durch  ihre  praktischen  in  allen  Berafi»- 
iweigen  Torkommenden  Anwendungen  einem  toten  Kapitale  lebendige  Kraft  verleihen  or  i 
somit  den  Antrieb  zu  weiteren  praktischen  Yerwertungen  und  weiteren  Forschonsren  gebt'L 

Alle  Buchhandlungen  nehmen  Bestellungen  entgegen.  Wichtige  und  praktische  Auf- 
gaben werden  mit  Dank  von  der  Bedaktion  entgegengenommen  und  mit  Angabe  der  Kamcj 
verbreitet.  —  Wünsche,  Fragen  etc.,  welche  die  Redaktion  betreffen,  nimmt  der  YerfiaisBer. 
Dr.  Kleyer,  Frankfurt  a.  M.  Fischerfeldstrasse  16,  entgegen  und  wird  deren  Erledigung 
thunlichst  berücksichtigt. 

Stuttgart  Die  Yerlagshandlni^. 
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a\,:==L 


— FT 


Srcdn-^siny 

^ti      ^  

COS'-g^ 

nnd  ftlr  (•<;  den  ans  der  Relation  26)  der  Auf- 
gabe 842  sich  ergebenden  Wert: 

hczzz  2r«[ce8  0l  — y)  — cos(/f  +  y)] 

so  erhält  man  die.  Gleicfaniig: 

2r  sin  ^  sin/J      2r  sin  -S-  siny 
^2«  =  2r2[cos(/J-y)-cos(/?  +  y)] /— -3:^- 


oder: 
«»2, 


cos  «~-^  cos    2 


[28in2-^  .  sin/Jsiny  1 
co8(/J--y)-co8(/J  +  y) j^- — ^ 
C08*-g-«-  •  COS'-s—  J 


2         wo     2 

oder,  wenn  man  berttoksichtigt,  daas  nach  der 
Erkl.  126 : 

COS  i-^  =  cos  ^^-j^ 

nnd  dass  nach  der  Erkl.  506: 

cos  (ß  —  y)  —  cos  (/l  -f-  y)  =  2  sin^  siny 
gesetzt  werden  kann: 

I  2.sint'' 


IT«. 


a 


[2*sinS-^-8in/9siny  1 
28in/9  8iny =—5 

r     ™*l  1 

=  4  r2  sin/J  siny  I  1 3 I 

L         cos2^J 


Erkl.   627.      Eine   gomometrische   Formel        t>^^^u„vv«^  «a„     ^^.     «    „«^   ^+r 
heisst'  öerucKSiclitigt  man,  oass    -^   nnd   — ^-^ 

1 )  oos2  (a-{-ß)  —  cos2  (o  —  /})  =  —  sin  2  a  •  sin  2  ^  Komplementwinkel   sind ,    so   kann  man   anch 
(Siehe  Formel  147  in  Kleyers  Lehrbnch  der  schreiben: 

Goniometrie.)  cos*  ^-^  —  cos2  &i-^ 

Nach  dieser  Formel  ist:  uß^  ==  4r2-sln/}siny -g^ — 

2)  C082(a--/J)  -  C082(a-|-/J)  =  +sin2asin2^  cos«^^ 
Analog  dieser  Qleichnng  ist  femer:                     Setzt  man  nnnmehr  nach  der  in  der  Erkl.  527 

o\  •/>  — y  oß-\-y        '    M    '  vorgeführten  Gleichung  8)  fllr: 

3)  .  .  .  coB«(l_X-co82^-^  =  8m/J.smy  *  "^    f^ 

coB^     g     — cos*^^  =  sin/9-siny 

so  geht  jene  Gleichung  ttber  in: 

9         A  9    '   a     '          sin/Jsiny 
ußa  =  4r2»sm/8  •  smy  • g^ 

und  hieraus  erhält  man: 

w*a  ^  ß  —  Y 

r2  = .  cos*  - — - 

4  8in2/Jsin2y     ''''"       2 
oder  die  Relation: 

,x  1  ^a  ß^Y 

1)  .  .  .  r  =  -jr-  •    .    -  . cos  ^— ^ 

2      sm/9siny  2 

In   ganz    analoger   Weise   kann    man    die 
Richtigkeit  der  Relationen  2)  nnd  8)  darthnn. 
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Aufgabe  893«  Man  soll  nachweisen,  dass 
zwischen  den  Winkehi  eines  Dreiecks,  den 
Abschnitten  der  Winkelhalbierenden  Transver- 
salen und  dem  Eadias  R  des  defn  Dreieck 
nmbeschriebenen  Kreises  die  nachfolgen- 
den Belationen  bestehen: 


1)  .  .  .  r  =  ~ 


1^ 

4 


Uf*a 


2)  .  .  .    r=z-±- 


4 


3)  .  .  .   r  =  -^ 


I 

4 


4)  .  .  .   r  = 


5)  ,  .  .   r  = 


4 
4 


6)  .  .  .   r  =  -7- 


1^ 
4 


sin 

ß 

2 
u 

sin-^ 

sin 

a 
2 

u 

sin| 

sin 

a 
"2 

srnf 

sin 

a 
2" 

sin  ^  sin 

u/'ß 

2 

tan 

a 
2 

m  4  sin 

IT  y 

L. 

2 

Sin -j^  sm  |- sm  "l- 


008 


cos 


cos 


2 

o  — y 
""2~ 

2 


Figur  351. 


Andeutung.  Die  Richtigkeit  der  in  der 
Aufgabe  vorgeführten  Belationen  kann  nai 
wie  folgt  darthun: 

A)  Beweis  der  Belationen  1)  bis  8): 

Aus  dem  Dreieck  PAG  der  Figur  351  er- 
gibt sich  nach  der  Sinusregel  und  in  Bftcksidii 
dass  <>^  äPG  als  Aussenwinkel  des  Didceb 

APC=  ^T^,  und  dass  hiemach  der  <J:iöP= 


2 


2R 
ist: 


-(f+4^)*^=h-("+i)i 

sin[2Ä-(a  +  i)] 


oder: 
a)  .  . 


Ufa 


Ufa 

C    10 


sm 


«•fr 


_    8in(a  +  |) 


sm 


g+y 


femer  ist  nach  der  in  Aufgabe  891  voigef&hmi 
Relation  6): 


b) 


c"«,= 


2r>sin-|-sin/9 


cos 


^ 


Aus  den  Gleichungen  a)  und  b)  fokt: 
Bin(«  +  -^)      2r-8in^8in/S 


Ufa  =-■ 


sm 


«-hy 


cos 


ß- 


2^  ^"     2 

und  hierauB  eigibt  ncfa: 


r  = 


Wa 


sm 


2 


CO0 


2 


■"*("+ 2^)*™  2"""' 


welche  Gleichung   maa  wie  folgt  um- 
formen kann: 

Da  ^-^  und  -§-  KomplemcntviBk^ 
sind,  so  kann  man  für: 

sm  -^  =  cos  -|- 

setzen,  femer  kann  man  nach  derErlddS 

far: 

ß  ß 

sin/J  =  ^^"^  *  ^^^T 

setzen;  hiemach  geht  jene  Gleichung  über  ii 


r  = 


W  a 


cos  ^  •  cos    2 


oder  m: 


sin  (a  + -^)  sin l-.a-sin  ^ cös^ 


r  =: 


iC  a 
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sin  ^<c  -f-  -|- j  sin  •{-  sin 
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Berücksichtigt  man,  dass  nach  der  Erkl.  528 
der  Qnotient  cos  ^—5 — :sin(a-f--^)  =  1  ist, 

so  erhält  man  hiemach  die  Relation: 

Erkl.  688.    Den  Qnotieaten:  ,^  1  w'a 

1)  .  .  .   r  =  — 


cos 


^:«in(.  +  f)  *      «-l-i 


1.«««  «»««  ^i^  #/*i«^  n.,»//..*»^^ .  1d    ganz    analoger  Weise   kann    man    die 

kann  man  wie  folgt  umformen:  Richtigst  der  Relationen  2)  nnd  8)  darthun. 
Setzt  man  m  demselben: 

y  =:2R  —  (a-\-ß)  B)  Beweis  der  Belationen  S)  bis  6): 

^^-                                    .  Aus  dem  Dreieck  PDC  der  Figur  861   er- 

X  =::r  Jf—  "  '  ^  gibt  sich  uach  der  Sinusregel  und  in  Rücksicht, 

9                   2  dass  <^  CPD  als  Aussen  Winkel  des  Dreiecks 

so  erhftlt  man:  a4-y 

APC  =^-4^  ist: 


cos 


2 


_^=ü,A,r.4.B_^±i^  « ■ . . .  "■■■ 

oder 


co.^-^:dB(.+  fi-4i) 


sin 

L 

2 

Sin- 

^ 

i?—     ^     j  geführten  Relation  1): 


femer  ist  nach  der  in  der  Aufgabe  891  Tor- 


J-^ 

2 
Berücksichtigt  man  nunmehr,  dass:  ,  2r«sin-g-8in^ 


a 


d)  .  .  .  .  a'w  = 


2  2  ^ 

Komplementwinkel  sind,  dass  man  also  nach        ^^^  ^®^  Gleichungen  c)  und  d)  folgt: 
der  Erkl.  19:  2r.sin~sin^  sin|- 

«^t^-Vj  =  ^«V  cos^  «n^ 

setzen  kann,  so  geht  jene  Gleidiung  über  in:      ^d  hieraus  ergibt  sich: 

cos  -^  :8m(^«  +  -^j  =  cos^:  cos^         ^  =  i?!:^  .         ^^°    2  ^^^/?~r 

nnd  hieraus  ergibt  sich,  dass:  ^        sin -^ sin/? sin -^  ^ 

-~-  Komplementwinkel  sind,  für: 

und  nach  der  Erkl.  52  für: 

sin/9  =  28in  -^  cos  -^ 

setzt,  und  dann  reduziert,  die  Relation: 

1                  io"a  ß  —  Y 

4)  .  .  .  f  =  -j-  • 2 •  cos  -  ^  ^ 

*      Sin  -ö-  Bin  -S-  Sin  -^  ^ 

In   ganz  derselben  Weise   kann   man  die 
Richtigkeit  der  Relationen  5)  und  6)  darthun. 


Angabe  894.  Man  soll  mittels  der  in  den 
Aufgaben  842  u.  891  vorgeführten  Relationen 
die  Richtigkeit  nachstehender  Relationen  dar- 
thun: 

1)  .  .  .  a*M,'h*M,'€'^  =^  a**u,'h"u>*c''u,  Auflösung.     Die  Richtigkeit  der  in  der 

9)  ^"^'  ^'^   =  iL  Aufgabe  vorgeführten  Relationen  kann  man 

'  '  '  '     a*w'h'uf    ""  h  wie  folgt  darthun: 
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Qf*M,'C**u>  _  a  A)  Beweis  der  Belation  1): 

O)    ,   *    ,  j         -  — 

^*^'^'^  ^  Mnltipliziert  man   die  ans  den   BelttiocA 

4.  h'^M^'C"^    _  ^  1)  bis  8)  der  Anfjjabe  891  für  a'«^  ftV  nnd  r'. 

h'ie'c'w  c  sicli  ergebenden  Werte  miteinander;  desgleiibr 

die  ans  den  Relationen  4)  bis  6)  jener  AvXn» 
für  a*'w,  h"M>  nnd  c*'ie  sich  ergebenden  Werte.  » 
erh&lt  man  für  jedes  dieser  Produkte  einen  tca 
denselben  Wert,  nnd  bierans  ergibt  ach  >!► 
Relation: 

B)  Beweis  der  Belationen  8)  bis  4): 

Bildet  man  das  Produkt  der  ans  den  Relatr- 
nen  4)  nnd  5)  der  Aufgabe  891  für  a'V  nnd  l \ 
sich  ergebenden  Werte,  desgleichen  das  Pr- 
dukt  der  aus  den  Relationen  1)  nnd  2)  jiw 
Aufgabe  fär  a«  und  h'10  sich  ergebenden  Weit- 
und  bildet  hierauf  den  Quotienten  dieser  sonif 
erhaltenen  Produkte ,  so  erhUt  man  für  dieiri 
Quotienten  dasselbe  als  für  den  Quotienten 
welchen  man  dadurch  bUdet,  dass  man  die  i*^* 
den  Relationen  1)  und  2)  der  Aufgabe  842  fj 
a  und  h  sich  ergebenden  Werte  einander  dixidien 
Hieraus  ergibt  sieh  die  Relation: 


2)  .  .  .  . 


a"^ .  6"« 


a'«,  -  h'w         b 

In    ganz    analoger  Weise    kann    man  ^: 
Richtigkeit  der  Relationen  3)  und  4)  dartac 


An^be  895.     Von  einem  Dreieck  sind 
gegeben: 

r  r=  8,126  m 
«V  —  «"«'  =  1  m  Andentung.     Aus  den  in   Aufgabe  S?^ 

und  vorgeführten  Relationen  1)  und  4)  ergibt  siü 

a  =  590  29' 23,1"  \  _  *'  _i 

man  soll  hieraus  die  nicht  gegebenen  Seiten        ^*^ cos ^-g--  ==  \  ^„^ —  «» ^ 

und  Winkel,  sowie  den  Inhalt  des  Dreiecks  sin-g-sin^  ^  sin-^siny 

oder,  in  Rücksicht,  dass  nach  der  Erid.  94  f^ 

cos^^-g-^  =  cos^-^ 

gesetzt  werden  kann: 

i»i  •  •  •  •      ..    -~~» 

a"«,         smy 

Bringt  man  in  bezug  auf  diese  Prop-irt;« 
den  in  der  Erkl.  251  angeführten  Differai;» 
satz  in  Anwendung,  so  erhftlt  man: 

6in/9  —  sin/        sin^ 
oder,  wenn  man  nach  der  ErU.  116  für. 

sin/9— sin/  =s  2'COS^^^Bin^  ^^ 

nnd  nach  der  in  Aufgabe  891  vorgefob' 
Relation  1): 

2r-sin-|-8in^ 


a 


cos^^ 
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setzt: 

n»   ^n**  2r«sin-^8in^ 


2co8^~^  •  sin^Y^        cos  ^-5-^  •  sin  ^ 

Ans  dieser  Gleichung  ergibt  sich,  wenn 
in  Rücksicht,  dass  L  und  ^  Komplement- 
winkel sind,  für: 

ß-\-y       .    « 

cos     Q     =  Bin  -^ 
gesetzt  wird: 


a        f_   a  ß-~Y 


4r*8inY  •  sin-g-         cos    ^ 

und  hieraus  erhält  man  in  Rücksicht  der 
Erkl.  120: 

A)  .  .  .  .  tg— ^—  = ; — - 

^  4r.8in2-| 

nach  welcher  Gleichung  man  aus  a^«p  —  a^'^o, 
r  und  a  die  Winkeldifferenz  ß  —  y  berechnen 
kann.  Aus  ß-^y  und  j54-y  (=  180®  — a) 
kann  man  dann  cue  Winkel  ß  und  y  berech- 
nen. Sind  ß  und  y  berechnet,  so  kann  man 
nach  den  in  der  Au^be  842  vorgeführten 
Relationen  1)  bis  3)  aus  r,  a,  ß  und  y  die 
Seiten  a,  h  und  c  berechnen,  u.  s.  f. 


Aufgabe  896.     Desgleichen,  wenn  ge- 
greben  sind: 

r  =  7822,5  m 

wa  =  4837,06  m  Andeutung.     Nach  der  in  Aufgabe  892 

und  vorgeführten  Relation  1)  ist: 

/^-y=- 113«  38' 17,3"  1  ^^  o_ 

2     2smßBmy  2 

Setzt  man  in  derselben  nach  der  ErkL  506 : 

2BinflBmy  =  co8(/?  — y)  —  cosiß-j-y) 

so  erhält  man  eine  goniometrische  Gleichung, 
in  welcher  nur  £e  unbekannte  Funktion 
co9(ß-^y)  vorkommt.  Nach  derselben  kann 
man  somit  die  Winkelsumme  ß-^-y  berechnen. 
Aus  ß-]-y  und  ß  —  y  kann  man  dann  die 
Winkel  ß  und  y  berechnen,  u.  s.  f. 


Angabe  897.  Man  soll  nachweisen,  dass 
E wischen  den  Seiten,  den  in  der  Kitte  der 
irei  Seiten  errichteten  Perpendikeln  eines 
Dreiecks  und  dem  Radius  des  dem  Dreieck 

ambeschriebenen  Kreises  die  Relationen        Auflösung.    Die  RichtigkeU  der  in  der 
bestehen:  Aufgabe  vollgeführten  Relationen  1)  bis  3) 

kann  man  wie  folgt  darthun: 
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und 


1)  .  .  .   r 


8)  .  .  .   r 


8)  .  .  .  r 


= V(f )' 


+p' 


-v(F^ 


Aus  dem  bei  D  rechtwinUigen  Dreieck 
MDC  der  Figur  352  erhfilt  man  nach  dea 
pythagoreischen  Lehrsatz: 


= V(0 


oder: 


-=(f)V^ 


+J»«. 


i)...r=v(iy+^. 


In  ganz  analoger  Weise  kann  man  die 
Bichtigkeit  der  Relationen  2)  und  3)  darthm: 


Figur  862. 


Anfjgabe  898.  Die  Seite  a  eines  Dreiecks 
ist  um  <^  =  2,5  m  grösser  als  die  Seite  h ; 
der  der  Seite  a  gegenüberliegende  Winkel  a 
beträgt  58^  27'  36''  and  die  Entfernung  der 
kleinem  Seite  h  vom  Mittelpunkt  des  dem 
Dreieck  umbeschriebenen  Kreises  ist  ph  = 
2,3  m;  man  soll  den  Radius  r  dieses  Kreises 
berechnen. 


<f  =  2,5  m 
580  27'  36" 
2,8  m 


Andeutung.     Aus  der  in  Aufgabe  842 
vorgeführten  Relation  1)  ergibt  sidi: 
a)  .  .  .  a  =  2r8]na 

femer  ergibt  sich  aus  der  in  Angabe  89T 
vorgefahrten  Relation  2): 


-0=  Vf*-t^i 


oder: 


b) 


6  =  2  V^—f^ 


Subtrahiert  man  Gleichung  b)  von  Glei- 
chung a),  so  erhält  man  in  bezug  auf  r  <ü' 
Bestimmnngsgleichnng : 

A)  .  .  .  a  — J  =  Sf-sin«  — Sr  \/f4— i>% 

Löst  man  diese  GHeidiung  in  bezug  auf  *' 
auf,  so  erhalt  man  eine  Gldehnng,  md 
welcher  man  in  Rücksicht  der  fOr  a  —  f- 
a  und  ph  gegebenen  Zahlenwerte  den  f^ 
suchten  Radius  r  berechnen  kann. 


II 
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An^be  899.  Man  soll  nachweisen,  dass 
zwischen  dem  Badins  r  des  einem  Dreieck 
umbesohriebenen  Kreises,  den  Seiten  a,, 
b^  mid  C|  des  Dreiecks,  welches  durch  die 
Fusspunkte  der  Höhen  jenes  Dreiecks  be- 
stimmt ist  und  den  Winkeln  jenes  Dreiecks 
die  Relationen  bestehen: 


1)  .  .  .  r 

2)  .  .  .   r 

3)  .  .  .   r 


-       «L 


sinSft 
sin  S/9 
sin  9a 


Figur  868. 


Auflösung.  Die  Richtigkeit  der  in  der 
Aufgabe  vorgeführten  Relationen  kann  man 
wie  folgt  darthun: 

Wie  in  der  Andeutung  zur  Aufgabe  663 
gezeigt  wurde  besteht,  siehe  Fig.  858,  zwischen 
der  Seite  a,  dem  gegenüberliegenden  Winkel  a 
eines  Dreiedos  und  der  jener  Seite  a  gegenüber- 
liegenden Seite  a,  des  zugehörigen  Höhendreiecks 
die  Relation: 

aj  =  a*C08a 

und  hieraus  eriiält  man: 


a) 


a  = 


cosa 

Femer  hat  man  nach  der 
in  Aufgabe  842  yorgeftthrten 
Relation  1): 

b)  .  .  .  r  = 


2sino 


Aus  den  Gleichungen  a)  und 
b)  folgt  also: 


2sinoco8a 

und  hieraus  ergibt  sich,  wenn 
man  nach  der  Erkl.  52: 

2Binaco8a  =  8in2a 

setzt,  die  Relation: 

1)  r=      ^> 

In  ganz  analoger  Weise 
kann  man  die  Richtigkeit  der 
Relationen  2)  und  3)  darthun. 


Au^abe  900.  Man  soll  nachweisen,  dass 
zwischen  dem  Radius  r  des  einem  Dreieck 
umbesohriebenen  Kreises  und  dem  Ra- 
dius r^  des  Kreises,  welcher  dem  durch  die 
Fusspunkte  der  drei  Höhen  jenes  Dreiecks 
bestimmten  Dreieck  umbeschrieben  ist, 
die  Relation  besteht: 

1)  •  •  •  n  —  f' 


Auflösung.  Die  Richtigkeit  der  in  der 
Aufgabe  vorgeführten  Relation  kann  man  wie 
folgt  darthun: 

Nach  der  in  Angabe  842  yorgeftthrten  Re- 
lation 1)  ist: 

a)  .  .  .  r  =  -=--' — 

für  den  Radius  r^  des  dem  Höhendreieck  um- 
beschriebenen Kreises,  hat  man  in  Rücksicht, 
dass  der  der  Seite  a.  desselben  gegenüberliegende 
Winkel  a^  wie  in  der  Auflösung  der  Aufg.  649 
gezeigt  wurde  =  212  —  2a  ist,  die  analoge  Re- 
lation: 
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'~  asiii{aÄ— a«) 

oder,  da  nach  der  Erkl.  66: 

Bin  (aß— 2*)  =  sinS« 
ist: 

••»J^  ■■'■■=■  SÜSSi 

Ferner  hat  man  nach  det  Andentimg  ai 
AvSgabti  668  die  Belation: 
o)  .  .  .  a,  =  a-COBa 
Ans  den  Oleichungen  b)  und  c)  folgt: 

*•■■■■  =  Sk- 

Dividiert  man  die  Gleichnsg  d)  dnrdi  Gki- 
chuug  a),  10  eriitUt  man: 

r,   a-coB«       aüno 

r  asinSa  a 

oder: 

r,  _  coBanng 

r   ~     dna« 
und  wenn  man  nadi  der  ErhL  sa: 

mna«  ^SainacoBa 
Betzt: 

r,  _    coBgaing 

r  asiudoua 


Antgalw  901.  Man  boII  nachweieen,  dass 
zwiBfihen  dem  Radliu  r  des  einem  Dreieck 
nmbeschriebenen    Ereisea,     den   Hitben- 

abBchnitten  und  Seiten  dleseB  Dreiecka  und  AnflBrong.  Die  Richtigkeit  der  in  d 
den  Seiten  des  zugehärigen  Höhendreiecka  Aufgabe  vo^llüirten  Relationen  kano  la 
nachfolgende  Relationen  bestehen:  ^^  f^j^  darthnn- 


"  *'°  Nach  den  in  den  Aufgaben  887,  69«  imd  St 

irgefBhrten  Relationen  1)  ist  bezw.: 


1)  .  .  .  . 


Au£  den  Oleichnngen  b)  nnd  c)  folgt: 

aüud  ~  asinacoBtc 
nnd  hieran«  ergibt  sich: 

d)  .  .  .    COBB  =  -J^ 

Setzt  man  diesen  Wert  fllr  coso  in  Gle- 
chnug  a),  so  erhält  man  die  Relation: 
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Au^be  902.  Man  soll  naohwelBeii,  dass 
zwischen  dem  Mächeoinhalt  Feines  Dreiecks, 
der  halben  Sunune  ^^  der  drei  Seiten  des  zu 
diesem  Dreieck  gehörigen  Höhendreiecks  und 
dem  BadiuB  r  des  jenem  Dreieck  umbe- 
schriebenen Kreises  die  Belation  besteht: 


1)  .  .  .  r  = 


Auflösung.    Nach  der  in  Aufgabe  84>8  vor- 
geführten Belation  2)  ist: 


a)  . 


"■  Vasi] 


«1 


Erkl«  529*    Bezeichnen  a,  ß  und  y  die  drei 
Winkel  eines  Dreiecks,  so  besteht  die  Relation: 

sin2a-|~8in2^-|-sin27^  =  4sina8in/9  8iny 

(Siehe  Formel  271  in  Eleyers  Lehrbuch  der 
Goniometrie.) 


sinasin/fsinT' 
Femer  ist  nach  den  in  Au^be  899  yor- 
gefUhrten  Relationen  1)  bis  8): 
Oj  =  rsin2a 
h^  =  r8in2^ 
c^  =  rsin2/ 
Durch  Addition  dieser  drei  Gleichungen  er- 
hält man: 

a,  Hj-tj  +  Cj  =  r(sin2a-|-sin2/>-|-8in2y) 
oder  in  Rücksicht  der   in  der  Erld.  529  an- 
geführten goniometr.  Formel: 

b)  . .  .  Äi  -|-  61  +  «1  =  4r*sina sin/)  siny 
Für  die  halbe  Summe  s^\ 


«1  = 


2 


erhält  man  also: 

c)  .  .  .  «1  =  arsinasin^sin/ 
Setzt  man  den  für  2  sin  a  sin/9  «axy  sich  hier- 
aus ergebenden  Wert: 


8, 


2  sin«  sin /9  sin  X  =  -^ 
in  Gleichung  a),  so  erhält  man: 


=v^ 


und  hieraus  ergibt  sieh: 


oder  die  Relation: 


8, 


F 


1)  .  .  .   r  =  -  — 


Aufgabe  903.  Die  Winkel  eines  Dreiecks 
seien  a  =  79<>  36'  40",  ß  =  8S<>  28'  64,6" 
und  7  =  66<^  59'  25,4",  der  Radius  des  dem 
Dreieck  um  beschriebenen  EreiBes  sei 
r  =:=  5540,88  m;  man  soll  den  Flächeninhalt 
des  Dreiecks  berechnen,  welches  durch  die 
Fusspunkte  der  drei  Höhen  jenes  Dreiecks 
bestimmt  ist. 


Andeutung.  Nach  der  in  Aufgabe  868 
vorgefnlirten  Relation  2)  besteht  zwischen 
dem  Radius  r^  des  dem  gedachten  Höhen- 
dreiecks umbeschriebenen  Kreises,  dessen  In- 
halt JFj  und  dessen  Winkeln  2  i^  —  2  a, 
2R  —  2ß  und  2  Ä  —  2y  (siehe  die  Auf- 
lösung der  Aufgabe  649)  und  in  Rücksicht, 

^^*        sin(2Ä  — 2«)  =  8in2a 

sin(2i?  — 2/)  =  sin2/? 
und 

sin  (2  £  —  2/)  =:sin2y 

ist,  die  Relation: 


a)  .  .  .  r,  =  y  j 


Fr 


28in2asin2/}8in2/ 

feiner  besteht  nach  der  in  Aufgabe  900  vor- 
geführten Relation  zwischen  jenem  Ra^us  r^ 
und  dem  Radiua  r  des  dem  Hauptdreieck 
umbeschriebenen  Kreises  die  Relation: 


^)  •  •  •  '1  =  Y** 


618  Ebene  Trigonometrie. 

Aus  den  Gleichimgen  a)  ntti  b)  to]gi: 

T        V  28ln2«8m2iJ8in2y 
und  hieraus  ergibt  sich: 

A)  .  .  .  F,  =  -5-  •  sin2«6in2iJdn2y 

nach  welcher  Gleichung  man  den  gesachten 
Inhalt  F^  des  Höhendreiecks  bereclmen  kann 


b)  Aufgaben  Über  das  Dreieck  in  Verbindung  mit  dem  demselben 

einbesohriebenen  Kreis. 

An^be  904.    Man  soll  naohweisenf  daas 
zwischen  den  drei  Seiten  a,  h  und  c  eines 

Dreiecks,  bezw.  der  halben  Summe  — 0 —  =  « 

derselbaa,  den  drei  Winkehia,  ^  und  y,  dem        Auflösnng.    Die  Richtigkeit  der  in  d«r 
^      v^..v      ^^^  ?  ^  dem  Dreieck  Aufgabe  voi^eföhrten  ßehitionen  kann  mu 
einbeschriebeneu    Kreises    nachfolgende  ^e  folgt  darthun: 
Relationen  bestehen:  ^       .  ,    .  -    ^-    ^ 

A)  Beweis  der  Belaüonen  1)  bis  6) 


3) 


•     •     • 


6) 


6) 


•         •  ■ 


/t    ~~~ 

a 

Q  — 

c<«|  +  c^|- 

h 

V  — 

ctgf +  ctg^ 

e 

9 

ctg|  +  ci«:4 

a*8m-|-8in-^ 

9  — 

cos|- 

,      .     a     .     y 

ft-sm-^sm-^ 

9  — 

oos4 

• 
/i  — 

C'Sm-g-  sin-g- 

1)  .  .  .  Q  = 3 — ;^  Ist,  siehe  Figur  854,  der  Kreis  um  Jf  der 

dem  Dreieck  ABC  einbesehriebene  Kreu. 
und  verbindet  man  den  Mittelpunkt  M  die«o 

2\  p ? Kreises  mit  den  drei  Eckpunkten  des  Drei^a. 

^     ■  ^  '*  **  so  werden  nach  der  Erkl.  680  oder  nach  der 

Erkl.  581  die  Winkel  des  Dreiecks  durch  di^ 
Verbindungslinien  halbiert,  wie  in  der  Figur  354 
angedeutet  Fällt  man  femer  von  Jf  die  zu 
den  Dreiecksseiten  a,  b  und  c  gehörigen  Senk- 
rechten MD,  MG  und  Jf  J7,  so  gehen  dieselbe! 
. ^  nach  der  ErkL  582  durch  die  B^rBhrungspunk:« 

^)  •  •  •  9  —  ^^^o_  jener  Seiten  und  des  Kreises  um  M;  diese  drei 

'"'°  ~  Senkrechten  sind  einander  gleich  und  zwar  ]•: 

gleich  dem  Radius  q  des  dem  Dideck  ABl 
einbeschriebenen  Kreises. 

Aus  den  bei  D  rechtwinkligem  Dreiecker 
MDC  und  MDB  ergeben  sich  besw.  die  Bc* 
lationen: 


cosi-  a)  ...<.  =  e.ct«-|- 

und 


a 


(siehe  ErkL  43 
und  die  Erkl.  583 


7)...  e  =  (^-a)-tg-2  t).     .,^^^.etg| 

ß 
8)  .  .  .  9  :^  (8  ^h)'tg  -r^  Durch  Addition  dieser  beiden  Gleicfaungti 

erhält  man: 
F  oder  in  Rttcksicht,  dass: 


10) 
11) 


8 


ist: 


^yf(s-ans-ms-c)  «  =  ,.(et«|.  +  c^,4) 


a  ß  y  und  hieraus  ergibt  sich  die  in  der  Au^be  rvr- 

12)  .  .  .  e  =  J»tg  —  .  tg  -^  .  tg  -^  geftthrte  Relation: 


13) 


a 
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Fignr  364. 


Setzt  man  nach  der  in  der  Erkl.  424 
vorgeführten  goniometrischen  Formel 
für: 


ctg|-  +  ctg|-  = 


sm 


ttl 


sin  ^  sin  1^ 


K       H 


0 
und  berücksichtigt  man,  dass  -^  und 

'^^  Komplementwinkel  sind,  dass 

also: 

smi-^  =  cos-2 

geietzt  werden  kian,  so  geht  jene 
GldchuDg  ttber  in: 

a 

e  = ä 

COS-s- 


T 


sm^.sin-l^ 


und  hieraus  ergibt  sich  die  in  der  Aufgabe  vor- 
geftthrte  Belation: 


4)  .  .  .  (»  = 


a^sin-^ 


sin| 


EiU.  &80*     Ein  planimetrischer  Lehrsatz 
heisst: 

^Die  Halbierungslinien  der  drei  Winkel 
eines  Dreiecks  schneiden  sich  in  einem 
Punkt  und  dieser  Punkt  ist  gleichweit  von 
den  drei  Seiten  des  Dreiecks  entfernt;  er 
ist  der  Mittelpunkt  des  dem  Dreieck  ein- 
beschriebenen Kreises.'' 

Siehe  die  Teile  dieser  Encyklopädie,  welche 
über  die  Planimetrie  handeln. 


a 

cos^ 


In  ganz  analoger  Weise  kann  man  die 
Richtigkeit  der  in  der  Aufjgabe  vorgeführten 
Relationen  2)  und  5)  und  der  Relationen  8) 
und  6)  darthun. 

B)  Beweis  der  Belationen  7)  bis  9): 
Nach  der  Erkl.  534  bestehen,  unter  der  Vor- 
aussetsoiig,  dass  s  :s:^  '"     *"  ■    ist,   die  Re- 


lationen: 


2 


und 


BrkL  581.     Ein  planimetrischer  Lehrsatz 
heisst: 

^Die  Halbierungslinie  eines  Winkels  ist 
der  geometrische  Ort  für  alle  Punkte, 
welche  von  den  beiden  Schenkehi  des  Win- 
kels gleichen  Abstand  haben." 


a)  ...#,=«—  a 

b)  .  .  .  ^2  =  5  —  h 

c)  .  .  .  /g  =  «  —  c 

Dfr  sich  nun  aus  jedem  der  rechtwinkligen 
Dreiecke  MAE  und  MAG  die  Relation: 

ergibt,  so  erhält  man  in  Rücksicht  der  Glei- 
chung a): 

^  2  "~  «  — a 
und  hieraus  ergibt  sich  die  Relation: 

7)  .  .  .  ^  =  («-a).tg-^ 

Da  sich  femer  aus  jedem  der  rechtwinkligen 
Dreiecke  MBD  und  MBH  die  Relation: 

ß         Q 
*  2        t^ 

ergibt,  so  erhält  mau  in  Rttcksicht  der  Glei- 
chung b): 

^2  ^  8-h 


620  Ebene  Trigonometrie. 

und  hieraus  ergibt  eich  die  Belation; 

8)  .  .  .  ^=(«~fe).tg|- 

Da  sich  schliesslich  aus  jed^u  der  recht- 
winkligen Dreiecke  MCD  und  MCG  die  Be- 
lation: 

ergibt,  so  erh&lt  man  in  Eücksicht  der  Glei- 
chung c): 

Erkl.  582.     Ein   planimetrischer  Lehrsatz  tg  —  = 

heisst:  ^       *""^ 

„FäUt  man  vom  Mittelpunkt  eines  Kreises  ^^  ^""^"^  "^^^^  ^^*^  ^*^  ^^*^^^'**- 
aus  die  Senkrechte   auf  eine  Tangente  m  ^  z=i  (s-^c)'ter~ 

desselben,  so  geht  dieselbe  durch  den  Be-     -^  *  '  *  ^       ^        ^    ^  2 
rtthrungspunkt." 

C)  Beweis  der  Belation  10): 

Der  Inhalt  F  des  Dreiecks  ABC  besteht 
siehe  Figur  864,  aus  der  Summe  der  Inhalte 
der  Dreiecke  ÄBM,  BCM  und  CAM.  Be- 
trachtet [man  die  Seiten  a,  h  und  c  besw.  als 
die  Grundlinien  dieser  drei  Dreiecke,  so  sind 
MB,  MD  und  MG  bezw.  die  Höhen  derselben; 
da  jede  dieser  Höhen  gleich  dem  Radius  ^  ist,  ^> 
hat  man  nach  der  Erkl.  34  für  den  Inhalt  F 
des  ganzen  Dreiedu  ABC: 

2  "^   2  "^   2 
oder: 

2  ^ 

oder  wenn  man: 

Erkl.  588.  Die  Berührungspunkte  A  ^ nnd  a  +  h-{-c  __  ^ 

H  des  Kreises  um  M  mit  den  Dreiecksseiten  a,  2 

h  und  c,  siehe  Figur  864,  zerlegen  diese  Dreiecks-   setzt: 
selten  in  solche  Absdmitte,  von  welchen  je  zwei  a)  .  .  .  F=:  s-q 

bezw.  einander  gleich  sind,  wie  in  der  Figur  364  und  aus  dieser  Gleichung  ergibt  sich  die  Ee- 
durch  die  Buchstaben  t^,  t^  und  ^s  angedeutet  lation: 
ist  (siehe  Erkl.  465).  _  F 

Die  Gleichheit  je  zweier  jener  Abschnitte   ^^)  •     •  i*  —  g 
der  Dreiecksseiten  ergibt  sich  aus  der  Kongruenz 

der  Dreiecke  MAB  und  MAG  B)  Beweis  der  Belation  U): 

„  „        MBH  und  MBB  „  ^  i.   ^      «  , ,   ,../.  .      ,       v 

und        '  "        MCD  und  MCG  Setzt  man  nach  der  Erkl.  UO  in  der  be- 

wiesenen Relation  10): 

F 

für: 


F=  y8(8  —  a)(s  —  h)(s—c) 
so  erhält  man: 


l/«(«  —  a)  (8  —  d)  («  —  c) 

^^  = 

oder: 


Vg(g  — o)(g~&)(j?~c) 
oder  die  Belation: 


_  t/(g  — a)(g  — 6)(g— c) 

...(?-y 
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E)  Beweis  der  Belation  12): 

Durch  Multiplikation    der   yorstehend    be- 
wiesenen Relationen  7)  bis  9)  erhält  man: 

Erkl.  584.     Setzt  man  die   halbe  Summe  (?»  =  (s  — «)(«  —  &)  («  —  c).tg-|- tg~  tg^ 
der  drei  Dreiecksseiten  a,  h  und  c  gleich  s,  in 

Zeichen:  Setzt  man  in  dieser  Gleichung  ittr  (»—  a)* 

'    fji-^ff-^c  («  — 6)'(a  —  c)  den  aus  der  yorstehenden  Re- 

!)••.•• 5 =  «  lation  11)  sich  ergebenden  Wert: 


und  berücksichtigt  man,  dass  in  der  Figur  354: 
a)  .  .  .  a  =  «j  +  *3 


(«  —  a)  (»  —  h)  («  —  c)  ;=  S'Q^ 
so  erhält  man: 

b)  .  .  .  h  =  i,  +  t,  e»  =  «-^-tg|-tg4tg|^ 
und  a       2       J 

c)  .  .  .  c  =  *i4-fj  ttöd  hieraus  ergibt  sich  die  Relation: 

ist,  so  geht  jene  Gleichung  1)  über  in:  .gv  o  =:  s-is^ts—  ts~ 

2.<,  +  2.«,  +  2^  _  ^     '  -  ^  '«2^2^2 

F)  Beweis  der  BelaüoiL  13): 

Setzt  man  in  der  yorstehenden  Relation  10): 

F 

für  9  den  aus  der  yorstehenden  Relation  12) 
sich  ergebenden  Wert: 

so  erhält  man: 


2 

o 

oder 

in: 

2). 

•    .    *i  +  ^  +  *8-^ 

9 

und  hieraus  erhält  man 

• 
■ 

d)  .  .  .  <,  —  » — 

■(«.  +  «5) 

e)  ...*,  =  «  — 

«.  +  *.) 

und 

f)  .  .  .  ^3  _«- 

■«.  +  *,) 

oder, 

wenn  man  bezw.  die  Gleichungen 

a)  bis  c) 

berücksichtigt: 

8)  . 

.  .  t^  —  8  —  a 

4). 

.   .   t^=z  9—b 

und 

5). 

.   .   t^=:8  -  C 

9  = 


^T^o^-^ 


2  •«  2  "*  2 
oder: 

^2  =  p.t^^tg-|tg|- 
und  hieraus  ergibt  sich  die  Relation: 


13).  .  .e=\/j^-t8:|-tg|-tg 


2 


Aufgabe  905.    Man  soll  nachweisen,  dass 
zwischen  dem  Radius  q  des  einem  Dreieck 

einbeschriebenen^ Kreises  den  drei  Höhen  Ä«,  Auflösung.  Die  Richtigkeit  der  in  der 
Ä,  und  Äc  desselben  mid  den  Winkeln  a,  ß  Aufgabe  vorgeführten  Relationen  kann  man 
und  y  die  Relationen  bestehen:  wie  folgt  darthun: 

|\             __  ^  A  _!;«  A  .  tir— ^  ^^'  ^^^^  Figur  366,  der  Kreis  um  M  der 

'  '  '  9        2   \       ^2*^2/  dem  Dreieck  ABC  einbeschriebene  Kreis  und 

^^  /            fg          y\  ist  ferner  ^«7  die  zur  Seite  a  gehörige  Höhe  ha 

2)  .  .  .  ^  z=  -ö-(l  ~'^'ö  '  ^  0)  des  Dreiecks,  und  zieht  man  durch  den  End- 

^                        ^  punkt  0  des  Durchmessers  OD  die  zur  Seite  a 

3\           n  — —f^ ---tff —tjf^\  Parallele  ES^  so  erhält  man  die  ähnlichen 

'  •  •  •  e—    2  V       ^2^2/  Dreiecke  ^5  C  und  ^Si/.    Aus  diesen  Dreiecken 

ergibt  sich  nach  der  Erkl.  586  die  Relation : 

BC:SR  =zÄJ:ÄP 

oder,  in  Rücksicht,  dass: 

BC  =za 

SR  =  m-\-n  (siehe  die  Figur  356) 

AJznha 
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nnd 


AP  z=lAJ  ^  PJ  oder  =  AJ  ^OD 

oder  =  A«  —  S^ 
ist,  die  Relation: 

a  hu 


a) 


t  •  •  • 


m-f-n         ha  —  2^ 

Nach  der  in  Anii^be  904  ror- 
geführten  Relation  1)  hal  man  far 
die  Seite  a: 

b)  .  .  .  «=?-(ct«|-H-ct«|) 

Die  Abschnitte  m  nnd  n  kun 
man  wie  folgt  in  ^,  ^,  ß  und  ^ 
ansdrfioken: 

Bertteksicfatigt  man,  daas  in  des 
Viereck  BDMH  nach  der  Eild.536 

<^/>JfJ5r=2fi  — ^ 

dass  ebenso  in  dem  Viereck  CD  MG 

dass  also  besw.: 

nnd     <^  OMG  =  y 

ist,  nnd  verbindet  man  If  mit  i?  nnd  8,  so  er- 
hält man  die  rechtwinkligen  Dreiecke  MOS 
nnd  MOB,  in  welchen: 


Erkl.  585,     Ein   planimetrischer  Lehrsatz 
heisst: 

„In  ähnlichen  Dreiecken  yerhalten  sich 
ein  paar  homologe  Seiten  wie  die  zn  den- 
selben gehörigen  Höhen.^ 


nnd 


^  OMS  =  1" 
<^  0MB  =  |- 


(siehe  Erkl.  465) 


ist.    Ans  diesen  Dreiecken  ergeben  sich  die  Re- 
lationen: 


nnd 


^  2 


*  2 


08 
HO 

'OB 


.  tn 

oder  =  — 

9 


oder  = 


Erkl,  586«      Ein  planimetrischer  Lehrsatz 
heisst: 

„Sind  in  einem  Viereck  zwei  Winkel  zn- 
sammen  =  2i2,  so  mttesen  anch  die  beiden 
andern  Winkel  des  Vierecks  =  2£  sein.** 
(Siehe  Erkl.  832.) 


MO 
nnd  hierans  erhält  man: 


n 
9 


nnd 


c) 


d) 


m  =  ^.tg 


2 


—  ^  fr.  y 


Erkl,  587t      Eine    goniometrische   Formel 
heisst: 

ctco-4-ctg^        ^        ^   ^ 

—2 — JL — !5i:  =:z  ctfi:a*Ctfir/9 

tg«+tg^      ^  "^'^ 

(Siehe  Formel  176  in  Klejers  Lehrbnch  der 
Goniometrie.) 


•  •  «  =  p-tg-g 

Snbstitniert  man  die  Werte  fttr  a,  m  nnd  ff 
ans  den  (}leiohnngen  b)  bis  d)  in  Gleichnng  t), 
so  erhält  man: 

g(c^4  +  <^i)   _       ha 

K*4+^ft  ""*•""' 

Ctg4+^^l      ^         ha 

tg4  +  tg|      '^Ä.-2p 

Nach  Anwendung  der  in  der  Erkl.  587  si- 
geführten  goniometrischen  Formel  eihält  mii 
hierans: 

,     ctgYCtg.^  =  j5— ^ 


oder: 
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oder  nach  der  Erkl.  16: 

1  ho 


Erkl.  588«     Ans  den  in  der  AniJi^abe  906        Löst  man  diese  Gleichung  in  bezng  auf  q 
vorgeführten  Relationen  ergeben  sich  dnrch  ein-   auf,  so  erhält  man: 
fache  Umformung  die  Relationen:  ß  y 


r  _  »>-8g  «?  =  ».- ».■t(r-|-tg| 


a 
2)  .  .  •  tg-g-  tgy  =      ^^  ^^^^  ^.^  Relation: 


und 


««t^/»^*«-ae  i)-- e  =  -y-(i-tg-|..tg|.) 


3)..tgytg2-=     ^ 


In  gana  derselben  Weise  kann  man  die 
beiden  andern  analogen  Relationen  2)  und  3) 
herleiten,  wenn  man  sich  in  der  Figor  366  bezw. 
die  Höhen  hh  und  hc  gezogen  denkt.  (Siehe 
Erkl.  638.) 


Anfjgabe  906.    Man  soll  nachweisen,  dass 
zwischen  dem  Radias  q  des  einem  Dreieck 

einbeschriebenen  Kreises  und  den  Höhen  ä«,         .    -,..  tm    t»^  v  .  i.  . 

h  tmd  hc  die  Relation  besteht:  ,    Auflösung.   Die  Richtigkeit  nebenstehen. 

....  der  Relation  kann  man  wie  folgt  darthun: 

—  =  -T — h  -T — h  -T—  Für  den  Inhalt  F  eines  Dreiecks  hat  man 


ha  hb  he 


nach  der  Erkl.  34,  wenn  a,  h  und  e  die  Seiten 
und  ha,  hb  und  hr  die  zugehörigen  Höhen  be- 
deuten: 


F  = 


2 
h'hb 


2 
und 

C'hc 


F=i 


2 

Aus  diesen  drei  Gleichungen  erh&lt  man  be^w. : 

1  a 


— /  • 

'     '    ha  - 

QF 

b). 

1 
•     •    hb  ^ 

h 
2F 

c)   . 

1 

e 
2F 

Dnreh  Addition  dieser  drei 
gibt  sidi  die  Relation: 

Gleichungen 

er 

oder: 

hh^  hc 

2F^ 

2F  '  2F 

ha^  hh  ^  hc  ^         2         '   F 

Setzt  man  in  diese  Gleichung      \.        =  s 

und  nach  der  in  Aufgabe  904  yorgefOhrten  Re- 
lation 10): 

F=  8'Q 

so  geht  dieselbe  über  in-. 

1,1,1  1 


ha  hb  hc  S'^ 
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und  hieraus  erhftlt  man  nach   |^ehöriger  De- 
duktion die  zu  beweisende  Eelation: 


Aufgabe  907.    Die  Kathete  a  eines  recht-  begeben:  |  *  ^  10^2  m 
winkligen  Dreiecks  misst  10,62  m,  der  der-  *  1  «  =  400  10' 20" 

selben  gegenüberliegende  Winkel  «  beträgt  Gesucht:  Radina  ^  dea  dem  gesebenea  rcchtröi 

Äf^aifxi^f\?i        •  •*  j       T>   j-  j  ligem  Dreieck  oinbeschriebenen  Kthms. 

40^10  20  ;  wie  gross  ist  der  Radius  q  des  * 

diesem  Dreieck  einbesohriebenen  Kreises?  Andeutung.    Nach  der  in  der  Erid.  535» 

aufgestellten  Relation  1): 

Erkl.  589.  Ist  in  der  Fig.  364  der  Winkel  y  ^       _     sin  ^ 

ein  rechter  Winkel,  also  =  90^,  ist  also  das  A)  .  .  .  ^  =  —  \/2  • 

Dreieck    ABC   ein    bei    C   rechtwinkliges  ^  ^^ 

Dreieck,  dessen  Hypotenuse  also  e  und  dessen  ,  .    t»*  i   .  i-x  j      äs  j 

beide  Katheten  a  und  h  sind,  so  gehen  die  in  *^*^  ^^n  in  Rücksicht  der  rar  a  und  a  ge- 

der  Angabe  904  vorgeführten  Relationen  4)  gebenen  Zahlenwerte  und  in  Rücksicht,  dass 

bis  6)  bezw.  über  in :  ß  =  9(fi  —  a  ist,  den  gesuchten   Radius  e 

.^  ß    „.    .Ro  berechnen, 
a-sin^  •  8m45o 


cos 

a 
2" 

b' 

sin 

a 

sin 

450 

COS 

l 

2 

C' 

sin 

a 
2 

sin 

l 
2 

und 

^  cos  460 

Da  nun  nach  der  Erkl.  216: 

sin  450  =  cos  460  =  _-  y'2  oder  =  — —^ —  oder  =  =:-  oder  =  — = 

2  2Y2  2V2  \/2 

ist,  so  erhält  man  für  den  Radius  o  des  einem 
rechtwinkligen  Dreieck  einbeschriebenen 
Kreises : 

M  Bau 

1) 


a 

V2  • 

Ol 

COSy 

vT- 

a 

cos^ 

lind 


2) 


d)  .  .  .  Q  =  c  VY  •  sin  ~  sin  -~- 


Aufgabe  908.     Man  soll  den  Radius  e  Oeeeben   [^^ 
\  einem  rechtwinkligen  Dreieck  einbeschrie-  *  t  «  = 


=  200,84dm 
des  einem  rechtwinkligen  Dreieck  einbeschrie-  ^'^''"^"*  |  «  =  iQogo'  32" 
benen  Kreises  berechnen,  wenn  die  Hypo-  Gesucht:    Radios  ^  des  dem  gegebeneii 

tenuse  0    des    Dreiecks  =  200,84  dm    misst  ^^"^  Dreieck  einbeschriebeneii  Kreises 

und  der  spitze  Winkel  a  =  10®  20'  32"  be-        Andeutung.    Nach  der  in  der  ErkL  h^ 
trägt.  aufgestellten  Gleichung  3): 

A)  .  .  .  ^  =  «^2  «sin-^sin-l- 

kann  man  in  Rücksicht  der  für  c  und  a  ge- 
gebenen Zahlenwerte  und  in  Rücksicht,  das« 
^  =  90®  —  a  ist,  den  gesuchten  Radius  f 
berechnen. 


in  Frankfurt  a.  M.  1881. 


Der  ausführliclie  Prospekt  und  das  ausführliche  Inhalts- 
verzeichnis der  „ToUständig  gelösten  Anfgabensammlung  yon 
Dr.  Ad.  Kleyer**  kann  von  jeder  ßuchliandlung,  sowie  von  der 
Verlagshandlnng  gratis  und  portofrei  bezogen  werden. 

Bemerkt  sei  hier  nur: 

1).  Jedes  Heft  ist  aufgeschnitten  und  gut  brochiert  um  den  sofortigen  und  dauern- 
den Gebrauch  zu  gestatten. 

2).  Jedes  Kapitel  enthält  sein  besonderes  Titelblatt,  Inhaltsverzeichnis,  Berichtigungen 
und  Erklärungen  am  Schlüsse  desselben. 

3).  Auf  jedes  einzelne  Kapitel  kann  abonniert  werden. 

4).  Monatlich  erscheinen  3 — 4  Hefte  zu  dem  AboxmementspreiBe  von  25  Pfg.  pro  Heft 

5).  Die  Beihenfolge  der  Hefte  im  nachstehenden,  kurz  angedeuteten  Inhaltsver' 
zeichnis  ist,  wie  siiB  dem  Prospekt  ersichtlich,  ohne  jede  Bedeutung 
für  die  Interessenten. 

6).  Das  Werk  enthält  AUes,  was  sich  überhaupt  auf  mathematische  Wissenschaften 
bezieht,  alle  Lehrsätze,  Formeln  und  Regeln  etc.  mit  Beweisen,  alle  praktischen 
Aufgaben  in  vollständig  gelöster  Form  mit  Anhängen  ungelöster  analoger  Auf- 
gaben und  vielen  vortrefflichen  Figuren. 

7).  Das  Werk  ist  ein  praktisches  Lehrbuch  für  Schüler  aUer  Schulen,  das 
beste  Handbuch  für  Lehrer  und  Examinatoren,  das  vorzüglichste  Lehrbuch 
8um  Selbststudium,  das  vortrefTIichste  Nachschlagebuch  für  Fachleute  und 
Techniker  jeder  Art. 

8).  Alle  Buchhandlungen  nehmen  Bestellungen  entegen. 


Das  vollständige 

Inhaltsverzeichnis 

der  bis  jetzt  erschienenen   Hefte 

kann  durch  jede  Buchhandlung  bezogen  werden. 


Halbjährlich  erscheinen  Nachträge  über  die  inzwischen  neu  erschienenen  Hefte. 


Druck  Yon  Oarl  '^:»mmer  in  Stuttgsrt 
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Vollständig  gelöst 


Aufgaben  -  Sammlung 


-  nebst  Anhängen  ungelöster  Aufgaben,  für  den  Schul-  &  Selbstunterricht  — 

mit 

Angabe  und  EntwlcUnng  der  benntzten  Sitze,  Formeln,  Regeln  in  Fragen  nnd  Intiorten 

erläutert  durch 

viele  Holzschnitte  &  lithograph.  Tafeln, 

aus  allen  Zweigen 
der  Rechenkunst)  der  niederen  (Algebra,  Planimetrie,  Stereometrie,  ebenen  n.  sphftriBchen 
Trigonometrie,  synthetischen  Geometrie  etc.)  n.  höheren  Mathematik  (höhere  Analysis, 
Dürerential-  u.  Integral-Rechnung,  analytische  Geometrie  der  Ebene  u.  des  Baumes  etc.);  — 
aus  allen  Zweigen  der  Physik,  Mechanik,  Graphostatlk,  Chemie,  GeodSsle,  Nautik, 
mathemat*  Geographie,  Astronomie;  des  Maschmen-,  Straflsen-,  Elsenbahn-,  If asser-, 
Brieken-  u.  Uochban's;  der  Konstmktionslehren  als:  darstelL  Geometrie,  Polar-  u. 

Parallel^PerspectiTe,  Schattenkonstniktionen  etc.  etc. 

fOr 

Schüler^  Studierende,  Kandidaten,  Lehrer,  Techniker  jeder  Art*  Militärs  etc. 

zum  einzig  richtigen  und  erfolgreichen 

Studium,  zur  Forthülfe  bei  Schularbeiten  und  zur  rationellen  Verwertimg 

der  exakten  Wissenschaften, 
herausgegeben  ton 

Dr«  Adolph  HLleyer^ 

M»thematiker,  rereideter  kOnigl.  preu».  Feldmeiier,  Tereideter  groish.  heiiiioher  Geometer  L  Klane 

in  Frankfurt  a.  H. 
unter  Mitwirkung  der  bewährtesten  Er&fte. 
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Fortsetzung  von  Heft  325.  —    Seite  625—640.     Mit  4  Figuren. 

Inhalt: 

Aufgaben  ab«r  du  Drsisek  in  Turbiodung  mit  dem  demselben  «inbe»  ohrleb enen  Kieii,  ForUeteung. 


Stuttgart  1887. 
Vfirlaff  von  Jalius  Maier. 


Preisgekrönt  in  Frankfurt  a.  M,  1881. 

PROSPEKT. 

Dieses  Werk,  welchem  kein  ftluliches  zar  Seite  steht,  erscheint  monatlich  in  3 — 4 
Heften  zn  dem  billigen  Preise  Yon  25  /^  pro  Heft  and  bringt  eine  Sammlang  der  wichtig- 
sten and  praktischsten  Aufgaben  ans  dem  Gesamtgebiete  der  Mathematik,  Physik, 
Medianik,  math«  Geographie,  Astronomie,  des  Masehinen-,  Strassen-,  EisoBbahn-, 
Brflcken-  und  Hochbanes,  des  konstruktlTon  Zeiehnens  etc.  etc.  und  zwar  in  Tollstindlg 
gelSster  Form,  mit  Tielen  Figrnren,  Erklärungen  nebst  Angabe  und  Entwlekelng  der 
benntsten  Sätie,  Formeln,  Regeln  in  Fragen  mit  Antworten  etc.,  so  dass  die  Lösang 
jedermann  Yerst&ndlich  sein  kann,  bezw.  wird,  wenn  eine  grossere  Anzahl  der  Hefte  er- 
schienen ist,  da  dieselben  sich  in  ilirer  Gesamtheit  ergänzen  und  alsdann  aach  alle 
Teile  der  reinen  und  angewandten  Mathematik  —  nach  besonderen  selbständigen  Ezpl- 
teln  angeordnet  —  Yorliegen. 

Fast  jedem  Hefte  ist  ein  Anhang  Ton  nngelSsten  Aufgaben  beigegeben,  welche  der 
eigenen  Lösung  (in  analoger  Form,  wie  die  bezüglichen  gelösten  Aufgaben)  des  Studierenden 
aberlassen  bleiben,  und  zugleich  von  den  Herren  Lehrern  fOr  den  Schulunterricht  benutzt 
werden  können.  —  Die  Lösungen  hierzu  werden  später  in  besonderen  Heften  fflr  die  Hand  dei 
Lehrers  erscheinen.  Am  Schlüsse  eines  jeden  Kapitels  gelangen:  Titelblatt,  InhaltsTeneieh- 
nis,  Berichtigungen  und  erläuternde  Erklärungen  über  das  betreifende  Kapitel  zur  Ausgabe. 

Das  Werk  behandelt  zunächst  den  Hauptbestandteil  des  mathematisch-natorwissen- 
schahlichen  ünterrichtsplanes  folgender  Schulen:  Bealscholen  I.  und  IL  Ord.,  gleich- 
berechtigten  höheren  Bürgersohnlen,  PrlTatschnlen,  Gjmnasien,  Realgymnasien,  Pre- 
gjmnasien,  Sehollehrer- Seminaren,  Polytechniken,  Techniken,  Bangewarka^nlM, 
Gewerbeschulen,  Handelsschulen,  techn  Torbereitnngsschnlen  aller  Arten,  gewerbliche 
Fortbildnugsschnlen,  Akademien,  ünirersltäten ,  Land-  und  Forstwlssenschaftsscbnlen, 
Militärschnlen,  Torbereitnngs- Anstalten  aller  Arten  als  z.  B.  für  das  Eii^ähri^-Frel« 
willige-  nnd  Offlziers-Examen,  etc. 

Die  Schaler,  Studierenden  und  Kandidaten  der  mathematischen,  technischen  und 
naturwissenschaftlichen  Fächer,  werden  durch  diese.  Schritt  flir  Scluitt  gelöste,  Aufgaben- 
sammlung immerwährend  an  ihre  in  der  Schule  erworbenen  oder  nur  gehörten  Theorien  etc 
erinnert  und  wird  ihnen  hiermit  der  Weg  zum  unfehlbaren  Auffinden  der  Lösungen  der- 
jenigen Aufgaben  gezeigt,  welche  sie  bei  ihren  Präfungen  zu  lösen  haben,  zugleich  aber  auch 
die  überaus  grosse  Fruchtbarkeit  der  mathematischen  Wissenschaften  torgeftthrt. 

Dem  Lelirer  soll  mit  dieser  Aufgabensammlung  eine  kräftige  Sttttie  ffir  den  Schal- 
unterricht geboten  werden,  indem  zur  Erlernung  des  praktischen  Teiles  der  mathematischeii 
Disziplinen  —  zum  Aullösen  Ton  Aufgaben  —  in  den  meisten  Schulen  oft  keine  Zeit  er- 
abrigt  werden  kann,  hiermit  aber  dem  Schaler  bei  seinen  häuslichen  Arbeiten  eine  toU- 
ständige  Anleitung  in  die  Hände  gegeben  wird,  entsprechende  Aufgaben  zu  19sen,  die  ge- 
habten Regein,  Formeln,  Sätze  etc.  anzuwenden  und  praktisch  zu  Tcrwerten.  Lmt^  Liebe 
und  Yerständnis  fOr  den  Schul-Unterricht  wird  dadurch  erlialten  und  belebt  werden. 

Den  Ingenienren,  Architekten,  Technikern  und  Fachgenossen  aller  Art,  Militärs 
etc.  etc.  soll  diese  Sammlung  zur  Anffrischung  der  erworbenen  und  vielleicht  Tergessenea 
mathematischen  Kenntnisse  dienen  und  zugleich  durch  ihre  praktischen  in  allen  Berafs- 
zweigen  yorkommenden  Anwendungen  einem  toten  Kapitale  lebendige  Kraft  yerleihen  ai:d 
somit  den  Antrieb  zu  weiteren  praktischen  Terwertnngen  und  weiteren  Forschungen  geben. 

Alle  Bachhandlungen  nehmen  Bestellungen  entgegen.  Wichtige  und  praktische  Auf- 
gaben werden  mit  Dank  yon  der  Redaktion  entgegengenommen  und  mit  Angabe  der  Namen 
Ycrbreitet.  —  WOnsche,  Fragen  etc.,  welche  die  Redaktion  betreffen,  nimmt  der  Verfasser, 
Dr.  Kleyer,  Frankfurt  a.  M.  Fischerfeldstrasse  16,  entgegen  und  wird  deren  Erledigonf 
uilichst  berücksichtigt. 

Stuttgart  Die  Terlagsluuidliiiig. 


Angaben  über  das  Dreieck  in  Verbindung  mit  dem  demselben  einbesohriebenen  Kreis.     625 


Aufgabe  909.  Der  Schenkel  eines  gleich- 
schenkligen Dreiecks  ist  a  =  126,45  m,  der 
Scheitelwinkel  desselben  ist  ß  =  70^  36' 
20,4'';  man  soll  den  Eadius  des  diesem 
Dreieck  einbeschriebenen  Kreises  berechnen. 

Figur  356. 
B 


/i      1^        (  a  =z  126,45  m 
wegeoen:  |  ^  _  7qo36'20,4" 

Gesucht:  Radius  ^  des  dem  gegeb.  gleichschenk- 
ligen Dreieck  einbeschriebenen 
Kreises. 

Andeutung.  Aus  den  rechtwinkligen 
Dreiecken  MDB  und  MDÄ  der  Figur  356 
ergeben  sich  die  Relationen: 


a) 


#s  =  p.ctg-|- 


und 


!... 


b)  .  .  .  ^,  =  C»-ctg-2 


Erkl.  43) 


£rkl,  540*     Setzst  man  in  nebenstehender 

Gleichung  A): 

a 

nach  der  in  der  Erkl.  424  vorgeführten  gonio- 
metrischen  Formel: 

ctgy  +  ctg-2  = 


Durch  Addition  dieser  Gleichungen  erhält 
man: 

^i  +  ««  =  (»(ctg|-  +  ctg-|j 

oder  in  Rücksicht,  dass,  siehe  Figur  356: 

c)  .  .  .  t^-^-t^  =.  a 
ist:  • 

«  =  ?(ctgy  +  ctg|-j 

und  hieraus  erhält  man: 

A)  .  .  .  (>  = -g- 

ctgf  +  ctgl 

nach  welcher  Gleichung  man  in  Rücksicht 
der  für  a  und  ß  gegebenen  Zafalenwerte  und 
in  Rücksicht,  dass: 

2a  =  1800  —  ^ 


also 


«=   «00-1- 


a     .     8 

sm-g  8m-§- 


ist,  den  gesuchten  Radius  q  berechne  kann. 
Siehe  auch  die  Erkl.  540  und  541. 


so  geht  dieselbe  über  in: 


1)  .  .  .    Q  = 


.     a     .     8 

a^sm-^sm-^ 


sm 


a  +  ß 


Aus  dem  rechtwinkligen  Dreieck  AGM  der 
Figur  356  ergibt  sich  femer: 


a 


oder,  da,  siehe  Figur  356: 


^- 

h 
2 

ist: 

h 
2  "" 

^•c<«2 

und  hieraus  erhält  ] 

man: 

2).  . 

•  ^  = 

h 

2ctgf 

oder: 

2a)  . 

.  .  p  — 

2-^2 

Kleyer,  Ebene  Trigonometrie. 
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Erkl,  541.    Ist,  siehe  Fig.  356,  das  Dreieck 
ABC  ein  gleichseitiges  Dreieck,  ist  also: 


und 


|  =  i  =  f.*.=30. 


a 


«.  =  «,=-2 


wenn  a  die  Seite  des  gleichseitigen  Dreiecks 
bedeutet,  so  erhält  man  z.  B.  ans  dem  recht- 
winkligen Dreieck  MQA: 


oder: 


ctg  300  = 


Q  — 


a 


2'Q 


SctgSQO 
oder  in  Rücksicht  der  Erkl.  542: 


1)  .  .  .   Q  = 


2\/3 

Macht  man  noch  den  Nenner  rational,  so  er- 
hält maji:  ^.  ^g- 

9  =~ 


oder: 


2  \/3.  \/3 


2)  .  .  .   C» 


a   ./TT 


6 


\/B 


Erkl,  542«     Eine    goniometrische  Formel 
heisst :  __ 

ctg300=  VS 

(Siehe  Aufgabe  8  in  Eüieyers  Lehrbuch  der 
Goniometrie.) 


Aufjgabe  910.  Von  einem  Dreieck  kennt 
man  die  Seite  a  =  145  m  und  die  beiden 
anliegenden  Winkel  ß  =  9^  31'  38,2"  und 
y  =  96^  43'  58,5" ;  man  soU  den  Radius  des 
diesem  Dreieck  einbeschriebenen  Kreises 
berechnen. 


Gegeben: 


f  a  =  145  m 
/J  =  9«  31'  38,2" 
y  =  960  43'  58'5" 

Gesucht:    Radius  ^ 

Andeutung.     Nach  der  in  Aufgabe  904 
vorgefahrten  Relation  4): 

A)  .  .  .  ^  = 


a*8in-^  sm  q 


cosf 


kann  man  in  Rücksicht  der  t&r  a,  ß  and  / 
gegebenen  Zahlenwerte  und  in  Rficksieht 
dass  a  =  2jR  — (/5  +  y)  ist,  den  gesucht« 
Radius  q  berechnen. 


Aufjgabe  91L  Die  drei  Seiten  a,  b  und  c 
eines  Dreiecks  sind  bezw.  13,15  und  14  m 
lang;  wie  gross  ist  der  Radius  des  diesem 
Dreieck  einbeschriebenen  Kreises? 


Gegeben 


f  a  =  13 

:  {  5  =  15 

l  c  =  14 


a  =  13  m 
m 
m 

Gesucht:    Radius  ^  des  einbesohriebenen  Ernsr« 

Andeutung.    Nach  der  in  Aufgabe  904 
vorg(rfiihrten  Relation  11)  ist: 


A) 


.  .  .  Q=zy 


(s  —  a)(8  —  h)  {8  —  e) 


8 


Setzt  man  in  derselben  für  a,  ^  und 
die  gegebenen  Zablenwerte  und  berficksichti^ 
dass: 


Aufgaben  über  das  Dreieck  in  Verbindung  mit  dem  demselben  einbeschriebenen  Kreis.     627 


8  = 


9 

ist,   80   kann   man  nach   dieser   Gleichon^ 
den  gesuchten  Badius  q  berechnen. 


Aufgabe  912.    Von  einem  Dreieck  kennt  r  a  =  101  m 

man  die  zwei  Seiten  a  =  101  und  ft  ==  29  m,  Gegeben:  j  6  =  29  m  ^ 

sowie  den  der  grösseren  dieser  Seiten  gegen-  l  «  =  480  86'  10,1" 

nberliegenden  Winkel   «  =  43^  36'  10,1'';  Gesucht:    Badhu  ^ 

man  soll  den  Radius  des  diesem  Dreieck  ein-  Andeutung.    Nach  der  Sinusregel  besteht 

beschriebenen  Kreises  berechnen.  die  Relation: 

a        sina 


d 


b        niaß 
hieraus  ergibt  sich: 

A)...  sin/f  =  A  .  sin« 

a 

nach  welcher  Gleichung  man  den  Winkel  ß 
berechnen  kann.  Ist  ß  hiemach  berechnet, 
so  kann  man  den  gesuchten  Radius  ^  mittels 
der  in  der  Aufgabe  904  vorgeführten  Re- 
lation 4): 

a-sin^sin-^ 

B)  .  .  .  e  = ä 

cos-g. 

berechnen,  indem  y  =  2i?  —  (a  +  |S)  ist. 
Man  kann  auch,  da  b  gegeben  ist,  die  in 
Aufgabe  904  vorgeführte  Relation  5)  be- 
nutzen. 


C7  =  2720m 

o  =r  790  86'  40,12" 

/J  =  880  28'  64,56" 


Angabe  913.  Der  Umfang  eines  Dreiecks 
ist  r=  2720  m,  die  zwei  Winkel  «  und  |S  Gegeben: 

dieses   Dreiecks  sind  bezw.  79^  36'  40,12" 
und  33^  23'  64,56".     Man  soll  den  Radius  Gesucht:    q 

des  einbeschriebenen  Kreises  berechnen.  Andeutung.     Nach  der  in  Aufgabe  904 

vorgeführtenRelation  12)  ist: 

?  =  *-tg|-tg|tg|. 

Berücksichtigt  man,  dass:' 

a+b+e      ,  U 

8  =  — • —  oder  =  — 

2  2 

ist,  so  erhält  man: 

A)...?  =  -2-.tg-g-tg|-t«^ 

nach  welcher  Gleichung  man  in  Rücksicht 
der  für  U,  a  und  ß  gegebenen  Zahlenwerte 
und  in  Rücksicht,  dass  Y  =  2R  —  {a-\-ß) 
ist,  den  gesuchten  Radius  q  berechnen  kann. 


Aufjgabe  914.     Von  einem  Dreieck  sind  (  a  =  15  m 

gegeben  die  Seite  a  =  15  m,  die  zu  der-  Gegeben:  j  ha  =  11,2  m 

selben  gehörige  Höhe  ä«  =  11,2  m  und  die  ^      ,^     l   &  =  13  m 

Seite  fc  =  13  m;  wie  gross  ist  der  Radius  Gesucht:    Radius  ? 

des  diesem  Dreieck  einbeschriebenen  Kreises?        Andeutung.       Man   berechne   zunächst, 

siehe  Figur  357,  mittels  der  aus  dem  recht- 
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Figor  857. 


winkligen   Dreieck   ÄDC   sich   ergebeaden 
Relation: 

a)  .  .  .  siny  =  -^ 

den  Winkel  y^ 

Ist  hiernach  y  berechnet,  so  berechne  man, 
wie  in  der  Auflösung  der  Aufgabe  118  ge- 
zeigt wurde,   aus  a,  6  und  /  die  Winkel  n 

und  ß. 

Sind  hiemach  auch  diese  Winkel  beredmet 
so  berechne  man  den  gesuchten  Radios  e 
mittels  einer  der  in  Aufgabe  904  vorgefuhrta 
Relationen  4)  und  5). 


Angabe  916.  Die  Seite  h  eines  Dreiecks 
misst  4010  m;  die  zu  den  andern  Seiten  a 
und  c  gehörigen  Höhen  ha  und  hc  messen 
bezw.  8980,488  m  und  400  m.  Man  soll  den 
Radius  des  diesem  Dreieck  einbeschriebenen 
Kreises  berechnen. 


Gegeben: 


h  =^  4010  m 
ha  =  3980,488  m 
Äc  =  400 

Gesucht:  Radins  ^ 

Andeutung.  Man  berechne  zunächst,  sidit 
Figur  357,  mittels  der  aus  den  rechtwink- 
ligen Dreiecken  ÄDC  und  ÄFC  sich  er- 
gebenden Relationen: 

ha 


a)  .  .  .  siny  =  — v 


und 


b)  . 


sina 


h 


die  Winkel  a  und  y.     Sind  diese  Winkel 
hiemach  berechnet,  so  kann  man,  m  Rock- 

sieht,  dass: 

/5  =  2Ä  — («  +  y) 
ist,  den  gesuchten  Radius  q  mittels  der  in 
Aufgabe  904  vorgeftüirten  Relation  5): 


A)  .  .  .'^ 
berechnen. 


b«sin-|-sin-|- 


008 


l 
2 


Auf^be  916.   Von  einem  rechtwinkligen 

Dreieck  sind  gegeben:  Andeutung.   Mittels  der  in  der  Erid.  53^ 

e  =  ^'*™  vorgeführten  Relationen  1)  bis  3)  kann  nae 

a  =  52040'24"  ^  Rücksicht,  dass  ß  ==  90«  -  a  ist,  die  p- 

Man  soll  die  Seiten  dieses  Dreiecks  be-  gnchten  Seiten  des  Dreiecks  berechnen;  rsiL 

rechnen.  erhttlt  aus  jenen  Relationen: 


A)  .  .  .  a=e  V2 


C08-I 


B)  . 

und 

C)  . 


ft  =  e  V2 


sm 
cos 


l 

2 

l 
2 


.     a 

am -2 


_        9 


V2 
2smi2-sm^ 
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Aufgabe  917.  Von  einem  rechtwinkligen 
Dreieck  sind  gegeben  die  Kathete  a  =  10,5  m 
und  der  Badius  q  =  4,08  m  des  demselben 
einbeschriebenen  Kreises. 

Man  soll  die  nicht  gegebenen  Winkel  und 
Seiten  dieses  Dreiecks  bereohnen. 


Fignr  368. 


Andeutung.    In  der  Figur  358  ist: 

und 

h  =  Q 

indem  die  rechtwinkligen  Dreiecke  MDC 
und  MHC  gleichschenklige  Dreiecke  sind. 
Aus  diesen  Gleichungen  ergibt  sich  die  Re- 
lation : 

&)  .  .  .  a=  Q  +  t^ 

Femer  ergibt  sich  aus  dem  rechtwink- 
ligen Dreieck  BDM  die  Relation : 


oder: 


b)     ....     «8  =  (»-Ctgy 


Aus  den  Gleichungen  a)  und  b)  folgt: 

ß 

und  hieraus  erhält  man: 
A)....ctg|  =  ^ 

nach  welcher  Gleichung  man  den  Winkel  ß 
berechnen  kann.  Ist  ß  berechnet,  so  kann 
man  a  mittels  der  Relation: 

B)  .  .  .  .  «  =  900  —  ^ 

und  die  Seiten  b  und  c  mittels  der  Be- 
ziehungen: 

C)  .  .  .  c  =  -^         ^ 

cos/? 

und 

D)  .  .  .  6  =  tt'tgß 
berechnen. 


Aufgabe  918.     Von  einem  Dreieck  sind 
gegeben: 

a  =  860  20'  12" 

/9  =  48«  6'  10"  Andeutung.    Aus  den  in  der  Aufgabe  904 

o  =r  20,488  m  vorgeführten  Relationen   4)  bis  6)  ergeben 

Man  soll  die  nicht  gegebenen  Seiten  und  ^^^^  ^®  Relationen: 
den  Inhalt  des  Dreiecks  berechnen. 


A) 


a 


e-cos-^- 


B) 


C) 


... 


8in-| .  8in-| 

ß 
e-cos^ 

a    .     y 

^•cos^ 


sin-|-8m 


^ 
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Setzt  nuin  in  dieselben  die  für  ^,  u  imi 
ß  gegebenen  Werte  und  berüeksicht^t  muL 
dass  7  =  2^  —  (jf^-^ß)  ^^1  so  ksmn  man 
nach  diesen  Oleiclinngen  die  gesnchten  Seiten 
des  Dreiecks  berechnen.  Ans  der  in  da- 
Anfgabe  904  vorgeführten  Relation  13  er- 
gibt sich  die  Eelation: 


F  = 


p2 


tgf -t^l-tgl 


oder  in  Rücksicht  der  ErkL  15: 

D).  .  .^  =  ?2.ctg|-ctg|-ctg|- 

naoh  welcher  Gleichung  man  den  gesucht« 
Inhalt  F  direkt  ans  den  gegebenen  Stücka 
des  Dreiecks  berechnen  kann. 


Angabe  919.     Von  einem  Dreieck  sind 
gegeben: 

Q  =  26«/4  m 

a  =  128  V6  m  Andeutung.    Aas  der  in  d&r  Aufgabe  904 

Ä  =  700  20*  10  6''  vorgeführten  Relation  1) : 

Man  soll  die  nicht  gegebenen  Seiten  nnd  q  = j-^ 

Winkel  des  Dreiecks  berechnen.  ^2'^^^^ 

erhält  man: 

oder: 

A)....ctg|-  =  -^-ctg| 

nach  welcher  Gleichung  man  den  Winkel ; 
berechnen  kann.  Ist  y  berechnet »  so  kaoL 
man  mittels  der  m  Aufgabe  904  vorgefühnes 

Relation  3): 

c 

ctg|-  +  ctg4 

und  in  Rücksicht,  dass  a  =  2R  —  (ß-rV 
ist,  die  Seite  c  berechnen,  u.  s.  f. 


Anfigabe  920.     Von  einem  Dreieck  sind 
gegeben: 

Q  =  2,409  dm 

c  =  9  008  dm  Andeutung.     Diese  Aufgabe  kann  luaa 

«  =  720  36'  40"  ^  ^^^"^  analoger  Weise  lösen  wie  die  vort#5- 

-,         „  ".""   .  , ,         ^         „  .  ,  gehende  Aufgabe  919;  man  kann  auch  wie 

Man  soll  die  nicht  gegebenen  Seiten  und  f^w  verfahren: 

Winkel  des  Dreiecks  berechnen.  ^^  d^r   i^*  Aufgabe  904   vorgefuhn 

Relation  6): 


jä: 


erhält  man: 


.     a     ■     ß 

c  •  sm  -5-  sm  Y 

C08| 


COS  -^  c*  sm  Y 


•    ß 
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Bringt  man  in  bezug  anf  diese  Proportion 
den  in  der  Erkl.  119  angeführten  Sommen- 
nnd  Differenzensatz  in  Anwendung,  so  erhält 
man: 

cos  -^  -}-  sin  -^  C'  sin—  -f-  q 

Erklt  548.     Eine    goniometrische   Formel -; — -g 


2sin^450+  ^^  .  cos ('450-.  ?i±^) 


heisst:  cos  ^^  —  sin -^^  c-sin-^  — (> 

1)  .  .  .  costt  +  sin^  =  ^^^^  vretm  man  in  bezng  anf  den  Zähler 

nnd  den  Nenner  des  Bruches  rechts  die  in 
der  Erkl.  543  vorgeführten  goniometrischen 

2)  .  .  .  coBa  —  smß  =  Formeln  in  Anwendung  bringt^  indem  man 

in  denselben 

y 

2 
(Siehe  die  Formeln  225  und  227  in  Kleyers 

Lehrbuch  der  Goniometrie.)  ««d  ä  =  Ji 


2cos(45o  -  ^^  .  sin  (450 -  't+l\ 


und/?  =  -^ 
setzt: 
28in(45o+  ^)  •  cos(450—  t^  C8in-|  +  ^ 

2co8(450— i^^.8m(460-21±^     ""    csin^—Q 

Durch  Umformung  erhält  man  aus  dieser 
Gleichung: 

an  (450— 2^:^       cos(450— 2:±^  can^  +  Q 

cos(460-il:^        gin^45o_y+^  csin|-  — e 

V  *    /         v  **    /         csm-^  —  Q 

V  4    ;        c8inf-e       ctg(4Bo-J^ 
oder 


a 


Nach  welcher  Gleichung  man  in  Rück- 
sicht der  für  a,  (7  und  q  gegebenen  Zahlen- 
werte und  in  Rücksicht,  daas: 

/J-|-y  =  2Ä  — a 

y  —  ß 
ist,  den  Winkel  45®  —     a      ™^^  alsdann 

auch  den  Winkel  y  —  ß  berechnen  kann. 
Aus  y-\-ß  und  y  —  ß  kann  man  leicht  die 
Winkel  y  und  ß  selbst  bestimmen.  Die  Seiten 
a  und  b  kann  man  im  weiteren  mittels  der 
Sinusregel  berechnen. 


Angabe  921.     Von  einem  Dreieck  sind 

gegeben: 

Q  =:  8,68  m 
6  +  c  =  8=.  36,08m 

a  =  18,24  m  Andeutung.    Nach  der  Erkl.  534  besteht 

Man  soll  die  nicht  gegebenen  Selten  und  zwischen  dem  Abschnitt  ti  der  Seite  c  oder 
Winkel  dieses  Dreiecks  berechnen.  der  Seite  b,  siehe  Figur  359,  der  halben 
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Smnme  s  der  drei  Seiten  des  Dreiecks,  und 
der  Seite  a,  die  Edadon: 

oder: 

ond  hieraus  erhfilt  man: 

_  ^>  +  ^-<»  (3.  Brkl.  544) 

Erkl.  644.  Setzt  man  in  den  in  der  Brkl.  B34  ^^^^^  -^  Kücksicht,  dass  gemäss  der  Aufgabe: 
aufgestellten  Relationen  3)  bis  B) :  6  -f  c  =  5^ 

h=^s-a  igt; 

.       undf3  =  «-^  ^^ '^-2 

fw      —  <*  +  ^  +  ^  nach  welcher  GHeichung  man  den  Abschnitt  i^ 

2  berechnen  kann, 
und  reduziert,  so  erhält  man  für  die  Seiten-        Aus  dem  rechtwinkligen  Dreieck  AES. 

abschnitte  t^,  h  '^'^  h^  ^^^'  ^®  Werte:  siehe  Figor  359,  erhält  man: 

'b-\-c —  g  a^ _£_ 

1)  ...  ^  —  2  ^  T ""    ^1 

—  <*  +  g—  ^  oder  in  Rücksicht  der  Gleichung  a): 


2) 


2  «  _     2.g 


2 


und  j_h—  -^^  •  •  •  •  *^  2  ""  5— a 

3)  ...  ^8  =  ^-^i — ^  Nach  welcher  Gleichung  man  in  Rüci- 

Sicht  der  für  fi'  (=  5  +  c),  a  und  e  gege- 
benen Zahlenwerte  den  Winkel  a  berechnei 

kann. 

Ist  der  Winkel  a  hiernach  berechnet,  sc- 
kennt  man  von  dem  Dreieck,  a,  a  und  Jy'" 
man  kann  also  zur  Berechnung  der  übrigs 
Stücke  verfahren  wie  in  der  Andeutnng  znr 
Aufgabe  479  gesa^  wurde. 


Aufgabe  922.    Von  einem  Dreieck  sind 

gegeben: 

Q  =  40,2  dm 

6  +  c  =  ßf=  326,6dm  Andeutung.     Setzt  man  in  der  in  <^ 

a  =  430  0'  10,4"  ErM.  544  aufgestellten  Relation: 

Man  soll  die  nicht  gegebenen  Seiten  und                       ^  _  h  +  c—a 

Winkel  dieses  Dreiecks  berechnen.  *            2 

gemäss  der  Aufgabe: 

und  löst  alsdann  diese  Gleichung  in  bezc? 
auf  a  auf,  so  erhält  man: 
a)  .  .  .  a  =  sr— 2^, 
Berücksichtigt  man  nunmehr,  ^/!'' 
aus  dem  rechtwinkligen  Dreieck  AEii  i^ 
Figur  359  die  Relation: 

ergibt,  und  dass  hiemach: 
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oder  nach  der  Erkl.  15: 


Figur  359. 


a 


b)    .    .    .    ^,  =  p-Ctgy 

ist,  so  erhält  man,  wenn  man  diesen 
Wert  fiir  t^  in  Gleichung  a)  sub- 
stituiert: 

A)  .  .  .  a  =  S —  2^'Ctg  — 

nach  welcher  Gleichung  man,  in 
Eücksicht  der  för  8  (=  b-{-c),  q 
und  a  gegebenen  Zahlenwerte,  die 
Seite  a  berechnen  kann. 

Ist  a  berechnet,   so  bestimme 

man  die  Summe  s  =  ^  ^  '  ^  und 
•  « 

berücksichtige,  dass  nach  der  Re- 
lation 10  in  Aufgabe  904; 

und  dass  nach  der  Erkl.  151: 

b'C 


F=i 


sma 


ist,  dass  sich  also  aus  diesen  Gleichungen 

die  Relation: 

b*c 
S'Q  =  — - .  gm« 

oder  die  Relation: 

i>)     .      .      .      h'C    =Z    ; 5^ 

sina 

ergibt.     Mittels  dieser  Gleichung  und  der 
gegebenen  Gleichung:  ' 

C)  .  .  .  b-\'C  =  S 

kann  man  im  weiteren  leicht  die  Seiten  b 
und  c  berechnen. 


Angabe  923.     Von  einem  Dreieck  sind 
gegeben: 

Q  =  2,08  m 
6 —  c  =  rf  =  120,4  m  Andeutung.     Setzt  man  in  der  in  der 

a  =  98,94  m  ^^^-  ^^^  aufgestellten  Relation : 

Man  soll  die  nicht  gegebenen  Winkel  und  t^  =  ^  +  ^-^ 

Seiten  dieses  Dreiecks  berechnen.  «      :.      *  ^    ^       ^ 

gemäss  der  Aufgabe: 

b  —  c  =z  d 
so  erhält  man: 

a)  .  .  .  ^j,  =  — - — 

In  analoger  Weise  erhält  man  aus  der  in 
jener  Erkl.  544  aufgestellten  Relation: 

^«-  2 


oder: 


b)  .  .  .  ^^  = 


g  —  d 
""2~ 
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Berücksichtigt  man  femer,  dass  sich  aa^ 
den  rechtwinkligen  Dreiecken  MDC  und 
MDB  der  Figur  359  bezw.  die  EeJation: 


2         h 
und 

ergeben,  so  erhält  man  aus  denGleichnngeiia 
und  c)  die  Eelation: 

A)  .  .  .  tg-2  =7qrj 

und  aus  den  Gleichungen  b)  und  d)  die  Hc 
lation: 


2         a  —  rf 

nach  welchen  Gleichungen  man  die  Winkel^ 
und  y  berechnen  kann.  Sind  hiernach  /j  and 
y  berechnet,  so  kann  man  im  weiteren,  da  dk 
Seite  a  gegeben  ist,  aus  diesen  StöcJcen  dk 
Seiten  h  und  c  mittels  der  Sinnsr^pel  be 
rechnen. 


Angabe  924.     Von  einem  Dreieck  sind 
gegeben: 

Q  =  0,045  m 

h  —  c  =  d:=:  0,848 m 

/J  =  200  36' 8,4"  Andeutung.       Formt   man    die    in  der 

Man  soll  die  nicht  gegebenen  Seiten  und  ym\^  544  aufgestellte  Relation : 
E  Winkel  dieses  Dreiecks  berechnen.  a^c—h 

l  wie  folgt  um: 


L 


'*-         2 

und  setzt  gemäss  der  Aufgabe: 

h  —  c  =i  d 
so  erhält  man: 

N  *        a  —  d 

a)  •  •  •  ^j  =  — g— 

Femer  erhält  man  ans  dem  rechtwinkUgei 
Dreieck  MDB  der  Figur  359: 

b)  .  .  .  ^«  = 3— 

Aus  den  Gleichungen  a)  und  b)  erhält  ciar 
in  bezug  auf  a  die  Bestimmungsgleichong: 
a  —  d p 

oder: 

a  —  d  .    ß 

imd  hieraus  erhält  man: 
A)  .  .  .  a=z2Q'Ctg^  +  d 
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nach  welcher  Gleichnng  man,  in  Eüoksicht 
der  fnr  Qj  ß  und  d  (=  b  —  c)  gegebenen 
Zahlenwerte  die  Seite  a  berechnen  kann. 
Ist  a  berechnet,  so  kennt  man  von  dem 
Dreieck  a,  b  —  c  und  ß;  man  kann  somit  im 
weiteren  verfahren,  wie  in  der  Andeutung 
zur  Aufgabe  488  gesagt  wurde. 


Anfjgabe  926.     Von  einem  Dreieck  sind 
gegeben: 

^  =  206,46 

a  =  1222,08  m 

a  =  640  22^3,8''  AndeatiULg.    Man  berechne  zunächst  die 

Man  soU  die  nicht  gegebenen  Seiten  und  Swnme  der  Seiten  6  und  c  wie  folgt: 
Winkel  dieses  Dreiecks  berechnen.  ^«^  der  Figur  359  ergibt  sich: 

oder: 

a)  .  .  b  +  c  =  2't,  +  {t^  +  t^) 

Berücksichtigt  man,  dass,  siehe  Fig.  359 : 

b)  .  .  .  ^,  +  <8  =  a 

«st  und  dasB  sich  ans  dem  rechtwinkligen 
Dreieck  AHM  die  Beladen: 

c)  .  .  .  «,  =  ^-ctg^  (siehe  Erkl.  43) 

ergibt,  so  geht  in  Bücksicht  der  Gleichungen 
b)  und  c)  die  Gleichung  a)  über  in: 

A)  .  .  .  ft  +  c  =  2p-ctg  ö-  +  <* 

wonach  man  die  Summe  b-^-c  bestinimen 
kajin.  Ist  hiemach  &  -f"  ^  berechnet,  so  kann 
man  im  weiteren  verfahren  entweder  wie  in 
der    Andeutung    zur   Aufgabe  922    gesagt 

wurde,  indem  man  zunächst  8  = ^ — 

imd  dann  b  •  c  bestimmt,  oder  wie  in  der  An- 
deutung zur  Aufgabe  479  gesagt  wurde. 


Aufjgabe  926.    Von  einem  Dreieck  sind 
gegeben: 

Q  =z  20,36  dm 

a-j-h-\-c  =248,27  dm 

«  =  620  3'  40''  Andeutung.    Aus  der  in  der  Aufgabe  904 

Man  soU  die  nicht  gegebenen  Seiten  und  vorgeführten  Belation  7): 
Winkel  des  Dreiecks  berechnen.  p  =  (^_«ß).tg^ 

2a 

a  4-  &  -|-  c 
in  welcher  ^j  = ^ —  ist,  erhält  man: 

s  —  a  =  —  ^ 


2 


oder: 


A)   .   .   .   tl   -=  5_.  ,).ctg  — 
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nach  welcher  Gleichnng  man  zunächst  die 
Seite  a  berechnen  kann.  Ist  a  berechoeL 
so  kann  man  leicht  h-^c  bestimmen,  und 
dann  im  weiteren  verfahren,  wie  in  der  An- 
deutung zur  Aufgabe  922  gesagt  wurde,  in- 
dem man  auch  das  Produkt  b  *  c  bestimmt. 


Angabe  927.    Von  einem  Dreieck  sind 
gegeben: 

F  =  28,934  qm 

a  =z  17,029  m 
und  Andeutung.     Ans  der  in  Aufgabe  %i 

Q  =  1,0587  m  vorgeführten  Relation  10): 

Man  soll  die  nicht  gegebenen  Seiten  und  _  F 

Winkel  des  Dreiecks  berechnen.  ^  ""  V 

ergibt  sich: 

berechnen  kann. 

Femer  ergibt  sich  aus  der  in  jener  An- 
gabe vorgeführten  Relation  7): 

?  =  («  — ö).tgy 
die  Beziehung: 

a  ^ 

b)  .  .  .  tg— = 


• 


2         *— a 

nach  welcher  Gleichung  man,  da  e  Qi^^  ' 
gegeben  imd  s  bereits  berechnet  wm*de.  «ita 
Winkel  a  berechnen  kann.  Im  weiteren  kaci 
man  verfahren,  wie  in  der  Andeutung  zc 
Aufgabe  922  gesagt  wurde,  indem  man  zu- 
nächst b-\-c  {=  2s  —  a)  und  b  -  c  besdnoit 


Angabe  9S8.    Von  einem  Dreieck  sind 
gegeben: 

o  =  10,6  m 

«  =  1140 10'  30" 

t^  =  51,08  m  (siehe  Figur  359)  Andeutung.    Mittels  der  aus  dem  redi:- 

Man  soll  die  nicht  gegebenen  Winkel  und  winkligen  Dreieck  MD  C  der  Figur  359  acL 

Seiten  des  Dreiecks  berechnen.  ergebenden  Relation: 

A)  .  .  .  tg-^  =    ^ 


2         h 
kann  man  den  Winkel  y  berechnen. 

Berücksichtigt  man   femer,   dass,  sitbe 
Figur  359: 

bz=t^  +  t, 

ist,  und  dass  sich  aus  dem  rechtwinkliri 
Dreieck  ÄGM: 


oder: 


*«  "2  =  t 


t,  =f.Ctg  y 


L. 
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ergibt»  so  erhält  man  hiemach: 

B)   ...  h  =  pctg^+f, 

wonach  man  die  Seite  b  berechnen  kann.  Ist 
hiemach  b  nnd  y  berechnet,  so  kennt  man 
von  dem  Dreieck  b,  y  nnd  a;  man  kann  so- 
mit im  weiteren  verfahren,  wie  in  der  Auf- 
lösung zur  Aufgabe  117  gezeigt  wurde. 


Aufgabe  929.     Von  einem  Dreieck  sind 
gegeben: 

Q  =  40,08  dm 

«  =  280 10'  43" 

hc  =  96,43  dm  Andeutung.     Aus  der  zur  Seite  c  ge- 

Man  soll  die  nicht  gegebenen  Seiten  und  hörigen  Höhe  hc  und  dem  gegebenen  Winkel  a 

Winkel  des  Dreiecks  berechnen.  (siehe  Figur  357),  berechne  man  nach  der 

aus  dem  rechtwinkligen  Dreieck  ACF  sich 
ergebenden  Relation: 

A)  .  .  .  &  =  — ?^^—  (siehe  Erkl.  42) 

smc    ^  ^ 

zunächst  die  Seite  b, 

Ist  die  Seite  b  berechnet,  so  benutze  man 
zur  Berechnung  des  Winkels  y  die  in  Auf- 
gabe 904  vorgeführte  Eelation  2): 

b 


K' 

«t8  2 

+<^i 

aus 

derselben  erhält 

man  nSmlich: 

oder 

j.    « 

Ctgg 

• 

+  ctg 

y        b 
2  -  Q 

B)  . 

...  Ctg  ^ 

_  b 

et«  2 

nach  welcher  Gleichung  man  aus  &,  g  und  a 
den  Winkel  y  berechnen  kann.  Sind  b  und  y 
berechnet,  so  kennt  man  von  dem  Dreieck 
die  drei  Winkel  und  eine  Seite;  man  kann 
somit  die  übrigen  Seiten  aus  diesen  Stücken 
mittels  der  Sinusregel  berechnen. 


Aufgabe  tfSO.     Von  einem  Dreieck  sind 
g^egeben: 

Q  =  1,46  m 

a  =  4,36  m 

he  =  3,80  m  Andeutung.    Die  Auflösung  dieser  Auf- 

Man  soU»  die  nicht  gegebenen  Seiten  und  S^^  ist  analog  der  Auflösung  der  vorigen 

Winkel  dieses  Dreiecks  berechnen.  Aufgabe.    Man  berechne  zunächst  aus  a  und 

hei  sielie  Figur  357,  mittels  der  Relation: 

-  he 

sm^  =  — 
a 

den  Winkel  ß.  Dann  berechne  man  mittels 
der  in  der  Aufgabe  904  vorgeführten  Re- 
lation 1),  aus  e,  a  und  ß  den  Winkel  y,  u.  s.  f. 
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Aufgab«  931.    Von  einem  Dreieck  sind 
gegeben; 

p  =  0,64  m 
c"  =  0,86  m  (fliehe  Figur  357)  Andeoton^.       Man     berechne    znnirhst. 

«  =  12«  13'  10"  *'^^  Figur  357,  aus  c"  und  «  die  S«ie  * 

Man  8oU  die  nicht  gegebenen  Seiten  nnd  TÄ- 1^>.  T^w^f^lS'^  "''"^^ 
Winitel  des  Dreiecks  berechnen.  ^^^  ^'"^  ergebenden  ReUÖoa: 

A)  .  .  .  i  =  — —  (Biehe  Erkl.  47) 

Dann  verfabre  man  weiter,  wie  in  in 
Andentnng  zur  Aufgabe  929  gesagt  wnrde. 


Angabe  932.     Von  einem  Dreieck  sind 
gegeben: 

Q  =  130,04  m 

hc  =  208,36  m  Andeutung.    Uan  berechne  zonScbst  sie 

c'  =  96,27  TD  (Biehe  Fignr  367)      ht  und  c",  siebe  Figur  35T,  die  Seite  a  mri 

Man  soll  die  nicht  gegebenen  Seiten  ond  ^^  Winkel  ß  des  rechtwinkligen  DthoI. 

Winkel  des  Dreiecks  berechnen.  ^^^.  verfalire  dann  weiter,  analog  wie  ii 

der  Andentnng  znr  Anfgabe  929  gesagt  wardr. 


Aufgabe  633.    Von  einem  Dreieck  sind 
gegeben: 

p  =  43,008  m 

he=  108  43  m  Andeutung.    Aus  der  in  der  Aufgab«  9W 

_  o-.'j,  Torgefiihrten  Beladon  13)  ergibt  sich: 

Man  soll  die  nicht  gegebenen  Winkel  nnd  »)  .  .  .  F  = „      a 

Seiten  des  Dreiecks  berechnen.  tg  y  tg  ^  tg -l" 

feruer  bat  man  nach  der  Erkl.  34  die  T.t- 
lation: 


nnd  ans  diesw  Relationen  folgt  znnSchsi.' 

Setzt  man  in  dieser  Oleichnng  nach  is 
in  der  Erkl.  538  an^esteOten  Relation  31:  j 

«|.^|  =  i-£  J 

SO  erhält  nuin  in  bezog  auf  iea  Winkel  j 
die  goniouetrische  Gldchung: 


nach  welcher  Gleichung  man  den  Wink^' 
berechnen  kann.  Ist  /  berechnet,  so  kcd 
man  von  dem  Dreieck  k ,  c  und  ~ ' 

terea  kann  man  somit  verfahren, 
Andeutung  zur  Aufgabe  349  gesagt  «n*i 
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Aaijg;abe  984.    Von  einem  Dreieck  sind 
gegeben : 

p  =  0,89  m 

hc  =  8,46  m 

y  zn  820  24'  10,4"  Andeutung.     Die  Auflösung  dieser  Auf- 

Man  BoD  die  nicht  gegebenen  Stöcke  dieses  S^^  |^  ^^^^S  ^^r  Auflösung  der  vorigen 
Dreiecks  berechnen.  Aufgabe  933. 

Aus  der  m  voriger  Aufgabe  aufgestellten 
Gleichung  A)  ergibt  sich: 

__  2  p»     

""   (Äc-2p).tg| 

oder: 

2p»  y 

nach   welcher  Gleichung  man  znnäclist  die 
Seite  c  berechnen  kann. 


Angabe  936.    Von  einem  Dreieck  sind 
gegeben: 

F  =  1800  qm 

"  ~~  1 1  OR  «  Andeutung.     Nach  der  Erkl.  84  besteht 

Q  =  11,26 m  ^^  Relation: 
Man  soll  die  nicht  gegebenen  Seiten  und  ^-he 

Winkel  des  Dreiecks  berechnen.  ^  =  — 2~ 

und  hieraus  erhält  man: 

2-F 

A)  .  .  .  c  =  — 7 — 

he 

nach  welcher  Gleichung  man  die  Seite  c  be- 
rechnen kann.  Nach  der  in  der  Aufgabe  904 
vorgeführten  Relation  10)  ist: 

oder: 

a)  ...  8  =  — 

9 

Femer  ist  nach  der  in  jener  Aufgabe  904 
vorgeführten  Relation  9): 

b)  .  .  .   p  =  («— c)tg-|- 

Setzt  man  in  dieser  Gleichung  für  s  und 
c  die  Vierte  aus  Gleichung  A)  und  a),  so 
erhält  man: 


rF       2F\^ 


Y_ 

2 

oder: 

und  hieraus  ergibt  sich: 

ü;  .  .  .  .  ^  2  ""   F.(Äc-2p) 

nach  welcher  Gleichung  man  den  Winkel  y 
berechnen  kann,  u.  s.  f. 
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Angabe  936.  Man  soll  nachweisen,  dass 
zwischen  dem  Radias  q  des  einem  Dreieck 
einbescbriebenen  Kreises,  dem  Eadios  r 
des  diesem  Dreieck  umbeschriebenen 
Kreises  und  den  Winkeln  a,  ß  und  /  des 
Dreiecks  die  Beziehungen  bestehen: 


und 


1)  ...(;  =  4r-8m-ö-sm  ~-ßm  ' 

&  ^  a 


2)  .  .  .  (.  = 


F 


A  «         P         y 

4  r  •  cos -^  cos  -g-  cos  -^ 


Auflösung.  Die  Richtigkeit  der  io  der 
Aufgabe  vorgeführten  Relationen  kann  nun 
wie  folgt  dartliun: 

A)  Beweis  der  Relation  1): 

Nach  der  in  Auflebe  904  yoigeftthrten  B^ 
lation  12)  ist: 

a)  .  .  .  ^  =  ».tg|-tg|-tg^ 

femer  ist  nach  der  in  Angabe  842  Yoiig:ei%hitcB 
Relation  10): 


b)  .  .  .   r  •=. 


H 


4 -cos -5- cos  {y- cos -^ 


Setzt  mau  den  aus  Gleichung  b)  für  i^  ^kI 
ergebenden  Wert  in  Gleichung  a)«  so  ergii»' 
sich : 

a  ß  Y 

Q  =  4r  cos  -^  cos  -^  cos  — 

/i  a  a 


a        ß       y 


oder: 


a         ß         Y 
^  =  4r  cos "ö"  cos  ~-  cos  -'- 


sm  y      ffln  2  t 


a  ß  J 

cos  -ö       cos  ^       ^^'* " 

und  hieraus  erhält  man  nach  gehöriger  fir 
duktion  die  Relation: 

1)  .  .  .  q  =:  4r.sm  —  sm  --  sin  -^- 

A  a  A 


Aufgabe  937.  Zwei  Winkel  eines  Dreiecks 
sind  a  =  53^  7'  48,4"  und  fi  =  46*^  23'  49,9", 
der  Radius  r  des  diesem  Dreieck  umbeschrie- 
benen Kreises  ist  =  225  m.  Man  soll  den 
Radius  q  des  diesem  Dreieck  einbeschrie- 
benen Kreises  berechnen. 


B)  Beweis  der  Relation  2): 

Nach  der  in  Aufgabe  904  voi^refQhrten  Br 
lation  10)  ist: 

a)  •  •  •  ?  =  y 

femer  ist  nach  der  in  Aufgabe  842  voigefffimc 
Relation  10): 

b)  .  .  .  r  = g — 

4.cos|-co8|-cos|^ 

Setzt  man  den  aus  dieser  Gleichung  bi  Ü 
8  sich  ergebenden  Wert  in  Gleichung  a),  v.^  ^ 
hält  man  die  Relation: 

F 
2)  .  .  .   p  =^ -„ j 


4  r  •  cos  Y  cos  "l^  cos  «l- 


Gegeben: 


a  =  580  r  48,4" 
ß  =  460  28' 49,9 
r  =  726  m 

G^udit:  Radius  q 


AndeutuxLg.     Nach  d^  in  Aufgabe 
vorgefahrten  Relation  1): 

A)  .  .  .  ^  =  4r-8in—  sm  ~  sm  ~ 

A  A  A 
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Aofgaben  in  vollständig  gelöster  Form  mit  Anhängen  ungelöster  analoger  Auf* 
gaben  and  vielen  vortrefflichen  Figaren. 

7).  Das  Werk  ist  ein  praktisches  Lehrbuch  für  Schüler  aUer  Schulen,  das 
beste  Handbuch  für  Lehrer  und  Examinatoren,  das  vorzüglichste  Lehrbuch 
sum  Selbststudium,  das  vortrefnichste  Nachschlagebuch  für  Fachleute  und 
Techniker  jeder  Art. 

8).  Alle  Bachhandlungen  nehmen  Bestellungen  entegen. 


Das  vollständige 

Inhaltsverzeichnis 

der  bis  jetzt  erschienenen  Hefte 

:ann    durch  jede  Buchhandlung  bezogen  werden. 


Halbjährlich  erscheinen  Nachträge  über  die  inzwischen  neu  erschienenen  Hefte. 


Dniok  TOB  Carl  Uammer  in  StattgArt. 


I 
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OOr7     U^fl        \    ^"^^^^    I    Ebene  Trigonometrier— 

Oil.      ilCIt.  I     *«'=•««'     [Fort8.v.Heft326.-^rteS§ß<^ 

«5    Pf.    I  M»  4  P,g,«n.^  ; 


■X-j  -L-^  g-^-i 


VoUständig  gelöste    " 


Aufgaben-  Sammlung 


—  nebst  Anhängen  ungelöster  Aufgaben,  fDr  den  Schul-  &  Selbstunterricht  - 

mit 

inijalw  und  EntwicUnng  der  Iwnntzten  Sätze,  Fonneln,  Regeln,  In  Fragen  nnd  Äntiorten 

erl&ntert  dorcli 

viele  Holzschnitte  &  lithograpL  Tafeln, 

ans  allen  Zweigen 

der  Bechenknnsty  der  niederen  (Algebra,  Planimetrie,  Stereometrie,  ebenen  n.  spliftrischen 
Trigonometrie,  synthetiachen  Geometrie  etc.)  n.  höheren  Mathematik  (höhere  Analysis, 
Differential-  n.  Integral-Rechnung,  analytische  Geometrie  der  Ebene  u.  des  Raumes  etc.);  — 
aus  allen  Zweigen  der  Physik,  Mechanik,  Graphostatik,  Chemie,  GeodXsie,  Nantik, 
mathemat.  Geographie,  Astronomie;  des  Maschinen-,  Strassen-,  Eisenbahn-,  Wasser-, 
Brücken-  u.  Hochban's|  der  KonstrnktlOBBlehren  als:  darstell.  Geometrie,  Polar-  u. 

ParaUel-PerspektlTe,  Schattenkonstmktionen  etc.  etc. 

für 

Schüler,  Studierende,  Kandidaten,  Lehrer,  Techniker  jeder  Art,  Milit&rs  etc. 

zum  einzig  richtigen  und  erfolgreichen 

Stadium,  zur  Forthülf»  bei  Schularbeiten  nnd  zur  rationellen  Verwertung 

der  exakten  Wissenschaften, 

herausgegeben  von 

Dr«  Adolph  Kleyer^ 

Mftthemfttiker,  Tereideter  königl.  prenit.  Feldmetier,  Toreldeter  groith.  hettisoher  Geometer  I.  Klasse 

in  Frankfurt  a.  IL 
unter  Mitwirkung  der  bewfthrtesten  Er&fte. 


'     1^^     I     L    I     L     ,1     I    i-rr^i-,     L^r^j^  r   ^-r    ^    i     >-    i     '--i     *-    i     «^    i     ■-    r     ^    i     ^- i     ■-    i 


Ebene  Trig^onometrie. 

Fortsetzung  von  Heft  326.   —    Seite  641—656.    Mit  4  Figuren. 

Aufgaben  Ober  das  Dreieck  in  Verbindung  mit  dem  demselben  einbeschriebenon  Kreis,  Fortsetzung. 
Aufgaben  ttber  das  Dreieck  In  Verbindung   mit  den  demselben  anbeschriebenen  Kreisen. 


Stuttgart  1S87. 
Verlas  von  Julius  Maier. 


Preisgekrönt  in  Franktnrt  a.  M,  1881, 


PROSPEKT. 


Dieteg  Werk,  welchem  kein  Umllches  bot  Seite  steht,  erscheint  monatlich  in  3~-4 
Heften  sn  dem  bullten  Preise  von  25  ^  pro  Heft  and  bringt  eine  Sammlung  der  wichtif 
sten  nnd  praktischsten  Aufgaben  ans  dem  Gesamtgebiete  der  Mathematik ,  Physik« 
Mechanik,  maflu  Geographie ^  Astronomie ^  des  Masehinen-^  Strassen- 9  Elsenbahn-t 
Brfleken«  nnd  HoehbaneSy  des  konstruktiven  Zeichnens  etc.  etc.  und  swar  in  Tollständlg 
gelöster  Form,  mit  rlelen  flguren,  EiklSrnngen  nebst  Angabe  nnd  Entwickelnng  der 
benvtiten  SKtie»  Formeln^  Regeln  in  Fragen  mit  Antworten  etc.,  so  dass  die  Lteung 
Jedermann  yerst&ndllch  sein  kann,  beiw.  wird,  wenn  eine  grössere  Anzahl  der  Hefte  er- 
schienen ist,  da  dieselben  sieh  In  Ihrer  Gesamtheit  erglnaen  und  alsdann  aach  alle 
Teile  der  reinen  nnd  angewandten  Mathematik  —  nach  besonderen  selbständigen  Kapi- 
teln angeordnet  —  vorliegen. 

Fast  jedem  Hefte  ist  ein  Anhang  von  nngelösten  Aufgaben  beigegeben,  welche  der 
eigenen  Ldsung  (in  analoger  Form,  wie  die  besflglichen  gelösten  Aufgaben)  des  Studierenden 
fiberlassen  bleiben,  nnd  lugleich  von  den  Herren  Lehrern  ffXt  den  Schulunterricht  benntit 
werden  können.  —  Die  Lösnngen  hienn  werden  sp&ter  in  besonderen  Heften  für  die  Hand  des 
Lehrers  erscheinen.  Am  Schlüsse  eines  jeden  Kapitels  gelangen:  Titelblatt^  InhaltsTerseich- 
niSy  Beriehtignngen  nnd  erl&ntemde  bklftmngen  über  das  betreffende  Kapitel  zur  Ausgabe. 

Das  Werk  behandelt  sun&chst  den  Hauptbestandteil  des  mathematisch-naturwissen- 
schaftlichen ünterrichtsplanes  folgender  Schulen:  Realschulen  L  nnd  IL  Ord.,  gleleb- 
bereehtlgteB  höheren  BOrgersehnlen,  Prlratschnlen,  Gymnasien,  Realgymnasien,  Pre- 
gymnaslen,  Schnllehrer- Seminaren,  Polytechniken,  Techniken,  Bangewerksohnlen, 
Gewerbesehnlen,  Handelsschulen,  techn.  Torbereltnngsschnlen  aUer  Arten,  gewerbliche 
Fortbildnngsschnlen,  Akademien,  ünlrersItAten ,  Land-  nnd  Forstwissensehaffcssehulen, 
Milltirsehnlen,  Torbereltnngs-Anstalten  aller  Arten  als  1.  B.  für  das  EI^JIhrlg-Frei- 
willige-  nnd  efflilers-Examen,  etc. 

Die  Sehfller,  Studierenden  und  Kandidaten  der  mathematischen,  technischen  und 
naturwissenschaftlichen  Fftcher,  werden  durch  diese,  Schritt  für  Schritt  gelöste,  Aufgaben- 
sammlung inunerwUirend  an  ihre  in  der  Schule  erworbenen  oder  nur  gehörten  Theorien  etc. 
erinnert  und  wird  ihnen  hiermit  der  Weg  lum  unfehlbaren  Auffinden  der  Lösungen  der- 
jenigen Aufgaben  geseigt,  welche  sie  bei  ihren  Prflftingen  lu  lösen  haben,  zugleich  aber  auch 
die  fiberans  grosse  Fmehtbarkelt  der  mathematischen  Wissenschaften  yorgeföhrt 

Dem  Lehrer  soll  mit  dieser  Aufgabensammlung  eine  kräftige  Stütze  ffir  den  Schul- 
unterricht geboten  werden,  indem  zur  Erlernung  des  praktischen  Teiles  der  mathematischen 
Disciplinen  —  nun  Auflösen  ron  Aufgaben  —  in  den  meisten  Schulen  oft  keine  Zeit  er- 
fibrigt  werden  kann,  hiermit  aber  dem  Schaler  bei  seinen  hftuslichen  Arbeiten  eine  toU- 
st&ndige  Anleitung  in  die  Hftnde  gegeben  wird,  entsprechende  Aufgaben  zn  lösen,  die  ge- 
habten Regeln,  Formeln,  Sitze  etc.  anzuwenden  und  praktisch  zu  rerwerten.  Lnst,  Liebe 
und  Terstindnis  für  den  Schul-Ünterricht  wird  dadurch  erbalten  und  belebt  werden. 

Den  Ingenienren,  Architekten,  Technikern  nnd  Facbgenossen  aller  Art,  Militirs 
etc.  etc.  soll  diese  Sammlung  zur  AnffHschnng  der  erworbenen  und  Tielleicht  yergessenen 
mathematischen  Kenntnisse  dienen  und  zugleich  durch  Ihre  praktischen  In  allen  Bernfs- 
zwelgen  rorkommenden  Anwendungen  einem  toten  Kapitale  lebendige  Kraft  Terleihen  und 
somit  den  Antrieb  zu  weiteren  praktischen  Terwertnngen  und  weiteren  Forschungen  geben. 

Alle  Buchhandlungen  nehmen  Bestellungen  entgegen.  Wichtige  und  praktische  Auf- 
gaben werdM  mit  Dank  ?on  der  Redaktion  entgegengenommen  nnd  mit  Angabe  der  Namen 
whNiM.  —  Wflnsche,  Fragen  etc.,  welche  die  Redaktien  betreifen,  nimmt  der  Terfssser, 
Dr.  Kl«yer,  Frankftirt  a.  M.  Fischerfeldttrasse  If,  entgegen  nnd  wird  deren  Erledigung 
Ihnallchst  berficksichtigt 

stattgart  Di«  Yerlagsliandlniig« 
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kann  man  in  Rücksicht  der  für  r,  a  und  ß 
gegrebenen  Zahlenwerte  und  in  Rücksicht, 
dass  y  =  2i?  —  («  +  ?)  ist,  den  gesuchten 
Radius  q  berechnen. 


Anijgabe  938.  Die  Winkel  a  und  ß  eines 
DreieclM  messen  bezw.  11°  25'  16,3"  und 
124°  58'  33,6";  wie  gross  ist  der  Radius  des 
diesem  Dreieck  umbeschriebenen  Kreises, 
wenn  der  Radius  q  des  diesem  Dreieck  ein- 
beschriebenen  Kreises  9,6  m  misst? 


Gegeben 


f  «  =  11 

:  I  /J  =  12 
l  p  =^  9.( 


«  =  11«  25' 16,3" 
1240  58'  83,6" 
.6  m 

Gesucht:  Radius  r 


Andeutung.    Aus  der  in  voriger  Andeu- 
tung angeführten  Relation  erhält  man: 


A) 


4sm2-8in-^sm-|- 


nach  welcher  Gleichung  man  in  Rücksicht 
der  für  ^,  a  und  ß  gegebenen  Zahlen  weite 
und  in  Rücksicht,  dass  y  =  2li  —  (a-f-ß) 
ist,  den  gesuchten  Radius  /*  berechnen  kann. 


Aufgabe  939.  Zwei  Seiten  a  und  b  eines 
Dreiecks  messen  bezw.  8,12  dm  und  9,29  dm; 
der  Radius  des  diesem  Dreieck  umbeschrie- 
benen Kreises  ist  r  =  4,70  dm;  wie  gross 
ist  der  Radius  des  diesem  Ih*eieok  ein- 
beschriebenen Ejreises? 


{a  =  8,12  dm 
b  =  9,29  dm 
r  =  4,70  dm 

Gesucht:  Radius  q 


Andeutung.  Aus  a  und  r,  bezw.  aus 
h  und  r  berechne  man  zunächst  nach  den 
in  Aufgabe  842  vorgeführten  Relationen  1) 
und  2)  die  Winkel  a  und  ß\  man  erhält: 


und 


A) 


B) 


sm«  = 


sin^  = 


a 

2r 


2r 


Sind  hiemach  die  Winkel  a  und  ß  be- 
rechnet, so  kennt  man  von  dem  Dreieck  a, 
ß  und  r;  man  kann  somit  im  weiteren  ver- 
fahren, wie  in  der  Andeutung  zui-  Aufgabe  937 
gesagt  wurde. 


Aufgabe  940.     Von  einem  Dreieck  sind 
gegeben: 

(5  =  96  m 

r  =  732,25  m 
a  =  101  m 

Man  soll  die  nicht  gegebenen  Seiten  und 
Winkel  des  Dreiecks  berechnen. 


Andeutung.     Aus  der  in  Aufgabe  842 
vorgefühlten  Relation  1)  ergibt  sich: 


A) 


smo  = 


a 


2r 


nach  welcher  Gleichung  man  den  Winkel  a 
berechnen  kann.  Ist  hiernach  a  berechnet, 
so  kennt  man  von  dem  Dreieck  a,  q  und  a; 
man  kann  somit  im  weiteren  vertahren,  wie 
in  der  Andeutung  zur  Aufgabe  925  gesagt 
wurde. 
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Jiufgabe  841.     Von  einem  Dreieck  sind 
gegeben: 

Q  =  192m 

r  =  2055,12*5  m 
a  =  770 19'  10,6" 

Man  soll  die  nicht  gegebenen  Seiten  und        Andeutung.    Man  berechne  zunächst  aus 
Winkel  des  Dreiecks  berechnen.  r  und  a  nach  der  in  der  Aufgabe  842  vor- 

geführten Relation  1)  die  Seite  a;  man  er- 
hält: 

A)  .  .  .  a  =  2r8ina 

Ist  hiemach  a  berechnet,  so  kennt  man 
von  dem  Dreieck  q,  a  und  a;  man  kann  so- 
mit im  weiteren  verfahren,  wie  in  der  An- 
deutung zur  Aufgabe  925  gesagt  wurde. 


Aufgabe  942.     Von  einem  Dreieck  sind 
gegeben: 

r  =  8125  m 

Q  =  4000  m 

y  =:  590  29'  28,1" 

Man  soll  die  nicht  gegebenen  Winkel  und        Andeutung.    Aus  der  in  der  Aufgabe  936 
Seiten  dieses  Dreiecks  berechnen.  vorgeführten  Belation  1): 

p  =  4r  sm  —  sm  -^  sm  ~- 

erhält  man: 

a      .     ß  Q 

sm-.sm— =         ^ 

^  ^  4r  sm  ^ 

Erkl,  646.      Eine   goniometrische  Formel        Setzt  man  in  dieser  Gleichung  nach  dtt 
heisst:  Erkl.  545: 

1)  ...  28ino.8in/J  =  cos  (a  —  ^)  — cos («  +  /*)  ^  ß         cos  ^^^^  —  cos ^i^ 

(Siehe  Formel  194  in  Kleyers  Lehrbuch  der         ^"^  Y  *  ^"^  "sT  = ö 

Goniometrie.)  ,  ,        ,   .  ,  . 

Setzt  man  in  derselben:  "^^  berücksichtigt  man,  dass: 

^^+1  und  ^ 
«=2"  2      ^"^     2 

und  Komplementwinkel  sind,  dass  also  nach  der 

_^  Erkl.  19: 

^ "~  2  «  +  /^       •    y 

so  erhält  man:  2  2 

„.  ^  ,    a   ,    ß  a  —  ß  «  +  /J  gesetzt  werden. kann,  so  erhält  man: 

2)  .  .  .  2  sm -^  sm -^  =  cos  — jr-^  —  cos  — !.—  ^  '         ' 

2  2  2  2  a—ß  .      y 

j                                                                                     cos  — K^  —  sm  -^ 
oder:  2 2     __         Q 


,     a    ,     ß  ^    cos--^~co8^  2  ^,,^r 

ö)  .  .  .  sm  y  sm  -g.  -  -  ^^  hieraus  ergibt  sich : 

A)  ....  cos  — ^  =  sm  -5-  + 


2  2    '     2r8in^ 

nach  welcher  Gleichung  man  die  Winkel- 
differenz a  —  j3  berechnen  kann.  Aus  a  —  p- 
und  a  +  j?  (=  2Ä  —  y)  kann  man  dann  leicbi 
die  Winkel  a  und  |3  berechnen. 

Die  Dreiecksseiten  kann  man  im  weiter€& 
aus  den  Winkeln  und  dem  Eadius  q,  nad 
den  in  der  Aufgabe  904  vorgeführten  £^ 
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lationen  4)  bis  6)  berechnen;  man  kann  sie 
auch,  auf  einfachere  Weise  ans  den  Winkeln 
nnd  dem  Eadios  r,  nach  den  in  der  Auf- 
gabe 842  vorgeführten  Relationen  1)  bis  3) 
berechnen. 


Angabe  943.     Von  einem  Dreieck  sind 
gegeben: 

a  =  630  r  48,4" 
ß  =  670  22'  48,5" 
r  +  Q  =z  S=:  121,26  m 
Man  soll  die  nicht  gegebenen  Winkel  und        Andeutung.    Nach  der  in  Aufgabe  842 
Seiten  des  Dreiecks  berechnen.  vorgeführten  Eelation  1)  ist: 

. a 

a;  .  .  .  r  —       . 


2sina 

und  nach  der  in  Aufgabe  904  vorgefahrten 
Relation  4)  ist: 

a8in|-sin-| 
b)  .  .  .  ?  = V-^ 

COS-g- 

Durch  Addition  dieser  beiden  Gleichungen 
erhält  man: 

a       .    08^4^2 


r  +  9  =  :ö^  + 


l28in«    '  cos| 

oder  in  Rücksicht,  dass  gemäss  der  Aufgabe: 

r  +  Q  =  S 
ist: 

2sin«'^        cosf 
und  hieraus  ergibt  sich: 

cos  |-  +  sin  4  sin  -|  sin« 


a 


oder: 


sina  •  cos-H- 


S'Sinacos-^ 


=z  S 


(f  = 


cos  "2  +  sin  -^  sin -|- sin« 


5* sina  cos -^ 


^  —  a    i      '.     ß    '•     y    r»    •     Ö  ÖT 

cos  -2+  Sin  l«  sin  ^-2  sm-g-  cos  -2 

oder: 

S'fäsia 

A)^.  .a-  i^2sin|-8in4sin| 

nach  welcher  Gleichung  man  die  Seite  a  be- 
rechnen kann.  Ist  hiemach  a  berechnet,  so 
kann  man  die  übrigen  Seiten  b  und  c  mittels 
der  Sinusregel  berechnen. 
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Angabe  944.     Von  einem  Dreieck  sind 

g^egeben: 

Q:r=  F=l:2 

y  =  600  23'  10,4" 

A«.  =  15  m  Andeutung.    Aus  der  in  der  Aufgabe  936 

Man  8oU  die  nicht  gegebenen  Winkel  und  vorgeführten  Eelation  1): 
Seiten  des  Dreiecks  berechnen.  o  =  4r  sin  ~  sin  —  ain  -^ 

«»  2  2         2 

erhält  man: 

4Bm  —  sm  -~  sm  -^  =  -^ 
2         2         2         r 

oder,  da  gemäss  der  Aufgabe: 

r 
ist: 

4sm-r-  sm  -^  sm  4r  =  *^ 
2        2        2 

oder: 

aß  V 

a)  .  .  .  sm—  sin-~  = 


2         2         4sin| 
Setzt  man  nach  der  Erkl.  545: 

^  C08-2^~C0B-f£ 

sm  -:r-  sm-^  — 


2         2  2 

und  berücksichtigt  man,  dass: 

?Lb?nnd-?^ 
2  2 

Komplementwinkel  sind,  dass  also  nach  der 
Erkl.  19: 

a-\-ß         .     y 

C08-^  =  Bm^ 

ist,  so  erhält  man  aus  jener  Gleichung: 

COS  — 2"^  —  ^^2  V 

oder: 

A)  ....  cos  — TT-^  = H  sm  4- 

nach  welcher  Gleichung  man  die  Winkel- 
differenz a  —  ß  berechnen  kann.  Aus  a  —  /J 
und  a-\-ß  {==  2  -ff  —  y)  kann  man  die  Winkel 
a  und  ß  berechnen. 

Sind  die  Winkel  a  und  ß  berechnet,  so 
kann  man  im  weiteren  verfahren,  wie  in  der 
Andeutung  zur  Aufgabe  343  gesagt  wurde. 


Aufgabe  946.     Von  einem  Dreleck#ind 
gegeben: 

ciia-^-h)  =  r=l:2 

r:^  =  r,  =8125:4 

Ae  =  12  m  Andeutung.     Nach  der  in  Antwort  der 

Man  soll  die  nicht  gegebenen  Seiten  und  Frage  21   aufgestellten   Mollwei de  sehen 
Winkel  des  Dreiecks  berechnen.  Formel  89  ist: 
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cos 

2 

cos 

2 

a  +  b 
oder,  da  gemäss  der  Aufgabe: 

a  +  h 
ist: 

C08--5^ 
COS-^ 

Erkl.  646.     Eine   goniometrische   Formel        F^mer  ist,  wie  in  der  Andeutung  zur 

heisst:  vorigen  Aufgabe  944  gezeigt  wurde: 

^Q»^    __     smja  +  ß)  r__ 1 

cos^^^   "~   sina  +  sin/8  Q         4ain-^  sinIsinI- 
CSiehe  Formel  214  in  Kleyers  Lehrbuch  der  oder,  da  gemäss  der  Aufgabe: 
Goniometrie.)  r 

also: 

9    ^     1 


ist: 

a  8  y  1 

ErU«   547«      Eine    goniometrische    Formel  b)  .  .  .  sin-^r- sin  —  sin-^- =    .  ■„- 

heißst:  2         2         2         AV^ 

1)  .  .  48ino8in^siny  =  sin2o+sin9/J+8in2)'        ^^8    ^^^    beiden    goniometrischen    Glei- 
(Siehe  Formel  271  in  Kleyers  Lehrbuch  der  chungen^  a)  und  b)  kann  man  die  Winkel 

Goniometrie.)  wie  toJgt  berechnen: 

Setzt  man  in  derselben:  ^^^   Gleichung  a)   ergibt  sich  nach  der 

^  .  Erkl.  546: 

«  =  Y'  '^  =  T                                                sin(c  +  />)   ^  y 

und  sina  +  sin/9 

_  y  oder  in  Rücksicht,  dass  a-\-ß  und  y  Supple- 

^^  "~  "ä"  mentwinkel  sind,  dass  also  sin  («  -|- 13)  =  siny 

so  erhält  man:  gesetzt  werden  kann: 

2)  .48in-^sm|-sm^  =  8ina  +  sin/J+8my  c)  .  .  .  ^-^^^-^=r 

und  aus  Gleichung  b)  ergibt  sich  nach  der 
Erkl.  547: 

sing  +  sin /g-f-siny  1 

4  ""4^7 

oder: 
Erkl«  548.     Aus  der  nebenstehenden  Glei-  ,^  .....  1 

chung:  d)  .  .  .  sm«  +  smiJ  +  siny  =  -^ 

— :^ =  V  Setzt    man    den    aus    Gleichung   d)    für 

—  —  siny  8ina-|-8in|3  sich  ergebenden  Wert: 

erhält  man  siny  wie  folgt:  sina  +  sin/J  =  -^ siny 

smy  =     •  -pr  -smy  j^^  Gleichung  c),  so  erhält  man  in  bezug  auf 

y  sin/  die  Bestimmungsgleichung: 

siny  +  F.siny  =  -p-  siny  _  ^ 

8iny(l  +  r)  =  -f  ^-8iny 

Q^^j.  ^  und  hieraus  erhält  man  nach  der  Erkl.  548: 

"fa'y  =  r.  (1  +  D  ^>  •  •  •  ""''=    K.(i  +  F) 
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nach  welcher  Gleichung  man  in  Bficksicht 
der  far  F  nnd  V^  gegebenen  Zahlenwerte 
den  Winkel  /  berechnen  kann.  In  ganz  der- 
selben Weise  kann  man  ans  den  Gldchnngen 
c)  nnd  d)  den  Winkel  a,  sowie  den  Winkel  ß 
berechnen. 

Sind  die  Winkel  berechnet,  so  kann  man 
die  Seiten  a  nnd  b  aas  der  Höhe  he  und 
jenen  Winkeln  berechnen.  Die  dritte  Seite  c 
ergibt  sich  schliesslich  ans  der  g^gebeaen 
Beziehung: 


Angabe  946.     Von  einem  Dreieck  sind 
gegeben: 

a:h=  F=18:16 

^ :  Äc  =  F,  =  1 :  3 

r  =  8126  m  Andeutung.    Nach  der  Sinusregel  bestdit 

Man  soU  die  nicht  gegebenen  Seiten  und   ^®  Relation: 
Winkel  des  Dreiecks  berechnen.  a :  &  =  sina :  sin^ 

Da  nun  gemäss  der  Aufgabe: 
a:b=V 

ist,  so  ergibt  sich  aus  diesen  Gleichnngen 
die  Relation: 

^  smß 

Nach  der  in  der  Aufgabe  904  vorgefahrten 
Relation  6)  ist: 

.      a    .     ß 

e  = y 

cosf 

femer  ist,  wie  in  der  Andeutung  zur  Auf- 
gabe 349  gezeigt  wurde: 

<;  sinnt  8in/9 

hc  — . 

sm^' 

Aus  diesen  beiden  Gleichungen  ergibt  sich 
durch  Division: 

e   ^    csinfsinl  Biny 

oder  in  Bäcksicht  der  ErkL  52 : 
csin-^sin-^  2sin-^co8-|^ 

^  CM^  c-28in-^co8~- •  28in^co8  Y 

und  nach  gehöriger  Beduktion: 

sin-^ 


**        2cos-|-co8-|- 


Da  nun  gemäss  der  Aufgabe: 

ist,  so  erhält  man  in  Bücksicht  dessen  ans 
jener  Gleichung  die  Belation: 
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b).  .  . 


8in|^ 


2cos  Y  cos  ^ 


=  V, 


Aus  den  beiden  goniometrischen  Glei- 
cbungen  a)  nnd  b)  kann  man  in  Eücksicht, 
dass  «  +  /?  +  /  =  2Ä  ist,  die  Winkel  be- 
rechnen. 


Angabe  947.  Man  soll  nachweisen,  dass 
zwischen  der  Entfernung  e  des  Mittelpunkts 
des  einem  Dreieck  nmbeschriebenen 
Kreises  von  dem  Mittelponkt  des  diesem 
Dreieck  einbeschriebenen  Kreises,  und  den 
Badien  r  und  q  dieser  beiden  Kreise  die 
Belation  besteht: 

Figur  360. 


Auflösung.  Qie  Bichtigkeit  der  in  der 
Aufgabe  vorgefahrten  Relation  kann  man  wie 
folgt  4ai*tliun: 

Ist,  siehe  Figur  360,  M  der  Mittelpunkt  des 
dem  Dreieck  ABC  umbeschriebenen  Kreises 
und  ist  m  der  Mittelpunkt  des  diesem  Dreieck 
einbeschriebenen  Kreises,  und  man  ver- 
bindet M  mit  C  und  m  und  m  mit  C,  so  erhält 
man  das  schiefwinklige  Dreieck  Mm  C;  aus  dem- 
selben ergibt  sich  n^  dem  Projektionssatz: 

]^^  =  SC*  +  mC*  — 2.ÄrC-mC.  cos« 
oder,  in  Rücksicht,  dass: 


Mm  =  e 


MCzzzr 


mC  = 


sinl- 


(siehe  Erkl.  &49) 


und 
ist: 

c2  =  r«-|- 


€  =  ^-5-^  (siehe  Erkl.  660) 


sin«^ 


—  2.r 


.     y 


oos 


ß^a 


Durch  Umformung  erhält   man  aus  dieser 
Gleichung: 


e2  =  r2  + 


2r.^s 


Erklm  549«  Aus  dem  rechtwinkligen  Dreieck 
mDC  der  Figur  860  ergibt  sich  die  Relation: 


oder: 

a)  .  e«  =  r«  — 


2r.sins|- 


«mL 


-2r< 


™i 


cos 


ß  —  a 


2 


I  cos 


ß 


2 


2rsin^ 


] 


oder: 


y         mD 
2         mC 

9 


Berücksichtigt  man  nunmehr,  dass  nach  der 
in  Aufgabe  936  vorgeftthrten  Belation  1): 


8in|-  = 


mC 


und  hieraus  erhält  man: 


für: 
b). 


.       ,     a    ,     fl    .     y 


=  2sin— sin  g- 


2r  sin  ^ 


sin  Z- 


gesetzt  werden  kann  und  dass  nach  der  in  der 
Erkl.  545  angeführten  goniometrischen  Formel: 


c) 


«  .     «    .     /J               a  —  ß  a+ß 

.  .  2sm  -^  sm  ~-  =  cos  — ^ ^^     o 

ist,  so  erhält  man  aus  Gleichung  a)  in  Bück- 
sicht dessen: 
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2rQ 


e2  =  r2  — 


8in| 


C08^ («>«-! «>«-ö-)j 


ß2 


oder: 

.         2ro    r      /?  —  «  ff— ^  ,         0  +  51 


£rU«  550.    Verbindet  man  in  der  Figur  860        Da  nnn  nach  der  Erkl.  126 : 
M  mit  By  so  ist  nach  der  Erkl.  450:  a „  /     ß  ^  a\  a-' 

<^  BMC  =2a  ^^«-"2-  =  ^^  (, 2~j  ^^^'  =  "^^-f 

Da  femer  das  Dreieck  BMC  ein  gleich-   jgt  und*  da: 
schenkliges  Dreieck  ist,  so  ist:  '  fn  +  ß  y 

^  MCB  oder  ^  MjBC  =  ?^_Z:1^  "^  ''''    "ä" 

'^  Komplementwinkel  sind,  also: 

also  *  * 

a)  .  .  .  <^3/C^==i2  — «  .  cos  ?5i^  =  sin  |- 

Berücksichtigt  man,  dass: 

«_Uä4-v  =  2/?  gesetzt  werden  kann,  so  ergibt  sich  ans  jeiri 

<iaaa  aioA  'T  P 'T  7  —  Gloichung  In  Rücksicht  dessen  und  nach  ge- 

aass  also :  a  +  ß+y  höriger  Reduktion: 

b)  .  .  .  .  5 =  Ä  •         o       2r^         .     y 

^  «2  =  r* 5—  •  sm  -^ 

ist,  so  erhält  man  ans  Gleichung  a),  wenn  man  ^^ 

in  derselben  für  B  den  Wert  ans  Gleichung  b)   oder: 

substituiert:  ^v  990 

-^  m^i?  —         g  a  womit  die  Richtigkeit  jener  Relation  bewiesen  a 

oder: 

^  MCB  =  -  +  ß  +  Y-^ 
^  2 

mithin: 

Da  femer  in  der  Figur  860  die  Verbindungs- 
linie mC  den  Winkel  y  halbiert,  da  also: 

2).  .  .<^wC5  =  |- 

ist,  und  da  in  der  Figur  360: 

3)  .  .  .^MCm  =  <^MCB  —  <^tnCB 

ist,  so  erhält  man  aus  den  Gleichungen  1)  bis  3): 


oder: 


^MCn.  =  ttZ=ll^r 


4)  .  .  .  <):  MCm  =  ^—^ 


Atl^abe  948.  Die  drei  Seiten  eines 
Dreiecks  sind  a  =  13  m,  ft  =  15  m  und 
c  =  14  m;  wie  gross  ist  der  Flächeninhalt 
des  Dreiecks,  dessen  Ecken  die  Berührungs- 
punkte des  jenem  Dreieck  einbeschriebenen 

Kreises  sind?  Andeutung.    Für  den  gesuchten  iDhslt' 

des  Dreiecks  DGB,  siehe  Figur  361,  W 
man  nach  der  Erkl.  151  ond  in  Rfickadi, 
dass  nach  der  ErkL  551  die  Winkel  ^-^•• 
UMB  und  BMG  der  drei  Dreiecke,  ä 
welche  das  Dreieck  BGB  durch  die  Be- 
dien ^  zerlegt  wird,  bezw.  =  2^-  • 
2Ä  —  j5  und  2Ä  —  r  sind,  die  Relation: 


J 
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Figur  361. 


F=-^8in(2Ä  — a)  + 


p2 

2 

9^ 


8in(2Ä  — /5)  + 
sisi{2R  —  y) 


oder  in  Eücksicht  der  £rkl.  66: 

F  =  \-  [sin«  -|-  sin^  4"  ^iny] 
oder  auch  nach  der  Erkl.  552: 


a) 


p*  a         ß         y 

=  ^.4.cos-2-co8yCOs-|- 


Erkl.  551.    Nach  der  Erkl.  536  ist  in  dem 

Viereck  AH  MG  der  Figur  361: 

a-[-^HMG=^2R 
hierans  ergibt  sich: 

1)  .  .  .  ^HMG^z^B  —  a 

In  ganz  derselben  Weise  kann  man  darthun, 
lass  in  der  Figur  861: 

2)  .  .  .  <^HMD  =  2R'^ß 
ind 

3)  .  .  .  <^DMG=i  2ä  — y 

ist. 


Zwischen  den  Winkeln  a,  ß  und  y 
des  Dreiecks  ABC,  dessen  Inhalt 
i^i,  dem  Eadius  q  des  demselben  ein- 
beschriebenen Kreises  und  dem  Radius  r 
{=^  AM)  des  diesem  Dreieck  ABC  um- 
beschriebenen Kreises  besteht  nach  der 
in  Aufgabe  936  vorgeführten  Eelation  2)  die 
Beziehung: 

A  <*        ß        y 

4  r  cos  -5-  cos  -S-  cos  -^ 

und  hieraus  erhält  man: 
b)  .  .  . 


a         ß         y 
cos  -^  COS  4-  CO8  -5- 

«  A  « 


Ar*Q 

Femer  besteht  zwischen  dem  Eadius  r 
des  dem  Dreieck  ABC  umbeschriebenen 
Kreises,  dessen  Seiten  a,  b  und  c  und  dessen 
Inhalt  ^1  nach  der  in  Aufgabe  868  vor- 
geführten Eelation  1)  die  Beziehung: 

.  ahc 

c)  .  . 


r  = 


AF, 


Aus  den  Gleichungen  b)  und   c)  eigibt 
sich: 


a        ß        y 
cos  "ö-  <508  -^  cos  -^  = 


F, 


oder: 


abe 


d) 


•      ■      •      • 


a          ß          y            F2 
COS -^  cos  ~- COS -5-  =  — =-^ 

2         2        2        abC'Q 


ErkL  562.    Bezeichnen  a,  ß  und  y  die  drei 
kVinkel  eines  Dreiecks,  so  besteht  die  Eelation: 

sin«  4- sin^ -j-  siny  =  4cos  -^  cos  "S"  ^^  -^ 

(Siehe  Formel  269  in  Kleyers  Lehrbuch  der 
i^oniometrie.) 


Setzt  man  diesen  Wert  in  Gleichung  a), 
so  erhält  man: 

2 


F=^ 


oder : 


ahc'Q 


e) 


F=^ 


ahc 


Berücksichtigt  man  nunmehr,  dass  nach 
der  in  Aufgabe  904  vorgeführten  Eelation  10) 
zwischen  dem  Inhalt  F^,  des  Dreiecks  ABC, 
dem  Eadius  q  des  demselben  einbeschriebenen 

Kreises  und  der  halben  Summe  8  =  —  » 

der   drei  Seiten    desselben,    die   Beziehung 
besteht: 


650  Ebene  Trigonometrie. 

F 


SO  erhftlt  man  in  Eücksicht  dessen  ans  Glei- 
cbnng  e): 

^^  2F,«     F, 

abc       8 
oder: 

A )         ,      ,      *      m       F  — 

abc^8 

nach  welcher  Gleichung  man  in  Bücksicht, 
dass  nach  der  Erkl.  170: 


Ai)  .  .  .  Fl  =  Vs  (8  —  a)  {«  —  h)  {8  —  e) 

ist,  ans  den  gegebenen  drei  Seiten  a,  b  nnd  c 
des  Dreiecks  ABC  den  gesuchten  Inhalt  f 
des  Dreiecks  DGH  berechnen  kann. 


Aufgabe  949.    Um  und  in  einem  Kreis,        Andeutung.    Die  Auflösung  dieser  Aufg&be 
dessen  Radius  q  ist,  ist  je  ein  Dreieck  kon-  «t  ihrem  Wesen  nach  analog  der  Auflösung  der 
struiert  und  zwar  so ,  dass  die  Ecken  des  gongen  Angabe  948. 
dem  Kreis  einbeschriebenen  Dreiecks  die  Be- 
rührungspunkte des  dem  Kreis  umbeschriebe- 
nen Dreiecks  sind  (siehe  Figur  361).     In 
welchem  Verhältnis  stehen  die  Inhalte  beider 
Dreiecke  zu  einander,  wenn  die  Winkel  des 
inneren  Dreiecks  a  =  53®  V  48,4",  ß  =  67® 
22' 48,5"  und  y  =  59®  29' 28,1"  sind? 


c)  Aufgaben  über  das  Dreieck  in  Verbindung  mit  den  demselben 

anbeschriebenen  Kreisen. 

Anmerknng  65«  Die  einem  Kreis  anbeschriebenen  Kreise  nennt  man  audi  die  äusseren 
Bertthrungskreise  des  Dreiecks  und  zwar  im  Gegensatz  zu  dem  dem  Dreieck  ein- 
beschriebenen Kreis,  welchen  man  auch  den  inneren  Bertthrungskreis  des  Dreiecks 
nennt.    (Siehe  Anmerkung  62.) 

Je  nachdem  ein  äusserer  Berührungskreis  die  Seite  a,  oder  die  Seite  5,  oder  die 
Seite  c  und  bezw.  die  Verlängerungen  der  beiden  andern  Dreiecksseiten  berührt 
spricht  man  auch,  der  Kttrze  halber,  bezw.  Ton  dem  äusseren  Berührungskreis  der 
Seite  a,  oder  der  Seite  b  oder  der  Seite  c, 

Ani^be  960.  Man  soll  nachweisen,  dass 
zwischen  den  Seiten  o,  6,  c,  bezw.  deren 
halben  Summe  s,  den  Winkeln  a,  ß  und  /, 
dem  Inhalt  F  eines  Dreiecks  und  den  Ba- 

dien  Qa,  Qb  nnd  qc  der  drei  diesem  Dreieck  Andeut^mg.  Die  Richtigkeit  der  in  der 
anbeschriebenen  Kreise  nachfolgende  Be-  Au^be  vorgeführten  Relationen  kann  man 
lationen  bestehen:  wie  folgt  darthun: 

IX         ^ ? A)  Beweis  der  Eelationen  1)  bis  3): 

In  Figur  362  sei   der  Kreis  rua  tna   6a 
dem  Dreieck  ABC   anbeschriebene   Kreis, 

2\         pj  _. ? welcher  die  Seite  a  und  die  Verlängerungen 

'^    ■        '^  der  Seiten  b  und  c  berührt.    Verbindet  m&n 

den  Mittelpunkt  ma  mit  den  drei  Ecken  A^  B 

_  ^  und  C  des  Dreiecks,  so  werden  durch  diese  Ver- 

ö)  .  .  .  ^c  —  -      a  _.        ß  bindungslinien,  nach  der  Erkl.  581  der  Winkel  a 

'fi^"2    '   ^  2  und  die  Nebenwinkel  der  Winkel  fl  xl  y  halbiert. 


««l  +  tKi 

h 

tgf  +  t«i 

c 
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4)  .  .  .    Qa  = 


5)  .  .  .   ^6  = 


6)  .  .  .   ^c  = 


7). 
8). 

9). 
10)  . 
11). 
12). 
18)  . 
U). 
16)  . 
16)  . 
17). 

18)  . 

19)  . 

SO)  . 

21). 
22)  . 
28)  . 
24). 


a< 

ß 
•  cos -|- cos 

L 

2 

C08| 

b- 

cos -J  cos 

L 

2 

cos  4 

e 

-  cos -1- cos 

2 

C08| 


Qa 
Qb 
Qc 

e« 
Ca 

Qb 
Qc 
Qe 
Qa 
Qb 
Qc 
Qa 
Qb 

Qc 
Qa 
Qb 
Qc 


=  («-6)ctg|- 
=  («-«)  ctg  |- 
=  («-«) ctg  |- 
=  («  — c).ctg^ 

g 

=  (»-b)cte-^ 


8  —  a 

F 
8-h 

F 

8  —  C 


,/«(»• 

-6)(»- 

-c) 

V     »      a 

,Ib{s- 

-«)(»- 

-«) 

V     »-6 

W-c- 

-<»)(*- 

-6) 

wie  in  der  Figur  angedeutet.  Fällt  man  femer 
von  ma  die  Senkrechten  auf  die  drei  Seiten  a,  h 
und  c,  bezw.  auf  deren  Verlängerungen,  so  be- 
stimmen dieselben  nach  der  Erkl.  öls  die  Be- 
rührungspunkte Dj  G  und  H  der  drei  Seiten  mit 
dem  Kreis;  diese  Senkrechten  sind  gleich  lang, 
nämlich  je  gleich  dem  Radius  Qa  des  Kreises 
um  ma.  Durch  die  Berührungspunkte  D,  G 
und  H  werden  die  drei  Seiten  in  sechs  Ab- 
schnitte zerlegt,  von  welchen  je  zwei  einander 
gleich  sind,  wie  in  der  Figur  362  durch  die 
Buchstaben  t^^  u  und  t^  angedeutet  ist. 

Aus  den  reditwinkligen  Dreiecken   CDma 
und  BDma  ergeben  sich  die  Relationen: 


und 


aus  denselben  erhält  man: 

und 

oder  in  Bücksicht  der  Erkl.  19: 

r 


a)  .  .  .  ^3  =  pa  •  tg 


und 


2 


ß 


h)  .  .  .  t^  =zQa'^;-^ 


f  8 —  C 

(«-a)tg-|-ctg|-ctg|- 

(l,-.J)tg-|ctg|-Ctg|- 

(«-c)tg|-ctg-|-ctg|- 


Aus  diesen  beiden  Gleichungen  erhält  man 
durch  Addition: 

U+h=^Qa'(tg-^  +  te^^ 
oder  in  Rücksicht,  dass  in  der  Figur  362: 

ist: 

«  =  e.-(tg|-  +  tg|) 

und  hieraus  ergibt  sich  die  zu  beweisende  Re- 
lation : 

1)  .  ,  .  Qa  =  j- - 

In  ganz  derselben  Weise  kann  man  die  Re- 
lationen 2)  und  3)  herleiten,  wenn  man,  siehe 
Fig.  863,  in  bezug  auf  den  Kreis  um  m^,  bezw. 
in  bezug  auf  .den  Kreis  um  me  dieselbe  Be- 
trachtung anstellt  als  in  bezug  auf  den  Kreis 
um  ma  in  der  Figur  362. 


B)  Beweis  der  Relationen  4)  bis  6): 

Nach  der  Relation  1)  ist: 

a 


Qa  = 


tg4  +  tgi 


Setzt  man  in  derselben  nach  der  in  der 
Erkl.  553  angestellten  Gleichung  2): 


652 


EbeSe  Trigonometrie. 


Figur  362. 


80  erhält  man: 


sm 


ß±Y 


T 


COS-^  •  C08-|- 


sin 


ß+Y 


cos  -^  cos  "l- 


nnd  hierans  ergibt  sich,  wenn  man 
berücksichtigt,  dass: 

ß+y 


2 


xmd  — 


Komplementwinkel  sind,  dass  also: 
.    ß  +  y  a 

gesetzt  werden  kann,  die  Belation: 

a*C0B^C08-^ 

4)  .  .  .  ^a  = 


Erkl.  558.   Bezeichnen  a,  ß  und  /  die  Winkel 
eines  Dreiecks,  so  besteht  die  Relation: 


a 
COS2 


1)  .   .   .  tg«  +  tg/J  = 


smy 


cos  a  cos /9 

(Siehe  Formel  277  in  Kleyers  Lehrbuch  der 
Goniometrie.) 

Berücksichtigt  man,  dass: 

y  =  2R--(a  +  ß) 

ist,  indem  die  drei  Winkel  eines  Dreiecks  zu- 
sammen =  2R  sind,  und  dass: 

siny  =  sin  [2i?  —  (a  +  ß)] 

oder  nach  der  Erkl.  66: 

sin/  =  sin(«  +  ^) 

ist,  so  geht  jene  Relation  über  in: 

ft\  X        I   X    ^         sin(a  +  ^) 

2)  .  .  .  tg«  +  tgß  = ^^ — ^-^ 

'  e    n-  s*'         co8«-cos^ 

Erkl,  554.    In  der  Fignr  362  ist: 

c  =zt,  —  t^ 

Durch  Addition  dieser  drei  Gleichungen  er- 
hält man: 

oder: 

»;   .    .    .    f,  —  ^ 

Setzt  man,  wie  gewöhnlich: 
a-\-h-\-  c 

— 2 —  =  * 

so  ist  hiemach: 

b)  .  ,  .  ^j  =  .V 


In  ganz  analoger  Weise  kann  man  aus  dei 
Relationen  8)  und  4)  die  Relationen  6)  und  6) 
herleiten. 

O  Beweis  der  Relationen  7)  bis  9): 

Aus  dem  rechtwinkligen  Dreieck  AGnia  da 
Figur  862  ergibt  sich: 


tg 


oder: 


^9± 
'1 


a)   .   .   .    (>a  =  ^-tg-g- 


Setzt  man  nach  der  Erkl.  554: 

a-j-h  +  c 

2 


b) 


^  = 


oder  =  8 


so  ergibt   sich   aus   Gleichung  a)   die  zu  be- 
weisende Relation: 


u 


In  ganz  analoger  Weise  kann  man  die  Re- 
lationen 8)  und  9)  herleiten,  wenn  man,  siehe 
Figpir  368,  in  bezug  auf  den  Kreis  um  m^,  bezw. 
in  bezug  auf  den  Kreis  um  nia  dieselbe  Be- 
trachtung anstellt. 

D)  Beweis  der  Belationen  10)  bis  15): 

Aus  den  rechtwinkligen  Dreiecken  CDmo 
und  BDnia  der  Figur  362  ergeben  sich  die 
Relationen: 

«(«-i)=t 


und 


oder: 
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Erkl.  55o,    In  der  Figur  363  ist : 

a)  .  .  .  ^1  —  t^  =  h 
und 

b)  .  .  .  fj  —  tj  :=  c 

Setzt  man  in  diesen  Gleichungen  nach  der 
Erkl.  554 : 

80  erhält  man  bezw. 


3 


und 


ts  =  h 


8  —  t^  z=:  C 


und  hieraus  ergeben  sich  die  Relationen: 
c)  .  . 


und 


d) 


t^    Z=L8—h 


8 


und 


P«  =  ^tg(^-|-) 


oder  auch  in  Eücksicht  der  Erkl.  19: 


und 


a)  .  .  .  ^a  =  ^3-ctg^ 

ß 

b)  .    ,    .   pa=  ^2-Ctg-|- 


Setzt  man  nach  der  Erkl.  555: 


und 


tn  =^  8  —  h 


t.i  =z  s  —  c 


so  erhält  man  aus  den  Gleichungen  a)  und  b) 
bezw.  die  zu  beweisenden  Relationen: 


10) 
und 


Qa  =  (8—h)cig-^ 


11)    .    .   ,  Qa=z  («— c)-Ctg 


2 


In  ganz  analoger  Weise  kann  man  die  Re- 
lationen 12)  und  13),  ebenso  die  Relationen  14) 
und  15)  herleiten,  wenn  man,  siehe  Figur  363, 
in  bezug  auf  den  Ereis  um  m^,  bezw.  in  bezug 
auf  den  Ereis  um  nie  dieselbe  Betrachtung  an- 
stellt. 


E)  Beweis  der  Belationen  16)  bis  18): 

Aus  der  Figur  362  ergibt  sich  die  Beziehung: 
^ABC=z^A Cma  +  A  ABma  —  A  CBma 

Betrachtet  man  ^  C  (=  b)  als  Grundlinie 
des  Dreiecks  ACmay  ist  also  Gfna{=  Qa)  die 
zu  dieser  Grundlinie  gehörige  Höhe  des  Dreiecks ; 
betrachtet  man  femer  AB  (=1  c)  als  Grund- 
linie des  Dreiecks  ABma,  ist  also  J7ma(=  Qa) 
die  zu  dieser  Grundlinie  gehörige  Höhe,  und 
betrachtet  man  CB  (=  a)  als  Grundlinie  des 
Dreiecks  CBma,  ist  also  Dma  (=  Qa)  die  zu 
dieser  Grundlinie  gehörige  Höhe,  so  hat  man 
nach  vorstehender  Relation  und  in  Rücksicht 
der  Erkl.  34  für  den  Inhalt  F  des  Dreiecks  ABC-, 


_    b'Qa      ,      CQa 


a'Qa 


oder: 


^- 2 


Qa 


oder  nach  der  Erkl.  556: 

F=  (»  — a)-(>o 

und  hieraus  ergibt  sich  die  zu  beweisende  Re- 
lation: 

F 

16)   .   .    ,  .   Qa  ^=-  

s  —  a 

In  ganz  analoger  Weise  kann  man  die  Re- 
lationen 17)  und  18)  herleiten,  wenn  man,  siehe 
Fig.  363,  in  bezug  auf  den  Ereis  um  m»,  bezw. 
in  bezug  auf  den  Ereis  um  me  dieselbe  Be- 
trachtung anstellt. 
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ErkL  566«    Setzt  man: 


F)  Beweis  der  Belationen  19)  bis  81): 

Nach  der  yorhin  bewiesenen  Relation  16)  bt 

F 
^  8  —  a 

Setzt  man  in  derselben  nach  der  Erkl.  ITö 


a+h+c_ 
i)  .  .  .  .  ö         —  «•* 


80  ist: 


oder: 


oder: 


a  +  h4-  c 

a-\-h-^-c  —  2a 

— ! L z=  s  —  a 

2 

h-\-c  —  a 
2)  .  .  .  .  — '-g =  «  —  a 


F  =  /ä  («  —  a)  (»  —  b)  («  —  c) 
so  erhält  man: 

-[/s  {8  —  a)  («  —  b)  («  — c) 


oder: 


Qa  = 


Qa  = 


8  —  a 


\/s  {s  —  a)  («  —  &((«  —  c) 


(«  —  a)2 

und  hieraus  ergibt  sich  die  zu  beweisende  Br 
lation: 


19)  .  .  .  Qi 


=v 


«  («  —  b){8  —  C) 


s—  a 


In  ganz  derselben  Weise  kann  man  aus  ^ 
Relationen  17)  und  18)  die  Relationen  20)  » 
21)  herleiten. 
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0)  Beweis  der  Belatdonen  23)  bis  24): 

Durch  Multiplikation  der  in  der  Aufgabe 
YorgeftOirten  und  vorstehend  bewiesenen  Re- 
lationen 7),  10)  und  11)  erhält  man: 

?a«  -  «tgy  .  («  —  ft)  ctg  |. .  (8  -  c)  ctg|- 

^^«'*  a         ß         y 

a)  .  .  ^a8  =  «(»  — &)(«  — c).tg  — ctg^-ctg-^- 
Aus  der  in  der  Aufgabe  vorgeführten  Re- 
lation 19)  erhält  man  ferner: 

b)  .  .  ,  8{8  —  h){s  —  c)  =  ga^'{s  —  a) 
Aus  den  Gleichungen  a)  und  b)  folgt: 

Qa^  =  Pa«-  («  -  a)  tg  ^  ctg  |-  ctg|- 

und  hieraus  ergibt  sich  die  zu  beweisende  Re- 
lation: ^ 

22)  .  .  .  <,a  =  (5~fl).tg-^ctg-|-ctg|- 

In  ganz  analoger  Weise  kann  man  aus  den 
in  der  Aufgabe  vorgeführten  Relationen  8,)  12), 
13)  u.  20),  bezw.  aus  den  Relationen  9),  14),  15) 
und  21)  diie  Relationen  28)  und  24)  herleiten. 


Aufgabe  961.    Man  soll  nachweisen,  dass 
zwischen  den  Radien  der  einem  Dreieck  ein- 

und  anbeschriebenen  Kreise,   den  Seiten  a,         .    ,     ^         t%.    t^.  i.x-  i   •.  ^      •     ^ 

ft  und  c  und  der  halben  Summe  s  dieser  ,  >\d«'^^^^^- .,^i«  Richtigkeit  der  in  der 

drei  Seiten  nachfolgende  Relationen  bestehen:  Aufgabe  vorgeführten  Relationen  kann  man 

wie  folgt  darthun: 

Q-Qa=  (S—  &)(«  — C) 

^-Q^  =  (8'-a)(s  —  c)  A)  Beweis  der  Relationen  1)  bis  3): 

Q.Qc  =(s-^a)(8~h)  Xach  der  in  Aufgabe  904  vorgeführten  Re- 

Qa'Qb=  s-  {8  —  c)  lation  8)  ist: 

Qi,.Qc  =  8(8  —  0)  a)  ...(>  =  («  —  fc).tgy 

Qc-  Qa  '=■  8  iß  —  h) 

*^_L^.    «   fc^  nnd  nach    der   in  Aufgabe   950   vorgeführten 

Q-qa  +  Qi-ec-h-c  Relation  H)  ist: 

e-9.  +  ?a-e6  =  <»-6  b)  ...?„  =  («-C). Ctg -^ 

p.pa  +  9'?»  +  (>'pc+(?a'96+  Durch  Multiplikation  dieser  beiden Gleichnn- 

^a- Qe-^Qb- Qc  =  «& -f- oc -f- 6c  gCB  erhält  man: 

Qa-  Qb+Qa-  Qe-\-  Qb-  Qe—  Q-qa—QQh-  g.g^  =  (g  _  J,) .  (g  _  c)  tg  A  .  ctg-^ 


1) 
2) 
8) 
4) 
5) 

6) 

7) 

8) 

9) 
10) 

11) 


Q-Qc  = ö Da  nnn  nach  der  Erkl.  15: 

ß 


2     "»  2 


12)   .   .    .  Qa-?b-QQc  =  '— 8   2  ^l 

1a^  /i  ./>       /i  ni.  —  ^^ "i"  ^^  ~"  ^^  ist,  so  ergibt  sich  hieraus  die  zu  beweisende 

13)  ...  ^a .  ?c  -?•(?.  -  2—  Keiation: 

'  '  '  •  ^    "^      "  "^                2                              In  ganz  analoger  Weise  kann  man  aus  den 

15)  .  .  .  (Pa  — o6).(p4-pc)  =  a2— 2>2  Relationen  9)  und  7)  in  der  Aufgabe  904  und 
^R\  )l       1  w^_l1  (  —  ^o      .2  den  Relationen  12)  und  15)  in  der  Aufgabe  950 

16)  .  .  .  (Qa-Qc)  (^  +  j,0-a--c2  ^.^  Relationen  2)  und  3)  herleiten. 

17)   .   .   .  (Qb-Qc)  fe  +  ^«)  =  &2_c2 

B)  Beweis  der  Relationen  4)  bis  6): 

Nach  den  in  Aufgabe  960  vorgeführten  Re- 
lationen 7)  und  13)  ist: 
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und 


Erkl.  5o7«    Den  Ausdruck: 

{s  —  &)  (s  —  c)  -t-  s  (s  —  a) 
kann  man  wie  folgt  reduzieren: 

Da 

a  +  h  +  c 

ist,  so  ist: 

2 


h  = 


a  +  h 
s-c  = 2 


und  i#  —  a  = 


h  +  c 


a 


In  Eücksicht  dessen  erhält  man: 
(s  —  &)(«  —  c)  +  Ä  («  —  a)  = 

a  —  h-\-c    a-\-h  —  c 

—  2  2 

a-\-h'^c     h-\-c—  a 
2  2 


+ 


(a+b  +  c)(6  +  c-a)] 

=  ^[[a~(6-c)].[a  +  (fe~c)]  + 

[(6  +  c)  +  a].[(&  +  c)-a]] 

=  4-  [ö2  —  (fc  -  c)2  +  (6  +  c)2  -  a2] 
4 

=  ^  [(» + ")*  -  (6  -  cy] 

4 


=  -=-.  46c 
4 

=  hc 


Erkl.  558.    Den  Ausdruck: 

8  (ä  —  c)  —  («  -  a)  (s  —  6) 
kann  man  wie  folgt  reduzieren: 

Da 

a-j-h-^  c 


s  =- 


2 


ist,  so  ist: 


a  +  6  —  c 

,_,  =  _.. — 
«-«  =  — § — 

« —  fr  = :r 


Ofc  =  (5  —  c)  Ctg  - 


a 


Durch  Multiplikation  dieser  beiden  Gleichun- 
gen erhält  man: 


tt 


0„  .  06  =  s  («  —  c)  tg  — 

da  nun  nach  der  Erkl.  15: 


«■:= 


ctg 


cc 


ctg-J 


ist,  so  ergibt  sich  hieraus  die  zu  beweisemi 
Relation : 

4)  .  .  .  .  ^a  •  96  =  s  (^  —  ^ 

In  ganz  analoger  Weise  kann  mau  aus  \ti 
Relationen  8)  und  9)  und  den  Relationen  U 
und  11)  in  der  Aufgabe  950  die  nebenstehentl^i 
Relationen  5)  und  6)  herleiten: 

C)  Beweis  der  Belationen  7)  bis  9): 

Durch  Addition  der  in  dieser  Aufgabe  v-.i- 
geführten  Relationen  1)  und  5)  erhält  man 

q'qa-\-Oh-Qc  =  (»  —  6)  (S  —  c)  +  8  (*' -Cl 

und  hieraus  ergibt  sich  nach  gehöriger  E-- 
duktion,  wie  in  der  Erkl.  557  gezeigt,  die? 
beweisende  Relation: 

In  ganz  analoger  Weise  kann  man  aus  ic 
in  dieser  Aufgabe  vorgeführten  Relationec  i 
und  6) ,  bezw.  aus  den  Relationen  3)  und  4 
die  Relationen  8)  und  9)  herleiten. 

D)  Beweis  der  Relation  10): 

Die  Relation  10)  erhält  man  durch  Adilit:  i 
der  in  dieser  Aufgabe  vorgeführten  Relatio: 
7)  bis  9). 

E)  Beweis  der  Relation  11): 

Die  Relation  11)  erhält  man  dadurch,  «i> 
man  die  in  der  Aufgabe  vorgefahrten  RelatioKi 
4)  bis  6)  addiert  und  davon  die  Summe  der : 
dieser  Aufgabe  vorgeführten  Relationen  1) 
3)  subtrahiert  und  dann  die  rechte  Seite  ^ 
somit  erhaltenen  Gleichung  reduziert. 

F)  Beweis  der  Belationen  12)  bis  14) 

Subtrahiert  man  die  in  dieser  Aufgabe  r ' 
geführten  Relationen  4)  und  3),  so  erhält  ex 

und  hieraus  ergibt  sich  nach  der  Erkl.  55^ ' 
zu  beweisende  Relation: 


12) 


Qa-Ob  —  P  •  (>c  = 


__  a2  +  ö2--c2 


In  ganz  derselben  Weise  kann  man  am  *' 
in  dieser  Aufgabe  vorgeführten  Relation?: 
und  2) ,  bezw.  6)  und   1)  die  Relationen 
und  14)  herleiten. 


Preisgekrönt  in  Frankfurt  a.  M.  1881. 


Der  ansfilhrliche  Prospekt  und  das  ansftthrliche  In- 

haltsyerzeichnis  der  „vollständig  gelösten  Aufgabensammlung 
von  Dr.  Ad.  Kleyer"  kann  von  jeder  Buchhandlung,  sowie  von 
der  Verlagshandlung  gratis  und   portofrei  bezogen  werden. 

Bemerkt  sei  hier  nur: 

1).  Jedes  Heft  ist  aafgeschmtten  and  gut  brochiert,  am  den  sofortigen  and  dauern- 
den Gebraach  zu  gestatten. 

2).  Jedes  Kapitel  enthält  sein  besonderes  Titelblatt,  Inhaltsverzeichnis,  Berichtigungen 
und  Erklärungen  am  Schlüsse  desselben. 

3).  Auf  jedes  einzelne  Kapitel  kann  abonniert  werden. 

4).  Monatlich  erscheinen  3 — 4  Hefte  zu  dem  Abonnementspreise  von  2ÖPfg.  pro  Heft. 

5).  Die  Beihenfolge  der  Hefte  im  nachstehenden,  kurz  angedeuteten  Inhaltsverzeich- 
nis ist,  wie  aus  dem  Prospekt  ersichtUoh,  ohne  jede  Bedeutung  fttr 
die  Interessenten. 

6).  Das  Werk  enthält  AUes,  was  sich  überhaupt  auf  mathematische  Wissenschaften 
bezieht,  alle  Lehrsätze,  Formeln  und  Regeln  etc.  mit  Beweisen,  alle  praktischen 
Aufgaben  in  vollständig  gelöster  Form  mit  Anhängen  ungelöster  analoger  Auf- 
gaben und  vielen  vortrefflichen  Figuren. 

7).  Das  Werk  ist  ein  praktisches  Lehrbuch  für  Schüler  aUer  Schulen,  das 
beste  Handbuch  für  Lehrer  und  Examinatoren,  das  vorsüglichste  Lehrbuch 
zum  Selbststudixim,  das  vortrefflichste  Nachschlagebuch  für  Fachleute  und 
Techniker  jeder  Art. 

8).  Alle  Buchhandlungen  nehmen  Bestellimgen  entgegen. 


Das  vollständige 

Inhaltsverzeichnis 

der  bis  jetzt  erschienenen  Hefte 

icann   durch  jede  Buchhandlung  bezogen  werden. 


Halbjährlich  erscheinen  Nachträge  Über  die  inzwischen  neu  erschienenen  Hefte« 


Druck  TOD  Carl  Hammer  in  Stottgart. 


334.  Heft. 


Preis 
des  Heftes 


I  Forts.  V.  Heft  327.  — 

i  Mit  8  Figuren. 


Vollständig  gelöste 

Aufgaben  -  Sammlung 

-  nebst  Anhängen  ungelöster  Aufgaben,  für  den  Schul-  &  Selbstunterricht  — 

mit 

io^be  und  EDtiicUnng  der  benntzten  SAtze,  Formeln,  Regeln  in  Fragen  nnd  intf  orten 

erläutert  durch 

viele  Holzschnitte  &  lithograph.  Tafeln, 

aus  allen  Zweigen 
der  Beehenkimsty  der  niederen  (Algebra,  Planimetrie,  Stereometrie,  ebenen  n.  sphftriBchen 
Trigonometrie,  synthetischen  Geometrie  etc.)  u.  hSheren  Mathematik  (höhere  Analysis, 
Differential-  n.  Integral-Rechnung,  analytische  Geometrie  der  Eben^  u.  des  Raumes  etc.);  — 
aus  allen  Zweigen  der  Physik ^  Mechanik ^  Graphostatik»  Chei^e.  GeodAsie,  l^aatik^ 
mathemat.  Geographie^  As&onomie;  des  Maschinen-^  Strafsen-y  Eisenbahn-^  Wasser-i 
Brfleken-  u.  Hochban's;  der  Konstniktionslehren  als:  darstelL  GeomeMe,  Polar-  n. 

Faralle^FerspeetiTei  Schattenkonstniktionen  etc.  etc. 

für 

Schüler,  Studierende,  Kandidaten,  Lehrer,  Techniker  jeder  Art«  Militärs  etc. 

zum  einzig  richtigen  und  erfolgreichen 

Studium»  zur  Forthülfe  bei  Schularbeiten  und  zur  rationellen  Verwertung 

der  exakten  Wissenschaften, 
herausgegeben  von 

Dr.  Adolph  Hleyer^ 

Mathematiker,  rereidetex  königl.  preass.  Feldmesser,  roreideter  grossh.  hessisoher  Geometer  I.  Klasse 

in  Frankfurt  a.  IL 
unter  Mitwirkung  der  bewährtesten  Erftfte. 
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Fortsetzung  von  Heft  327.  —    Seite  657—672.     Mit  3  Figuren. 


Inlialt: 


Aufgaben  über  das  Dreieck  in  Verbindung  mit  den  demselben  anbesohriebenen  Kreisen,   Fortsetzung. 


Stuttgart  1887. 
!  Verlag  von  Julius  Maier. 

Das  vollständige  Inhaltsverzeichnis  der  bis  jetzt  erschienenen  Hefte  kann 
durch  jede    Buchhandlung  bezogen  werden. 


Preisgekrönt  in  Frankfaurt  a.  M,  1881. 

PROSPEKT. 

Dieses  Werk,  welchem  kein  ftlinliches  zur  Seite  steht,  erscheint  monatlich  in  3 — 4 
Heften  zu  dem  billiiron  Preise  ron  25  ^  pro  Heft  und  bringt  eine  Sammlung  der  wichtig- 
sten und  praktischsten  Aufgaben  ans  dem  Gesanitgebiete  der  Mathematik  ^  Physik, 
Mechanik,  math«  Geographie^  Astronomie,  des  Maschinen- ,  Strassen- ,  EiseabaliB*,  ^ 
Brfioken-  nnd  Hochbanes,  des  konstraktiTen  Zeichnens  etc.  etc.  und  zwar  in  TollstftBdisr 
gelöster  Form,  mit  Tielen  Figuren ,  Erklärungen  nebst  Angabe  und  Entwiekelnnir  ^^^ 
benntzten  Sfttze,  Formeln,  Regeln  in  Fragen  mit  Antworten  etc.,  so  dass  die  Ltenng 
jedermann  Terstftndlich  sein  kann,  bezw.  wird,  wenn  eine  grössere  Anzahl  der  Hefte  er- 
schienen ist,  da  dieselben  sieh  in  ihrer  Gesamtheit  ergänzen  und  alsdann  auch  alle 
Teile  der  reinen  und  angewandten  Mathematik  —  nach  besonderen  selbständigen  Slapi- 
teln  angeordnet  —  vorliegen. 

Fast  jedem  Hefte  ist  ein  Anhang  von  ungelösten  Aufgaben  beigegeben,  welche  der 
eigenen  Lösung  (in  analoger  Form,  wie  die  bezüglichen  gelösten  Aufgaben)  des  Studierenden 
flberlassen  bleiben,  und  zugleich  tou  den  Herren  Lehrern  für  den  Schulunterricht  benutzt 
werden  können.  —  Die  Lösnngen  hierzu  werden  später  in  besonderen  Heften  für  die  Hand  des 
Lehrers  erscheinen.  Am  Schlüsse  eines  jeden  Kapitels  gelangen:  Titelblatt^  InhaltsTeneieh- 
nisy  Beriehtignngen  und  erläuternde  Erklärungen  über  das  betreffende  Kapitel  zur  Ausgabe. 

Das  Werk  behandelt  zunächst  den  Hauptbestandteil  des  mathematisch-naturwissen- 
schaftlichen ünterrichtsplanes  folgender  Schulen:  Bealsehnlen  I.  nnd  IL  Ord.,  gleich- 
berechtigten höheren  BOrgerschulen,  PriTatschnlen,  Gjmnaslen,  Realgymnasien,  Pro- 
gymnasien,  Sehnllehrer- Seminaren  I  Polytechniken ,  Techniken ,  Bangewerkseholen, 
Gewerbeschulen^  Handelsschulen^  teclin.  Yorbereltnngssehulen  aller  Arten ,  gewerbllehe 
Fortbildnngsschnlen,  Akademien^  üniTorsitäten,  Land-  nnd  Forstwissenschaftssehulen, 
Militärsehnlen,  Yorbereitnngs- Anstalten  aller  Arten  als  z.  B.  für  das  Eiijährlg-Frei- 
willige-  nnd  Offlziers-Examen^  etc. 

Die  Sehfilery  Studierenden  und  Kandidaten  der  mathematischen,  technischen  nnd 
naturwissenschaftlichen  Fächer,  werden  durch  diese.  Schritt  lOr  Schritt  gelöste,  Aufgaben- 
sammlung immerwährend  an  ihre  in  der  Schule  erworbenen  oder  nur  gehörten  Theorien  etc 
erinnert  und  wird  ihnen  hiermit  der  Weg  zum  unfehlbaren  Auffinden  der  Lösungen  der- 
jenigen Aufgaben  gezeigt,  welche  sie  bei  ihren  Prüfungen  zu  lösen  haben,  zugleich  aber  auch 
die  überaus  grosse  Fruchtbarkeit  der  mathematischen  Wissenschaften  vorgeführt. 

Dem  Lehrer  soll  mit  dieser  Aufgabensammlung  eine  kräftige  Stütze  für  den  Schul- 
unterricht geboten  werden,  indem  zur  Ek'lernung  des  praktischen  Teiles  der  mathematischen 
Disziplinen  —  zum  Auflösen  Ton  Aufgaben  —  in  den  meisten  Schulen  oft  keine  Zeit  er- 
übrigt werden  kann,  hiermit  aber  dem  Schüler  bei  seinen  häuslichen  Arbeiten  eine  toU- 
ständige  Anleitung  in  die  Hände  gegeben  wird,  entsprechende  Aufigaben  zu  lösen^  die  ge- 
habten Kegeln^  Formeln,  Sätze  etc.  anzuwenden  und  praktisch  zu  yerwertea.  Lnst^  Liebe 
und  Verständnis  für  den  Schul-Unterricht  wird  dadurch  erhalten  und  belebt  werden. 

Den  Ingenieuren,  Architekten,  Technikern  und  Fachgenossen  aller  Art,  Militärs 
etc.  etc.  soll  diese  Sammlung  zur  AnfTrlschnng  der  erworbenen  uud  vielleicht  vergessenen 
mathematischen  Kenntnisse  dienen  und  zugleich  durch  ihre  praktischen  in  aUen  Berufs* 
zweigen  vorkommenden  Anwendungen  einem  toten  Kapitale  lebendig  Kraft  verleihen  ncd 
somit  den  Antrieb  zu  weiteren  praktischen  Terwertungen  und  weiteren  Forschungen  geben. 

Alle  Buchhandlungen  nehmen  Bestellungen  entgegen.    Wichtige  nnd  praktische  Auf- 
gaben werden  mit  Dank  von  der  Redaktion  entgegengenommen  und  mit  Angabe  der  Namen 
verbreitet.  —  Wünsche,  Fragen  etc,  welche  die  Redaktion  betreffen,  nimmt  der  Yer&sser, 
Kleyer,  Frankfurt  a.  M.  Fischerfeldstrasse  16,   entgegen  und  wird  deren  Eiiedigung 
dichst  berücksichtigt 

Stuttgart  Die  Yerlagshandluiig. 
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In  Rücksicht  dessen  erhält  man:  0)  Beweis  der  Belationen  16)  bis  17): 

s  («  —  c)  —  («  —  a)  (s  —  6)  =  Subtrahiert  man  von  der  in  dieser  Aufgabe 

_  a+h+c  a+h—c      b-j-c—aa—h  +  e  yorgefilhrten  Relation  13)  die  Relation  14),  so 

2                2                   2                2  erhält  man: 

=  4[(a+64-c)(a4-6-c)-(5-fc-a)(a-Hc)]  '^' '''''' ''^ ''Jt+jL^^Z^^^c^ +  a^ 

1  r  2""' 

= -rl[(«  +  &)  +  c].[(a+5)-cl-[c-(a-&)].  /     i       x          /     i       x         ^      w 


[c  +  («-6)]] 


(Qa'-gb)(Q  +  Qe)  =  a«  —  5« 


^  T/     I  i.\«       9      r «     /       i.\«i1  ^  S^uiz  analoger  Weise  kann  man  ans  den 

=  T  L^"  +  *^  —  ^'^  —  \r  —  (« — ^rJ J  in  der  Anfeabe  vorgeführten  Relationen  12)  bis 

I  14)  die  Relationen  16)  und  17)  herleiten« 

=  -^(2a2  +  2&  — 2c2) 


2 


1).. 

•   ?a  •  (>6  +  ?a  •  pc  +  ?f  ?c  =  «* 

2).. 

•   Qa'Qb-Qe  —  F'8' 

3).  . 

.   Qa'Qb'Qc  —  Q-8^ 

4).. 

.   Q'  Qa'Qb  --  (8        c)'F 

5).  . 

.   Q'Qb'Qc^  (8  —  a)'F 

6).  . 

.   Q-Qc  i)a  —  i8—h)'F 

7).. 

.   Q  '  ga  '  Qb  -j-  Q  '  Qb  *  ^e  -\-  (^  '  Qe  '  Qa-]- 

()a-  Qb'  Qe  =^  ^F'8 

8).  . 

.  Q'Oa'  Qb  '  Qe  =^  F^ 

Anijgabe  952.  Man  soll  nachweisen,  dass 
zwischen  den  Radien  der  einem  Dreieck  ein- 
und  anbeschriebenen  Kreisen,  der  halb^ 
Samme  8  der  drei  Seiten  und  dem  Inhalt  F 
nachfolgende  Relationen  bestehen:  Andeutung.    Die  Richtigkeit  der  in  der 

Aufgabe  vorgeführten  Relationen  kann  man 

wie  folgt  darthun: 

A)  Beweis  der  Belation  1): 

Nach  den  in  der  Aufgabe  951  vorgeführten 
Relationen  4)  bis  6)  ist: 

Qa'Qb^=8(8—c) 

Qa'Qe^=^8(8'—h) 

und  Qb'Qe==^  8{8  —  o) 

Durch  Addition  dieser  drei  Gleichungen  er- 
hält man: 

8(8  —  c)  -|-  «  (8  —  6)  -j-  «  (s  —  a) 
oder: 

«[(«~a)  +  («-6)  +  (s-c)] 

Qa'  gb  +  Qa*  Qe  +  Qb  •  Qe  =  8'[S8  —  (»+&  +  <?)] 

und  hieraus  ergibt  sich  in  Rücksicht,  dass: 

a'\-h'\-e  =  2« 
ist,  die  zu  beweisende  Relation: 

1)  .   .  .  Qa'  Qb-\-  Qa'  Qe-^  Qb  '  gc  =  8^ 

B)  Beweis  der  Belation  2): 

Multipliziert  man  die  in  Aufgabe  950  vor- 
geführten Relationen  16)  bis  18)  mitemander, 
so  erhält  man: 

oder: 

_  8»F» 

Qa-Qb^Qc^    ^(^_a)(^^5)(,_c) 

Setzt  man  nunmehr  in  diese  Gleichung  nach 
der  Erkl.  170: 
Kleyer,  Ebene  Trigonometrie.  42 
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s  («  —  a)  (ä  —  d)  (s  —  c)  =  F» 
so  erhält  man: 

S.F3 

und  hieraus  ergibt  sich  die  zn  beweisende  De- 
lation: 

2)  .  .   .  Qa'Qb'Qc  =  S'F 

C)  Beweis  der  Eelation  3): 

Setzt    man   in  der    vorstehend   bewiesenen 
Relation  2): 

nach   der   in  Aufgabe  904   vorgefahrten  Be 
lation  10): 

F=Z8'Q 

so  erhält  man  die  zu  beweisende  Relation: 

3)  .   .  .  Qa'  Qb'  Qc^=  ?•«* 

B)  Beweis  der  Belationen  4)  bis  6). 

Setzt  man  in  der  vorstehend  bewiesenen  Bf 
lation  3): 

nach  der   in   Au^be  960    vorgeführten  I^ 
lation  18: 

F 

Qc  =  

SO  erhält  man: 
F 


8  —  C 


Qa  '  Qb  =  Q-S^ 


^^^^Id.  658a.  Aus  der  nebenstehenden  Glei-   ...^ -^b^S^^  '''  "^  ^^^^^  ^ 

•  e«  Qi'  =  --ZT-  ^8 


^.  — C      "2 


ergibt  sich:  ^^'  p^ 

AI.'  i^kV         ^  so  erhält  man: 

und  hieraus  erhält  man:  p  p.F^ 

und  hieraus  ergibt  sich  nach  der   ErkL  558a 
die  zu  beweisende  Eelation: 

4).  .   .   .   Q*Qa'Qb=^{S'—c)-F 

In  ganz  analoger  Weise  kann  man  die  Re- 
lationen 5)  und  6)  herleiten. 

E)  Beweis  der  Belation  7): 

Addiert  man  die    in   dieser  Aufgabe  v« 
geführten  Relationen  2)  und  4)  bis  6)  und  V- 
rücksichtigt  man,  dass: 
(8  —  c)  F+  {8  -  a)  F+  (i<  —  6)  F4-  F«  = 

F[.9  +  (»-a)  +  (s-&)  +  (s-^. 
oder: 

oder:   =  F(»  +  3s-2s) 

mithin: 

=  F-28 

ist,  so  erhält  man  die  Relation  7). 
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F)  Beweis  der  Relation  8): 

Dnrch   Mnltiplikation   der  in  Aufgabe  904 
vorgeführten  Belation  10): 

F 

mit  den  in  Aufgabe  950  vorgeführten  Relationen 
16)  bis  18)  erhält  man: 

^     ^         s  («  —  a)  («  —  6)  («  —  c) 

Berücksichtigt  man,  dass  nach  der  Erkl.  170: 

«(«  — a)(«  — 6)(.s  — c)  =  F^ 

ist,  so  ergibt  sich  in  Rücksicht  dessen  aus  jener 
Gleichung  nach  gehöriger  Reduktion  die  zu  be- 
weisende Relation: 

8)  .  .  .  p  •  po  •  p»  •  p«  ^  y 


Ani^abe  968.  Man  soll  nachweisen,  dass 
zwischen  den  Badien  der  einem  Dreieck  ein- 
and  anbeschriebenen  Ereise  nachfolgende  Re- 
lationen bestehen: 


1) 
2) 
8) 
4) 


1  =  -L+ 


'  +  ' 


Qe 


9  = 
Qa  = 

Qc    = 


Qa  Ql  Qc 


Qa  Qb  "^QbQc-j-  Qc  Qa 
QQbQc 

QbQe  —  QQb  —  Q  Qc 

QQa^b 

QaQb  —  QQa'^QQb 
QQaQc 

QaQc  —  QQa  —  Q  Qc 


Andeutung.  Die  Richtigkeit  der  in  der 
Aufgabe  vorgeführten  Relationen  kann  man 
wie  folgt  darthun: 

A)  Beweis  der  Belation  1): 

Nach  der  in  Aufgabe  962  vorgeführten  Re- 
lation 1)  ist: 

S2  =  QaQb  +  QaQc  "h  QbQc 

femer  ergibt  sich  aus  der  in  jener  Aufgabe 
vorgeführten  Relation  3): 

jf>---    Q«9f>Qc 

"^        Q 
Aus  diesen  beiden  Gleichungen  folgt  die  Re- 
lation: 

I                I                       QaQbQe 
QaQb  -f-  QaQc  "T  QbQe  =  

oder: 

QQaQb'\- QQaQc-}-  QQbQc  =  QaQbQc 

Dividiert  man  diese  Gleichung  durch: 

Q  Qa  Qb  Qc 

und  reduziert  gleichzeitig,  so  erhält  man: 

±+±+±  =  1- 

Qc  Qb  Qa  Q 

und  dies  ist  die  zu  beweisende  Relation: 

1)       -      ^ 

A  f    •     •     •     ■ 


Qa  Qb  Qc 


B)  Beweis  der  Belationen  2)  bis  5): 

Aus  der  nebenstehenden  Relation  l); 

±=±+-^+^ 

Q  Qa  Qb  Qc 

erhält  man,  wenn  man  die  ganze  Gleichung  mit 
Qa  Qb  Qo  multipliziert : 

QaQbQc    

Q 


==  QhQe  H"  ?«  ?c  H~  Qa  Qb 
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nnd  hieraus  ergibt  sich  die  Relation: 
2)  .  .  .  ?  = P^^^^, 

ga  Qb  +  QaQe  +  Qb  Qe 

In  ganz  analoger  Weise  kann  man  ans  jener 
Relation  1)  die  Relationen  3)  bis  5)  ableiten, 
wenn  man  dieselben  besw.  mit  g  qbQe,  mit 
g  Qa  Qc  nnd  Q  Qa  Qb  multipliziert  nnd  die  erhalte- 
nen Gleichungen  bezw.  in  bezng  anf  Qa,  Qb  nnd 
Qc  auflöst 


Aufjgabe  954.  Man  soll  nachweisen,  dass 
zwischen  den  Radien  q,  Qa,  Qb  und  Qc  der 
einem  Dreieck  ein-,  bezw.  anbeschriebenen 
Kreise  und  dem  Inhalt  F  des  Dreiecks  nach- 
folgende Relationen  bestehen:  Andeutung     Die  Richtigkeit  der  in  d^ 

o  .oh-o  Aufgabe  vorgefahrten  Relationen  kann  man 

1)  .  .  .  -P  =  ^"^  ^    ^'  wie  folgt  darthun: 

VQa'Qb  +  Qb'Qe  +  Qc'Qa  ^^^  ^^^  ^  Aufgabe  952  voigefllhrten  Re- 

2)  .  .  .  F=  g'g^'-gg lation  8)  ist: 

VQb  '  Qe—Q(Qb  +  Qe)  Q  ^  Qa  *  Qb  '  Qe  :=  F^ 

5)  jT  =:  Q'Qa'Qb  Setzt  man  in  derselben  für  q,  qo,  Qb  und  qc 

Voa'Ob  —  o(oa-^ob)  ^®'  Rciho  uach  die  Werte  aus  den  in  Anf- 

ö .  D  .  ^*^®  ^^  vorgeführten  Relationen  2)  bis  5)  und 

4)  .  .  .  F  =  —       Q'Qa'Qe  reduziert,  so  erhält  man  der  Reihe  nach  die  zu 

VQa'Qe  —  QiQa-^Qc)  beweisenden  Relationen: 

Aufjgabe  955.  Man  soll  nachweisen,  dass 
zwischen  den  Radien  der  einem  Dreieck  ein-        Andeutung.    Die  Richtigkeit  der  in  der 

und  anbeschnebenen  Kreise,   den  Winkeln  Aufgabe  vorgefahrten  Relationen  kann  man 

und  Seiten  eines  Dreiecks  nachfolgende  Re-  ^^  £^|^  darthnn: 
lationen  bestehen: 

^•tg^sin—  ^)  Beweis  der  Relationen  1)  bis  3): 

1)  ,  ,  .  Qa  —  Q  =^ j^ Nach  der  in  Aufgabe  904  vorgeführten  Re- 

cos^cos^  lation  12)  ist: 

^   «-tglsinl  »)•  ••?  =  ^-t«|tg|-*2" 

2)  .  .  ,  Qb  —  Q  ^  '~ir~Y~  Ferner  ist  nach  der  in  Aufgabe  950  vor- 

cos  2"  cos  2  geführten  Relation  7) : 

«.tg|^8in|^  b)  .  .  .  .  ^a  =  «-tgy 

008 -|^  cos  ^  Subtrahiert    man   Gleichung  a)    von    Glei- 

chung b),  so  erhält  man: 
«•cos-^  a  a        0        y 

4)   .   .   .Qa  +  Qb=  ^^-^  Qa''Q=st^-^^stg^tg^igf 

cos  2  COS  f  ^j^,. 


3)  .  .  .  ^c  —  ?  = 


6)  .  ,  ,  Qa-JrQe  = 


ß 
S'COS  Y 


^«-^  =  ^-tg|.(l~tg|-tg|-) 


COS 


^cos-^  Setzt  man  in  dieser  Gleichung   nach    der 

^        ^  Erkl.  559 : 


«•cos  4  .  flJ«* 


6)...e*+e.=  — ^ — —  i_tgAtg-L  =  —    *_ 

cosfcosf  2       8       coB|cog2. 

7)  .  .  .  Qa  +  eb-\-Qe—  Q  = ^-g 80  erhält  man  die  za  beweisende  Belation: 

cosfcoafcos^  ,.tg|ainf 

.  .  ea-p6-pc  =  a6c.cos  — cos^cos-|-  cos|-cos|- 
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9)  .  .  Q*  Qa-  gb-  Qc  =  fi'rt&c-sin ^  Sin -^ sin -g 


10)  .  .  . 

11)  .  .  . 

12)  .  .  . 


gg  — P     _ 


9h  +  9e 
Qb  —  Q 
Qa  +  ^e 
Qc  —  Q 

Qa  +  gb 


tg2 


a 

ß_ 

2 

Y_ 
2 


In  ganz  analoger  Weise  kann  man  ans  vor- 
stehender Gleichung  a)  und  den  in  Aufgabe  950 
vorgeführten  Belationen  8)  und  9)  bezw.  die 
nebenstehenden  Belationen  2)  und  8)  herleiten. 

B)  Beweis  der  Belationen  4)  bis  6): 

Durch  Addition  der  in  Au^be  950  vor- 
geführten Relationen  7)  und  8)  eibält  man: 


Erkl.  559«      Eine   goniometrische   Formel 
heisst: 

i\          1       *       *    -        cos(«  +  ^) 
1)  ...  1  —  tga-tg/9  = ^^ — !-—- 

^       ^^  C08CKCOB/9 

(Siehe  Formel  16S  in  Kleyers  Lehrbuch  der 
Goniometrie.) 

Setzt  man  in  derselben: 


oder : 


(»a  +  (»6  =  »•  tg-g- +  «  .  tgy 


(.a  +  (»fc  =  *•  ^tg  ~-4-tg|-j 


Setzt  man  in  dieser  Gleichung   nach  der 
Erkl.  560: 


tg|  +  tg|  = 


cos 


\ 


— 5 — J 

cos  -s-  cos  -S- 


und    /J  =  |- 


so  erhält  man  die  zu  beweisende  Eelation: 


80  erhält  man: 


ß 


Y  __ 


cos 


^±j: 


4)   .    .    .   ^a  -f-  C>fc  = 


«•COS  ^ 


a  B 

COS  -^  COS  V 


2)..  .  l-tg-|-tg-|^  = 


ß       r 

cos  Y  ^S  2 


Berücksichtigt  man  femer  noch,  dass,  wenn 
«,  ß  und  Y  die  drei  Winkel  eines  Dreiecks  be- 
deuten, in  Gleichung  2)  nach  der  Erkl.  19: 

cos  ^  '  ^   =  sin  -g- 

gesetzt  werden  kann,  so  erhält  man  in  Bttck- 
sicht  dessen  die  weitere  goniometr.  Belation: 


In  ganz  analoger  Weise  kann  man  aus  den 
in  Aufgabe  950  vorgeführten  Belationen  7)  und 
9)  bezw.  8)  und  9)  die  nebenstehenden  Be- 
lationen 5)  und  6)  herleiten. 


C) 


is  der  Belation  7): 


Durch  Addition  der  in  dieser  Aufjgabe  vor- 
geführten Belationen  4)  und  3)  erhält  man: 


3).  .  .  l-tg-^-tgg 


ß      r 
cos  ^  cos  ^ 


Qa-\-Qh-\-Qe  —  ^=^ 


oder: 


»•cos-?-  9*tg-|^sin-|^ 


+ 


cos  -^  cos  4        cos  l"  cos  2 


z: 


in  welcher  a,  ß  und  y  die  Winkel  eines  Dreiecks 
bedeuten. 

Erkl.  Ift60*     Eine    goniometrische   Formel 
heisst: 

1)  .  .  .  tga  +  t?/*  =  ^ — —^ 

'  -»       I    -»r  COSßCOSiJ 

(Siehe  Formel  150  in  Kleyers  Lehrbuch  der 
Goniometrie.) 

Setzt  man  in  derselben: 


"-  2 
und     ß=zL 

o  erhält  man: 

„  o  sin-^ 

S)  ...tg-5-  +  tg4-  =  — 


Qa'\-Qh-\-Qc — ^  =  »' 


=  «• 


:=«• 


co8|--f-tg^.sin|^ 

a  5 

cos  -^  cos  ^ 

y 

C08|-H 7-'*"^  2- 

CÖB^ 

c        ~ß 
cos  y  COS  ^ 

cos«^-|-sin2^ 
COS  y  COS -^  cos -^ 


2    ~  <»  ß 

^  COS  1^  cos  ^ 

Bedeuten  a,  ß  und  /  die  Winkel  eines 
Dreiecks,  so  kann  man  in  Bücksicht  der  Erkl.  19 
in  Gleichung  2): 


Berücksichtigt  man  nunmehr,  dass  nach  der 
Erkl.  42: 

8in«|-  +  cos«-|-  =  l 

ist,  80  erhält  man  in  Bücksicht  dessen  aus  jener 
letzten  Gleichung  die  herzuleitende  Belation: 


Qa  +  Qb  +  Qc  —  Q  = 


cos  2"  CO»  ^  COS  -^ 
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«:„  «  +  /?  _  ^..  y  D)  Beweis  der  Eelation  8): 

,   ,    ^.         -^  Dnrch  Multiplikation  der  in  Aufgabe  950 

setzen,  und  man  erhält  die  Relation:  vorgeführten  Relationen  4)  bia  6)  erhält  man: 

a  Ä  C08|-  fl6c.C08«-^C082|^C08«| 

coSg-coSg^  cos  ö- cos  ^  cos -^ 

in  welcher  «,  /S  und  y  die  Winkel  eines  Drei-  und  hieraus  ergibt  sich  die  zu  beweisende  Re» 
ecks  bedeuten.  lation: 

Q\  -L  ^        P       y 

ö)   .   .    .   ^a'^ft'^c  =  afeC'COS  —  C08-^C08-^ 

E)  Beweis  der  Belation  9): 

Durch  Multiplikation  der  soeben  bewiesenen 
Relation  8)  mit  der  in  Au^be  904  Yorgeführten 
Relation  12)  erhält  man: 

Q'^aQbQe  =  ahc-COS-^  CO»  |-  COS  -|-  •  »  •  tgy  tg  |-  t«| 

Hieraus  ergibt  sich  in  Rücksicht  der  Erkl.  \h 
und  nach  gehöriger  Reduktion  die  zu  beweisende 
Relation : 

^)    .   .   .   Q'Qa'  Qb'Qe  =^  ahc  •  «  •  SIU  —  MU  -^  «ifi-^ 

F)  Beweis  der  Belationen  lÖ)  bis  12): 

Durch  Division  der  in  dieser  An^be  Tor- 
geführten  Relationen  1)  und  6)  erhält  man: 

gg-g    _  g'ty|flln|       cos 4 cos I 


■oder: 


cos -^ cos "l-  «-cos  2^ 


g«-g    =  tff  —  .     "°^ 

Qb  +  Qc  *^   2 


COS  2^ 

und  hieraus  ergibt  sich  die  Relation: 
10)  ...  -?^?^  =  tgt^ 

In  ganz  analoger  Weise  kann  man  aus  des 
in  dieser  Aufgabe  vorgeführten  Relationen  2) 
und  5),  bezw.  aus  den  Relationen  8)  und  4)  die 
Relationen  11)  und  12)  herleiten. 


Aufjgabe  966*  Man  soll  nachweisen,  dass 
zwischen  den  Radien  ^a,  Qb  und  Qc  der  drei 
einem  Dreieck  anbeschriebenen  Kreise, 
dem  Radius  r  des  dem  Dreieck  umbeschrie- 
benen Kreises,  den  Winkeln  und  dem  In-  Andeutung.  Die  Richtigkeit  der  in  der 
halt  des  Dreiecks  nachfolgende  Relationen  Aufgabe  vorgefahrten  Relationen  kann  rsm 
bestehen:  wie  folgt  darthun: 

1)  .  .  .  ^«  =  4r«8in-|-cos-|-cos-|-  A)  Beweis  der  Belationen  1)  bis  3): 

Nach  der  in  der  Aufgabe  950  vorgeführten 

2)  .     .  p&  =  4r.co8|-8in|-co8|-  Relation  4)  ist: 

^        ^  a-cos-^cos^ 

3)  .  .  ,  (»c  =  4r.co8  —  cos  y  sm  -|-  "^  cog  « 
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4)    .    .    .    ^<r  = 


5)  ...  ^6  = 


6)  .  .  .  ^c  = 


4rcos 

a 
2 

sin 
F 

T 

2 

sin 

r 

2 

4rsin 

a 
"2 

cos 
F 

ß 
2 

sin 

2 

ß 


4rsin-2  ßi^YCos  2 


Ferner  ist  nach  der  in  Aufgabe  842  vor- 
geführten Relation  1): 

Setzt  man  den  ans  Gleichung  b)  für  a  sich 
ergebenden  Wert: 

a  =  2r*sina    . 

in  Gleichung  a)  und  setzt  man  femer  nach  der 
Erkl.  52: 

sm«  =  28m  —  coB  -5- 


SO  erhält  man: 


£.oi\aX- 


Qa  = 


2r- 28in  -J  cos  -|^  •  cos  -^  cos  g 

a 
COSy 


und  hieraus  ergibt  sich  die  herzuleitende  Re- 
lation : 

1)  .  .  .  ^o  =  4rsm-^cos-|-cos-^ 

In  ganz  derselben  Weise  kann  man  aus  den 
Relationen  5)  und  6)  in  der  Aufgabe  950  und 
aus  den  Relationen  2)  und  8)  in  der  Aufgabe  842 
bezw.  die  nebenstehenden  Relationen  2)  und  3) 
herleiten. 

(Man  vergleiche  mit  dieser  Aufgabe  die  Auf- 
gabe 936.) 

B)  Beweis  der  Belationen  4)  bis  6): 

Nach  der  in  Aufgabe  950  vorgeführten  Re- 
lation 16)  ist: 

a)  .  .  .  0a  =  

Femer  ist  nach  der  in  Aufgabe  842  vor- 
geftihrten  Relation  11): 

b)  .  .  .  s  —  a  =  4  r  cos  -ö-  am  -^  sm  ~- 

^         «         ^ 

Aus  den  Gleichungen  a)  und  b)  ergibt  sich 

die  Relation: 

F 

^)  '  -  Qa  = «    .    /»    .    y 

4rco8  g-  8m-^8m-|- 

In  ganz  analoger  Weise  kann  man  mittels 
der  Relationen  17)  und  18)  in  Aufgabe  950 
und  der  Relationen  12)  und  13)  in  Aufgabe  842 
bezw.  die  nebenstehenden  Relationen  5)  und  6) 
herleiten. 


Aufgabe  967.  Man  soll  nachweiseSi  dass 
zwischen  den  einem  Dreieck  um-,  ein-  und 
anbeschriebenen  Kreisen  und  den  Winkeln 
des  Dreiecks  nachfolgende  Relationen  be- 
stehen . 


1) 
2) 
3) 


^o  —  (>  =  4  r  •  sin2  -^ 


Qb  —  (>  =  4  r  •  sin^ 


2 


^c  —  (>  =  4  r  •  sin*  ^ 


Andeutung.  Die  Richtigkeit  der  in  der 
Aufgabe  vorgeführten  Relationen  kann  man 
wie  folgt  darthun: 

A)  Beweis  der  Belationen  1)  bis  3): 

Subtrahiert  man  von  der  in  Aufgabe  956 
vorgeführten  Relation  1): 
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*)■ 
5). 

6). 

7)  . 

8). 

»). 

10)  . 

11). 

18). 
13)  . 

14). 
16)  . 

16)  . 

17). 


e«  -^-  p  =  4r -Bin  -g-  C08  u' 
Qb  +  Q  =  4r.ain-|-coB  ' 
ec  +  e  =  4r.8m  -^  cos  — g-=- 

Qa  —  Qb=^  4r«C08  -^  Bin  — 5 — 
ga  —  Qc  =  4r«C08 -^  Bin  — g-^ 
(>6  —  oc  =  4 r-cos  -^  sin ^  ^ 

2  a 


-       .     a         /5         y 
^a  =  4r-8iii  -ö"  COS  -g-  eo8  ~- 

die  in  Aufgabe  936  Torgeftthrte  Belation  1): 

.       ,     a    ,    ß    ,     y 

80  erhält  man: 

ü   r  •  «    ß     Y 

Qa  — ^  =  4r  .Isin-g-cos-s-cos  Y"— 


oder: 


a 
sin -g- Bin 


^o  +  ßft  =  4r«co8* 

Pa  +  ?<f  :=  4r»C08* 

Qb-jrQe  =^  4r»co82 


2 
a 

"2 


2  r  ^cos«  y  +  cos«  |-  +  coB«  -^-^ 
c5a  +  p6  +  e<j  — (►  =  4r 

-^2±^==tg-!^.ctg^:=:^ 


^a  — ptr  ^    2 


=  tg  -^  .  Ctg 


et  —  y 

"■"2~ 
a-ß 


(»a-^i  ^   2       ''^      2 


.    /»  .   yl 
^     .  « r     /*      y      •   ^  .   yl 

pa  — ^  =  4r.8m-^jco8-|-co8-|-  — Bm-g-sin-^l 

Setzt  man  nach  der  Erkl.  561 : 

0        y  0        y  ß  ^y 

cos -|- cos Y  —  sin -— sin Y  =  cos^  '  "^ 

so  erhält  man: 

.   «        z'+y 

ß  "Hy         ' 
Berficksichtigt    man ,     dass    -  '    ■  und  — 

Komplementwinkel  sind,  dass  also  nach  der 
Erkl.  19: 

ß  +  y        .    « 
cos     Q     =  sin  -ö" 

gesetzt  werden  kann,  so  erhält  man  in  BAek- 
sieht  dessen  ans  jener  Gleichung  die  zu  be- 
weisende Belation: 

1)  ...  ^a  — ^  =  4r-sin« 


2 


In  ganz  analoger  Weise  kann  man  aus  den 
in  der  Au^be  956  Toi^efOhrten  Belationen  2) 
und  3)  und  der  in  Aufgabe  986  yorffefAhrten 
Belation  1)  die  Belationen  2)  und  3)  herleiten. 

B)  Beweis  der  Belationen  4)  bis  6): 

Addiert  man  die  in  der  Aufgabe  936  vor- 
geführte Belation  1)  und  die  in  der  Aufgabe  956 
vorgeführte  Belation  1),  so  erhält  man: 

Qa  +  Q  = 


.  r  •   «      ß      y  I   • 

4  r  j  Bin  "ö"  cos  -|-  cos  ~  +  sin 


«    .    ß 
g- sin -g- sin 


oder: 


^a  +  ^  =  4rsinyjco8-^cos^4-8in|^8m|J 
Setzt  man  nach  der  Erkl.  225: 

ß       y  I    •   i*   .   y  ß  —  y 

cos-^cos^  +  8m-|-8m-|-  =  co8?:-^ 

so  erhält  man  die  zu  beweisende  Belation: 

4)  .  .  .  Qa^Q  =  4rsinY-  cos^-^^ 

In  ganz  derselben  Weise  kann  durch  Ad' 
dition  der  in  Angabe  986  vorgeftthrten  Be- 
lation 1)  und  der  in  Aufgabe  956  vorgeführten 
Belationen  2)  und  3)  die  Belationen  5)  und  6) 
herleiten. 
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C)  Beweis  der  Belationen  7)  bis  9): 

Subtrahiert  man  die  in  Aufgabe  956  vor- 
geführten Relationen  1)  und  2),  so  erhält  man: 

[a         ß  y  a    ,     ß  vi 

sin  —  COS  ~-  COS  ~  —  COS  Y  sm  -^  COS  -|-  j 

oder: 

ErU.  561«      Eine   goniometrische   Formel  ^a  —  ^&  =  4r  cos  -^  1  sin  ~  cos  -^  —  cos  —  sin ^1 
heisst:  2^2        2  2       2J 

1)  .  .  .  cos(«  +  /8)  =  costtcos/j  —  sin«sin/J  Setzt  man  nach  der  Erkl.  232: 

(Siehe  Formel  48  in  Kleyers  Lehrbuch  der        gj^  J!L  cos  -^  -  cos  -  sin  ^  =  sin  "^""^ 
Gomometne.)  2        2  2        2  2 

Setzt  man  in  derselben:  so  erhält  man  die  zu  beweisende  Relation: 

ß  y    ,    a  —  ß 

«  =  -5-  7)  .  .  .  (>a  —  p6  =  4r.cos  -|-  sm  — ^ 

,       y  In  ganz  derselben  Weise  kann  man  aus  den 

^^    ^  —  "2^  in  Aufgabe  956  vorgeführten  Relationen  1)  und 

so  erhält  man:  ?>S^«/^-  2)  ^ind  3)  die  Relationen  8)  und  9) 

herleiten. 
ß  "T*  y  ß       y  ß      y 

2)  ,  .  .  cos     '  ^  =  cos-^cos^  — sin^sin^      ^v  ■«       .    ^      «  1  ^.  ^^v  1..    ^«v 

2  2        2  2      2      B)  Beweis  der  Belationen  10)  bis  12): 

Durch  Addition  der  in  Angabe  956  vor- 
geführten Relationen  1)  und  2)  erhält  man: 


^a  +  ^i  =  4r .  j^Bin -g- cos  ^  cos -|- +  cos  ~  Bin -|- cos  ^J 


oder: 

^a  +  (»*  =  4r  co8-|- j  sm  2  cos  2  +  cos  g  sm  |- 1 

Setzt  man  nach  der  Erkl.  95: 

sm  -g  cos  g- -f- cos -g  sin  ^  =  sm  —^ 

so  erhält  man: 

y         tt  "4"  ß 
Qa-^Qb  =  4r.cos-|-  •  sin  — ^ 

Erkl.  66S.   Bezeichnen  «,  ^  und  y  die  drei        Berücksichtigt   man,    dass    ?i±^  und  | 
Winkel  eines  Dreiecks,  so  besteht  die  Relation:  Komplementwinkel  sind,  dass  also: 

8myCOS-|-cos-|-  +  cos  — 8m^cos-|-H-  gin —TZ  ==  cos  ^ 

^^^  "  -^-  /*  «•«  y        1  _i_^«  **  -5«  ß  -;«  y    gesetzt  werden  kann,  so  erhält  man  in  Rücksicht 
C08 ~ cos -g  sin  ^  =  1  +sin -^  sm ^  sm  ^   |^^^  ^.^  ^^  beweisende  Relation: 

(Siehe  Formel  298  in  Kleyers  Lehrbuch  der   lO)  .  .  .  qo-j-qö  =  4r-cos2  — 
Qoniometrie.)  ^ 

In  ganz  analoger  Weise  kann  man  durch 
Addition  der  in  Aufgabe  956  vorgeführten  Re- 
lationen 1)  und  3),  bezw.  2)  und  3)  die  Re- 
lationen 11)  und  12)  herleiten. 

£)  Beweis  der  Belation  13): 

Durch  Addition  der  in  Aufgabe  956  vor- 
geführten Relationen  1)  bis  3)  erhält  man: 

1       I  ^F'«       ß       y  \       ^  '   ß      y  X       «       ß   '   y'\ 

^a  H-  (?ft  +  e«?  =  4  r  j  sm  Y  cos  Y  cos  ^  +  cos  —  sin  y  cos  ^  +  cos  -^  cos  y  sm  -|- 

oder  in  Rücksicht  der  Erkl.  562: 


C«  +  (?fc  +  <?c  =  4r.^l  +  8in^  sinysin|^j 
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Setzt  man  hierin  nach  der  Erkl.  563: 
1  +  sm  y  sm  -|-  sin  ^  = 

cos«  ^  +  cos«  ^  +  co«2| 


Erkl.  563.     Eine   goniometrische   Formel  ,  ,.,^          ^.         ^       .      ,    «  ,    . 

heisst:  ^^  erhält  man  die  za  beweisende  Relation: 

1)   .   .   .  C0B2«  +  C0S«/J  +  8in2(a  +  /J)  =  18)  .   .   .    ^a  +  pft  +  pc  = 

2il  +  sinasin/?co8(a  +  /J)]  2rrcos2 -^  +  cos«4  +  co82^) 

(Siehe  Formel  232 r  in  Kleyers  Lehrbuch  der  V        2              2             2/ 
Gomometrie.) 

Setzt  man  in  derselben:  ^>  ^«^«"  d«'  Eelation  14): 

a  Addiert    man    die    in    Aufgabe   956    vor- 

<*  =  Y  geführten  Relationen  1)  bis  3)  und  snbtraMen 

von  der  hiemach  erhaltenen  Gleidinng  die  io 

^  --  A  Aufgabe  936  aufgestellte  Gleichung  1),  so  er- 

^        2  hält  man: 


so  erhält  man: 


a-\-ß  (»a  +  (>fc  +  9c-?  =  -*»-- jnnyC08yC08|^  + 


1^1  +  sin  -^  si 


2)   .  .  .   cos« -^  +  cos«  4  +  sia« -.^ — 

2*            2'              2  a    ,    ß         Y    \          '^         P    '    7 

ß       «+^1  cos^sm^cos^  +  cosg-cos^sm-^- 

sm-^cos — ^1  ^           T 

2            2    J  ••    J"    •   A   •   ül 

Sind  a,  ß  und  y  ^i^  ^'®i  Winkel   eines  2        2        2j 

Dreiecks,  sind  also:  Berücksichtigt  man,  dass  der  in  der  Klammer 

^'\'ß      ü    Y  rechts  stehende  Ausdruck ,    nach    der   in  der 

^  und  --  Erjjl^  552  vorgeführten  ^oniometrlschen  Formel 

tr^ ^i.^««t«^«i  ^1   „  j             i.-x  •    t»«  1  •  v^  =  1  ist»  so  erhält  man  in  Rücksicht  dessen  die 

&«T.'l^1^U?io'"**'"m^^  herzuleitende  Relation: 

dessen  nach  der  Erkl.  19  m  Gleichung  2) :  ,  ^.                ,        , 

^,  14)  .  .  .  e«  +  e6  +  (?c-?  =  4r 
sin  -^  =  cos  \ 

^^  0)  Beweis  der  Eelationen  16)  bis  17): 

«4"^ •    Y  Dividiert  man  die  in  dieser  Aufgabe  vor- 

^^*  ""2~  —  ^^  "2  geführte  Relation  4)  durch  die  Relation  9) ,  m 


so  erhält  man:  erhält  man: 


.       .     a  ß  —  y 

4rsin-s-  •  cos*^^ — «- 


3)  .  .  .  cos«  4  +  cos«  4  +  cos« -^  =  g«  +  g     --   ^'  ""'  2     """    2 

r         .     cf  .    /J    .    y-l  ^*""^^  4rcosf  .sinlll? 

2  [1  +  sm  -^  sin  y  sm  yj  ^^  hieraus  ergibt  sich  die  herzuleitende  Bc- 


lation : 

">  •  ^^ = "  f  •  "«'-i^ 

In  ganz  derselben  Weise  kann  man  ans  den 
nebenstehenden  Relationen  5)  und  8),  bezv> 
aus  den  Relationen  6)  und  7)  die  Belatioseii 
16)  und  17)  herleiten. 


Aufgabe  968.  Man  soll  nachweisen,  dass 
zwischen  den  Radien  der  einem  Dreieck  um-, 
ein-  und  anbeschriebenen  Kreisen  und  den 

Höhen  des  Dreiecks  nachfolgende  Relationen        Anflösuiig.    Die  Richtigkeit  nebenstehoi- 

bestehen:  i         i         i  i  der  Relationen  kann  man  wie  folgt  darthnn: 

'     '  '   K       hb       hc        Qc  A)  Beweis  der  BelaUonen  1)  bis  3): 

2)  ....  -V- -|--- -—  =  —  Für  den  Inhalt  F  eines  Dreiecks  hat  man 

7       7        '**        ^!l  nach  der  Erkl.  34,  wenn  a,  d  und  c  die  Seite» 

^)  ,  ,  ,  ,  __|__i L-  z=z  —  ^^'^  *«»  ^^  ^"^^  '^c  die  zugehörigen  Höhen  b^ 

hb        hc        ha         Qft  deuten: 
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4)...        1    =lfJ-  +  J-) 

^  ha  2   \^b    ^   9e  J 

6)...       1    =i.f-L  +  J_\ 

^  hb  2\Qa^  Qc  / 

he  2  \9a     *     ^b  J 


nnd 


JT    

2 

F  = 

b'hb 
2 

l 

F  = 

C'hc 
2 

Ans  diesen  drei  Gleichungen  erhält  man 

bezw: 

a)  .  . 

1 

•   •     ha 

a 
—  2F 

b)  .  . 

1 
•   •     hb 

h 
—  2F 

c)  .  . 

1 

c 
—  2F 

nnd 


Addiert  man  die  beiden  ersten  dieser  Glei- 
chungen und  subtrahiert  von  der  somit  erhal- 
tenen neuen  Gleichung  die  Gleichung  c),  so  er- 
hält man: 

1,1  1    a      .      b  e 

1    IT,  £  o  f     I 


ha    '    hb        hc         2F    '    2F        2F 
oder: 

^  '     '  '    ha^  hb        hc  2F 

Setzt  man: 

a  +  &  +  c  =  2« 
also: 

a  +  fr-l-c  — 2c  =  2«  — 2c 
oder: 

a-j-h  —  0  =  2  («  —  c) 

80  geht  jene  Gleichung  über  in: 


ha         hb         he  F 

Setzt  man  nunmehr  nach  der  in  Aufgabe  960 
vorgeführten  Relation  18): 

F 

^  s  — c 

für: 

F  =  (»c  (»  —  c) 

so  erhält  man  schliesslich: 

1 1 1    _      >t-c 

ha  hb  he  Qe  (S  —  c) 

und  hieraus  ergibt  sich  die  zu  beweisende  Re- 
lation : 

j)....  J_+JL__L  =  J_  . 

ha  hb  he  Qe 

In  jgfanz  derselben  Weise  kann  man  aus 
jenen  Gleichungen  a)  bis  c)  die  nebenstehenden 
Relationen  2)  und  3)  herleiten. 

B)  Beweis  der  Eelationen  4)  bis  6): 
Nach  der  Erkl.  84  ist : 


F  = 


2 

und  hieraus  erhält  man: 

.  1    _     a 

/  •  •  •  •    -1  ~  ~"" 


ha         2F 
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Setzt  man: 

also: 

a-j-h-j-e  —  h  —  c  =,  8  —  b-^-s — e 
oder: 

a  :=  (s  —  fc)  +  («  —  e) 
80  geht  jene  Gleichung  über  in : 

ha  "  2F 

oder  in: 

Setzt  man  nunmehr  nach  den  in  An^be  i*oO 
vorgeführten  Relationen  17)  und  18)  bezw.: 

F={8  —  b^Qb 

und     F  =  («  —  c^Qc 
80  erhält  man: 

JL  — Jl    /     s  —  b  ^  — c      \ 

Äa    ""   2      \  («  —  b)'Qb  («  —  c)  ?c  y 

und  hieraus  ergibt  sich  die  zu  beweisende  Re- 
lation: 

4)...      1  =i(i  +  A.) 

In  ganz  analoger  Weise  kann  man  aus  des 
Belationen  F  =  — ^ —  und  F=    '      b^w.  dk 

^  da 

Torstehenden  Belationen  6)  und  6)  heridten. 


Aui^abe  969.  Man  soll  nachweisen,  dass 
zwischen  den  Badien  der  einem  Dreieck  um-, 
ein-  und  anbeschriebenen  Kreisen  und  den 
Abschnitten  der  Höhen  des  Dreiecks  nach- 
folgende Belationen  bestehen:  Auflösung.    Die  Bichtigkeit  der  in  der 

1)  Ä'a  +  h'b  +  Ä'c  =  2  (p  +  r)  Aufgabe  vorgeführten  Belationen  kann  man 

2)  !  ,'  !  A'I  +  ä'6~äC  =  2(pc-  r)  ^®  ^""^  äBTtimn: 

3)  .  .  .  Ä'a  +  Ä^c-Vfc  =  2(^ft-r)  A)  Beweis  der  Belation  1): 

4)  .  .  .  Ä',  +  Ä'c  -  Ä'.  -  2  (^u  -  r)  ^^  ^^^  ^  j^^^^^^  ^^  vorgeführten  Be- 

lationen 1)  bis  8)  erhält  man  bezw.: 

a)  .  ,  .  Ä'a  =  2r'C0Sa 

b)  .  .  .  Vft  =  2r-co8/3 
und 

c)  .  .  .  Ä'c  =  2r-cosy 

Durch  Addition  dieser  drei  Gleichungen  er- 

Erkl.  564.  Sind  «,  ß  und  y  die  drei  Winkel  gi^t  sich: 
eines  Dreiecks,  so  besteht  die  Belation :  h'a  +  h'b  +  ä'c  =  2r  (cos «  -|-  cos/J  -f-  cosy) 

,        ^,  ^   t   A  '    '^    '    ß    '    y    oder  in  Bttcksicht  der  Erkl.  564: 

cos«  -|-  cos/J  -f-  cosy  =  1  +  ^^^-q  su>  "£^  8"i-5- 


(Siehe  Formel  273  in  Kleyers  Lehrbuch  der 
Goniometrie.)  oder : 


Va  +  Ä'ft  +  Ä'c  =  2rri+4sin|sin|8in|) 


d) 


V«  +  Ä'6  +  Vc  =  2  rr  +  4rsin|-sin|-sin|-) 

Setzt  man  nunmehr  nach  der  in  Aufgabe  936 
vorgeführten  Belation  1): 

4r8in|-sin|-8in-|-  =  (i 
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so  erhält  man  ans  der  Gleichung  d)  die  zu  be- 
weisende Belation: 

1)  .  .  .  Va  +  V*  +  Ä'c  =  2(r  +  (?) 

B)  Beweis  der  Relationen  2)  bis  4): 

Aus  den  in  dem  vorstehenden  Beweis  A)  auf- 
gestellten Relationen  a)  bis  c)  erhält  man: 

k'a  +  h'b  —  Ä'c  =  2r  ■  (cos  a  +  cos/J  —  cosy) 

oder  in  Rücksicht  der  Erkl.  565 : 

Va  +  V6  — Ä'c  =  2r  T— l  +  4cosy  cos-^sin-|-\ 
oder : 
0  .  .  .  V«  +  Vft  — Vc  =  2^4rcosyCos^sin-|--A 

Erkl«  565«  Sind  «,  fl  und  /  die  drei  Winkel        Setzt  man  nunmehr  nach  der  in  Aufgabe  956 
eines  Dreiecks,  so  besteht  die  Relation:  yorgefOhrten  Relation  3): 

coB«-|-coB/? — cosy=  —  l  +  4cos-jr-cos^sm"5^  4rcos-ö-cos-^  sin-^-  =  qc 

A  a  a  a  A  o 

(Biehe  Formel  275  in  Eleyers  Lehrbuch  der  so  erhält  man  aus  Gleichung  f)  die  zu  beweisende 
Goniometrie.)  Relation : 

2)  .  .  .  Ä'«  +  Ä'6-V<:  =  2(ec-r) 

In    ganz  derselben  Weise   kann   man  die 
nebenstehenden  Relationen  3)  und  4)  herleiten. 


Aufgabe  980.  Die  Kathete  a  eines  recht-  OpirphPTi-  i  *  =  ^»^  ™ 

winkligen  Dreiecks  misst  40,6  m,  der  der-  «egeoen.  ^  ^  ^  360  20'42" 

selben  uüiegende  Winkel  fi  ist  36^  20'  42'';  Gesucht:  Radius  ^a 

wie  gross  ist  der  Radius  Qa  des  diesem  Drei- 

eck   anbeschriebenen  öeises .    welcher  die        Andeutung.   Nach  der  in  der  Erld.  566 

Seite  a  dlreckt  berührt?  vorgeführten  Relation  1): 

a 

Erkl.  566.  Sind  in  den  Figuren  362  und  363  ?«  =  — ; y 

die  Winkel  bei  C  =  90» ,  ist  also  das  Dreieck  ^  +  ^  T 

ein  bei  C  rechtwinkliges  Dreieck   so  gehen  j^  ,    Rücksicht  der  für  a  und  jj  ge- 

die  m  Aufgabe  950  vorgefahrten  Relationen  1)       ^       ^  iTi  ""^™  j**  '*^      u*     td  j- 

bis  6),  wenn  man  in  denselben  y  =  90o  setzt,  l?«^enen  Zahlenwerte  den  gesuchten  Radius  ^« 

bezw.  ttber  in :  berechnen. 

a 


tg^-f  tg45o 


Qb  = 


tg|  +  tg450 
c 

Qc  = 


(>a  = 


^6  = 


Qc  = 


tgf  +  ^gl 

a«cos-^cos450 

a 

cos-^ 

6 -cos  4  cos  450 

~ß 
cosf 

a  ß 

C«C08  y  •  COS-^ 

cos  450 
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Bertekwchtagti  man,  dass: 


und 


tg450z=  1 
cos  450 


(siebe  die  Aufgabe  9 
^ers  LeErt 
der  Goniometrie.) 


Kleyem  LeErbach 


ist,  80  ^hen  in  Bttckaicht  dessen,  nach  gehöriger 
Bednküon  die  vorstehenden  Gleichungen  bezw. 
über  in: 


1) 


2) 


3) 


4) 


•  •  • 


Qa  = 


gb  = 


Qc  = 


i+tg4 


i+tg^ 


tgf+tg4 

cosf 


5) 


•     •     • 


e«  =  f  V2 


?»  =  |»/2 


a 
COS-g- 

a 
COS  2 

ß 

cosf 


'6)  .  .  .  ^c  =  c  \/2  •  cos  -|-  cos  ^ 

Diese  Belationen  kann  man  auch  aus  der 
Figur  864  direkt  ableiten,  analog  wie  die  Bela- 
üon  1)  in  der  Aufgabe  950  aus  der  Figur  362. 

Figur  364. 
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Fignr  365. 


Erkl«  567«  Die  Badien  Qa  and  qö  der  einem 
gleichschenkligen  Dreieck  anbeschriebe- 
nen Kreise,  siehe  Fignr  865,  kann  man  wie 
folgt  in  die  Seiten  nnd  Wiidiei  des  Dreiecks 
ansdrttcken : 

Aus  der  Figur  365  ergibt  sich: 


und 


Aus  diesen  beiden  Gleichungen  erhält  man 
in  Rücksicht  der  Erkl.  19  und  15: 


a) 


und 


b) 


ctg  .^ 

oder  =  ?a  •  tg  y 

'"  ctg4 

oder  _  (>a  •  tg  y 

Addiert  man  die  Gleichungen  a)  und  b),  so 
erhält  man: 
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*.  +  <,  =  e„(tg-|  +  tg-|) 
oder  in  Bücksicht,  dass  in  der  Fig.  365 : 

<!  +  '*  =  « 

oder : 

1)  .  .  .  ^a  = 


ist: 


a 


Setzt  man  nach  der  Erkl.  560: 

a    .  ß   _ 


sm 


*«T  +  *^-2  = 


5 T 

cos  -5-  cos  ^ 

nnd  berücksichtigt  hierbei,  dass: 
2a  +  ß=z2R 
a  +  ß^  2J2— « 


mithin: 


ist,  so  erhält  man: 


?«  = 


O-COS-s-COS^ 


Fignr  866. 


sm 


oder,  da: 


ist: 


{"-i) 


.h,(i,-i)= 


cos 


Qa  = 


a  ß 

a^cosycosy 


cos 


nnd  hieraus  erhält  man: 

ß 
2)  .  .  .   Qa  =  a»cos  -^ 

Ans  der  Fignr  366  ergibt  sich  femer: 

•«(«-f)=f- 

oder  in  Bttcksicht  der  Erkl.  19 : 

*^  2  ~   ^3 
und  hieraus  erhält  man: 

W    •   •   •   *  3  —  a 


ctg^ 
Berücksichtigt  man,  dass,  siehe  Fignr  365: 


h 


ist,  so  erhält  man: 


h  __      gb 


oder: 


2 


ctg^ 


3)  ...  ^6=2  •  ctg  — 

Die  in  dieser  Erkl.  567  aufgestellten  Belatio- 
nen  1)  bis  3)  für  das  gleichschenklige  Dreieck 
kann  man  auch  aus  den  in  Aufgabe  950  an- 
geführten Relationen  1)  und  2),  bezw.  4)  und  5) 
herleiten. 


in  Frankfurt  a.  M.  1881. 


Der  ausführliche  Prospekt  und  das  ausführliche  Inhalts- 
Yerzeichnis  der  „Yollständig  gelösten  Aufgabensammlung  von 
Dr.  Ad.  Kleyer"  kann  von  jeder  Buchhandlung,  sowie  von  der 
Verlagsliandlung  gratis  und  portofrei  bezogen  werden. 

Bemerkt  sei  hier  nur: 

1).  Jedes  Heft  ist  aufgeschnitten  and  gut  brochiert  am  den  sofortigen  und  dauern- 
den Gebrauch  zu  gestatten. 

2).  Jedes  Kapitel  enthält  sein  besonderes  Titelblatt,  Inhaltsverzeichnis,  BerichtiguDgen 
und  Erklärungen  am  ScUasse  desselben. 

8).  Auf  jedes  einzelne  Kapitel  kann  abonniert  werden. 

4).  Monatlich  erscheinen  3 — 4  Hefte  zu  dem  Abonnementspreise  von  25  Pfg.  pro  Heft 

5).  Die  Reihenfolge  der  Hefte  im  nachstehenden,  kurz  angedeuteten  Inhaltsver- 
zeichnis ist,  wie  ans  dem  Prospekt  eraichtlich,  ohne  Jede  Bedeutung 
für  die  Interessenten. 

6).  Das  Werk  enthält  Alles,  was  sich  überhaupt  auf  mathematische  Wissenschaften 
bezieht,  alle  Lehrsätze,  Formeln  und  Regeln  etc.  mit  Beweisen,  alle  praktischen 
Aufgaben  in  vollständig  gelöster  Form  mit  Anhängen  ungelöster  analoger  Auf- 
gaben und  vielen  vortrefflichen  Figuren. 

7).  Das  Werk  ist  ein  praktisches  Lehrbuch  fOr  Schüler  aller  Schulen,  das 
beste  Handbuch  für  Lehrer  und  Examinatoren,  das  vorsuglichste  Lehrbuch 
sum  Selbststudium,  das  vortrefilichste  Nachschlagebuch  für  Fachleute  und 
Techniker  jeder  Art. 

8).  Alle  Buchhandlungen  nehmen  Bestellungen  entegen. 


Das  vollständige 

Inhalts  Ter  zeichnis 

der  bis  jetzt  erschienenen  Hefte 

kann  durch  jede  Buchhandlung  bezogen  werden. 


Halbjährlich  erscheinen  Nachträge  Über  die  inzwischen  neu  erschienenen  Hefte. 


Drnok  ▼on  0»rl  Hammer  in  Stoltgsrl. 


s 

B 
3 
B 
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Preis 
des  Heftes 

«5  Pf. 


1 
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Forts.  V.  Heft  334.  — Nseite  673-^fl8S: 

Mit  4  Figur&v^  *^lFiH  S 


/./.<< 


J2  .^^V 

Vollstän^g  gelöste 


Aufgaben-  Sammlung 


—  nebst  Anhängen  ungelöster  Aufgaben,  für  den  Schul-  &  Selbstunterricht  ~ 

mit 

in^be  md  Entflcklnng  der  bfinntiten  Sitte,  Formeln,  Regeln,  in  Fragen  nnd  Antworten 

erl&ntert  durch 

viele  Holzschnitte  &  lithograph.  Tafeln, 

auB  allen  Zweigen 

der  Beehenknnst)  der  niederen  (Algebra,  Planimetrie,  Stereometrie,  ebenen  a.  Bph&rischen 
Trigonometrie,  synthetischen  Geometrie  etc.)  n.  higheren  Mathematik  (höhere  Analysis, 
Differential-  xl  Integral-Rechnung,  analytische  Geometrie  der  Ebene  u.  des  Baumes  etc.);  — 
aus  allen  Zweigen  der  Physik,  Meehanlk,  Graphostatlk,  Chemie,  Geodäsie,  Nautik, 
mathemat.  Geographie,  Astronomie;  des  Kaschinen-,  Strassen-,  Msenbahn-,  Wasser-, 
Brtleken-  u.  Hoehbaa's;  der  Konstroktionslehren  als:  darsteU.  Geometrie,  Polar-  u. 

ParaUel-PerspcMje,  Sehattenkonstmktionen  etc.  etc. 

fOr 

Schaler,  Studierende,  Kandidaten,  Lehrer,  Techniker  jeder  Art,  Militärs  etc. 

zum  einzig  riclitigen  und  erfoigreiclien 

Studium,  zur  Forthfilfs  bei  Schularbeiten  und  zur  rationellen  Verwertung 

der  exalcten  Wissenschaften, 

herausgegeben  von 

Dr«  Adolph  Kleyer^ 

Mathematiker,  vereideter  kOnigl.  prenii.  Feldmesier,  rereideter  groiih.  heislioher  Geometer  I.  Klaiae 

in  Frankfurt  a.  IL 
unter  Ifitwirlnmg  der  bew&hrtesten  Erftfte. 


-j  .'-i.-^: 


j^    '2.1-^.1    ':"  I *— -L  A— i-^'^^r~'    i "^ 1 b_i.,;^i:-J^^i:-i" 


Elbene  Trig^onometriee 

Fortsetzung  von  Heft  334.   —    Seite  673—688.     Mit  4  Figuren. 

Inlialt: 

Aufgaben  Ober  daa  Dreieck  in  Verbindung  mit  den  demselben  anbesohriebenon  Kreisen,  Fortsetzung. 
Aufgaben  Ober  Vierecke  und  Vielecke  In  Verbindung  mit  den  denselben  um-  und  einbeschriobenon 

Kreisen.    Aufgaben  Aber  die  regulären  n>Ecke. 


Stuttgart  1887. 
Verlag  von  Julius  Maier. 


Das  vollständige  Inhaltsverzeichnis  der  bis  jetzt  erschienenen  Hefte  kann 
durch  jede  Buchhandlung  bezogen  werden. 


Preisgekrönt  in  Franktort  a.  M,  1881. 

PROSPEKT. 

Dieiet  Werk,  welchem  kein  Ihnüehei  lur  Seite  Bteht,  eracheint  monatlicli  in  8—4 
Heften  la  dem  bilUgren  Preise  Ton  25  ^  pro  Heft  und  bringt  eine  Sammlang  der  wichtic 
•ten  imd  praktiichiten  Anfgaben  aai  dem  Geeamtgeblete  der  Mathematik,  Physik, 
Meehanlki  math«  Geographie  9  IstroDomley  des  Kasehlaeii-y  Strassen- 9  Eisenbahn*, 
Brftoken-  nnd  Hoehbanes,  des  kenstrakiifen  Zeiehnens  etc.  etc.  nnd  iwar  in  Tollstfladlg 
gelteter  Form,  mit  rlelen  Figuren ,  ErklJLmngen  nebst  Angabe  und  Entwlekelnnfr  ^^ 
benvtften  Sitze»  Fermeln,  Regeln  in  Fragen  mit  Antworten  etc.,  so  dass  die  LOsonf 
Jedermann  yerst&ndlich  sein  kann,  becw.  wird,  wenn  eine  grossere  Anzahl  der  Hefte  er- 
schienen ist,  da  dieselben  sieh  In  Ihrer  Gesamtheit  ergänzen  und  alsdann  anch  alle 
Teile  der  reinen  nnd  angewandten  Mathematik  —  nach  besonderen  selbständigen  Kapi- 
teln angeordnet  —  Torliegen. 

Fast  jedem  Hefte  ist  ein  Anhang  Ton  nngelSsten  Aufgaben  bdgegeben,  welcbe  der 
eigenen  LOrang  (in  analoger  Form,  wie  die  bezflglichen  gelösten  Aufgaben)  des  Stadierendes 
überlassen  bleiben,  nnd  zugleich  Ton  den  Herren  Lehrern  ftlr  den  Schulunterricht  benutzt 
werden  können.  —  Die  LSsnngen  hierzu  werden  später  in  besonderen  Heften  fOr  die  Hand  dci 
Lehrers  erscheinen.  Am  Schlüsse  eines  jeden  Kapitels  gelangen:  Titelblatt,  InhaltsTerselch- 
nls,  Berlehtigvngen  und  erläuternde  Erklärungen  über  das  betreifende  Kapitel  zur  Ausgabt. 

Das  Werk  behandelt  zunächst  den  Hauptbestandteil  des  mathematisch-naturwissea- 
schaftlichen  ünterrichtsplanes  folgender  Schulen:  Realsehnlen  I.  nnd  IL  Ord.,  glelch- 
bereehtlgten  hSheren  BOrgersehnlen,  PriTatschnlen,  Gymnasien,  BealgTumaslen»  Pro- 
gymnaslen»  Sehnllekrer- Seminaren »  Polytechniken,  Techniken,  Bangewerksdinlen, 
Gowerbesehalen,  Handelsseknien,  teehn.  Torbereltnngsschnlen  aller  Arten,  gewerbliche 
Fortbildnngssehnlen,  Akademien,  ünlrersltäten,  Land-  nnd  Forstwissensehaftssehnlen, 
MlUtärsehnlen,  Torbereltnngs-Anstalten  aller  Arten  als  z.  B.  fär  das  El^fährif^Frel« 
wUHgo-  nnd  Ofllaiers-Ezamen,  etc. 

Die  Seklller,  Studierenden  und  Kandidaten  der  mathematischen,  technischen  und 
naturwissenschaftlichen  Fächer,  werden  durch  diese.  Schritt  für  Schritt  geltet«,  Aufgaben- 
Sammlung  Immerwährend  an  ihre  in  der  Schule  erworbenen  oder  nur  gehörten  Theorien  etc. 
erinnert  nnd  wird  ihnen  hiermit  der  Weg  zum  unfehlbaren  Auffinden  der  Lösungen  der 
jenigen  Aufgaben  gezeigt,  welche  sie  bei  ihren  Präfsugen  zu  lösen  haben,  zugleich  aber  auch 
die  überaus  grosse  Fruchtbarkeit  der  mathematischen  Wissenschaften  Torgeftdirt. 

Dem  Lehrer  soll  mit  dieser  Aufgabensammlung  eine  kräftige  Stütze  fOr  den  Schnl- 
Unterricht  geboten  werden,  indem  zur  Erlernung  des  praktischen  Teiles  der  mathematisches 
Disdplinen  —  lum  Aufl5sen  tou  Aufgaben  —  in  den  meisten  Schulen  oft  keine  Zeit  er- 
übrigt werden  kann,  hiermit  aber  dem  Schüler  bei  seinen  häuslichen  Arbeiten  eine  toU- 
ständige  Anleitung  in  die  Hände  gegeben  wird,  entsprechende  Aufigaben  zu  lösen,  die  ge- 
habten Begeln,  Formeln,  Sätze  etc.  anzuwenden  und  praktisch  zu  rerwerten.  Lust,  Lieb« 
nnd  Terständnls  für  den  Schul-Ünterricht  wird  dadurch  erhalten  und  belebt  werden. 

Den  Ingenieuren,  Architekten,  Technikern  nnd  Facbgenossen  aller  Art,  MUltin 
etc.  etc.  soll  diese  Sammlung  zur  Auffrischung  der  erworbenen  nnd  rielleicht  Tcrgesseneo 
mathematischen  Kenntnisse  dienen  nnd  zugleich  durch  ihre  praktischen  in  allen  Berali- 
awelgen  rorkommenden  Anwendungen  einem  toten  Kapitale  lebendige  Kraft  Terleihen  und 
Bomit  den  Antrieb  zu  weiteren  praktischen  Terwertungen  und  weiteren  Forschungen  gebea. 

Alle  Buchhandlungen  nehmen  Bestellungen  entgegen.  Wichtige  und  praktische  Anf- 
gaben  werden  mit  Dank  tou  der  Bedaktion  entgegengenommen  und  mit  Angabe  der  Naaei 
fwhNlIet  —  Wünsche,  Fragen  etc.,  welche  die  Bedaktion  betreifen,  nimmt  der  Tetfiuser, 
Dr.  Klojer,  Frankftirt  a.  M.  Uscherfeldstrasse  lü,  entgegen  und  wird  deren  ErlediguBf 
tkunUchst  berücksichtigt 

Stattgart  Dl«  Yerlagshsndlung, 


Anfgaben  über  das  Dreieck  in  Verbindung  mit  den  demselben  anbeschriebenen  Kreisen.       673 

ErkL  568*  Die  Radien  Qa  der  einem 
gleichseitigen  Dreieck  anbeschriebenen 
Kreise  kann  man  wie  folgt  in  die  Seite  a  des 
Dreiecks  ausdrücken: 

Ans  der  Fignr  366  ergibt  sich ; 


a 


tg600  =  ^a:y 


oder : 


a 


a)  .  .  .  ^«  =  y  .  tg  600 


Da  nun: 

tg6oo=  yw 

(s.  Aufgabe  8  in  Kleyers  Lehrbuch  der  Qoniometrie) 

ist,   so  erhält  man  in  Rücksicht   dessen  ans 
Gleichung  a): 


ft 


1)   •    •   •   ^a=    2    V» 


Aufgabe  961.  Die  drei  Seiten  a,  b  und 
c  eines  Dlreiecks  sind  bezw.  18,  15  und  14  m 
lang;  wie  gross  sind  die  Radien  der  drei 
diesem  Dreieck  anbeschriebenen  Kreise? 


Gegeben 


■m 


a  =  13  m 
15  m 
Um 

Gesucht:  Qa,  Qb  und  Qe 

Andeutonff.    Nach  der  In  Aufgabe  950 
vorgeführten  Relation  19: 


A)  .  .  .  ^a  -  y j^^ 


kann  man  in  Rücksicht,  dass  a^  b  and  c  die 
gegebenen   Zahlenwerte  und   in   Rücksicht, 

dass  8  =  — ^—^ —  ist ,  den  Radius  Qa  be- 
rechnen. In  ganz  derselben  Weise  kann  man 
aus  den  in  jener  Aufgabe  vorgeführten  Re- 
lationen 20)  und  21)  die  gesuchten  Radien 
Qb  und  Qe  berechnen. 


Aufgabe  962.  Von  einem  Dreieck  kennt 
man  die  Seite  a  =  14,5  dm  und  die  beiden 
anliegenden  Winkel  ß  =  d^  31'  38,2"  und 
r  =  96^  43'  58,5" ;  man  soU  die  Radien  der 
drei  diesem  Dreieck  anbeschriebenen 
Kreise  berechnen. 


Gegeben 


■m 


a  =  14,5  dm 
90  31'  38,2" 
960  43'  58,5" 


Gesucht:  Qa,  Qb  und  qc 

Andeutung.  Man  berechne  zunächst,  wie 
in  der  Auflösung  der  Aufgabe  117  gezeigt 
wurde,  aus  a,  ^  und  v  die  Seiten  b  und  c, 


bilde  dann  8  = 


a  +  h  +  c 


und  berechne  mit- 


tels der  in  Aufgabe  950  vorgeführten  Re- 
lationen 7)  bis  9)  die  gesuchten  Radien  Qa, 
Qb  und  Qc.    Man  beachte  hierbei,  dass  a  = 

2R^(ß  +  y)  ist. 

Den  Radius  Qa  kann  man  auch  direkt  nach 
der  in  jener  Aufgabe  vorgeführten  Relation  4) 
aus  a,  ßj  y  und  a  berechnen. 


Kleyer,  Ebene  Trigonometrie. 
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Aufgabe  963.    Von  einem  Dreieck  sind 
gegeben: 

^a  =  120  m 

a   =  145  m 

ß  =90  81' 38,2''  Andentnng.     Aus  der  in  Aufgabe  95i 

Man  80U  die  nicht  gegebenen  Seiten  und  vorgeführten  Relation  1): 
Winkel  des  Dreiecks  berechnen.  __  « 

erhält  man: 

^    2  ^  ^   2  Qa 

und  hieraus  ergiebt  sich: 

nach  welcher  Gleichung  man  in  Rücksicfa: 
der  fär  a,  Qa  und  -^  gegebenen  Zahlenwerre 

den  Winkel  y  berechnen  kann.    Ist  hiernadt 
y  berechnet,  so  kennt  man  auch  a[=^2B- 
{ß'\-y)]]  man  kann  also  die  Seiten  h  and 
mittels  der  Sinusregel  berechnen. 


Aufjgabe  964.     Von  einem  Dreieck  sind 
gegeben: 

Qa  =  10,5  m  ^    , 

5  =  15  m  Andeutung.    Aus  der  in  Aufgabe  ^' 

—  580  7'  48  4"  vorgeführten  Relation  7) : 

Man  80U  die  nicht  gegebenen  Seiten  und  (>«  =  ^-tgy 

Winkel  des  Dreiecks  berechnen.  erhält  man: 

a)  .  .  .  .^  =  "T^ 

Setzt  man  diesen  Wert  für  ^v  in  die  it 
jener  Aufgabe  vorgeführte  Relation  10): 

b)  ,  .  .  pa  =  («  —  6)  ctg  -^ 
so  erhält  man: 


oder  in  Rücksicht  der  Erkl.  15: 

Qa  =  (p«  •  ctg  -|-  —  6  )  .  -- 

^  ^        ^      tg| 

und  hieraus  ergibt  sich: 
A) tg^  = 


2  Qa 

nach  welcher  Gleichung  man  in 

der  für  Qa,  a  und  b  gegebenen  Zahlenwerts 

den  Winkel  y  berechnen  kann.  Ist  hieiu^cli 

y  berechnet,   so  kann  man  im  weiteren  aL^ 

b,  a,  y  und  |J  [=  2  Ä  —  (a  +  y)]  mittels  der 

Sinusregel  die  andern  Seiten  o  und  c  ^'^ 

rechnen. 
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Angabe  965.     Von  einem  Dreieck  sind 
gegeben: 

^a  =  B40  dm 

a  =  401dm 

«  =  770 19'  10,6" 

Man  soll  die  nicht  gegebenen  Seiten  und       Andeutung.     Aus  der  in  Aufgabe  950 
Winkel  des  Dreiecks  berechnen.  vorgeführten  Relation  7): 

erhält  man: 

A)  .....  =  -2^ 

nach  welcher  Gleichung  man  die  Summe  28 

(=  a  +  J  4"  ^)  ^^^  ^ö^  Seiten  des  Dreiecks 
berechnen  kann.  Ist  hiernach  diese  Summe 
a-\-b-\-c  berechnet,  so  kann  man,  da  a 
gegeben  ist,  h-^c  bestimmen.  Aus  ft  +  c, 
a  und  a  kann  man  die  übrigen  Stucke  be- 
rechnen, wie  in  der  Andeutung  zur  Auf- 
gabe 479  gesagt  wurde. 


Aufgabe  966.    Von  einem  Dreieck  sind 
gegeben: 

Qa  =  800m 
h  =  IdOm 
ß   =  180  55'  28,7" 

Man  soU  die  nicht  gegebenen  Seiten  und        Andeutung.    Aus   der  in  Aufgabe  950 
Winkel  des  Dreiecks  berechnen.  vorgeführten  Relation  11): 


ß 


erhält  man: 


oder  in  Rücksicht,  dass : 

a  +  6  +  c 

'  = 2 

mithin: 

a  +  6  —  e 

"-'  =  — ^-r 

ist: 

und  hieraus  ergibt  sich: 

ß 
A)  .  .  .  a  —  c  =  2^0  •  tg  y  —  6 

nach  welcher  Gleichung  man  die  Differenz 
a  —  c  berechnen  kann. 

Aus  a^c,  h  und  ß  kann  man  im  wei- 
teren die  übrigen  Stücke  berechnen  wie  in 
der  Andeutung  zur  Angabe  487  gesagt  wurde. 
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Aaf^be  967.     Von  einem  Dreieck  sind 
gegeben: 

pa  7=  1,3  m 
a  +  b   —  1,7  m 

c  =l,6m  Andeutung.    Da  a-|-&  ond  c   gregeben 

„         ,,  ji,      ,  ix         V         o  u.      1  Ist,  so  kann  man  leicht: 

Man  soll  die  nicht  gegebenen  Seiten  ond       '  o.  i.  _l. 

Winkel  des  Dreiecks  bestimmen.  a^  » =  a  +  h-f-e 

'  2 

bestimmen.    Ans  der  in  Änfgabe   950  an- 
gefahrten Relation  7): 


erhält  man: 

nach  welcher  Gleichung  man  ans  ^  ond  ■ 
den  Winkel  a  berechnen  kann. 

Ferner  kann  man  nach  der  in  jener  An!- 
gabe  vorgeführten  Relation  11): 

Pa  =  {«-<;)  ctg -l 

nnd  in  Rttcksicht,  dass  s  —  c  ans  a  4~  ^  '"■'^ 
c  leicht  bestimmt  werden  kann,  indem: 
a  +  6  +  f  ,  «4-6-  ( 

ist,  den  Whikd  ^  berechnen.  Ans  o,  /j  im-I 
c  kann  man  im  weiteren  nach  der  Sinnsregel 
jede  der  Seiten  a  und  h  berechnen. 


Anfgaba  968.    Von  einem  Dreieck  sind 
egeben : 

pa  =  17  dm 
6  +  e    =22,45  dm 

c  =:  770 19'  10,6"  Andeutong.    Ans   der  üi   Angabe  95ii 

„,...,-.  c  .,  ■  vorgefahrten  Belation  7)  erhSlt  man; 

Uan  soll  die  nicht  gegebenen  Seiten  tmd        "  ' 


Winkel  des  Dreiecks  bestimmen. 


nach  welcher  Gleichung  man  a  oder ö — 

berechnen  kann.  Ist  hiernach  3^  oder 
a-\-h-\-c  bestimmt,  so  kann  man  leicht,  ^ 
gemäss  der  Anfgabe  h-\-c  gegeben  ist,  die 
Seite  a  berechnen.  Dann  kann  man  weita 
verfahren  wie  m  der  Andeotang  »nr  AK- 
gäbe  479  gesagt  wurde. 


r 


Aufgabe  969.    Von  einem  Dreieck  sind 
gegeben: 

^6  =  80  m 
a  -|-  6   =  52  m 

a.   =  58<»7'48,4" 

Man  soll  die  nicht  gegebenen  Seiten  und 
"""bei  des  Dreiecks  berechnen. 


vorgeführten  Relation  13)  erhilt  n 

ctg| 
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oder: 

a)  .  .  .  «  —  c  =  Qb-tgY 

nach  welcher  Gleichung  man  znnAchst  s  —  c 
berechnen  kann.    In  Rücksicht,  dass: 

«-c  =  — t:^-!: — ^ 

und  dass  gemäss  der  Aufgabe  a-\-b  gegeben 
ist,  kann  man  aus  dieser  Gleichung,  und 
wenn  s  —  c,  wie  angedeutet  berechnet  ist, 
die  Seite  c  berechnen;  man  erhält  nämlich: 

a  +  &  —  c 

oder: 

b)  .  .  .   c  =  (a  +  6)  — 2(8  — c) 

Ist  hiernach  c  berechnet,  so  bestimme 
man  s  und  berechne  nach  der  in  Aufgabe  950 
vorgeführten  Relation  8): 

ß 

den  Winkel  ß.  Man  kann  auch,  wenn  c  be- 
rechnet ist,  die  übrigen  Stücke  aus  a--\-bf 
c  und  a  berechnen,  wie  in  der  Andeutung 
zur  Aufgabe  480  gesagt  wurde. 


Au^^b«  870.     Von  einem  Dreieck  sind 
gegeben: 

F  =  1800  qm 

(»  =  11,26  m 

(»«  =  120  m  Andeutung.    Aus  der  in  Aufgabe  950 

Man  soll  die  nicht  gegebenen  Seiten  und  vorgeführten  Relation  16): 
Winkel  des  Ih^ecks  berechnen.  F 


8  —  a 
erhält  man: 

a)  ,  .  .  «  —  a  ^ 

Femer  erhält  man  aus  der  in  Aufgabe  904 
vorgeführten  Relation  10): 

F 
9  = 


b)  .  .  .  «  = 


8 

F 


Q 
Aus  den  Gleichungen  a)  und  b)  folgt: 

F  F 

a  = 

und  hieraus  ergibt  sich: 

F         F 

A)  .  .  .  a  = 

nach  welcher  Gleichung  man  die  Seite  a  be- 
rechnen kann. 

Berücksichtigt  man,  dass: 

2«  =  0  +  6  +  C 

und  somit  nach  Gleichung  b): 
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c)  .  .  .  a-\-h  +  c  =  — 

ist,  und  man  sabti*ahiert  von  dieser  Gleichimg 
die  Gleichung  A),  so  erhält  man: 

9  \9  Q^  J 

oder : 

B)  .  .  6  +  c  =  -^  + 


9       e« 

Nach  welcher  Gleichung  man  b  -\-c  ^ 
rechnen  kann. 

Femer  erhält  man  aas  der  in  Aufgabe  95(> 
vorgefahrten  Relation  7): 

wenn  man  in  derselben  für  ^  den  Wert  ans 
vorstehender  Gleichnng  b)  substituiert: 


oder: 


F      ^     a 


«    Qa'  Q 


nach  welcher  Gleichung  man  den  Winkel  d 
berechnen  kann. 

Aas  a,  h-^c  und  a  kann  man  die  übrigai 
Seiten  berechnen,  wie  in  der  Andeutong  zur 
Aufgabe  479  gesagt  wurde. 


Aufjgabe  971.    Von  einem  Dreieck  sind 
gegeben: 

a   =430  36'10fl" 

Qb  =  125  m 
Qc  =  2400  m 

Man  soll  den  Inhalt   des  Dreiecks   be-        Andeutung.    Aus  der  in  Aufgabe  95<> 
rechnen.  vorgeführten  Relation  17)  erhält  man: 

a)  .  .  .  F  =  («  —  h)*Qb 

Femer  erhält  man  aus  der  »in  jener  äqi^- 
gabe  vorgeführten  Relation  16): 

oder : 

b)  .  .  (s  — 6)  =  ec•tg-2- 
Aas  den  Gleichungen  a)  und  b)  ei^^ 

sich : 

A)   .   .   .   F=  Qb'Qc'tgY 

Nach  welcher  Gleichung   man   den  g^ 
sachten  Inhalt  berechnen  kann. 
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Aufgabe  972.    Von  einem  Dreieck  sind 
gegeben: 

Qa  ^=  12  m 
^fr  :=  4  m 

Andeutung.    Aus  der  in  Aufgabe  953 
Man  soll  die  nicht  gegebenen  Seiten,  die  vorgeführten  Relation  2): 
Winkel  und    den  Inhalt   des  Dreiecks    be-  I 

rechnen.  —  = 


Qn  Qb 


2 


Q<^ 


^a  Qb  Qc 


erhält  man: 

A)  .  .  .  .  ^  = _.  , 

^«  qb  -X-qbQe-T  9a  Qe 
[vergleiche  Relation  2)  in  Aufgabe  953] 

nach  dieser  Gleichung  berechne  man  zunächst 
den  Badius  q  des  dem  Dreieck  einbe- 
schriebenen  Kreises. 

Dann  berechne  man  den  Inhalt  F  des  Drei- 
ecks nach  der  in  Aufgabe  952  vorgeführten 
Kelation  8);  man  erhält  aus  derselben: 

Sind  hiemach  F  und  q  berechnet,  so  be- 
rechne man  die  Seiten  a,  b  und  c,  ebenso  die 
Winkel,  wie  in  der  Andeutung  zur  Auf- 
gabe 970  gesagt  wurde,  mittels  der  Re- 
lationen: 


C)  . 

E). 
und 
F)  . 

G). 

H)  . 


a  = 


F 

F 

9 

Qa 

F 

F 

[siehe  Gleichnn^  A)  in 
Aufgabe  970] 


6  =  -^ 

9 

__    F 

""    9 


9b 
9c 


a 


_  gg-e 


F 

9h '9 
F 

9c '9 
F 


[siehe  Gleichung  C)  in 
Aufgabe  970] 


Aui^abe  973.     Von  einem  Dreieck  sind 
gegeben: 

qa  —  ?  =  Ö,5  m 

«  =  580  r  48,4" 
/J  =  670  ag'  48,6" 


Andeutong.    Aus  der  in  Aufgabe  957 


Man  soU  die  nicht  gegebenen  Seiten  und  ^^^^  u     en  o      ;. 


Winkel  des  Dreiecks  berechnen. 


a 


9a  —  ^  =  4  r  sin*  -^ 


erhält  man: 


48in2-^ 

nach  welcher  Gleichung  man  in  Rücksicht 
der  für  ^a  —  Q  und  a  gegebenen  Zahlen- 
werte den  Eadius  r  des  dem  Dreieck  um- 
beschriebenen Kreises  berechnen  kann. 
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Ist  hiernach  r  berechnet,  so  berechne  um 
nach  der  in  Aufgabe  842  vorgefahrten  Re- 
lation 1): 

a 

28ina 
aus  welcher  sich: 

b)  .  .  .  a  =  firsin« 
ergibt,  die  Seite  a.    Ist  hiemach  a  berechnet, 
so  kann  man  ans  a,  a,  /5  und  y  [=  2  Ä — {a-\-ß} 
mittels  der  Sinusregel  die  Seiten  b  and  e  b^ 
rechnen. 


Aufgabe  974.     Von  einem  Dreieck  sind 
gegeben: 

ga  —  Q  =  404  m 
a  =  1450  m 
d  =  250  m 

Man  soll  die  nicht  gegebenen  Seiten  und        Andeutung.    Nach  der  in  Aufgabe  957 
Winkel  des  Dreiecks  bestimmen.  vorgefahrten  Relation  1)  ist: 

a)  ,  ,  .  Qa  —  Q  :=  Ar  sin^  -— 

Ferner  ist  nach  der  in  Aufgabe  842  vor- 
geführten Relation  1): 

g 

""  28ina 

Aus  letzterer  Gleichung  erhalt  man: 
Srsina  =  a 


oder: 


2r«2sm  — coB-ö"  =  a 

A  2» 


b)  .  .  .  4r8in-ir-  = 


2  a 

COSy 

Setzt  man  diesen  Wert  für  4r  sm  ^  i^ 


Gleichung  a),  so  erhält  man: 

o  ce 

008^  ^ 

oder: 

Pfl,  — (>  =  fl.tg~ 

und  hieraus  erhält  man: 

nach  welcher  Gleichung  man  in  Röckddit 
der  für  ^0  —  q  und  a  gegebene  Zahlen- 
werte  den  Winkel  a  berechnen  kann.  Ist  a 
berechnet,  so  kennt  man  von  dem  Dreieek 
a,  h  und  a;  man  kann  somit  im  weitereo 
verfahren  wie  in  der  Auflösung  zur  Aal- 
gäbe  118  gezeigt  wurde. 
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Figur  367. 


Aufgabe  976.  Man  soll  nachweisen,  dass 
zwischen  den  Winkeln  eines  Dreiecks,  dem 
Radios  r  des  demselben  nmbeschriebenen 
Kreises  und  den  Entfernungen  der  Mittel- 
punkte der  drei  dem  Dreieck  anbeschrie- 
benen Kreise  von  dem  Mittelponkt  des  dem 
Dreieck  einbeschriebenen  Kreises  nach- 
folgende Belationen  bestehen: 


1)  .  .  .  .   mmu  = 


2)  .  .  .  .   mw6  = 


3)  .  .  .  .   mwc  ^^^ 


4r'8m~ 

Sa 

A  •         ß 

4r'Sm~ 

da 

4r.8in-^ 


Andeutung.  Die  Richtigkeit  der  in  der 
Aufgabe  vorgefahrten  Relationen  kann  man 
wie  folgt  darthnn: 

Der  Mittelpunkt  m  des  dem  Dreieck  ABC 
einbeschriebenen  Kreises,  siehe  Fignr  367, 
liegt  auf  jeder  der  drei  Halbierungslinien  der  drei 
Winkel  a,  ß  und  y.  Der  Mittelpunkt  tita  des 
dem  Dreieck  ABC  anbeschriebenen  Kreises, 
welcher  die  Seite  a  direkt  berflhrt,  liegt  eben- 
falls auf  der  Halbierungslinie  des  Winkels  a 
und  auf  jeder  der  Linien,  welche  die  Aussen- 
winkel  des  Dreiecks  bei  B  und  C  halbieren. 
Zieht  man  tnS  parallel  APy  so  erhält  man  das 
bei  S  rechtwinklige  Dreieck  mStna,  in  welchem 

<^  Sfnma  =  <^  PAnta  oder  =  -^j  in  welchem 

Ja 
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ferner  Sma  =  Pw«  —  PS  oder  =.  ^a  —  g  l^j. 
Aus  diesem  Dreieck  ergibt  sich  hiernach: 

«  0a  —  Q 

sin  —  =  ^=^ 
^  mma 

oder: 

_    Qa  —  Q 


a)  .  .  .  .   mma 


a 

sin-g 


Setzt  man  in  dieser  Gldchong  nach  der  ic 
Aufgabe  957  vorgefahrten  Relation  1): 

b)  .  .  .  ^«  —  Q  :=  4r-8in2  — 

so  erhält  man: 

4r-8in*-5- 


mma  = 


a 

sin^ 


und  hieraus  ergibt  sich  die  herzuleitende  B^ 
lation : 


1)  .  .  .  .  mma  =  4r'8in-^ 

In  ganz  derselben  Weise  kann  man  an  dei 
Hand  entsprechender  Figuren  die  nebenstefaeB- 
den  Relationen  2)  und  8)  herleiten. 


Aufgabe  976.  Man  soll  nachweisen,  dass 
zwischen  den  Winkeln  eines  Dreiecks ,  dem 
Eadius  r  des  demselben  umbeschriebenen 
Kreises  und  den  gegenseitigen  Entfernungen 
der  Mittelpunkte  der  drei  dem  Dreieck  an  be- 
schriebenen Kreise  nachfolgende  Relationen  Andeutung.  Die  Richtigkeit  der  in  der 
bestehen: Aufgabe  vorgeführten  Relationen  kann  maß 

1)  .  .  .  .  iWrtWfc  =  4rco8-^  wie  folgt  darthun: 

^  Nach  den  Erkl.  569  bis  571  sind,  sielfc 

2)  ....  »lawc  =  4r cos -§^  Figur  367,  die  Ecken  des  Dreiecks  AB( 

^  die  Fusspunkte  der  drei  Höhen  des  Dreiecb 

3)  .    mb  mc  =  4r  cos  — -  '"«  "'*  ^^' 

2  Zwischem  dem  Winkel  y  des  Höhendrd- 

ecks ^^C  und  dem  Winkel  mbnuma  besteht, 
wie  in  Andeutung  zur  Aufgabe  650  gezeigt 
wurde,  die  Relation:' 

y  z=.  212  —  2  •  «^fti^ificina 

und  hieraus  erhält  man: 

y 

a)  .  .  .  <5C  wi»  mc  Wa  =  Ä ö- 

In  derselben  Weise  kann  man  darthoc. 
dass: 

•b)    .    .    .   <):  W6  W«  Wc  =  Ä  —  "ö^ 

und 

ß 

c)  .  .  .  <^  ma  mbme  =^  R x" 

ist.  Femer  besteht  zwischen  der  Seite  AB 
(=  c),  des  Höhendreiecks  ABC,  der  Seit? 
nib  Wa  des  Dreiecks  nia  Wh  Wc  und  dem  dieser 
Seite  gegenüberliegenden  Winkel   miineff'^ 


Attfg;aben  über  das  Dreieds  in  Verbindung  mit  den  demselben  anbeflchriebeneu  Kreisen.       683 

dieses  Dreiecks,  wie  in  der  Erkl.  867  gezeigt 
wurde,  die  Relation: 

d)   .   .   .   €  Z=z  lUa  nib  •  cos  <J;  IHb  ntcfna 

In   analoger  Weise    kann  man   darthnn^ 

dass  für: 
£rkl.   569.     Ein  planimetrischer  Lehrsatz  AC  =^  b 

heisst :  ^j^^ 

„Die  Halbieningslinien  eines  Winkels  und  ß(y  ^^  ^ 

dessen^Scheitelwinkels  liegen  in  einer  Ge-   ^^  Relationen: 

rauen»  

Nach  diesem  Satz  liegen  in  der  Figur  367        ,      e)  .  .  .  b  =  m„  wie  •  cos  <^  m«  W6  nie 

die   Halbierungslinien   Cntg  und   Cmb,   dessgl.   ^^"  

Wi^t  und  Bmc,   dessgl.  Am  und  Am^  je  in  i)  .  -  •  «  =  nihmt-  coB<^mbmafne 

einer  geraden  Linie.  bestehen. 

Ans  den  Kelationen  d)  bis  f)  erhält  man 
in  Rücksicht  der  Relationen  a)  bis  c)  bezw.: 

g)  .  .  .  m«  Mb  = 7 ^-r- 

C08  (ß  ^  ^) 

n^   .    .   .  ftta  tne  = -p jr- 

cos(Ä-f) 


und 


i)    .  .  .  IM6  nte  = 


a 


cos 


(*-f) 


Erkl.  670.     Ein   planimetrischer  Lehrsatz        j^  Rücksicht  der  Erkl.  19  und  in  Rück- 

'""'^^Die  Halbierungslinien  eines  Winkels  und  ""^.^U^^l,  ?^^  den  in  Aufgabe  842  vor- 

seines  Nebenwinkels  stehen  senkrecht  auf-  geehrten  Relationen  1)  bis  3) : 
einander."  a  =  2rsino 

Nach  diesem  Satz  ist  in  der  Figur  367:  &  =  2rsin/7 

Cnie  J_  mafnb  c  =  2rsin>^ 

Bmb  J.  m«  wie  ist,  erhält  man  aus  den  Gleichungen  g)  bis  i) 

A  Wa  J_  nth  nie  bezw. : 

k)  .  . 

1)  .  . 

und 

m) .  . 

Bringt  man  nunmehr  in  bezug  auf  sin/, 

Erkl.  671.    Nach  den  Erkl.  569  und  570  ßin/J  und  sin  a  die  in  der  Erkl.  52  vorgeführte 

sind  die  Ecken  des  Dreiedw^ ^ BC  die  Fuss-  goniometrische  Formel  sin  «  =  2 sin ^  cos -^ 

punkte  der  drei  Höhen  maA^  mbB  und  nicC  2         2 

des  Dreiecks  m„mbme.  in  Anwendung  nnd  reduziert,  so  erhält  man 

aus  den  Gleichungen  k)  bis  m)  die  zu  bewei- 
senden Relationen: 


2rsiny 
sin| 

2  r  sin^ 
sin  4 

2rsina 

a 

m„  nib  — 

nta  wie  — 

nibnie  — 

1)    .     .     .     . 

matnb  =  4r«cos-^ 

2)  .  .  .  . 
und 

maWc  =  4r'C0S-^' 

o)    .    .    .    . 

mbntc  —  4r'C0S  — 
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Au^ptbe  977.  Man  soll  nachweisen,  dass 
zwischen  den  Entfernungen  ^a,  ei  nnd  ee  des 
Mittelpnnkts  des  einem  I^eck  ambeschrie- 
benen  Kreises  yon  den  Mittelpunkten  der 
dem  Dreieck  anbeschriebenen  Kreise ,  dem 
Eadius  r  des  dem  Dreieck  umbeschrie- 
benen Kreises  und  den  Radien  ^o,  q^  und 
^e  jener  dem  Dreieck  anbeschriebenen 
Kreise  nachfolgende  Kelationen  bestehen: 


1) 

3) 

4) 


e*  +  ea*  +  eb^  +  ee^  =  12r8 


Figur  368. 


Auflösung.  Die  Richtigkeit  der  in  der 
Aufgabe  vorgeföhrten  Relationen  kann  man 
wie  folgt  darthun: 

A)  Beweis  der  Belationen  1)  bis  8): 

In  Figur  368  sei  m«  der  Mittelpunkt  de 
dem  Dreieck  ABC  anbeschriebenen  Kreises. 
welcher  die  Seite  a  direkt  berührt,  nnd  e$  sei 
M  der  Mittelpunkt  des  Kreises ,  welcher  dvd 
die  drei  Ecken  des  Dreiecks  geht 

Verbindet  man  M  mit  ma  und  C  mit  M  nK 
tiio.  so  erhält  man  das  Dreieck  CMma,  ans  dem- 
selben ergibt  sich  nach  dem  Projektionssatz: 

r)  .  .  .  lSwi7*  —  ^ÖM^  +  Cni^*^ 

2'CM'  CMa .  cos  <^  MCm^ 
Berücksichtigt  man,  dass: 


CM  =:r 


Cnta  = 


__      <?« 


cos|- 


(siehe  Erkl.  5 


72 1 


und  dass: 

ist,  80  erhält  man  in  Rücksicht   des»« 
aus  jener  Relation  a): 


ea^  =  ri  + 


Q^a 


C0S2|- 


—  2-r. 


Qa 


cos| 


COS 


oder  nach  der  Erkl.  19 : 


{'  -  •-i-i 


eai-r^  + 


C08«|- 


cos| 


Sin 


2 
—  i 


S 


£rkl«  572.    Aus  dem  rechtwinkligen  Dreieck 
CDma  der  Figur  868  ergibt  sich  die  Relation : 

Qa 


^a2  =  r2-t- 


«ff*  ^  r*  — 


2r.^5 


2r  cos*  -^ 


2rga    ^._a  —  ß 
sm 

cos^- 


8m(fi-f)  = 


Sr.^e 


cos 


[ 


a-/9 


sin — =-^ 


2 


2 


2rcos^ 


oder : 


Cnia 


y 


C»« 


Setzt  man  nunmehr  nach  der  in  Angabe  ^ 
vorgefahrten  Relation  1): 


Cmrt 

und  hieraus  erhält  man: 


für: 


^     •    «         P         Y 

Q„  =  4r8m  -g  cos  ~  cos  \~ 


CMo 


Qa 


cos 


o 


2rcos-i^ 


=  28in|-cos|^ 
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so  erhält  man: 


ea2  =  r«  — 


Setzt  man    in  dieser  Oleichnng  nach    der 
Erkl.  510: 

28in  g- cos -|- =  sm -i-^  +  sm  — 2^ 

so  erhält  man: 

2r.(»a  r  .    a  —  ß        ,    a  +  ß 


C08-|- 


[.    a  —  ß        .    a  +  ß        .a  — ^7 


Erkl  578.    In  der  Figur  368  ist:  oder: 


TT oder  =  Ä  —  a  *<,*  —  ** — 

2  COS-^ 


—  sm 


2 

[denn  das  Dreieck  BMC  ist  ein  gleich-  o  , 

ßchenkliges  Dreieck,  dessen  Scheitelwinkel  «a*  =  r«4-— ^  .  sinüLjLZ 

B3fC  nach  der  Erkl.  450  =  2«  ist]  cos-^  2 

ferner  ist  * 

y  und  hieraas  ergibt  sich  in  Bücksicht,  dass: 

b)  .  .  .  <^BCma  =  Ä--H-  . 

2  «  +  /J  y 

Da  nun :  -2~"  ^^  2 

ist^sf  irt^naSi^ln^  oTei^nfgen^  J  Sd^b^  ^^"^Pl««»«»^^^^!  ""d,  dass  also : 

c)  .  .  .  €  =  Ä-«  +  U-X.  sm  — 1-^  =  cos -|- 

Berücksichtigt  man,  dass  y  =  2R^(a-^ß)  ist,  die  herzuleitende  Belation: 
ist,  so   erhält  man  in  Rücksicht  dessen   aus 


Gleichung  c): 


1)  .  .  .  «?a^  =  r2  +  2r.pa 


f  =  2fi  — a  — 


2^ («  +  /')  .^^  ^^^'^  analoger  Weise  kann  man  die  Re- 

2Ä-(a+/?) 


€  =  /?-«  +  -R 2  lationen  2)  und  3)  herleiten. 


2  B)  Beweis  der  Belation  4): 

2  "^  2 


£  =  2/?— a  — Ä  +  — +o  Durch  Addition   der  in  Aufgabe  947  vor- 


geführten Belation: 
oder :  ® 

a  — ^  a)  .  .  .  «2  =  ,.2  —  2rg 

d)  .  .  .  .   i  =  R -^  (vergl.  die  Erkl.  560) 


und  der  in  dieser  Aufgabe  vorgeführten   Re- 
lationen 1)  bis  3)  erhält  man: 

e^-\-ea^  +  eb^  +  ec^  =  r«  — 2r^4-r2-f- 

2r  .^«  +  r«  4-  Ür-Qb  4"  ''*  +  2^'?c 
oder: 

4ri  +  2r(Qa  +  Qb  +  gc-Qy 

Setzt  man  hierin  nach  der  in  Aufgabe  957 
vorgeführten  Relation  14): 

Qa-\-Qh-\-Qe—Q  =  4r 

so  erhält  mau: 

e^  +  ea^ -\- eb^  +  ec^  =1  4r2-|-8r« 

und  hieraus  ergibt  sich  die  herzuleitende  Re- 
lation : 

4)  .  .  .  ei -\- ea^  +  eb^  +  ee^  =  12r2 


V" 
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14).  Aufgaben  ttber  Vierecke  und  Vielecke  in  Verbindung 
mit  den  denselben  um-  und  einbeschriebenen  Kreisen. 

Anmerkmig'  56«  Die  wichtigsten  der  Aufgaben,  welche  sich  auf  Vierecke  iind  Vielecke  h 
Verbindung  mit  den  denselben  um^  nnd  einbeschriebenen  Kreisen  beziehen,  sind: 

a)  Aufgaben  über  die  regiüären  «-Ecke,  Vielecke  oder  Polygone  ^im^lb^Sttnl* 

b)  Aufgaben  über  das  Sehnenviereck  l  .  » %.    *        i.      oq  :    *»,  -i..«««  -i.. 
\Ai>i."i.im              ^         •          i_r  (siehe  Amnerkunff  33  im  AbschBitt  l**!- 

c)  Aufgaben  über  das  Tangentenviereck  J  ^        ^^        * 

und  d)  Aufgaben  ttber  das  Kreisviereck  (siehe  Anmerkang  SO  in  Abschnitt  lüg). 

a)  Aufgaben  über  die  regulären  ?2-Ecke,  Vielecke  oder  Polygone. 

AnmerfcOBg  57.  Dem  Studierenden  wird  empfohlen,  dei^enigen  Aufgaben  besondere  Aufmerk- 
samkeit zu  widmen,  in  welchen  die  Herleitung,  bezw.  der  Kachweis  der  Bichtigkeit  s^ 
gebener  Relationen  verlangt  wird. 

Anmerkimg  68«  Da,  wie  in  den  Lösungen  und  Andeutungen  zu  nachstehenden  Aufgaben  gezr-i^n 
wird,  die  Berechnung  eines  jeden  regulären  n-Ecks  im  allgemeinen  auf  die  BeredmuL: 
des  Bestimmungsdreiecks  desselben  zurückgeführt  wird  (siehe  Erkl.  576),  und  Ai 
das  Bestimmungsdreieck  eines  regulären  ?t-Eck8  stets  ein  gleichschenklige- 
Dreieck  ist ,  so  ergibt  sich  hieraus ,  dass  sich  die  Berechnung  regulärer  it-£cke  an  di^ 
Berechnung  des  gleichschenkligen  Dreiecks,  also  an  den  Abschnitt  3)  dieses  Lek- 
buches  anschliessen  kann. 

Anmerkung  59.  Da,  wie  in  voriger  Anmerkung  erwähnt,  die  Berechnung  eines  regfulira 
Ti-Ecks  auf  die  Berechnung  eines  gleichschenkligen  Dreiecks  zurückgeftthrt  wiri 
und  ein  gleichschenkliges  Dreieck  im  allgemeinen  durch  zwei  von  einander  maX- 
hängige  Stücke  desselben  vollkommen  bestimmt  ist,  so  sind  zur  Berechnung  eines  regu- 
lären n-Ecks  ebenfalls  nur  zwei  Bestimmungsstücke  erforderlich. 

Berücksichtigt  man,  dass  eines  dieser  Bestimmungsstücke,  nämlich  der  sog.  Centr- 
Winkel  des  betreff.  n-Ecks,  d.  i.  der  Scheitelwinkel  von  dessen  Bestimmungsdreisd 
nach  der"  Erkl.  577  mit  der  Anzahl  n  der  Seiten  des  n-Ecks  gegeben  ist,  so  folgt  hierai^ 
dass,  abgesehen  von  diesem  stets  indirekt  gegebenen  Bestimmungsstück,  zur  Berechnns^ 
eines  re^ären  n-Ecks  nur  ein  Bestimmungsstück  erforderlich  ist;  dieses  BestinimuBp- 
stück  kann  sein: 

a)  die  Seite  des  »-Ecks,  oder  auch  dessen  Umfang; 

b)  der  Eadius  des  dem  regulären  n-Eck  umbeschriebenen  Kreises  (siehe  Erkl 
575)  oder  auch  der  Inhalt  oder  der  Umfang  dieses  Kreises; 

c)  der  Radius  des  dem  regulären  n-Eck  einbeschriebenen  Kreises  (siehe  Exil 
578)  oder  auch  der  Iiüialt  oder  der  Umfang  dieses  Kreises; 

und  d)  der  Inhalt  des  n-Ecks  oder  des  Bestimmungsdreiecks  desselben. 

Aufgabe  978.  Man  soll  nachweisen,  dass 
zwischen  der  Seiten  eines  regulären  ;^-Ecks, 
der  Anzahl  n  der  Seiten  des  n-Ecks,  den 
Eadien  R  und  /-  der  demselben  um-  und  ein- 
beschriebenen Kreise  und  dem  Inhalt  F  ^  .,„  _.  ^^.  , ^.  ,  .^  ,  .  ,. 
desselben  nachfolgende  Relationen  bestehen:    ,    Auflösung.   Die  Richtigkeit  der  in  diese 

Aufgabe  vorgeführten  Relationen  kann  mas 

1)  .  .  .  Ä  =        ^  wie  folgt  darthun: 

•Sin  — 

"  A)  Beweis  der  Relationen  1)  und  2): 

1800 

2)  .  .  .    s  =  2Ä-sin Stellt,  siehe  Figur  369,  AB  CD-  •  •  ein  gaax 

^'  beliebiges  reguläres  n-Eck  dar,  siehe Brkl. 574 

3x  ^  _-.  JL  .  ctff  ^^^  ^^^  ^^^  verbindet  den  Mittelpunkt  M  des  deci- 

^  '  '  '  2  '     ^     n  selben  umbeschriebenen  Kreises,  siehe  Erki 

l^Qo  575,  mit  den  Ecken  -4BC«  •  •  des  n-Eks,  so  wtu 

4)  .  .  .    8  =z  2r«tg dasselbe  nach  der  Erkl.  676  durch  diese  V«- 

^^  binduugslinien,  d.  s.  Radien  jenes  Kreises,  i: 

5)  r  =  R'cos—^^  **  kongruente  gleichschenklige  Dreieck^ 
^  '  '  '                       ,1  zerlegt. 


Aufgaben  über  die  regalären  n«Ecke,  Vielecke  oder  Polygone. 
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6)  .  .  .  R=. 


cos 


läO» 


I» 


7) 
8) 

I 

9) 
10) 


.  .   F 

.  .   F 
.  .  F 


»—■ ■  ■     ■■  ■  ■      i 

4 


ctg 


180" 

n 
3600 


=  — r —  •  ßm 


F  =z 


2 
;/-r*«tg 


w 


1800 


w 


Figur  369. 


In  jedem  solchen  gleichschenkligen  Dreieck, 
Bestimmnngsdreieck  des  regulären  >i*Ecks 
genannt,  sind  die  Schenkel,  wie  in  der  Figur  369 
angedeutet,  gleich  dem  Radius  R  des  demselben 
umbeschriebenen  Kreises;  die  Grundlinie 
eines  jeden  desselben  ist  gleich  der  Seite  s  des 
n-Ecks,  und  der  Scheitelwinkel  a  eines  jeden 
dieser  Dreiecke,  kurzweg  Centrie winke  1  des 
n-£cks  genannt,  enthält  nach  der  Erkl.  577 

:=  —  Grad, 
n 

Fällt  man,  siehe  Figur  369,  in  einem  jener 

Bestimmungsdreiecke,  z.  B.  in  dem  Dreieck  ABM 

die  zur  Seite  AB  {=.8)  gehörige  Höhe  MPy  so 

wird  durch  dieselbe,  da  das  Dreieck  ABM  em 

gleichschenkliges  ist,  die  Seite  s,   dess- 

gleichen  der  Centriewinkel  a  halbiert.    Aus  dem 

rechtwinkligen  Dreieck  APM  ergabt  sich  die 

Belation : 


oder: 


R. 


! — »-A 


ir 


s^ 


sin 

a 
2 

8 

*■  2  • 

R 

.  Ä 

= 

fi 

2  sin 

a 

2 

Berücksichtigt  man,  dass,  wie  vorstehend  er- 
wähnt, allgemein: 

360    ^    , 
«  = Grad 


also 


oder: 


b) 


a 


2 


n 

360 
2*» 

180 


Grad 


Grad 


£rkL  574«  Ein  reguläres  n-Eck  ist  eine 
solche  geradlinige  ebene  Figur,  allgemein  mit 
/{-Seiten,  in  welcher  alle  Seiten  und  alle 
Winkel  bezw.  einander  gleich  sind. 

Jene  gedachte  geradlinige  ebene  Figur  kann 
ein  Dreieck,  oder  em  Viereck,  oder  ein  Fünfeck, 
oder  sonst  irgend  ein  Vieleck  sein. 

Statt  reguläres  n-Eck  sagt  man  oft  regu- 
läres Polygon,  obgleich  man  unter  Polygon 
oder  Vieleck  im  gewöhnlichen  Sinn  nur  solche 
geradlinige  Figuren  versteht,  die  im  allgemeinen 
mehr  als  vier,  bezw.  mehr  als  drei  Seiten  haben. 


Erkl.  575.  Ein  planimetrischer  Lehrsatz 
heisst: 

„Um  jedes  reguläre  n-Eck  lässt  sich  eine 
Kreislmie  ziehen,  welche  durch  die  sämt- 
lichen Ecken  des  n-Ecks  geht.^ 

Diese  Kreislinie,  bezw.  die  durch  dieselbe 
begrenzte  Figur,  nennt  man  den  dem  n-Eck 
ttmbeschriebenen  Kreis.  Den  Badius  des- 
selben nennt  man  den  grossen  Badius  (siehe 
Erkl  578). 


enthält,  so  ergibt  sich  in  Bücksicht  dessen  aus 
Gleichung  a)  die  zu  beweisende  Belation: 


1) 


Ä  = 


2- sin 


1800 


H 


und  aus  dieser  Gleichung  ergibt  sich  sofort  die 
zu  beweisende  Belation: 

1800 
2)  .  .  .  «  =  2i?.sin-!^^— 


ji 


B)  Beweis  der  Belationen  3)  nnd  4): 

Fällt  man,  siehe  Figur  370,  von  dem  Hittel- 
punkt M  des  dem  regulären  n-Eck  ABC"- 
umbeschriebeneu  Kreises  auf  die  Seiten  des 
n-Ecks  die  Perpendikel  Jf  P,  MPi  MP^  •  •  • ,  so 
sind  diese  Perpendikel  als  homologe  Höhen  kon- 
gruenter Dreiecke  alle  einander  gleich:  diese 
Perpendikel  sind,  siehe  die  Erkl.  578  und  579, 
alle  gleich  dem  Badius  r  des  dem  regulären 
n-Eck  einbeschriebenen  Kreises. 

Aus  jedem  der  rechtwinkligen  Dreiecke,  in 
welche  z.  B.  das  Bestimmungsdreieck  ÄMB 
durch  dessen  Höhe  MP  (=  r)  zerlegt  wird,  er- 
gibt sich  die  Belation: 

a  s 
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Erkl«  576*     Km    planimetriacher  Lehrsatz  oder: 

heiflst:  c)  .  .  .  r  =  —  .  ctg  ^ 

„Verbindet  man  die  Ecken  eines  regu-  ^  ^ 

lären  n-Ecks  mit  dem  Mittelpunkt  des        Berttcksichtigt  man,  dassfnach  TorstebeDda 

demselben   umbeschriebenen  Kreises ,    so  Gleichung  b) : 

wird  das  Polygon  in  soviel  kongruente  a  180    ^    , 

Dreiecke  zerlegt,  als  das  w-Eck  Seiten  hat."  y  —     „     «rade 

Da  hiemach  das  n-Eck  durch  eines  ^ener  igt^  go  ergibt  sich  in  Bttcksicht  dessen  aus  Glc- 

n  kongruenten  Dreiecke  vollkommen  bestmmit  chung  c)  die  zu  beweisende  Belation: 

ist,  so  nennt  man  ein  solches  Dreieck  das  Be-  «gO^ 

Stimmungsdreieck  des  regulären  n-Ecks.  3)  .  .  .  r  =  —  •  ctg 

2  n 


Erkl.  577.  Die  n-Dreiecke,  in  welche  ein 
reguläres  n-Eck  durch  die  nach  den  Ecken  ge- 
zogenen Radien  des  dem  n-Eck  umbeschrie- 
benen Kreises  zerlegt  wird,  sind  nach  der 
Erkl.  576  kongruente  gleichschenklige 
Dreiecke. 


Aus  dieser  Relation  ergibt  sich: 

2r 


ctg 


lacp 


Berücksichtigt  man  die  Erkl.  15,  so  eriiüt 
mau  hieraus  die  zu  beweisende  Belation: 


Aus  der  Kongruenz  dieser  Dreiecke  ergibt 

sich,  dass  die  Scheitelwinkel  dieser  Dreiecke  ^^             s  =^Qr  ta  ^^^ 

einander  gleich  sind.   Da  nun  diese  Scheitel-  J  •  -  •  •              '^     n 
Winkel  Centriewinkel  des  Kreises  um  M  sind 

und  als  Winkel  um  einen  Punkt  herum  zu-  C)  Beweis  der  RelationeiL  5)  und  6): 

sammen  AB  oder  3600  betragen,  so  muss  der  ^^  ^^^  rechtwinkligen  Dreieck  APM  der 

Scheitelwinkel  emes  jeden  jener  n  kongruenten  Yma  870  enribt  sich  • 

Grad  ent-  a 

cos 


gleichschenkligen  Dreiecke  = 
halten. 


360 


n 


2 


r 


oder: 


r  =  Ä-cos  — 

IS 


Berücksichtigt  man,  dass  nach  vorstefaen^it: 
Gleichung  b): 

^-  = Grade 

2  n 

ist,  30  erhält  man  in  Rücksicht  dessen  aus  jeot- 
Gleichung  die  zu  beweisende  Relation: 

1800 

5)  .  .  .  .  r  =  fi'COS 

Aus  dieser  Relation  ergibt  sich  direkt  di^ 
zu  beweisende  Relation: 


6) .  . .  ye  = 


180» 
COS 

H 


(Siehe  die  Erkl.  580. 


S)  Beweis  der  RelatioiL  7): 

Der  Inhalt  F  eines  regnl&ren  n-£cks  i^ 
gleich  dem  n-£EU^hen  Inhalt  seines  BestiiDmiing^' 
dreiecks«  Da  nun  nach  der  Erkl.  84  der  hihi^ 
des  Bestimmungsdreiecks  MAB,  siehe  Figur 37t 

=  -^  ist,  80  ergibt  sich  hieraus  die  zu  bewe- 

sende  Relation: 


7)  . 


f  = 


E)  Beweis  der  Relation  8): 

Setzt  man  in  der  in  dieser  Auflebe  tot- 
geführten  Relation  7): 


F=z 
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Preisgekrönt  in  Frankfurt  a.  M.  1881. 


Der  ausführliche  Prospekt  und  das  ausführliche  In- 
haltsverzeichnis der  „vollständig  gelösten  Aufgabensammlung 
von  Dr.  Ad,  Kleyer"  kann  von  jeder  Buchhandlung,  sowie  von 
der  Verlagshandlung  gratis  und   portofrei  bezogen  werden. 

Bemerkt  sei  hier  nur: 

1).  Jedes  Heft  ist  aufgeschnitten  und  gut  brochiert,  am  den  sofortigen  and  dauern- 
den Gebraach  za  gestatten. 

2).  Jedes  Kapitel  enthält  sein  besonderes  Titelblatt,  Inhaltsverzeichnis,  Berichtignngen 
nnd  Erklärungen  am  Schlüsse  desselben. 

3).  Auf  jedes  einzelne  Kapitel  kann  abonniert  werden. 

4).  Monatlich  erscheinen  3 — 4  Hefte  zu  dem  Abonnementspreise  von  25Pfg.  pro  Heft. 

5).  Die  Beihenfolge  der  Hefte  im  nachstehenden,  kurz  angedeuteten  Inhaltsyerzeich- 
nis  ist,  wie  ans  dem  Prospekt  ersichtUch,  ohne  jede  Bedeutung  für 
die  Interessenten. 

6).  Das  Werk  enthält  AUes,  was  sich  überhaupt  auf  mathematische  Wissenschaften 
bezieht,  alle  Lehrsätze,  Formeln  und  Regeln  etc.  mit  Beweisen,  alle  praktischen 
Aufgaben  in  YoUständig  gelöster  Form  mit  Anhängen  ungelöster  analoger  Auf- 
gaben und  vielen  yortrefflichen  Figuren. 

7).  Das  Werk  ist  ein  praktisches  Lehrbuch  f&r  Schüler  aller  Schulen,  das 
beste  Handbuch  für  Lehrer  und  Examinatoren,  das  vorzüglichste  Lehrbuch 
zum  Selbststudium,  das  vortrefflichste  Nachschlagebuch  für  Fachleute  und 
Techniker  jeder  Art. 

8).  Alle  Buchhandlungen  nehmen. Bestellungen  entgegen. 


Das  vollständige 

InhaltsYerzeichnis 

der  bis  jetzt  erschienenen  Hefte 

kann  durch  jede  Buchhandlung  bezogen  werden. 


Halbjährlich  erscheinen  Nachträge  Über  die  inzwischen  neu  erschienenen  Hefte. 


Druck  von  Oarl  Hammer  in  Stuttgart. 
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15 
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Vollständig  gelöste 

Aufgaben  -  Sammlnng 

—  nebst  Anhängen  ungelöster  Aufgaben,  fGr  den  Schul-  &  Selbstunterricht  — 

mit 

Angabe  osd  Entwieklimg  der  beontzten  Sätze,  Fonneln,  Regeln  In  Fragen  und  Antworten 

erl&utert  durch 

viele  Holzschnitte  &  lithograpL  Tafeln, 

aus  allen  Zweigen 
der  Reehenkunst)  der  niederen  (Algebra,  Planimetrie,  Stereometrie,  ebenen  n.  spiiftriBchen 
Trigonometrie,  synthetischen  Geometrie  etc.)  n.  höheren  Matheouitik  (höhere  Analysis, 
Difierential-  u.  Integral-Bechnnng,  analytische  Geometrie  der  Ebene  u.  des  Raumes  etc.);  — 
aus  allen  Zweigen  der  Physik ,  Mechanik ^  Graphostatiki  Chemie«  Geodftgie,  Naatik, 
mathemat.  Geographie,  Astronomie;  des  Maaehbien-y  Stnifeen-»  Edsenbahn«,  Wasser-i 
BrVeken-  u.  Hochban's;  der  Konstmktionslehren  als:  darstell.  Geometrie»  Polar«  u. 

Parallel>-PenpectiT6|  Schattenkonstmktionen  etc.  etc. 

for 

Schüler,  Studierende,  Kandidaten,  Lehrer,  Techniker  jeder  Art,  Militärs  etc. 

zum  einzig  riclitigen  und  erfolgreiclien 

Studium»  zur  Forthülfe  bei  Schularbeiten  und  zur  rationellen  Verwertting 

der  exakten  Wissenschaften, 
herausgegeben  von 

Dr«  Adolph  HLleyer^ 

Mathematiker,  vereideter  kOnigl.  preuu.  Feldmesser,  reroideter  grosih.  hessisoher  Geometer  L  Klasse 

in  Frankfurt  a.  H. 
unter  Mitwirkung  der  bew&hrtesten  Er&fte. 


r:_v  1    -^    I  ^   I 


Ebene  Trig^onometriee 

Fortsetzung  von  Heft  335.  —    Seite  689—704.     Mit  4  Figuren. 


Inhalt: 


Aufgabon  über  die  regul&ren  n-Eeke,  FortsetsaDg. 


Stuttgart  1887. 
Verlag  von  Julius  Maier. 

Das  vollständige  Inhaltsverzeichnis  der  bis  jetzt  erschienenen  Hefte  kann 
durch  jede    Buchhandlung  bezogen  werden. 


Preisgekrönt  in  Frankfairt  a.  M.  1881. 

PROSPEKT. 

Dieses  Werk,  welchem  kein  ftlmllches  znr  Seite  steht,  erscheint  monatlich  in  3—4 
Heften  zu  dem  btlligr^n  Preise  Ton  25  /^  pro  Heft  and  bringt  eioe  Sammlang  der  wichtig- 
sten and  praktischsten  Aufgaben  aus  dem  Oesamtgeblete  der  Mathematik)  Physik, 
Mechanik,  math.  Geographie^  Astronomie i  des  Maschinen-)  Strassen- ,  Elsenbahi-, 
BrOeken-  und  HoehbaneS)  des  konstraktiren  Zelelinens  etc«  etc.  und  zwar  in  Tollatindlg 
gelöster  Form^  mit  yielen  Flgnren,  Erklärungen  nebst  Angabe  und  Entwlekelnng  der 
benutzten  SAtze^  Formeln^  Regeln  in  Fragen  mit  Antworten  etc.,  so  dass  die  L^ang 
jedermann  yerständlich  sein  kann,  bezw.  wird,  wenn  eine  grössere  Anzahl  der  Hefte  er- 
schienen ist,  da  dieselben  sieh  In  Ihrer  Gesamtheit  ergänzen  and  alsdann  auch  alle 
Teile  der  reinen  and  angewandten  Mathematik  —  nach  besonderen  selbständigen  Kapi- 
teln angeordnet  —  Torliegen. 

Fast  jedem  Hefte  ist  ein  Anhang  yon  ungelösten  Aufgaben  beigegeben,  welche  der 
eigenen  Lösung  (in  analoger  Form,  wie  die  bezüglichen  gelösten  Aufgaben)  des  Studierenden 
flberlassen  bleiben,  und  zugleich  von  den  Herren  Lehrern  fOr  den  Schulunterricht  benatct 
werden  können.  —  Die  Lösungen  hierzu  werden  später  in  besonderen  Heften  fär  die  Hand  dei 
Lehrers  erscheinen.  Am  Schlüsse  eines  jeden  Kapitels  gelangen:  Titelblatt,  InhaltsTeneieli- 
nis,  Berichtigungen  und  erläntemde  Erklärungen  Ober  das  betreffende  Kapitel  zur  Ausgabe. 

Das  Werk  behandelt  zunächst  den  Hauptbestandteil  des  mathematisch-naturwisseD- 
schaftlichen  ünterrichtsplanes  folgender  Schulen:  Realschulen  l.  und  II«  Ord.,  gleiek- 
berechtigten  höheren  Bürgerschulen)  Prlyatschulen)  Gymnasien,  Realgjmnasles,  Pro- 
gymnasien,  Schullehrer -Seminaren,  Polytechniken,  Techniken,  BangewerksehnleB, 
Gewerbeschulen,  Handelsschulen,  techn.  Torbereitungssehulen  aller  Arten,  gewerblietae 
Fortbildungsschulen,  Akademien,  Unlrersltäten,  Land-  und  ForstwIssensehaftsMhulei, 
Militärschulen,  Torbereltungs-Anstalten  aller  Arten  als  z.  B.  für  das  Eii\|ährig-Frei' 
willige-  und  Offlziers-Ezamen,  etc. 

Die  Schfller,  Studierenden  und  Kandidaten  der  mathematischen,  technischen  nod 
naturwissenschaftlichen  Fächer,  werden  durch  diese.  Schritt  fär  Schritt  gelöste,  Aufgabea- 
Sammlung  Immerwährend  an  ihre  in  der  Schule  erworbenen  oder  nur  gehörten  Theorien  etc 
erinnert  und  wird  ihnen  hiermit  der  Weg  zum  unfehlbaren  Auffinden  der  Lösungen  der- 
jenigen Aufgaben  gezeigt,  welche  sie  bei  ihren  Prflfüngen  zu  lösen  haben^  zugleich  aber  auch 
die  überaus  grosse  Fruchtbarkeit  der  mathematischen  Wissenschaften  vorgefahrt 

Dem  Lehrer  soll  mit  dieser  Aufgabensammlung  eine  kräftige  Stütze  für  den  Schul- 
unterricht geboten  werden,  indem  zur  Erlernung  des  praktischen  Teiles  der  mathematischeii 
Disziplinen  —  lum  Auflösen  yon  Aufgaben  —  in  den  meisten  Schulen  oft  keine  Zeit  e^ 
übrigt  werden  kann,  hiermit  aber  dem  Schüler  bei  seinen  häuslichen .  Arbeiten  eine  toU- 
Btändige  Anleitung  in  die  Hände  gegeben  wird,  entsprechende  Aufgaben  zu  lösen,  die  ge« 
habten  Regeln,  Formeln,  Sätze  etc.  anzuwenden  und  praktisch  zu  yerwerten.  Lust,  Liebe 
und  Yerständnis  für  den  Schul-Ünterricht  wird  dadurch  erhalten  und  belebt  werden. 

Den  Ingenieuren,  Architekten,  Technikern  und  Fachgenossen  aller  Art,  Militärs 
etc.  etc.  soll  diese  Sammlung  zur  Auffrischung  der  erworbenen  und  yielleicht  Tergessenen 
mathematischen  Kenntnisse  dienen  und  zugleich  durch  ihre  praktischen  in  allen  Beral»- 
zwelgen  yorkommenden  Anwendungen  einem  toten  Kapitale  lebendige  Kraft  yerleihen  nid 
somit  den  Antrieb  zu  weiteren  praktischen  Terwertungen  und  weiteren  Forschungen  geben. 

Alle  Buchhandlungen  nehmen  Bestellungen  entgegen.  Wichtige  und  praktische  Auf- 
gaben werden  mit  Dank  yon  der  Redaktion  entgegengenommen  und  mit  Angabe  der  Kamen 
yerbreitet.  —  WOnsche,  Fragen  etc.,  welche  die  Redaktion  betreffen,  nimmt  der  Verfasiei) 
Dr.  Kleyer,  Frankfurt  a.  M.  Fischerfeldstrasse  16,  entgegen  und  wird  deren  Erledigoag 
thunlichst  berQcksichtigt» 

Stuttgart  Die  Yerlagshandluiig» 
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nach  der  in  dieser  Aufgabe  vorgefflhrten  Re- 
lation 8): 

8       ^     1800 

90  erhält  man: 

P-  «-^      *  ^„  1800 
F^-— -ctg 


2        2    ^     n 
und  hieraus  ergibt  sich  die  zu  beweisende  Be- 
Erkl.  578«     Ein   planimetriflcher  Lehrsatz  lation: 
heisst :  8^  jp.  ^    n-^i    .  ^  ISQO 

„In  jedes  reguläre  n-£ck  lässt  sich  eine     ^  '  *  *  4         ^     n 

Kreislinie  zeichnen,  welche  die  sämtlichen 

Seiten  des  n-£cks  berührt.''  F)  Beweis  der  Eelation  9): 

Diese  Kreislinie,  bezw.  die  durch  dieselbe        _  ^  ^  .     _      ,     _.         .    -    , 

begrenzte  Figur ,  nennt  man  den  dem  »-Eck        Setzt  man  in  der  m  dieser  Aufgabe  vor- 
einbeschriebenen  Kreis.    Den  Radius  des-   geführten  Relation  7): 

selben  nennt  man  den  kleinen  Radius.  „       n-s-r 

F  =  - 


3 

nach  den  in  dieser  Aufgabe  vorgeführten  Re- 
lationen 2)  und  5)  bezw.: 

8  =  2R'&m 

•    n 

und 

1800 

r  =  i?  •  cos  

n 

so  erhält  man: 

„       '*     oi>  •     1800  1800 

F  =z    ■  •  2R  sin .  R  cos 

2  n  n 

oder ' 
ErkL  579«     Ein    planimetrischer   Lehrsatz  ^^^  isoo         IBOO 

heisst:  F  =  —^—  •  2  sin cos 

„Der  Mittelpunkt  des   einem  regulären  2  n  n 

/t-Eck  umbeschriebenen  Kreises  fällt  und  hieraus  ergibt  sich  in  Rücksicht,  dass  nach 

mit  dem  Mittelpunkt  des  demselben  ein-  der  Erkl.  52: 

beschriebenen  Kreises  zusammen/'  ISqo         igoo  9*180o 

2  sin cos =  sin 

n  n  n 

3600 


oder  =  sin 


n 

gesetzt  werden  kann,  die  zu  beweisende  Re- 
lation : 

„        nRi       ,     8600 

9)  .  .  .  F  =  — ^ —  •  sin 

2  n 

6)  Beweis  der  Eelation  10): 

Setzt  man  in  der  in  dieser  Aufgabe  vor- 
Erkl.  580.  Die  in  Aufgabe  978  vorgefiihrten  geführten  Relation  7) : 

Helationen  5)  und  6)  kann  man  auch  aus  den  n-n-r 

in  der  Aufgabe  978  vorgefiihrten  Relationen  2)  -'^  —      JJ 

T.nd  8),  bezw.  1)  rmA  4)  herleiten.  ^^^  ^^^  .^  ^^^^^  ^^^^^  vorgeführten  Re- 

lation  4): 

o    .     18^ 
n 
so  erhält  man: 

1P        «  o   *      Iß^ 

Fz=       .r.2rtg 


2  ^      n 

und  hieraus  ergibt  sich  die  zu  beweisende  Re- 
lation : 

1800 
10)   ...   F=».r2.tg 


n 
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Angabe  979.  Man  soll  nachweisen,  dass 
zwischen  der  Seite  S  des  einem  Kreis  um- 
beschriebenen regulären  n-Ecks,  der  Seite  « 
des  demselben  Kreis  einbeschriebenen 
regulären  n-Eoks  und  der  Anzahl  n  der  Seiten 
eines  jener  ^-Ecke,  die  Relationen  bestehen: 

1800 

1)   .    .    .     S  =z  S'COS 


n 


2)  ...  5  = 


if 


cos 


180° 


n 


Auflösung.  Die  Richtigkeit  der  in  dtr 
Aufgabe  vorgeführten  Relationen  kann  man  nie 
folgt  darthun: 

In  der  Figur  371  ist  der  ELreis  um  M,  dessen 
Radius  mit  r  bezeichnet  ist,  der  dem  regalarei 
n-Eck  ABCD  -  •  •  einbeschriebene  Erek 
Nach  der  in  Aufg.  978  vorgeführten  Relation  4i 
besteht  zwischen  der  nach  der  Erkl.  581  mit  .'^ 
bezeichneten  Seite  dieses  n-Eeks,  dem  Badin^  < 
des  demselben  einbeschriebenen  Kreises  wi 
der  Anzahl  n  der  Seiten  des  n-£cks  die  BeUtioa: 


a)  .  .  .  iS'=  2r.tg 


1800 


Ferner  ist  in  der  Figur  371  der  Kreis  am  H 
dessen  Radius  r  ist,  der  dem  reg^ären  n-M 
ahc'  •  •  umbeschriebene  Krus.  Nach  der  i: 
Aufgabe  978  vorgefahrten  Relation  S)  be^teb 
zwischen  der  nach  der  Erkl.  681  nüt  s  bezeid- 
neten  Seite  dieses  n-Ecks ,  dem  Radius  r  dr 
demselben  umbeschriebenen  Kreises  nnddc' 
Anzahl  n  der  Seiten  des  »-Ecks  die  Relation 


b)  .  .  .  8  =z  2r-sin 


180^ 


i1 


%     B 


Erkl.  581*  Die  Seite  des  einem  Kreis  ein- 
beschriebenen regulären  »-Ecks  nennt  man 
in  bezug  auf  die  Seite  des  demselben  Kreis 
umbeschriebenen  regulären  n-Ecks  die 
kleine  Seite,  letztere  die  grosse  Seite.  (Vergl. 
hiermit  die  Erkl.  575  und  578.) 

Die  kleine  Seite  bezeichnet  man  allgemein 
mit  9,  die  grosse  Seite  mit  S  (siehe  Erkl.  582). 


Erkl«  582«  Spricht  man  von  einem  Kreis, 
welcher  einem  regulären  n-Eck  ein-  oder 
umbeschrieben  ist,  so  bezeichnet  man  den 
Radius  eines  solchen  Kreises  bezw.  mit  r  oder  B 
(siehe  die  Erkl.  575  und  578).  Spricht  man 
von  einem  regulären  n-Eck,  welches  einem 
Kreis  ein-  oder  umbeschrieben  ist,  so  be- 
zeichnet man  die  Bestimmungsstücke  eines  sol- 
chen n-Ecks,  wie  z.  B.  die  Seite,  den  Umfang 
und  Inhalt  mit  s,  u  und  /*,  bezw.  mit  S,  U  und  F. 


Dividiert  man  die  Gleichung  a)  in  Qleidiong^ 
so  erhält  man: 

2r*sm 


8 

~S 


u 


2r.tg 


180» 


oder: 


n 


8  .     1800 

=  sm 


18<^ 
COS 


S 


w 


sm 


löC^* 


n 


und  hieraus  ergibt  sich  die  zu  beweisende  B-- 
lation : 

1)  ....  5  =  S'cos 


n 


und  aus  dieser  Gleichung  ergibt  sich  direkt  i 
zu  beweisende  Relation: 


'i' 


2)  .  . 


*S  = 


8 


COS 


180P 


n 


Aufgabe  980.  Man  soll  nachweisen,  dass 
zwischen  dem  Radius  R  eines  Kreises,  der 
Seiten,,  des  diesem  Kreis  einbeschriebenen 
regulären  n-Ecks  und  der  Seite  S2h  des  diesem 
Kreis  einbeschriebenen  2/^£cks  die  Relation 
besteht : 


8h  = 


82n 


V 


4Ä«  — 82« 


Auflösung.  Stellt,  siehe  Figur  372.  MA^ 
das  Bestimmungsdreieck  des  dem  Kreis  i 
M  einbeschriebenen   regulären  »i-Ecks  d?- 
und  ist  MC  die  Halbierungslinie  des  zu  diesri 
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Fignr  372. 


Dreieck  gehörigen  Centriewinkels  a,  so  stellt 
jedes  der  Dreiecke  MAC  und  MBC  das 
Bestimmungsdreieck  des  dem  Kreis  um  M 
einbeschriebenen  regulären  2n-Ecks  dar. 

Nach  der  Auflösung  der  Aufgabe  797 
ergibt  sich  aus  dem  Dreieck  ABM  ^\%  Re- 
lation: 


a)  .  .  .  5h  =  2/^*8in 


2 


und  aus  dem  Dreieck  ACM  die  Relation: 

b)  .  .  .  «2w  =  2i?*8in-^ 

Setzt    man   in    Gleichung    a)    nach    der 
Erkl.  52: 

sm  -jT-  =  2«8m  -T-  •  cos  -r- 

29  4  4 

und  dividiert  alsdann  diese  somit  erhaltene 
Gleichung  durch  die  Gleichung  b),  so  erhält 
man: 


v/      •      •      •      • 


««  O  ff 

=  2  •  cos  — 

«2«  4 


Aus  dem  rechtwinkligen  Dreieck  MaA 
ergibt  sich  femer: 


a         Ma 

cos  -7-  =  ^=- 

4         MA 


Erkl.  588.    Löst  man  die  in  Aufgabe  980  Dreieck  für: 
vorgefahrte  Relation: 


oder  in  Rücksicht,  dass: 

MÄz=:R 

ist,  und  dass  sich  aus  diesem  rechtwinkligen 


1) 


*n  =  ^  V4i?«-«Sn 


in  bezug  auf  s^n  auf,  so  erhält  man  die  aus  der 
Planimetrie  bekannte  Formel: 


ergibt : 


s-.=-/«.-(Ä)- 


S) 


«n 


=yfT^Z^y/ZI^ 


d) .  .  .  .  cos  -T-  = 
4 


.  _V^-(t)' 


R 


Jene  Relation  1)  kann  man  auch  ohne  Zu- 
bilfenahme  goniometr.  Funktionen  herleiten. 
(Siebe  die  Teile  der  Encyklopädie,  welche  über 
Planimetrie  handeln.) 


Aus   den  Gleichungen  c)  und  d)   erhält 
man  nunmehr: 


5„  =  2  •  Sin 


V«R¥)' 


R 


oder: 


""  =  HR-  ■  V  4 


und  hieraus  ergibt  sich  die  zu  beweisende 
Relation: 


8„  =  -"-  .  V^ Riesln    (siehe  die  Erkl.  688) 


Angabe  981.    Die  Seite  ^3  eines  regu- 
toen  8-Ecks  misst  20  m;  wie  gross  ist  der        Andeutung.    Nach  der  in  Aufgabe  978 
Kadias  Äg  des   demselben  umbeschriebenen  vorgeführten  Relation   1)  hat  man  für  ein 


Kreises? 


reguläres  8-Eck: 
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1800    ,  „         _  ,^  8^ 


Erkl«  584.    Den  durch  — - —  dargestellten  A)  .  .  .  i^g  = 


und  in   Grad   ansgedrückten  halben   Centrie-  8 

Winkel  eines  regulären  S-Ecks  kann  rcan  wie  nach  welcher  Gleichung  man  in  Bäcksiebt 

folgt  in  Grade  und  Minuten  ausdrücken:  des   für  ^g  gegebenen  Zahlenwerts  und  in 


^80^       oo*j          aa  ^   n    A  Rucksicht,  dass: 

—5—  =  22-s-  oder  =  22--  Grad  *       ^^^ 

8                8                      2  1800 

=  220  +  ~  Grad  ® 


=  220  30' 


=  220  + 


2  ist  (siehe  Erkl.  584),  den  gesuchten  Badins  B, 

1*60'         berechnen  kann. 


mithin  ist: 

1800 

8 


2 
=  220  +  80' 


=  220  80' 


Aufgabe  982.  Die  Seite  ^^7  eines  regu- 
lären 7-Eck8  misst  10  dm,  wie  gross  ist  der 
Eadiufi  R^  des  demselben  umbeschriebenen 
Kreises? 

Andeutung.    Nach  der  in  Aufgabe  9> 

«.,•«-     ^      ,         1800    ^        ,  „,      vorgeführten  Belation  1)  hat  man  für  eis 
Erkl.  585.    Den  durch  —=—  dargestellten  reguläres  7-Eck: 

und  in  Grad  ausgedrückten  halben  Centriewinkel  4  x           k  =         *? 

eines  regulären  T-Ecks  kann  man  wie  folgt  in  ^  '  •  '     '         2  ojn  ^^ 

Grad,  Minuten  und  Sekunden  ausdrücken:  '         7 

1800  __    ^  6           —  o-o-L^^  ^^^^  welcher  Gleichung  man  in  Bficksichi 

""7""  =  25  y  oder  —  25  +  y  des  für  8^  gegebenen  Zahlenwerts  und  ia 

5. 60'             ~  Eücksicht,  dass: 

7  J^  annähernd  =  25© 42'  51,43" 

—  20«  -h  -y-  ig^  ^gißijQ  Erkl.  585),  den  gesuchten  Badius  E^ 

A  berechnen  kann. 

=  250  +  42  y  Minuten 

=  250  +  42'+ y 

=  250  +  42'+ ^y- 

=  250  +  42'+?^ 

=  250  +  42'  +  51,4285  •  •  -  Sekunden 


mithin  ist: 
1800 


=  250  42' 51, 4280." 


7 

oder  abgerundet,  also  annähernd  (aber  für 
jede  trigonometrische  Berechnung  genau  genug) : 

-^^  =  250  42' 51,43' 


M/ 


Aufgabe  983.    Wie  gross  ist  der  Um- 
fang eines  regulären  15-Ecks,  welches  einem 

Kreis  einbeschrieben  ist,  dessen  Halbmesser         .    _     .  vt    1.  :■     r:^  t^  ^^^1.  *^^n 

p    «-  1  91c  m  T«^fi«t9  Andeutung.   Nach  der  Erkl.  586  hat  man 

"  -  i'^ö  m  misst/  ^  ^^  geauSten  Umfang  u,,  des  regulftfJ 

15-Ecks : 

a)  .  .  .  Ujj  =  15 '«,5 


Anijg^aben  über  die  regulären  n-Ecke,  Vielecke  oder  Polygone. 
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Erkl.  586.  Unter  dem  Umfang  eines  regn- 
lären  »-Ecks  yeisteht  man  die  Snmme  der  Mass- 
zahlen aller  seiner  Seiten.  Da  die  n-Seiten  eines 
regulären  n-£cks  alle  einander  gleich  sind, 
ho  ist  der  Umfang  gleich  dem  n-fachen  der 
Masszahl  einer  seiner  Seiten.  In  Bücksicht  der 
in  der  Erkl.  582  erwähnten  Bezeichnungsweisen, 
hat  man  für  den  Umfang  eines  regiilären  n-Ecks, 
welches  einem  Kreis  einbeschrieben  ist: 

1)  .  .  .  «H  =  n^Sn 

nnd  für  den  Umfang  eines  regulären  »-Ecks, 
weiches  einem  Kreis  nmbeschrieben  ist: 


2) 


Un  =  W'Äi 


Femer  hat  man  nach  der  in  Aufgabe  978 
vorgefUirten  Relation  2)  für  die  Seite  s^^ 
jenes  15-Ecks: 

b)  .  .  .  «i^  =  2.B,j.sm-jg|- 

Aus  den  Gleichungen  a)  und  b)  erhält 
man: 

A)  .  .  .  u,ß  =  30.Äi6-sinl20 

nach  welcher  Gleichung  man  in  Rücksicht 
des  für  R^^  gegebenen  Zahlenwerts  den  ge- 
suchten Umfang  berechnen  kann. 


Au^be  984.  In  einem  Kreis,  dessen 
Radius  15,4  m  lang,  ist  ein  reguläres  9-Eck 
konstruiert,  wie  gross  ist  dessen  Seite? 

Figur  878. 


Andeutung.  Nach  der  in  Aufgabe  978 
vorgeführten  Relation  2)  hat  man  für  ein 
reguläres  9-Eck,  das  einem  Kreis  ein  be- 
schrieben ist: 

1800 


«p  =  2Äp.sin 


9 


oder : 

A)  .  .  .  .  «9  =  25,. sin  200 

nach  welcher  Gleichung  man  in  Rücksicht 
des  für  B^  gegebenen  Zahlenwerts  die  ge- 
suchte Seite  8^  berechnen  kann. 


Ani^abe  985.  Der  Radius  ehies  Kreises 
ist  22,4  dm  lang;  wie  gross  ist  die  Seite  des 
demselben  einbeschriebenen  regulären  5-Ecks? 


Andeutung.    Nach  der  in  Aufgabe  978 

vorgeführten  Relation  2)  hat  man  für  ein 

reguläres  5-Eck: 

1800 


8^  =  2i2g*sm 


5 


8^  =  2Äj.sm360 


oder: 

A)  .  .  . 

nach  welcher  Gleichung  man  in  Rücksicht 
des  für  B^  gegebenen  Zahlenwerts  die  ge- 
suchte 5-Eckseite  berechnen  kann. 


Ani^be  986.  Der  Durchmesser  eines 
Kreises  ist  2r  =  1  m;  wie  gross  sind  die 
Umfange  der  diesem  Kreis  um-  und  ein- 
beschriebenen 192-Ecken? 


Erkl.  687.    Den  durch 


1800 
192 


dargestellten 


und  in  Grad  ausgedrückten  halben  Centriewinkel 
des  regulären  192-Ecks  kann  man  wie  folgt  in 
Minuten  und  Sekunden  ausdrücken: 


AuJaöBung.  Nach  der  Erkl.  586  hat  man 
für  den  Umfang  des  dem  Kreis  einbeschrie- 
benen regulären  192-Ecks: 

a)  .  .  .  Ui„  =  192 -«102 

und  für  den  Umfang  des  dem  Kreis  umbe- 
schriebenen regulären  192-Ecks: 

b)  .  .  .  ü,,,  =  192.S»,, 

Femer  hat  man  in  Rücksicht  der  Erkl.  582 
und  in  Rücksicht,    dass   der  Radius  jenes 
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180«  _  180-60'  Kreises  =  r  ist,  nach  der  in  Aufgabe  9? 

"192"  *"■      192~~  vorgeführten  Relation  2)  för  die  Seite  «.^ 

K^QQ  des  dem  Kreis  einbeschriebenen  regdSrai 

=  -TÖ9-  Minuten  192-Ecks: 

180^ 

=  56^  oder  =  Selninut.  '^  '  '  '  *'•«  =  *'-^-19r 

1'  und  nach  der  in  jener  An^be  yorgefShms 

=  66'  +  —  Eelation   4)  för  die  Seite  S^^  des  jenen 

ßQ./  Kreis  umbeschriebenen  regulären  192- 

=  66'  +  V  Ecks: 

*  1800 

=  56'  + 15"  d)  .  .  .  5i9,  =  2r.tg  -j^ 

mithin  ist:      ^^^  ^^^  ^^  Gleichungen  a)  und  c),  bezw. 

-j^  =  56'  15"  aus  den  Gleichungen  b)  und  d)  eiWÜt  man: 


Httlfsrechnnng  1. 


A)  .  .  .    «,e,  =  192.2r.sin 


192 

und 

Aus  nebenstehender  Gleichung  1)  kann  man  ___  1  o  o  180^ 

Mjga  wie  folgt  berechnen:  B)  .  .  .    U^^^  —  192-2r«tg-j^ 

^  log  u,,,  =  log  192  +  log  sin  56'  15"  Berücksichtigt  man,  dass  gemäss  der  Ad:- 

Nun  ist:  o>A.hp  • 

log  192=       2,2838012  «*°*-  ar-lm 

+  log  Bin  56'  16"  =  +  8,2138293-10*)  t,~^T  ^«7 . 

loe«.„=     10.4971305-10  ™d  dasB  nach  der  ErkL  587: 

oder:  =       0.4971306  "^  =  56' 15" 

69^  ist,  so  erhält  man  bezw.: 

3,5  1)  .  .  .   M,gj  =  192. sin  56'  15" 

mithin  ist:  2,8  ^^^ 

numlog«,9a  oder  Wj^  =  3,141452  2)  .  .  .  U^^  =  192.tg56'  15" 

Aus  diesen  Gleichungen  ergibt  sich  nack 
Hfilfsrechnung  2.  ^^  Hülfsrechnungen  1)  und  2)  bezw.: 

Aus  nebenstehender  Gleichung  2)  kann  man  A^)  .  .  .  w«,  =  3,141452  Meter 

{7.02  ^i®  ^o^fi^  berechnen:  und 

log  L\^  =  log  192  +  log  tg  56'  15"  BJ  .  .  .  ü,,^  =  3,141872  Meter 

Ntin  ist-  (Siehe  die  Erkl.  588) 

log  192=    2,2833012 
+  log  tg  56'  15"  r=    8,2138874-10*) 
log  ü,^^  =  10,4971886  —  10 

oder:  =    0,4971886 

1785 

101 
97,3 


3,7 

mithin  ist:  ^8 

uumlog  U^o'2  oder  U^^  =  3,141872 


*)  Die  Logaiitlimen  von  sJn  56*  15"  und  tg  56*  15" 
wurden  einer  log.-trig.  Tafel  entnommen,  welche  die 
Logarithmen  der  ^oniometr.  Funktionen  bis  aut  Se- 
kunden genau  enthüt. 

Erkl.  588.  Die  m  nebenstehender  Auflösung 
m  Ai)  und  B,)  verzeichneten  Werte  für  die 
Umfange  der  in  der  Aufgabe  986  erwähnten 
192-Ecke  stimmen  mit  der  irrationalen  Zahl  n 
=  3,14159265  •  •  • ,  welche  die  Masszahl  fUr  den 
Umfang  eines  Kreises  darstellt,  dessen  Durch- 
messer (2r)  gleich  der  Längeneinheit  ist, 
^18  auf  3  Dezimalen  überein. 
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Aufgabe  987.    Man  berechne  den  Inhalt 
eines  regulären  9-Eck8,   dessen  ombeschrie- 

bener  Kreis  einen  Radius  B^  von  16,45  m         ^   ^..  ^^    ^  :.  .   ^    v     ^«« 

Länge  hat.  Auflösung.    Nach  der  in  Aufgabe  978 

vorgeführten  Belation  9)   hat  man  für  ein 
Httlfsrechnmig«                          reguläres  9-Eck: 

Aus  nebenstehender  Gleichung:  p  _  9»^»      .     3600 

9.16,452       .    ,^  ^«-      2      *™     9 

^0= 2^ am  400  ^^er: 

erhält  man  F^  wie  folgt:  A)  .  .  .  .  F^  =  ^'f^^   -  sin40o 

legi?;  =  log94-2.log  16,45  +  logsin400-.  log2  ^ 

^^j^  lg^.  nach  welcher  Gleichung  man  in  Rücksicht 

log  9  =      0,9542425  ^^^  ^^^  ^9  gegebenen  Zahlenwerts  den  ge- 

2*Iog  16,45  =  2-1,2161659  =      214823318  suchten  Inhalt  berechnen  kann;  man  erhält: 
+  log  sin  400=       9,8080675  —  10  9-16,452 

130946418  -  10  ^«  = 2 ""^^ 

oder:  =      3,1946418  und  hieraus  ergibt  sich  nach  nebenstehender 

-log2  =  -0^3010800__  Hnlfsrechnung: 
logn  =       2,8936118  i)  ,.,F,  =  782,729  qm 

mithin:  50, 

numlog  F^  =  782,729 


Aufjgabe  Q88.  Man  soll  den  Inhalt  eines 
regulären  ö-Ecks  berechnen,  dessen  Seite 
2,45  m  lang  ist. 


Andeutung.    Nach  der  in  Aufgabe  978 

vorgeführten  Relation  8)  hat   man  für  ein 

reguläres  5-Eck: 

5 -.•»2  1800    . 

i^5  =  — A-ctg-^— 
»  o 

oder : 

A)  .  .  .  .  F^  =  ^^'  ctg36o 

nach  welcher  Gleichung  man  in  Rücksicht 
des  für  s  gegebenen  Zahlenwerts  den  ge- 
suchten Inhdt  F  berechnen  kann. 


Aufgabe  989.  Wie  gross  ist  der  Inhalt 
eines  regulären  7-Ecks,  dessen  Seite  21,488  dm 
misst? 


Andeutung.  Nach  der  in  Aufgabe  978 
vorgeführten  Relation  8)  hat  man  für  ein 
reguläres  7-Eck: 

r.  _  7.5,2  1800 

^7  —  —4-  •  Ctg-y- 

oder  nach  der  Erkl.  585 : 

A)  .  .  .  .  F,  =  ^^^  .  ctg  250  42'  51,48" 

nach  welcher  Gleichung  man  in  Rücksicht 
des  für  s  gegebenen  Zahlenwerts  den  ge- 
suchten Inhalt  F  berechnen  kann. 
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Aufgabe  990.  Wenn  der  Inhalt  eines 
regulären  9-Eck8  4068,42  qdm  beträgt;  wie 
gross  ist  alsdann  dessen  Seite? 


Andeutung.  Nach  der  in  Aufgabe  97^( 
voi^efährten  Relation  8)  bat  man  for  eis 
reguläres  9-Eck: 

F.  -  -4-  •  ctg-9- 

Löst  man  diese  Gleichung  in  bezug  anf 
H^  auf,  so  erhält  man: 

*'""  V  9.ctg200 

oder  nach  gehöriger  Reduktion  and  in  Rück- 
sicht der  Erkl.  15: 

A)  .  .  .  .  a,  ==  |-  >/F,.tg200 

nach  welcher  Gleichung  man  in  Rücksicht 
des  für  F^  gegebenen  Zahlenwerts  die  ge 
suchte  Seite  s^  berechnen  kann. 


Aufgabe  991.    Wie  gross  ist  der  Radius 
des    einem    solchen  regulären   12-£ck   um- 
beschriebenen Kreises,  dessen  Inhalt  192  am         .    ,     .  ^^    ,     ,      .  *  *    ^    ,    .. 
beträgt?                                                             Andeutung.    Nach. der  m  Aufgabe  9«^ 

vorgeführten  Relation  9)  hat  man  fnr  ds 
reguläres  12-Eck: 

12.  Ä,,«    .     3600 

oder: 

JF'ig  =  6Äi,2.8in300 

und  hieraus  ergibt  sidi: 


A)  .  .  .  .  Äjj  —  y  ggjj^*3Qo 

nach  welcher'  Gleichung  man  in  Rücksiclit 
des  für  F^^  gegebenen  Zahlenwerts  den  g^ 
suchten  Radius  R^^  berechnen  kann. 


Aufgabe  992.  Wie  gross  ist  die  Seite 
des  einem  Kreis  einbeschriebenen  regel- 
mässigen 12-Ecks,  wenn  die  Seite  des  diesem 
Kreis  umbeschriebenen  regulären  12-Ecks 
=  25  m  misst?  Andeutung.    Nach  der  in  Aufgabe  91? 

vorgeführten  Relation   1)  hat  man  for  ein 

reguläres  12-Eck: 

1800 
«12  =  ^i2-<»8-i2~ 

oder  : 

A)  .  .  .  .  «15  =  S,5'C0s  150 
nach  welcher  Gleichung  man  in  Rücksicht 
des  für  ^,2  gegebenen  Zahlenwerts  die  ge- 
suchte Seite  ^12  berechnen  kann. 


Aufgaben  über  die  regulären  n-£cke,  Vielecke  oder  Polygone. 
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Au&abe  993.  In  und  um  einen  Kreis, 
dessen  Radius  r  =  5  dm  misst,  ist  ein  regu- 
läres 8-Eck  konstruiert;  wie  gross  ist  der 
Unterschied  ihrer  ümfUnge  und  der  ihrer 
Inhalte? 


^    B 


Andeutung.  Nach  der  ErkL  586  und  in 
Rücksicht  nach  der  in  der  Erkl.  582  er- 
wähnten Bezeichnungsweise  hat  man  für  den 
gesuchten  Unterschied  der  auf  den  gegebenen 
Kreis  sich  beziehenden  regulären  8-Ecke: 


oder: 


CT«  — Wg  =  S'S^  —  B'S, 


a)  .  .  .  I/g  —  M«  =  8  (-S«  ~  «h) 

Die  Seiten  S^  und  s^,  siehe  Figur  374, 
kann  man  wie  folgt  bestimmen: 

Nach  der  in  Aufgabe  978  vorgeführten 
Relation  4)  hat  man  in  Rücksicht  der  Erkl.  582 : 

180» 

b)  .  .  .  s,  =  2r.tg-^ 

und  nach  der  in  Aufgabe  978  vorgeführten 
Relation  2)  hat  man  in  Rücksicht  der  ErkL  582 : 

c)  .  .  .  ö„  =  2r*sm — ^ — 

o 

Aus  den  Gleichungen  a)  bis  c)  folgt  in 
Rücksicht  der  Erkl.  584: 

l\  —  tty  =  8  [2r.tg  220  30'  —  2r.8in  22«  80*] 
und  hieraus  ergibt  sich: 
A)  .  .  U^  —  u^  =  16 r[tg 220 30'— sin 220 80'] 

nach  welcher  Gleichung  man  in  Rücksicht 
des  für  r  gegebenen  Zahlenwerts  den  ge- 
suchten Unterschied  der  Umfange  berechnen 
kann. 

Femer  hat  man  in  Rücksicht  der  Erkl.  582 
nach  den  in  Aufgabe  978  vorgeführten  Re- 
lationen 10)  und  9): 

d)  .  .  .  .  Fh  =  8.r«.tg  ^®^^ 
und 


8tS 

e)  .  .  .  .  /"y  =  — 7z —  sm 


8 
3600 


2     ~     8 

für  den  Unterschied  der  Inhalte  erhält  man 
hiemach  und  in  Rücksicht  der  Erkl.  584: 

F«  —  /„  =  8r«.tg  220  80'  —  4i«.8in  220  30' 
oder: 
B)  .  F»  —  /«  =  4r2  [2. tg 220  80'  —  sin  220  30'] 

nach  welcher  Gleichung  man  in  Rücksicht 
des  für  r  gegebenen  Zahlenwerts,  den  ge- 
suchten ITnterschied  der  Inhalte  berechnen 
kann. 


Au^abe  994.  Um  einen  Kreis,  dessen 
Radius  r  =  26,57  dm  misst,  ist  ein  reguläres 
80-£ck  konstruiert,  und  in  diesen  Kreis  ist 
ein  reguläres  160-Eck  beschrieben;  wie  gross 
ist  die  Fläche,  welche  zwischen  beiden  Poly- 
gonen liegt? 


Andeutung.    Nach  der  in  Aufgabe  978 
vorgeführten  Relation  10)  hat  man  für  den 
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Inhalt  des  dem  Kreis  ambeschriebeneQ 
Fegolären  80-EckB: 

IBQo 
a)  .  .  .  F«o  =  80.H?.tg-g^ 

ferner  hat  man  nach  der  in  jener  Aufgabe  97s 
Yorgeftihrten  Belation  9)  und  in  Eücksicht 
der  Erkl.  582  für  den  Inhalt  des  dem  Krds 
einbeschriebenen  regulären  160-Ecks: 

160. r«    .     3600 
b)..  •A6o=— 2— sm-^g^ 

Da  nun  der  gesuchte  Inhalt  F  des  Flächoh 
Stücks,  welches  zwischen  den  Um^gen  jen» 
regulären  Polygone  liegt: 

c)  .  .  .  F  =  F^  —  /ico 

ist,  so  erhält  man  in  Rücksicht  dessen  tlr 
den  gesuchten  Inhalt  F  aus  den  GleichungcB 

a)  bis  c): 

1800  380^ 

F=  80.r«.tg-^— SO.rÄ.sin-^^ 

oder  : 

A)  .  .  .  i  =  80r2  (tg  20 15' -  sin  20  150 

nach  welcher  Gleichung  man  in  EücksiciiT 
des  für  r  gegebenen  Zahlenwerts  den  g^ 
suchten  Inhalt  F  berechnen  kann. 


Aufgabe  995.  Wie  gross  ist  der  Inhalt 
des  einem  Kreis  umbeschriebenen  regulären 
72-Ecks,  wenn  der  Kreis  F  =  1800  qm  In- 
halt hat?  Auflösung.    Bezeichnet  man  den  Kadiii^ 

des  Kreises  mit  r,   so  hat  man  nach  c^ 

Hfilfsrechnmig.  Erkl.  487  die  Eelation: 

Setzt  man  in  nebenstehender  Gleichung  A)  r^-n  =z  F 

für* 

F=:  1800  ^^^  hieraus  erhält  man: 

so  erhält  man:  p 

72-1800  *)•••'"*  ^^  ":^ 

F„  =  ^^-^.tg2080'  ^ 

^  ^.  .1..   ^v  1^       .    *  1^  ^ach  der  in  Aufgabe  978  vorgeföhnea 

und  hieraus  ergibt  sich  F,,  wie  folgt:  ;ß^ij^^^jj   ^^^  ^^^  ^^  ^^^^^  ^  ^^   ^^^ 

logF„  =  log72+logl800  +  logtg2030'-log?r  K^^ig  umbeschriebene  reguläre  72-Eck: 
I^un  ist  * 

log  72=       1,8578825  b)  .  .  .  F„  =  72.,«.tg-^ 

+  log  1800=       3,2552725  "  *     72 

+  log  t«  20  SO-  =      8,6400981-10  ^„^  ^^„  Gleichongen  a)  und  b)  fol^t : 

18,7526981  —  10 

-log;r  =  ~ 0,4971499 a)  .  .  .  F„  =  ^^  .  tg2080' 

logF„=     13,2555482—10  "  tt         ^ 

oder  =      3,2555482  ^ach  welcher  Gleichung  man  in  Rncksic!.^ 

^Q^  des  für  F  gegebenen  Zahlenwerta   den  e*- 

96,4  suchten  Inhalt  des  jenem  Kreis  umbeschrie 

^.^,jjj.  7,6  benen  regulären  72-Eoks  berechnen  k«: 

*  Nach  nebenstehender  Hülfsrechnung^    ert^* 


numlog  F„  oder  F-g  =  1801,143 


man: 

1)  .  .  .  F  =  1801,148  qm 
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Aufgabe  996.  Der  Inhalt  F  eines  Kreises 
beträgt  40,60  qm;  wie  gross  ist  der  Inhalt 
des  diesem  Kreis  einbeschriebenen  regn- 
inren  18-Ecks? 


Andeatnng.  Man  berechne  zunächst  aus 
dem  gegebenen  Inhalt  F  dieses  Kreises  den 
Eadius  r  desselben  mittels  der  Relation: 

a)  .  .  .  F  =  r«;r  (siehe  Erkl.  487) 

Dann  beachte  man^  dass  nach  der  in  Auf- 
gabe 978  vorgeführten  Relation  9)  für  das 
reguläre  18-Eck  die  Relation  besteht: 

18.Ä2       .     3600 

b)  .  ..  A„  =  -2— -sm^g- 

und  dass  man  nach  dieser  Gleichung  in  Rück- 
sicht, dass  R  gleich  dem  aus  Gleichung  a) 
für  r  sich  ergebenden  Wert  ist,  den  ge- 
suchten Inhalt  /\g  berechnen  kann. 


Aufgabe  997.  Der  Umfang  IJ  eines  Kreises 
beträgt  150  m;  wie  gross  ist  der  Umfang 
des  diesem  Kreis  umbeschriebenen  regulären 
lOO-Ecks? 


Andeutung.    Aus  der  Relation: 
V  z=i2r'n  (siehe  Erkl.  460) 

erhält  man  zunächst  für  den  Radius  r  des 
Kreises : 


a) 


U 


2n 


Dann  beachte  man,  dass  nach  der  in 
Aufgabe  978  vorgeführten  Relation  4)  und 
in  Rücksicht  der  Erkl.  582  für  ein  reguläres 
100-Eck  die  Relation  besteht: 

b)  .  .  .  ^H)«  =  2'-^-iöÖ" 
Aus  Gleichung  a)  und  b)  folgt: 


5^100  =  2- 


U 

2n 


tg  10  48' 


oder : 


U 


c)  .  .  .  fif,oo  =  — •tgl0  48' 
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Da  femer  nach  der  Erkl.  586: 

^)  •  •  •   f'ioi.  =  160- 6^100 
ist,  so  folgt  aus  den  Gleichungen  c)  und  d) : 

100' U    ^  ^^,^, 
A)  .  .  .  ?7i«,»  = -^  .  tg  10  48' 


n 


nach  welcher  Gleichung  man  in  Rücksicht 
des  für  U  gegebenen  Zahlenwerts  den  ge- 
suchten Umfang  des  dem  Kreis  umbeschrie- 
benen i*egulären  lOO-Ecks  berechnen  kann. 


Aufgabe  998.  Der  Inhalt  eines  reguläi*en 
5-Ecks  beträgt  540,06  qm;  wie  gross  ist  der 
Inhalt  und  der  Umfang  des  diesem  5-Eck 
^unbeschriebenen  Kreises: 


Andeutung.  Man  berechne  zunächst  den 
Radius  R  des  dem  regulären  5-Eck  umbe- 
schriebenen Kreises;  dies  kann  man  wie  folgt: 
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Nach  der  in  Aufgabe  978  TOigefohneii 
Eelation  9)  hat  man  för  ein  regoUlreB  5-Eck: 


oder: 


fy-m      .     860Ö 


f»  =  — g—  •  sm  720 


und  hieraus  ergibt  sich: 


»>•  •■«  =  V'6iS 


8m720 

Bezeichnet  man  nunmehr  den  gesnchtea 
Inhalt  des  Kreises  mit  F^  dessen  gesnchiei 
Umfang  mit  U,  so  hat  man  nach  den  ErkL  4^7 
und  460: 

b)  .  .  .  F=  B^n 
und 

c)  .  .  .  C  =z2R'7i 

Setzt  man  in  diesen  Gleichungen  den  Wer 
für  E  aus  Gleichung  a) ,  so  erhftlt  man  die 
Gleichungen: 

'  5.  sin  720 

und 

B)  .  .  .   U=^n\f^  V\^ 

V  5«8m720 

nach  welchen  Gleichungen  man  in  BückBicL* 
des  für  f^  gegebenen  ZaJilenwerts  und  de^ 
bekannten  Werts  3,141  •  •  •  der  irrationale 
Zahl  w,  F  und  U  berechnen  kann. 


Anfjgabe  999.  Der  Umfang  eines  regu- 
lären 9-£oks  beträgt  540,608  dm ;  wie  gross 
ist  der  Inhalt  des  demselben  einbeschrie- 
benen Kreises?  Andeutung.   Man  berecline  zunächst  tfi 

Radius  r  des  dem  regulären  9-£ck  cia- 
beschriebenen  Kreises;  dies  kann  man  vi- 
folgt: 

Zwischen  dem  gegebenen  Umfang  l\  cfi 
der  Seite  S^  des  regulären  9-Ecks  be<t* 
nach  der  ErkL  586  die  Relation: 

9.S,=  C^, 
und  hieraus  erhält  man: 

9 

Femer  hat  man  nach  der  in  Aufgabe  9> 
vorgeführten  Relation  3)  für  den  Radios 
des  dem  9-Eck  einbeschriebenen  Kreises. 
. ,  S^      ,     1800 

Aus  den  Gleichungen  a)  und  b)  ergibt  des 

1) '•.  =  -J^-ctg20o 

Nach  der  Erkl.  487  hat  man  somit  t'^ 
den  gesuchten  Inhalt  F  des  Kreises: 


a)  .  .  .  5,  =  -^ 
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A)  .  .  .  JF'=:^i^.ctg20oY.7r 

nach  welcher  Gleichung  man  in  Eücksicht 
des  ilir  ^^^9  gegebenen  Zahlenwerts  den  ge- 
suchten Inhalt  F  des  dem  regulären  9-Eck 
einbeschriebenen  Kreises  berechnen  kann. 


Aufgabe  1000.  Die  Seite  s^  eines  regu- 
lären 9-£ck8  ist  12,045  m  lang;  wie  gross 
ist  der  Radius  des  einem  regulären  20-Eck 

umbeschriebenen  Kreises,   dessen  Inhalt        Andeutung.    Nach  der  in  Aufgabe  97S 
gleich  dem  Inhalt  jenes  9-Ecks  ist?  vorgeführten  Relation  8)  hat  man  für  den 

Inhalt  eines  regulären  9-Ecks: 

„        9.V     ^     1800 
n  =  -4^ctg-^ 

oder : 

a)  .  .  J<;  = -^^  ctg  200 

Femer  hat  man  nach  der  in  Aufgabe  97S 
vorgefahrten  Relation  9)  für  den  Inhalt  eine» 
regulären  20-Eck8,  in  den  Radius  R  des  dem- 
selben umbeschriebenen  Kreises  aus- 
gedrückt : 

20-Ä«       .     3600 

oder : 

b)  .  .  F,o  =  10.i2«.sinl80 

Da  zwischen  jenem  9-Eck  und  diesem 
20-Eck  die  Beziehung  bestehen  soll,  dass 
deren  Inhalte  einander  gleich  sind,  so 
ergibt  sich  in  Rücksicht  dessen  aus  den 
Gleichungen  a)  und  b)  für  i^  die  Bestim- 
mungsgleichung : 

10.i?«8inl8o  =  -^2!- .  ctg 200 
und  hieraus  erhält  man: 


oder 


»^-i/ölfslictg 
'^""  V  4. 10. sin 


200 
180 


j.)....B  =  ^y/.'^'^ 


10. sin  180 

nach  welcher  Gleichung  man  in  Rücksicht 
des  fär  s^  gegebenen  Zahlenwerts,  den  ge- 
suchten Radius  R  berechnen  kann. 


Aufjgabe  1001.    Ein  reguläres  8-Eck  hat 
nit  einem  regulären  20-Eck  gleichen  Umfang, 

svie  verhalten  sich  die  Inhalte  beider  Figuren         .^^  rr.^       -.tta.  j 

5U  einander?  Andeutung.  Zwischen  den  Umfangen  dea 

regulären  8-Ecks  und  des  regulären  20-Ecks 
besteht  gemäss  der  Aufgabe  und  nach  der 
Erkl.  586  die  Relation: 

a)  .  .  .  8.«^  =  20.«,(, 

Nach  der  in  Aufgabe  978  vorgeführten 
Relation  8)  hat  man  für  die  Inhalte  F^  und 
^20  dieser  regulären  Polygone  bezw.: 
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„        S-V       ^     1800 
F^  =  —7^  •  ctg 


8 
und 

oder: 

c)  .  .  .    F«  ~  2fi««.ctg220  30' 

und 

d).  .  .  /^,o  =  5«,o*-ctg9o 

Für  das  Verhältnis  der  Flächeninhalte  F, 
nnd  F^Q  ergibt  sich  ans  den  Gleichongen  C 
nnd  d): 

fi  _2»vctga2oa(y 

^  *  •  •  •    ^*o   ■"     5..^2ctg9o 
Setzt  man  in  dieser  Gleidmng  nach  Gki- 
chnng  a)  für: 

_  20.8,, 

oder: 

5«s, 


so  erhält  man: 

K    _2-25»8^g«ctg220  30' 
F,o   "~      6.4.«^8.ctg90 

oder: 

. .  ^F^  __  6«ctg220  30* 

^^  •  •  •    F,o   "      2.ctg90 

nach  welcher  Gleichung  man  das  gesachr- 

Verhältnis  F^:F^  berechnen  kann. 


Ani^be  1002.  Ein  reguläres  11 -Eck  hat 
mit  einem  regulären  13-Eck  gleichen  Umfang, 
der  Inhalt  des  letzteren  übertrifft  den  des 
«rsteren  um  40  qm ;  \vie  gross  sind  die  Seiten 

dieser  Figuren?  Andeutung.    Zwischen  den  Umfangende« 

regulären  ll-£cks  und  des  regulären  13-£c^' 

£iU.  589.    Setzt  man  den  aus  nebenstehen-  besteht  gemäss  der  Aufgabe  und  nach  ^ 
der  Gleichung  1)  für  «„  sich  ergebenden  Wert:  Erkl.  586  die  Relation: 

a)  .  .  .  «18  =  ^^  1)  •  •  •  ^l^n  =  13-*„ 

in  nebenstehende  Gleichung  2),  so  erhält  man:  ^   Nach  der  in  Aufj^be  978  vorgeführti 

.„  ..g      ,  -^    /'  Relation  8)  hat  man  für  die  Inhalte  /n  nci 

'/ 1  o?"   ctg  180  60^  46,15'^  =  40  4-  ^13  dieser  regulären  Polygone  bezw.: 

«der: 


11.«  «  I.          ll-«n*       ♦    180» 

"    ctg  160  21'  49,09"  *^ii  =  — 4 •=*«  ^J- 

[111  und 

j-v^  ctg  180  60' 46,15"-  13.     s             igO« 


^  ctg  16«  21'  49,09"!  =  40    oder : 
„«.^rilctgl80  60'46,16"  -  a)  .  .  .  F„  =  -ii^ctgie«21'48.(r 


^  . .,  ..    _.ll-«..* 

und 
IgO  .  b)  .  .  .  f-.,  =  ^^l^-ctgisow«.-.' 

*"*='ir'(l3*'**^'"^''*®'^^"~  Da  gemäss  der  Aufgabe   zwischen /,i 


ctg  16«  21' 49,09"!  =  40  ,,  „  18.«,.« 


ctgl60  21'49,09"^  '^^  ^\  <"«  Beziehung  besteht: 
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mitbiii:  80  ergibt  sich  aus  den  Gleichungen  a)  bis  c) 
b)  .  .  .  Ä„  =                                                   für  5ji  und  6j3   die  weitere  Bestimmungs- 
16Ö gkichung: 

11 .  (ü  ctg  13050' 46,15"  -  ctg  16021'49,09")   2)  .  .  .  ^?^  •  ctg  13o  60'  46,15"  = 

^-jii^  ctg  160  21'  49^09"  +  40 

Die  Gleichungen  1)  und  2)  enthalten  die 
zu  berechnenden  Seiten  ^^j  und  s^^;  man  hat 
somit  zwei  Gleichungen  mit  zwei  Unbekannten, 
aus  welchen  man  jede  der  Unbekannten  be- 
rechnen kann. 

Nach  der  ErkL  589  erhält  man  aus  diesen 
Gleichungen  z.  B.  fUr: 

«....„=-■        ^ 


■■■=Viü 


(ji  ctg  130  50'  46,15"  —  ctg  160  21'  49,09") 
wonach  8^y  berechnet  werden  kann. 


Aufgabe  1003.  Ein  reguläres  7-Eck  und 
ein  reguläres  9-Eck  haben  je  die  Seite  a 
=  12  m;  man  soll  den  Unterschied  der  Um- 
fange, sowie  den  Unterschied  der  Inlialte 
beider  regulärer  Polygone  berechnen.  Andeutung.    Gemäss  der  Aufgabe  ist: 

1)  .  .  .  «^  =  9j^  =  a 

Nach  der  Erkl.  586  ist: 

und 

für  die  gesuchte  Differenz  der  Umfönge  hat 
man  somit: 

a)  .  .  .  K^  —  Wy  =  9'8q  —  7-öy 

hieraus  erhält  man  in  Bticksicht  der  Glei- 
chung 1): 

A)  .  .  .  Up-— «7  =  (9  —  7)-a  oder  =  2a 

nach  welcher  Gleichung  man  in  Rücksicht 
des  für  a  gegebenen  Zahlenwerts  den  ge- 
suchten Unterschied  der  beiden  Umfange  be- 
rechnen kann. 

Nach  der  in  Aufgabe  978  vorgeführten 
Relation  8)  hat  man  ferner  bezw.: 


und 


_,        7«,«      ^     1800 
^7  =  — r--ctg— =r- 


_,        9. «^2      ^     1800 


Fnr  die  gesuchte  Differenz  der  Inhalte 
hat  man  somit: 

^.  -  ^7  =  -4-  •  ctg  — —  ctg  -^^ 

und  hieraus  erhält  man  in  Rücksicht  der 
Gleichung  1),  sowie  der  Erkl.  585  und  nach 
gehöriger  Reduktion: 
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A)  .  .  .  Fo  — F-  =  -^(9.ctg200  — 7.ctg25O42'51,43'0 

4 

nach  welcher  Gleichnng  man  in  Rücksicht 
des  fiir  a  gegebenen  Zahlenwerts  den  ge 
Süchten  Unterschied  der  beiden  Inhalte  be- 
rechnen kann. 


Aufgabe  1004.  Der  Flächeninhalt  eines 
regulären  7-Ecks  beträgt  200  qm;  wie  gross 
ist  der  Inhalt  des  regulären  8-Ecks,  welches 
man   in   den  jenem  7-Eck  umbeschriebenen 

Kreis  konstruieren  kann?  Andentung.    Nach  der  in  Aufgabe  91^ 

vorgeführten  Relation  9)  hat  man  für  die 
Inhalte  der  einem  Kreis  mit  dem  Badins  ^ 
einbeschriebenen  7-  und  8-Ecke,  bezw.: 

y-Ä«      .     3600 


a)  .  .  .  Fy  =  — 5 —  •  sin 


2  7 

und 

.,  ^         S-ifi       .     3600 


2  8 

Aus  Gleichung  a)  erhält  man: 


d)  .  ,  .  Ä2  = 


7  «•«  360Ö 

7*sm 


7 

Setzt  man  diesen  Wert  für  H^  in  Glei- 
chung b),  so  erhält  man  für  den  gesneliieD 
Inhalt  I^: 


8-2. jP-  .     3600 

2-7. sin^^  ^ 


oder: 


7 


^F^'Sal-^ 


A)       .      .      .      .        F^     —  3Qjy, 

7-sm-^ 

nach  welcher  Gleichung  man  in  Ruekädit 
des  für  Ej  gegebenen  Zahlenwerts  F^  ^ 
rechnen  kann. 


Aufgabe  1005.     Der  Inhalt  eines  regu-        Andeutung.  Die  Auflösung  dieser  Aufgabe  h 
lären  22-Ecks  ist  F  =  48,6793  qm;  wie  gross  ga^z  analog  der  Auflösung  der  Aufgabe  im 
ist  der  Inhalt  des  regulären  7-Ecks  in  dem- 
selben Kreis?  

Aufgabe  1006.   Der  Umfang  eines  regu- 
lären 9-Ecks  beträgt  94,5  m;   wie  gross  ist 

der  Umfang  des  regulären  15-Ecks  in  dem-         .,^  xti-j      t^h^««-* 

selben  Kreis?  Andeutung.    Nach  der  Erkl.  586  ist: 

und 

«16  =  15 -«16 

hieraus  ergibt  sich  bezw.: 


a )  •  •  •    oq 


Uc 


9 
und 

b)  .  .  .  s 


16_ 

15   -      Iß 


Preisgekrönt  in  Frankfurt  a.  M.  1881, 

Der  ausführliche  Prospekt  nnd  das  ausführliche  Inhalts- 
Terzelchnis  der  „YoUständig  gelösten  Anfgabensammliiiig  Yon 
Dr.  Ad.  Kleyer**  kann  Yon  jeder  Bnchliandlnng,  sowie  Yon  der 
Verlagshandlnng  gratis  und  portofrei  bezogen  werden. 

Bemerkt  sei  hier  nur: 

1).  Jedes  Heft  ist  aufgeschnitten  und  gut  hrochiert  um  den  sofortigen  und  dauern* 
den  Gebranch  zn  gestatten. 

2).  Jedes  Kapitel  enthält  sein  besonderes  Titelblatt,  Inhaltsverzeichnis,  Berichtigungen 
und  Erklämngen  am  Schlosse  desselben. 

3).  Auf  jedes  einzelne  Kapitel  kann  abonniert  werden. 

4).  Monatlich  erscheinen  3 — 4  Hefte  zu  dem  Abonnementepreiae  von  25  Pfg.  pro  Heft 

5).  Die  Beihenfolge  der  Hefte  im  nachstehenden,  kurz  angedeuteten  Inhaltsver- 
zeichnis ist,  wie  aus  dem  Prospekt  ersichtlich,  ohne  Jede  Bedeutung 
für  die  Interessenten. 

6).  Das  Werk  enthält  Alles,  was  sich  überhaupt  auf  mathematische  Wissenschaften 
bezieht,  alle  Lehrsätze,  Formeh  und  Begeh  etc.  mit  Beweisen,  alle  praktischen 
Aufgaben  in  vollständig  gelöster  Form  mit  Anhängen  ungelöster  analoger  Auf- 
gaben und  vielen  vortrefllichen  Figuren. 

7).  Das  Werk  ist  ein  praktisches  Lehrbuch  fOr  Schüler  aller  Schulen,  das 
beste  Handbuch  für  Lehrer  und  Examinatoren,  das  vorzüglichste  Lehrbuch 
8um  Selbststudium,  das  vortrefTlichste  Nachschlagebuch  fOr  Fachleute  und 
Techniker  jeder  Art. 

8).  Alle  Buchbandlungen  nehmen  Bestellungen  entegen. 


Das  vollständige 

Inhaltsyerzeichnis 

der  bis  jetzt  erschienenen  Hefte 

kann  durch  jede  Buchhandlung  bezogen  werden. 


Halbjährlich  erscheinen  Nachträge  Über  die  inzwischen  neu  erschienenen  Hefte. 


Dvmk  TOB  Osrl  Hftmmer  ia  Stoltcmft 


Vollständiff  gelöste 


Aufgaben-  Sammlung 


--  nebst  Anhängen  ungelöster  Aufgaben,  fGr  den  Schul-  &  Selbstunterricht  - 

mit 

iB^be  imd  Entiicklnng  der  benntzten  S&tze,  Formeln,  Regeln,  In  Fragen  nnd  Antworten 

erlftatert  durch 

viele  Holzschnitte  &  lithograph.  Tafeln, 

ans  allen  Zweigen 

der  Rechenlninsty  der  niederen  (Algebra,  Planimetrie,  Stereometrie,  ebenen  n.  sph&rischen 
Trigonometrie,  synthetischen  Geometrie  etc.)  n.  höheren  Mathematik  (höhere  Anaiysis, 
Differential-  n.  Integral-Rechnung,  analytische  Geometrie  der  Ebene  u.  des  Baumes  etc.);  — 
aoB  allen  Zweigen  der  Physik ,  Mechanik ,  Graphostatik,  Chemie ,  GeodAsie,  Nautik, 
mathemat.  Geographie,  Astronomie;  des  Maschinen-,  Strassen«,  Eisenbalin-,  Wasser-, 
Brücken-  n«  Hochban's;  der  Konstmktionslehren  als:  darstelL  Geometrie,  Polar-  n. 

Parallel-PerspektlTe,  Schattenkonstmktlonen  etc.  etc. 

für 

Schüler,  Studierende,  Kandidaten,  Lehrer,  Techniker  jeder  Art,  Hilit&rs  etc. 

zum  einzig  richtigen  und  erfolgreiclien 

Studium,  zur  Forthülfo  bei  Schularbeiten  und  zur  rationellen  Verwertung 

der  exiükten  Wissenschaften, 

herausgegeben  von 

]ir#  Adolph  Kleyer^ 

Mathematiker,  Tereideter  kOnigl.  preaes.  Feldmesser,  vereideter  grossh.  hessischer  Oeomeier  I.  Klasse 

in  Frankfurt  a.  ML 
unter  Mitwirkung  der  bewährtesten  Er&fte. 
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Aufgaben  Aber  die  regulären  n-Kcke,  Yielecke  oder  Polygone,  Fcrtsetsung.    —   Aufgaben  Aber  das 

Sehnenviereck. 
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Das  vollständige  Inhaltsverzeichnis  der  bis  jetzt  erschienenen  Hefte  kann 
durch  jede  Buchhandlung  bezogen  werden. 


in  Frankfurt  a.  H.  1881. 


PROSPEKT. 


Dieses  Werk,  welchem  kein  UinUches  rar  Seite  steht,  erscheint  monatlich  ia 
Heften  ra  dem  billigeii  Preise  von  25  ^  pro  Heft  nnd  bringt  eine  Sammlang  der  wichtig 
sten  und  praktischsten  Aufgaben  ans  dem  Gesamtgebiete  der  Mathematik,  Physik, 
Meehanik,  math«  Geographie,  Astronomiei  des  Masehinen-|  Strassen-,  Eisenbalui-, 
Brfteken-  nnd  Hoehbanes,  des  konstmktlTen  Zeichnens  etc.  etc.  und  zwar  in  Tollstiadig 
gelMer  Form,  mit  Tielen  Figuren,  Erkl&rnngen  nebst  Angabe  und  Entwiekelnnir  ^^ 
benntiten  Sitze,  Formeln,  Regeln  in  Fragen  mit  Antworten  etc.,  so  dass  die  L<Vtang 
Jedermann  Terst&ndlich  sein  kann,  besw.  wird,  wenn  eine  grössere  Anzahl  der  Heft«  er- 
schienen ist,  da  dieselben  sieh  in  ihrer  Gesamtheit  ergänzen  und  alsdann  andi  alle 
Teile  der  reinen  nnd  angewandten  Mathematik  —  nach  besonderen  selbstftndigen  Kapi- 
teln angeordnet  —  vorliegen. 

Fast  jedem  Hefte  ist  ein  Anhang  von  nngelüsten  Aufgaben  beigegeben,  welche  der 
eigenen  Ltanng  (in  analoger  Form,  wie  die  bezOglichen  gelösten  Aufgaben)  des  Studierenden 
Oberlassen  bleiben,  und  zugleich  von  den  Herren  Lehrern  ftkr  den  Schulunterridit  benutzt 
werden  können.  —  Die  LSsungen  hierra  werden  später  in  besonderen  Heften  fbr  die  Hand  des 
Lehrers  erscheinen.  Am  Schlüsse  eines  jeden  Kapitel»  gelangen:  Titelblatt,  Inhaltsrerselek- 
nis,  Beriehtignngen  und  erl&utemde  ErkISmngen  über  das  betreffende  Kapitel  zur  Ausgabe. 

Das  Werk  behandelt  sunftchst  den  Hauptbestandteil  des  mathematisch-natorwiaaen- 
schaftlichen  ünterrichtsplanes  folgender  Schulen:  Bealschnlen  I.  nnd  II.  Ord.,  gleick- 
berechtigten  hliheren  Bllrgersehulen,  PrlTatsehulen^  Gymnasien,  RealgjmnasieB,  Pre- 
gymnasien,  Sehullehrer- Seminaren,  Polytechniken,  Teehniken,  Baugewerlndiiden, 
Gewerbeschulen,  Handelsschulen,  teehn.  Torbereltnngsschulen  aUer  Arten,  gewerbliche 
Fortbildnngssehnlen,  Akademien,  UniTorsitäten ,  Land-  und  Forstwissensehaftsa^olen, 
Milltlrsehnlen,  Torbereltnngs-Anstalten  aller  Arten  als  a.  B.  für  das  Bii^ikrlg-Frei* 
willige-  nnd  Offlsiers*Examen,  etc. 

Die  Sehtiler,  Studierenden  und  Kandidaten  der  mathematischen,  technischen  nnd 
naturwissenschaftlichen  Fächer,  werden  durch  diese.  Sehritt  für  Sehritt  geltete,  Aufgaben- 
sammlung inunerwihrend  an  ihre  in  der  Schule  erworbenen  oder  nur  gehörten  Theorien  etc. 
erinnert  und  wird  ihnen  hiermit  der  Weg  zum  unfehlbaren  Auffinden  der  Lösungen  der- 
jenigen Aufgaben  gezeigt,  welche  sie  bei  ihren  Prllftingen  zu  lösen  haben,  zugleich  aber  noch 
die  flberans  grosse  Fmehtbarkeit  der  mathematischen  Wissenschaften  vorgeführt 

Dem  Lehrer  soll  mit  dieser  Aufgabensammlung  eine  kräftige  Stütze  fttr  den  Schul- 
unterricht geboten  werden,  indem  zur  Erlernung  des  praktlsehen  Teiles  der  mathematiacheB 
Disdplinen  —  inn  Auflösen  Ton  Aufgaben  —  in  den  meisten  Schulen  oft  keine  Zdt  er- 
flbrigt  werden  kann,  hiermit  aber  dem  SchOler  bei  seinen  h&uslichen  Arbeiten  eine  toD- 
st&ndige  Anleitung  in  die  H&nde  gegeben  wird,  entsprechende  Aufgaben  in  ISsen,  die  ge- 
habten Regeln,  Formeln,  Sätze  etc.  anzuwenden  und  praktisch  zu  Torwerten.  Lnat,  Liebe 
und  Terständnis  für  den  Schal-Unterricht  wird  dadurch  erhalten  und  belebt  werden. 

Den  Ingenieuren,  Architekten,  Technikern  und  Fachgenessen  aller  Art,  Militärs 
etc.  etc.  soll  diese  Sammlung  zur  AnfTHsehnng  der  erworbenen  und  Tielleicht  rergessenen 
mathematischen  Kenntnisse  dienen  und  zugleich  durch  ihie  praktischen  in  allen  Benlli- 
zweigen  Torkommenden  Anwendungen  einem  toten  Kapitale  lebendige  Kraft  terleihen  nnd 
Bozdt  den  Antrieb  ra  weiteren  praktischen  Terwertungen  und  weiteren  Fersekungen  geben. 

Alle  Buchhandlungen  nehmen  Bestellungen  entgegen.  Wichtige  und  praktische  Anf- 
gaben  werden  mit  Dank  tou  der  Redaktioa  entgegengenommen  nnd  mit  Angabe  der  HaaeB 
isihirilsl  —  Wunsche,  Fragen  etc.,  welche  die  Redaktion  betreffen,  nimmt  der  Yerfuser, 
Dr.  Kleyer,  Frankftirt  a.  M.  FisekerfeldstraaBe  li,  entgegen  und  wird  deren  Srledigung 
tknnlichst  berflcksichtlgt 
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Ferner  bestehen  in  bezug  anf  denselben 
Kreis  mit  dem  Eadins  i?,  nach  der  in  Auf- 
gabe 978  vorgeführten  Relation  2)  nnd  in 
Rücksicht  der  Gleichungen  a)  und  b),  die 
Relationen: 

c)   ....  -^  =  ^R'Sin — ^ — 
und 

lo  16 

Setzt  man  den  ans  Gleichung  c)  für  ß 
sich  ergebenden  Wert: 

Wo 


Ä  = 


2.9. sin  ^^ 


9 

in  Gleichung  d),  so  erhält  man  für  u^^  die 
Bestimmungsgleichung : 

"15  _  o  «0  .     1800 


=  2 ^  .^   .  sin 


15  2.9.8ini^  16 

oder: 

15.Ko*8inl2o  j 

^^'  '  '  "•*  "      9. sin  200 

nach  welcher  Gleichung  man  in  Rücksicht 
des  für  u^  gegebenen  Zahlenwertg,  den  ge- 
stellten Umfang  u^r,  berechnen  kann. 


Aufgabe  1007.  Wie  gross  ist  der  Inhalt 
des  regulären  lO-Ecks,  dessen  Umfang  gleich 
dem  Umfang  eines  Sektors  ist,  von  dem  der 
Centriewkkel  a  =  36^  und  der  zugehörige 

Bogen  =  n  oder  3,141956  m  beträgt?  ^  a    4.  vr    i.  ;i      •     a  ^^    v    o^o 

Andeutung.    Nach  der  m  Aufgabe  978 

vorgeführten  Relation  8)  hat  man  für  ein 

reguläres  10-£ck: 

A)  .  .  .  i',0  —  — j Ctg     ^^ 

nach  welcher  Gleichung  man  den  gesuchten 
Inhalt  F^Q  berechnen  könnte,  wenn  die  Seite  s^^ 
bekannt  wäre;  diese  Seite  kann  man  aber 
wie  folgt  berechnen: 

Für  den  Umfang  u^q  des  regulären  10-Ecks 
hat  man  nach  der  Erkl.  586: 

1)    .    .    .    M,„  =  10. »,o 

Femer  hat  man  für  den  Umfang  U  eines 
Kreissektors,  dessen  Radios  mit  r^  bezeichnet 
sei  und  dessen  Centriewinkel  a  ist: 

a)  .  .  .   r/  =  boga-|-2.rj 
Da  nun  gemäss  der  Aufgabe: 

b)  .  .  .  boga  ^  71 
und  da  nach  der  Erkl.  461: 

ftO 

ist,  und  sich  hieraus: 

_  bog»      1800 

C)  .   .   .   Tj  —       ^        .       ^ 
Kleyer,  Ebene  Trigonometrie.  45 
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ergibt,  so  erhält  man  in  Rücksicht  der  Glei- 
chungen b)  nnd  c)  ans  Gleichung  a): 


n 


?7  =  ff  +  2.— 
n 


1800 
«0 


oder: 


2)  .  .   U=zn  + 


3600 


Da  femer  gemäss  der  Aufgabe   die  Be- 
ziehung besteht: 

3)  .  .  .  «jo  =  ^ 
so  ergibt  sich  in  Rücksicht  dessen  aus  dee 
Gleichungen  1)  und  2)  die  Relation: 

10-»,o  =  ^H — ^ 
und  hieraus  erhält  man: 

,    360' 

nach  welcher  Gleichung  man  in  Rücksick 
des  für  a  gegebenen  Zahlenwerts  die  Seite 
des  regulären  10-£cks  berechnen  kann. 


Aufgabe  1008.  Man  soll  die  Seite  eines 
regulären  18-Ecks  berechnen,  dessen  Inhalt 
gleich  dem  eines  £j*eises  ist,  in  welchem  zu 
einer  Sehne  von  a  =  22  m  ein  Centriewinkel 
von  a  =  36®  20'  gehört. 


Andeutung.  Nach  der  in  Aufgabe  97*^ 
vorgeführten  Relation  8)  hat  man  für  eii 
reguläres  18-Eck: 


i^i8  =  — j^-ctg 
und  hieraus  erhält  man: 


1800 
18 


oder: 


«.,=\A 


4^, 


lA 


18. ctg  100 


1) 


'IH 


3   V      2 


tglOO 


nach  welcher  Gleichung  man  die  gpesucLt: 
Seite  5]8  berechnen  könnte,  wenn  JF^^  be- 
kannt wäre.  Diesen  Inhalt  kann  man  abe: 
wie  folgt  berechnen: 

Zwischen  dem  Inhalt  F^^  und  dem  1&* 
halt  F  des  gedachten  Kreises  besteht  gemTu^ 
der  Aufgabe  die  Relation: 

F,,  =  F 

oder,  wenn  man  den  Radius  des  gedachtet 
Kreises  mit  r,  bezeichnet  und  die  ErkL  4^T 
berücksichtigt,  die  Relation: 

a)  .  .  .  Fl«  =  ri-n 

Da  nun  nach  der  in  Andeutung  zur  Aci- 
gäbe  798  aufgestellten  Gleichung  A)  zwiscbe 
dem  Radius  r^  des  Kreises,  der  gegebaie:^ 
Sehne  a  und  dem  zu  derselben  gehöriges 
und  gegebenen  Centriewinkel  a  die  Kelati<i 
besteht: 
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d)  .  .  .  J'i  = 


2ßin| 


80  erhält  mm  hiernach  ans  Gleichung  a)  für 


den  Inhalt  F^^: 


2)    •    •    .    -'^IB   — 


4.8in2^ 


Aus  den  Gleichungen  1)  nnd  2)  ergibt  sich: 


—  A  1  /"g^  -  TT  » tg  IQQ 

""  3     y    2.4.8in2-| 


oder: 

"        88m|      V        2 

nach  welcher  Gleichung  man  die  gesachte 
Seite  «18  aus  den  gegebenen  Stücken  a  und 
a  berechnen  kann. 


Aufgabe  1009.  Der  Radios  eines  Kreises 
misst  20  m;  in  diesen  Kreis  ist  ein  regu- 
läres Polygon  konstmiert,  welches  405  Dia- 
gonalen hat;  man  soll  die  Seite  dieses  regu- 
lären Polygons  berechnen.  Andeutung.    ^^lan  berechne  zunächst  die 

Seitenzahl  des  regulären  Polygons.  Bezeichnet 
man  dieselbe  durch  n,  so  hat  man  nach  der 
Erkl.  589  a  für  n  die  Bestimmungsgleichung: 

n  (n  —  8^ 

Erkl.  589  a.     Ein  planimetrischer  Lehrsatz  a)  .  .  .  . =  405 

heisst ' 

"  Die  Anzahl  aämtUcher  Diagonalen  eines        ^^*  ^^  ^"^^  ^^^^^^  Gleichung«  berechnet, 
„Die  Anzahl  «^»"^tüchw  Diagonalen  emes  ^  beachte  man  im  weiteren,  dass  nach  der 

«-Ecks  ist  r=  -5^— — ^.«  in  Aufgabe  978  vorgeführten  Relation  2)  die 

Beziehung  besteht: 
(Siehe  die  Teile  der  Encyklopädie,  welche  XSqo 

über  Planimetrie  handeln.)  b)  .  .  .  .  s«  =  2Ä«8in 

nach  welcher  Gleichung  man  in  Rücksicht 
des  für  J?  gegebenen  und  des  aus  Gleichung  a) 
für  n  gefundenen  Werts  die  gesuchte  Seite  Sn 
berechnen  kann. 


Aufgabe  1010.  Man  soll  nachweisen, 
dass  zwischen  der  Masszahl  d^  einer  Dia- 
gonale eines  regulären  5-Ecks  und  der  Mass- 
zahl «5  einer  Seite  desselben  die  Relation 

besteht:  Auflösung.    Die  Diagonale  BD  und  die 

dg :  «g  =  28m  540 : 1  Seiten  BC  und  CD,  des  durch  die  Figur  375 

dargestellten  regulären  5-Ecks,  siehe  Erkl  590, 
bilden  das  gleichschenklige  Dreieck^cA 
Der  Scheitelwinkel  ^(7Z>  dieses  gleichschenk- 

ligen  Dreiecks  ist  nach  der  Erkl.  591  =  y  ^^ 

oder  =108^,  jeder  der  Basiswinkel  dieses 
Dreiecks  ist  somit: 
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= -5- .  (1800  — 1080) 

oder:  =  36o 

wie  in  der  Figur  375  angedeutet 

Nach    der  in  Aufgabe  64    aofgestdlteD 

Formel  58  besteht  zwischen  dem  Schenkt  ^t^, 

der  Basis  d^  nnd  dem  Scheitelwinkel  lOS"' 

des    gleichsdienkligen   Dreiecks   BCD   die 

Relation : 

^       o       .1080 
d^  =  2.«6.8m— ^ 

oder: 

1)  .  .  dß  =  2-«5.sin540 

nnd  hieraus  ergibt  sich  die  zu  beweisende 

Relation: 

A)  .  .  .  dg  :  «5  =:  28in  540 : 1 


Erkl*  590,     Ein  planimetrischer  Lehrsatz 
heisst: 

„Die  sämtlichen  Diagonalen  eines  regu- 
lären 5-Eck8  sind  einander  gleich.'' 


Erkl«  591*      Ein  planimetrischer  Lehrsatz 

heisst: 

„In  jedem  regulären  n-Eck  ist  jeder 

2'n~4 
Winkel  desselben  =  ^  R  oder  = 


n 


2-n  — 4 


n 


900.' 


(Siehe  die  Erkl.  592  und  574.) 

Nach  diesem  Satz  ist  jeder  Winkel  eines 

2.5 4  g 

regulären  5-Ecks  =  — - —  Ä  oder  =  —  Ä 

oder  =  -^ .  900  oder  =  IO80. 
o 


Erkl«  598«     Ein  planimetrischer  Lehrsatz 
heisst: 

„In  jedem  n-Eck  ist  die  Summe  aller  Winkel 
=  (2.n--4)i?  oder  =  (2.n--4)  •  900.« 


Anfjgabe  1011.    Die  Diagonale  eines  regu- 
lären 5-Ecks  ist  20,56  dm  lang;   wie  gross 

ist  der  Inhalt  desselben?  Andeutung.    Aus  der  in  Aufgabe  lOlo 

vorgeführten  Relation  ergibt  sich: 

a)   .  .  .  «6  = 


2-s]n54o 

Femer  hat  man  nach  der  in  Aufgabe  97^ 
vorgeführten  Relation  8)  für  ein  regnlSres 
5-Eck : 

_  6^      .     1800 

4 


b) 


.    .    1^5  = 


ctg 


Aus  den  Gleichungen  a)  und  b)  folgt 


öd,« 


^*  ^"4. 4  sin«  540 


ctg  3^0 


4 
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d. 


oder: 

A)  .  .  .  .  F^=z  6.ctg36oY— J   ^.^ 

nach  welcher  Gleichuig  man  in  Rücksicht 
des  für  d^  gegebenen  Zahlenwerts  den  ge- 
suchten Inhalt  berechnen  kann. 


■)' 


Aufgabe  1012.  Die  Seite  eines  regulären 
10-Ecks  misst  14,05  dm;  wie  gross  ist  der  Ba- 
dias  des  demselben  umbeschriebenen  Kreises? 

Figur  376. 


Andeutung.  Nach  der  in  Aufgabe  978 
vorgeführten  Kelation  1)  hat  man  für  ein 
reguläres  10-Eck: 


R  = 


8 


10 


fi'Sin 


oder: 
A)  .  . 


i8(y> 

10 


1?  = 


8 


10 


Erkl«  598«     Ein  planimetrischer  Lehrsatz 
heisst: 

„Die  Seite  des  einem  Kreis  einbeschriebe- 
nen regulären  10-Ecks  ist  die  mittlere 
geometrische  Proportionale  zwischen  dem 
Badius  und  der  Differenz  des  Kadius  und 
der  10-Eckseite.'' 

Nach  diesem  Satz  besteht  die  Proportion: 

1)  .  .  .  Ä :  .<»,o  =  «10 :  (^  —  «lo) 
Der  Beweis  dieses  Satzes  ergibt  sich  aus  der 
Aehnlichkeit  der  Dreiecke  MAB  und  AB a  ia 
der  Figur  876.    (Siehe  die  Teile  der  Encyklo- 
pädie,  welche  über  die  Planimetrie  handeln.) 


2-8inl80 

nach  welcher  Gleichung  man  in  Bücksicht 
des  für  s^f^  gegebenen  Zahlenwerts  den  ge- 
suchten Badius  berechnen  kann. 

Man  kann  auch  den  in  der  ErkL  593  an- 
geföhrten  planimetrischen  Satz  benutzen;  nach 
demselben  ist: 

Ä :  «,o  =  «10  •  (^  —  «lo) 

und  hieraus  ergibt  sich  nach  der  Erkl.  594: 

B)...J?  =  ^(1+1/5) 

nach  welcher  Gleichung  man  den  gesuchten 
Badius  ohne  goniometr.  Funktion  berechnen 
kann. 


Erkl«  594.    Aus  der  Proportion: 

1)  .  .  .  i? :  «10  =  «,o  •  (Ä  —  »lo) 
erhält  man  R  wie  folgt: 


/?«--Ä.«io  =  «io« 


i^^-i^-io+(^y  =  *io«  +  (^J 


».0*  + 


R--^  =  ±V^* 
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Ö«A  ,  8 


^±^^5 


B  = 
mithin : 
2)..  .Ä  =  :^(i+V5-) 


2 


2 


b)  Aufgaben  über  das  Sehnenviereck. 

Aufgabe  1013.  Man  soll  nachweisen,  dass 
zwischen  den  Winkeln  a,  ß,  y  und  ö  eines 
Sehnenvierecks  und  den  vier  Seiten  a,  6,  c 
und  d  desselben  folgende  Eelationen  bestehen: 

a2-|-(i2— 62  — c2 


1) 

2) 
3) 
4) 


cos«  = 


cos/5  = 


cosy  =: 


C08(F  = 


2  (ad  +  6c) 

a2-[-fe2  — c2~d2 

2(a6  +  cd) 

62-[-c2->-a2  — (ff 

2(6c  +  fl<0 
2(cd  +  a6) 


Figur  877. 


Erkl.595.  Unter  einem  „Sehnenviereck" 
versteht  man  ein  solches  Viereck,  dessen  Seiten 
Sehnen  eines  Kreises  sind. 

Hat  hiemach  ein  Viereck  die  Eigenschaft, 

dass  man  um  dasselbe  einen  Kreis  konstruieren  /i2-l-#£2 m s 

kann,  oder  besser  gesagt,  dass  man  einen  Kreis   i)  ,  .  .  cos«  =       '      — L 

konstruieren  kann,  dessen  Peripherie  durch  die  2{ad-\-hc) 

Ecken  jenes  Vierecks  geht,  so  ist  jenes  Viereck 
ein  Sehnenviereck. 


Auflösung.  Die  Richtigkeit  der  in  der 
Aufgabe  vorgeführten  Relationen  kann  mau 
wie  folgt  darthun: 

In  Figur  877  stellt  ÄBCD  ein  dem  Kreis 
um  If  e  i  n  b  e  8  c  h  r  1  e  b  e  n  e  s,  im  übrigen  beliebi|:es 
Viereck  dar.  Dieses  Viereck  ist  nach  der  ErkL  5^? 
ein  sog.  Sehnen  vier  eck.  Zieht  man  in  des- 
selben die  Diagonale  BD  (=  /),  so  ergibt  si^^ 
für  diese  Diagonale  /  nach  dem  Projektioussaa 
aus  dem  Dreieck  AB  Di 

a)  .  .  .  /«  =  a«  +  d2  — 2ad.co8a 
und  aus  dem  Dreieck  BCD: 

b)  .  .  .  /«  =  b^  +  c^  —  ^hecosy 

Aus  diesen  beiden  Gleichungen  folgt  zunächst 

c)  .  a2-|-eff— 2a(i.coso  =  62-|_(.2_26c.co5:/ 

Berücksichtigt  man  nunmehr,  dass  nacb  der 
Erkl.  596: 

a  +  y=z2B 
mithin: 

d)  .  .  .  y  =  2Ä  — « 
ist,  dass  also  hiemach: 

e)  .  .  .  cosy  =  cos  (2  B  — - «) 
und  dass  nach  der  Erkl.  94: 

f)  .  .  .  cos(2jB— «)  =  — cos« 

gesetzt  werden  kann,  so  erhalt  man  in  BUck- 
sidit  dessen  aus  Gleichung  c): 

a«  +  <Z«  — 2a(f«C08a  =  h^-^e^  —  ^hc-  —  cost 

oder: 

a2-f-d2  — 2a(J.cosa  =  b^  +  c^  +  Sthe-CMa 

und  hieraus  ergibt  sich  die  zu  beweisende  Ee- 
lation : 


In  ganz  analoger  Weise  kann  man  die  'Bt- 
lationen  2)  bis  4)  herleiten.  (Siehe  die  Erkl.  597.* 


Erkl.  596*  Ein  planimetrischer  Lehrsatz 
heisst: 

„In  jedem  Sehnenviereck  beträgt  die 
Summe  je  zweier  gegenüberliegender  Win- 
kel 2R  oder  180o." 

Erkl.  597.  Aus  der  Analogie  der  in  der 
Aufgabe  1018  vorgeführten  Relationen  kann 
man  den  Satz  ableiten: 

„In  jedem  Sehnenviereck  ist  der  Kosinus 
irgend  eines  Winkels  gleich  der  Summe 
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der  Quadrate  der  ihn  einschliessenden 
Seiten,  weniger  der  Summe  der  Quadrate 
der  Gegenseiten,  dividiert  durch  die  dop- 
pelte Summe  der  Produkte,  gebildet  je 
aus  den  einschliessenden  und  den  gegen- 
überliegenden Seiten.^ 


Aufjgabe  1014.  Man  soll  nachweisen,  dass 
zwischen  den  Winkeln  a,  |3,  /  und  d  eines 
Sebnenvierecks,  den  Seiten  a,  b^  c  und  d 

sowie    der   halben  Summe  s  dieser  Seiten        Auflösung.    Die  Richtigkeit  der  in  der 
nachfolgende  Relationen  bestehen:  Aufgabe  vorgeführten  Relationen  kann  man 

wie  folgt  darthun: 

1)  .  .  .  .  sm—  —  y       ad  +  bc  A)  Beweis  der  Belaüonen  1)  bis  4): 

2^  «in  f^  -  ^/^EK^EM  rn^SÄ^^^^^  ^^  angeführten  gonio- 

J)  .  .  .  .   sin -t;-  =  1/ r — ; — - — -  mctrisciien  i^ormel  ist: 

2         V         ab-\-cd  ri 

\ •    "  _  1  / 1  —  cos  « 

3)....sin|.  =  A/<--^^^--'->  a)...sm^_y-^ 

J         r        oc^aa  Setzt  man  in  dieser  Relation  nach  der  in 

jt  n w Ti  Aufgabe  1018  vorgeführten  Relation  1): 

4)  .  ...   8in-|-  =  V^Lu   7  >.^  02  +  ^2^52- c« 

2         y        cd -4- ab  b)  .  .  .  cos«  = '.,,,. — 

\ 2{ad-\-bc) 

a        ^f(s—b)(8  —  c)  so  erhält  man: 

5)  .  .  .  .  cos-ö"  =  V  - — -^-zrii — - 

2         y        ad-j-bc 


ß 
f>)  ....  cos 


V        ad  +  bc  -    n      ci»-4->i«-&^--^ 

{s-c){s--d)  ^^Y^    V   2 

ab -{-cd  oder : 


7)  .  .  .  .  CO8 1  =  y  i-j-^-li^  "°2-V  4(ad  +  bc) 


d  +  2be—af  —  d^  +  b*  +  e* 


8)....  cos-=:y^     J_^^^^  2        V_  4(a<i  +  fec) 


gm       _  ._  2  +  2i,c  +  c^)-(ai-2ad  +  d^) 


*^  2  ""  V  4(a(J  +  dc) 

Erkl«  698«  Die  in, nebenstehender  Auflösung  „  fTTICTiz — 7^ — JS 

aiifgesteUte  Gleichung  e)  kann  man  wie  folgt  sin 4  =  V ^  "^  ^  —{a—a) 
reduzieren:  2         V         ^{ad-\-bc) 


a        ^/2(ad+bc)-\-a2  +  d2-h^^c2      sin  ^  =  \/[(^+<')+(^''^M(b+c)'(a-d)] 

(g  +  fe  +  g  — rf)'(—g  +  fe  +  g+<Q 

4  (ad  +  bc)  ggtzt  man  nunmehr : 

«  _  -|/(a2  +  2o(Z  +  (i2)  — (62  — 2dc+c2)   a  +  &  +  c  +  <^  =  2« 

^^^"2"  "~   V  ~~ TTTTTT^'T^ also: 


, .     a        ^  / (a  +  b  +  c  —  d^'i—  a-\ 

a        ^/2ad  +  2bc  +  a^  +  d^—b^—  c^      sin -q  =  V ' ' ^/  V  1   7.J 

cos— =  1/ X .;,_/— 2         V  4(ad  +  bc) 


cos 


cos 


4  (ad  +  6c) 
a^  ___  -. /(a  +  (i)2-(6~c)2  und 


a  +  6  +  c  —  d=:2«  —  2<i  oder  =  2 («  —  (Q 


4 (ad  +  bc)  ^a+b  +  c  +  d  =  2s  — 2a  oder  =2(«— a) 

ArT — ,  jx  .  .1. — ö-fv — r^\ — 71 — vi  80  erhält  man  aus  jener  Gleichung: 

°  __  l/[(o-i-<^) ■*-(&- g)M(o-f<^)- (6- c)]  ;! ZZ 

2  ""  V  4(arf  +  6c)  o^n  «  _  W2  («  -  d).2(g- g) 

Spt«t  t«««  «««malt» .  2         V         4  (g  d  +  6  c) 


Setzt  man  nunmehr: 
also: 


«  '  1.  _L  -  _L  ^      o  ^"^d  hieraus  ergibt  sich  die  herzuleitende  Re- 

a-b  +  c  +  d  =  2s  1^^Q„. 

also:  n n jT 

t\  •    «       i/(«  —  ö)  (*  —  d) 

a  +  6  — c  +  d  =  2j5  — 2c  oder  =:2(s  — c)  1)  •  .  .  sm— =  y^     gd4-6c 

^^^  In  ganz  analoger  Weise  kann  man  die  Re- 

a  —  6  +  c+<i  =  2«  —  26  oder  =  2 («  —  6)  lationen  2)  bis  4)  herleiten. 
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so  erhält  man: 
cos 


2(s  —  c)'2(s  —  h) 


oder: 


cos 


2         V        ^(ad+hc) 

—  —  lA^  —  fe)  (g  — g) 

2  ""  V        ad  +  6c 


B)  Beweis  der  Kelationen  6)  bis  8): 

Nach  der  in  der  ErkL  226  angeführten  gonio- 
metrischen  Formel  ist: 


e)  .  .  .  .  cos 


-V- 


+  C08a 


2 


Setzt  man  in   diese  Relation  nach  der  ii 
Aufgabe  1018  yorgeführten  Rektion  1): 

a«  +  d«  — 6«-c8 

d)  .  .  .   cos«  =  — <>/   j  I  1.  N — 

so  erhält  man: 


e)  .  .  .  cos  -Q-  = 


^^      2(od-rhc\ 


nnd  hierans  ergibt  sich  nach  gehöriger  Reduk- 
tion, siehe  die  Erkl.  598,  die  zn  beweisende  Be- 
lation : 

CK  «1  /(*  —  *)  (^  —  <^) 

5)...co8^  =  y-^^-p^^ 

In  ganz  analoger  Weise  kann  man  die  Ee- 
lationen  7)  und  8)  herleiten. 


Aufgabe  1016.  Man  soll  nachweisen,  dass 
zwischen  den  Winkeln  a,  ßy  y  und  d,  den  vier 
Seiten  a,  h^  c  nnd  d,  sowie  der  halben 
Snmme  s  dieser  Seiten  nachfolgende  Re- 
lationen bestehen: 


Auflösung.  Die  Richtigkeit  der  in  der 
Aufgal)e  vorgefahrten  Relationen  kami  mu 
wie  folgt  dai*than:    ' 

A)  Beweis  der  Relationen  1)  bis  4): 

Dividiert  man  die  in  Angabe  lOU  vir- 
geführten  Relationen  1)  nnd  5)  ineinander,  k 
erhält  man: 


i)-.-tg-g-=-\/(;-"><*-'? 

'  ^2         V   («  _  6)  (s  _  c) 

8) . . .  tg  ^  = -i/SElpIEi) 

-'  °  2        V  («  _  a)  (s  _  d) 

'  ^2         y  {8  —  a)  (s  —  h) 

Y  (s-a)  (s-fe)  (s-c)  (»— <Ö  ^^^  hieraus  ergibt  sich  die  zn  beweisende  Be- 


cos^- 


jl  "~  V         aci  +  6c        "  V       ad-pif 


6)  .  8in/9  = 


_^ 

ah-\-ed 


lation : 


2 


8) 


7)  .  siny  =  -,     ,     ;, 
'        hc-{-ad 

2         / In  ganz  analoger  Weise  kann  man  die  Bc- 

sin d  =  ^^  ,  ^^  V  (s-ö)  («-&)  («-C)  (s-ci)  latonen  2)  bis  4)  herleiten. 

B)  Beweis  der  Relationen  5)  bis  8): 

Nach  der  in  der  Erkl.  52  angeführten  p^" 
metrischen  Formel  ist: 

a)  .  .  .  sin«  =  2sin  -5-  •  cos  -5- 

Setzt  man  in  dieser  Gleichung  die  Weitt 

ftlr  sin  -^  und  cos  -^  aus  den  in  Aufgabe  ]0H 

vorgeführten  Relationen  1)  und  5),  so  erfel)< 
man: 
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V        ad-\-bc  V       ad-^hc 


sin« 
oder: 


8ma=2.y^^* 


—  a)  («  —  d)  (8  —  6)  (8  —  c) 


5)  .  .  .  sina  = 


(a(f  +  6c)2 

und  hierans  ergibt  sich  die  zu  beweisende  Re- 
lation : 

^        .  y(8  -  a)  («  —  h)  (s  —  c)  («  -  d) 


ad-f-dc 

In  ganz  analoger  Weise  kann  man  die  Re- 
lationen 6)  bis  8)  herleiten. 


Aufgabe  1016.  Man  soll  nachweisen,  dass 
zwischen  den  Diagonalen  e  nnd  f  eines  Sehnen- 
vierecks und  den  Seiten  a,  h,  c  und  d  die 
Relationen  bestehen: 


1) 


2) 


ah  +  cl 


ad-\-  hc 
Figur  378. 


Auflösung.  Die  Richtigkeit  der  in  der 
Aufgabe  vorgeführten  Relationen  kann  man 
wie  folgt  darthun: 

Aus  dem  l)reieck  ABC  der  Figur  378  er- 
hält man  nach  dem  Projektionssatz: 

a)  .  .  .  c8  =  fl«-|-62--2a6«C08i9 

femer  ist  nach  der  in  Aufgabe  1013  vorgeführten 
Relation  2): 

b)  .  .  ,  cos^  =  — '      ,    ,     ^ — 
Aus  den  Gleichungen  a)  und  b)  folgt: 

^2  -L  ft2  —  c2  —  d« 


oder: 


2(ah-\-cd) 


(a8+&2).2(ad-l-cd)-2a&(a«4-&«-c2-(f2) 


GrkL  599*  Multipliziert  man  die  in  der 
Aufgabe  1016  vorgeführten  Relationen  1)  und  2), 
so  erhält  man: 


■f^yf 


{ae-^hd)  (ad-^h 


f)Y 


oder: 


ad-^-hc 


2  {ah -^  cd) 

2a  5  (gg-fZ»')  -\-%cd{a^h'i)  -2ab  (a^-b^)  ^2ab  -  (-c«~d2) 

2(ab-j-cd) 

2_  2cd  (o2  +  b2)  +  2a&  (c«  +  (g«) 
^   ""  2(a&-{-cd) 

^  _  cd  (a2  +  6«)  +  o6  (c2  +  d^) 
ab-^-cd 

2_  g^cd  +  bUd  +  abci  +  abdi 

ab-j^cd 


ab-^cd 

r  f  —  'y/(ac  +  bd)9^(ad  +  bc)(ab  +  cd) 
"'  ~  V  (ab  +  cd)'{ad-\-bc)~ 

i''f=:  \/(gc+Td)2 

mithin : 

1)  .  .  .  e./=  g.c  +  fe.d  (siehe  Erkl.  600) 

d.  h.: 

^Das  Rechteck,  gebildet  aus  den  beiden 

Diagonalen  eines  Sehnenwinkels,  ist  gleich 

der  Summe  der  Rechtecke,  gebildet  aus  je 

zwei  gegenüberliegenden  Seiten  desselben.^ 

Dieser  Satz  ist  in  der  Planimetrie  unter  dem 
Namen  der  „Ptolemäische  Satz**  bekannt. 


e« 


(a^cd  +  abc^)  +  (abdi-\-  b^cd) 
ab-^-cd 


2  __  ac(ad  +  bc)-{'bd(ad  +  bc) 

ab-\-cd 


e«  = 


{ad  +  bc)'(ac+bd) 
ab-^-cd 


und  hieraus  ergibt  sich  die  zu  beweisende  Re- 
lation: 


1) 


..-=V- 


c-j-bd)  (ad  +  bc) 


ab-^cd 

In  ganz  analoger  Weise  kand  man  die  Re- 
lation 2)  herleiten.  (Siehe  die  Erkl.  599  und  600.) 
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Erkl,  600«  Dividiert  man  die  in  der  Auf- 
gabe 1016  vorgeführten  Relationen  ineinander, 
80  erhält  man: 


e  _ 

7" 

oder: 


V 


{jize-\-  htl),{ad-\-bc) 


ah-\-cd 


v<^ 


c-\-hd)  (afr  +  rcO 


ad-\-  he 


(ac-\'bd)'(ad-\-bc)  (ad-\-bc) 


f         V         {ah-^c^ 


(ac-\-hd){db'\-cd) 


h-\-cd)^ 
mithin: 

.  e  ad-\-  hc 

^)     '     J  —  ah  +  cd 

dnrch  welche  Proportion  eine  aus  der  Plani- 
metrie bekannte  BeziehuDg  zwischen  den  Diago- 
nalen und  den  Seiten  eines  Sehnenvierecks  ans- 
gedrückt  wird. 


Angabe  1017.  Man  soll  nachweisen,  dass 
zwischen  dem  Radius  R  des  einem  Sehnen- 
viereck umbeschriebenen  £j*eises,  den 
Diagonalen  e  und  f^  sowie  den  Seiten  a,  h, 
c  und  ä  bezw.  deren  halben  Summe  s  und 
den  Winkeln  a,  ß,  y  und  ö  desselben  nach- 
folgende Relationen  bestehen: 


1)  .  .  .  Ä 

2)  .  .  .  R 

3)  .  .  .  Ä 


e 


28in/!r 
2sina 


oder  = 


oder  = 


2sin(f 

f 
28in/ 


_   1  ^/{ab-\-cd)(ac+bd)(ad-\-hc) 
~"  T  V  (s  —  a)  (n—  fe)  (s— c)  (ä— d) 


Figur  379. 


Auflösung.  Die  Richtigkeit  der  in  de: 
Aufgabe  vorgefahrten  Relationen  kann  man 
wie  folgt  darthun: 

A)  Beweis  der  Kelationen  1)  bis  2): 

Aus  dem  gleichschenkligen  Dreieck  AMC 
der  Figur  379  ergibt  sich  nach  der  in  AuflcÜsoB^' 
der  Aufgabe  64  aufgestellten  Formel  58,  mi 
in  Rücksicht,  dass  die  Schenkel  AM  und  Cl' 
dieses  Dreiecks  =  R,  die  Basis  AC  =.  e  m-d 
nach  der  Erkl.  450  der  Scheitelwinkel  AMC=^i 
ist,  die  Relation: 

e  =  2R'9m-^ 

und  hieraus  ergibt  sich  die  zu  beweisende  B«- 
lation : 


1) 


R  = 


28in<r 


Da  in  der  Figur  379  <f  und  ß  Supplemeat- 
Winkel  sind,  so  kann  man  auch  nach  der  Erkl.  64: 


la) 


R=z 


e 


setzen.  issm/f 

In  ganz  derselben  Weise  kann  man  die  Ee- 
lation  2)  herleiten. 

B)  Beweis  der  Belation  S): 

Nach  der  nebenstehenden  Relation  1)  ist: 

2sm^ 

Setzt  man  in  derselben  nach  der  in  An- 
gabe 1016  vorgeführten  Relation  1): 
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b) 


•  •  •  ^  "■  V  ab  +  7d 


und  nach  der  in  Aufgabe  1015  vorgeführten 
Eelation  6): 

c)  .  «^ß  =  ^i,_^cd  V(s-o)(8-h)(8-'C)(ß'-d) 
so  erhält  man: 


R  = 


V 


(ae+ft«f).(gd-t-M 
ab-\-ed 


2 


oder: 


ab  -{-  cd 


V(s—a)  (8  -  b)  («  — c)  («  —  d> 


B 
R 


=  — r-'V( 


(ac-^bd)  ad-j^bc) 


3)  ...  12 


ab-^-cd)  («  —  a)  («  —  b)  {e  —  c)  («  —  d} 

__  1  ^/        (ab  +  cd)i'(ae  +  bd)  (ad  +  be) 

""  4  V  (ab  +  cd)  («  — a)  (s  — fe)  («  — c)(a  — d) 

und  hieraus  ergibt  sich  die  zu  beweisende  Re- 
lation : 

_  1  -y/jäb  +  cd)  (ac~+bd)  (ad  +  bc) 


Angabe  1018.  Man  soll  nachweisen,  dass 
zwischen  dem  Inhalt  F  eines  Sehnenvier- 
ecks,  dessen  Winkeln  a,  ß,  y  und  Ö,  dessen 
Seiten  a,  b,  c  und  d  und  der  halben  Summe  s 
dieser  Seiten  die  Relationen  bestehen: 


1) 
2) 

3) 

4) 
5) 


F  = 


a'b-^C'd 


2 


sin/9 


_       a-b  +  C'd      .    . 
F  = ^ .  sin  J 


^_  a*d  +  b'C 
•^- 2 

'^-         2         ' 

.  F=  \/(«— a)  (5  — &)  («— c)  (s  — rf) 


sma 


smy 


Auflösung.  Die  Richtigkeit  der  in  der 
Aufgabe  vorgeführten  Relationen  kann  man 
wie  folgt  darthun: 

A)  Beweis  der  Kelationen  1)  bis  4): 

Zieht  man,  siehe  Figur  380,  eine  der  Dia- 
gonalen, z.  B.  die  Diagonale  AC  (:=  e),  so  wird 
das  Viereck  hierdurch  in  die  Dreiecke  ABC  und 
ACD  zerlegt.  Für  den  Inhalt  F  des  Sehnen- 
Vierecks  hat  man  somit  nach  der  Erkl.  151 : 

_       a-b    .    ^  i    C'd      .   ^ 
F  =  -^-  sm/J  -|-  -^-  •  sma 

oder  in  Rücksicht,  dass  nach  der  Erkl.  596 : 

^-f  cr=2Ä 
oder: 

a) (^  =  212  — ^ 

ist: 

F  =  ^  sin/S  + -^  sin  (2i2  ~ /J) 

und  hieraus  ergibt  sich,  in  Rücksicht,  dass  nach 
der  Erkl.  66 : 

sin(2Ä  —  f)  =  sin^ 

gesetzt  werden  kann,  die  zu  beweisende  Re- 
lation : 

1)  .  .  .  F  = ^ .  sm^ 

In  ganz  derselben  Weise  kann  man  die  ana- 
logen Relationen  2)  bis  4)  herleiten. 

B)  Beweis  der  Belation  6): 

Die  Relation  5)  kann  man  aus  einer  der  Re- 
lationen 1)  bis  4)  ableiten,  z.  B.  aus  der  Re- 
lation 1): 
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indem  man  sin^  eliminiert. 

Um  aus  dieser  Gleichung  sin  ^  zu  eUminieKn, 
benutze  man  die  in  Angabe  1015  TorgefUhrte 
Relation  6),  oder  man  verfahre  wie  folgt: 

Ans  den  Dreiecken  ABC  und  ÄCD  ergibt 
sich  nach  dem  Projektionssatz: 
Erkl.  601.  Die  nebenstehende  Gleichung  0  ^        ^  ,  ^3  _  gaft-cosÄ 

kann  man  wie  folgt  umformen:  ,  '  ^i»t/wo^ 

V  2  {ah -\- cd)  Aus  diesen  beiden  Gleichungen  folgt  znniefasi: 

2  (fl  &  +  c  <f)  +  (a<  +  6«  —  c«  —  (i^g)       a8+62  — 2a&.cos/J==c«4-d2  — 2c(f.co8(r 

(^^"r  ^  ) Q^^j.^  wenn  man  berücksichtigt,  das«  nach  Glei- 

^ /2a6  +  2crf  — a2  — &2  +  c2  +  rf2  chung  a) 

8m/J=y 2i:aT+^) ,  i  =  2R^ß 


t 


i 


also: 


2a&  +  2cd  +  a«  +  fe^  — g^  — <^  cos  J  =  cos(2i?  — ^) 

2(a6  +  cd)  und  hiemach  und  nach  der  Erkl.  94: 


gl^^_i/^(g'  +  2g<^  +  <^)--  (<*^--2tt^  +  ^')  .  cosd  =  cos (2Ä -  ^)  oder  =  —  cos; 


V 


2(a6  +  cd)  ist: 

(o«  +  2o6  +  6«)  —  (c«  —  2c£?  +  <i«)  a^  +  ft«  — 2a5-cos^  =  c«  +  rf2  — 2cd- -cös; 

2(a&  +  c(7)  oder : 

.    , _ ,  /(c ^ d)2 - (a--6-)r-(^-&jFir(^Z^«  a«  +  62^2ad.cos^  =  c«  +  (i«  +  2rd.cos/J 

sm^ -.  y       2(a('f-cc2)       *      2  (a &  +  c<i)  «ad  hieraus  ergibt  sich : 

sm/i—y  22(rt6-|-c(f)2  2(ad  +  c(l) 

sin^  =  [siehe  auch  die  Relation  2)  in  Aufgabe  1013\ 
1           ,/f7~rjr77 — rTi   XI  .  j\ — r~TM  Berücksichtigt  man  nunmehr,  dass  nadider 

V^[(a+&)+(^-^)]-[(a+ft)-(c-rf)]  ;?)...  sin/J  =  28in4coB4- 

8"^^— 2(rt&  +  cd)  '  *^*^  ^^^  ^'^'  ^"^  ^*^  ^^• 

V^(«  +  6  +  e-d)  (a  +  6-c  +  rf)  _^  2         V         2 

oder: 


und 


1  f.  /*        *  / 1  +  cos/J 

^"^=2(7^+71) • '^  •  •  •  '^"''T  =  V -2— 

V^(a  +  6  +  c  — rf).(a  +  fe  — c  +  (i)-         w^»  dass  also: 


|/(„_5  +  c  +  rf)  (-.a  +  6  +  c  +  (f)  pjj,^  ^  ^ i/l - cog/>    yTl  +  cos^ 


oder: 


.    ^         ^^/(l  — cos/J)  (1  +  008^) 

sm/5  =  2  y  ^^ ^-^ — ' ^ 

mithin :  

sin/J  =  V^i  —  cös/J)  (1  +  cos^) 

ist,  so  erhält  man  ans  letzterer  Gleichnog  iü 
Rücksicht  der  Gleichung  a): 

.)  .  .  .  sm/J  =  y  (^1 X____j  .  (^n._^^_-^. -) 

oder  nach  der  Erkl.  601 : 
2)  .  .  .  sin/}  =  g^^^V_^^^  .  \/(«+6+c-rf)-(a+6-<;+rf).(a-6+c+d)-(-a+*+TFJ 
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Setzt  man  noch: 
3)  .  .  .  .  a  +  b  +  c  +  d  =  2$ 
also: 

3a)  .  .  a+1)+C'^d  =  28—2d  od.  =  2(«— -ei) 
3b)  .  .  .  a  +  &  — <;-+:ö?  =  2(«  — c) 
3c)    .  .  .  a  —  ft  +  c-j-d  =  2(5  — ft) 
und 

3d)  .  .  .  —a  +  h  +  c  +  d  =  2(8^a) 
80  erhält  man  aus  Gleichung  2): 

«"^^  =  2(ab\cd)  V^is-dy2(^c)'2{s^b)>2{8--a) 

oder :     1 

1 


''^'^=2{i^f^)  V(s-a){s-h)is^c)(s^d} 
mithin: 


2 


2a)  imß  =  -^^-^  y/(^8^a){8^h){8-c)(8-dy 

[vergleiche  hiermit  die  Belation  6)  in  Anfg.  1015] 

Ans  den  Gleichungen  1)  und  2  a)  folgt  nun- 
mehr: 

ah-{-cd        2 


und  hieraus  ergibt  sich  die  zu  beweisende  Be- 
lation :  

5)  .  .  .  F=  y{8—a)  (fi  — 6)  (8  — c)  (8^d) 


Aufgabe  1019.    Von  einem  Sehnenviereck 
sind  gegeben: 

a  =    9dm 
6  =  10dm 
c  =  17  dm 
und  d  =  14  dm  .    ^    , 

wie  CToss  ist  dessen  Inhalt^  Andeutung.    Nadi  der  in  Aufgabe  1018 

wie  gross  ist  aessen  inüait.  vorgeführten Itelation  5)  ist: 


A)  .  .  F=:  |/(s-a)  («—6)  («  — c)  (<  — d) 

Nach  welcher  Gleichung  man  in  Rücksicht 
der  für  a,  5,  c  und  d  gegebenen  Zahlenwerte 
und  in  Rücksicht,  dass: 

a  +  h-^C'}-d 

Aj)  .  .  .  8  —  ^ 

ist,  den  gesuchten  Inhalt  F  berechnen  kann. 


Aufgabe  1020.  Von  einem  Sehnenviereck 
sind  gegeben: 

a  =  11,2  m 

&  =    6,6  m 

c=z   8,2m 

und  ^  =    6,6  m 

man  soll  die  nicht   gegebenen  Seiten  und        Andeutung.     Aus  den   gleichschenk- 
Winkel  desselben  berechnen.  ügen  Dreiecken  MAB,  MBC  und  MCD 

der  Figur  381  ergeben  sich  bezw.  die  Re- 
lationen: 
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und 


a) 
b) 

c) 


sinaj  = 


Bin/^g  = 


«rny,  = 


a 


2B 

h 

2R 


2i2 


nach  welchen  drei  Gleichungen  man  bezw. 
die  Wiidcel  a^,  ^2  ^^^  72  berechnen  kann 
Sind  hiernach  diese  Winkel  berechnet,  so 
kann  man  nach  den  aus  der  Figor  381  sie^ 
ergebenden  Beziehungen  : 


und 


d) 
e) 
f) 


y  =  Yi  +  ßi 

a  =  2B  —  y 


} 


(siehe  Erkl.  596i 


die  Winkel  des  Vierecks  berechnen.  Schliess- 
lich kann  man  mittels  der  aus  dem  gleich- 
schenkligen Dreieck  MAD  sich  ergebendes 
Relation : 

h)  .  .  .  co8«j  =  2^ 
und  in  Rücksicht,  dass: 

ist,  die  gesuchte  vierte  Seite  d  berechnen 


Aufgabe  1021.    Von  einem  Sehnenviereck 
sind  gegeben: 

a=:  1680m 
h  =  260m 
ff  =  340  60'  16,4" 
£=:850m 

Man  soll  die  nicht  gegebenen  Seiten  und 
Winkel  desselben  berechnen. 


Andeutung.  Die  Auflösung  dieser  Ävdgik 
ist  im  allgemeinen  analog  der  Auflösoiig  der 
vorige  Aufgabe  1020. 


Angabe  1022.   Von  einem  Sehnemiereck 
Bind  gegeben: 

a  =  1,4  dm 
e  =  1,3  dm 
ff  =  1020 12'  4,8" 

B  =  0,8  dm 

man   soll  die  nicht  gegebenen  Seiten    und 
Winkel  desselben  berechnen. 


Andeutung.     Die  Auflösung  dieser  An^be 
ist  analog  der  Auflösung  zu  Aufgabe  lOSO. 


Au^be  1023.  Von  einem  Sehnenviereck 
sind  gegeben: 

a  =  4,6  m 
6  =  4,2  m 

e  =  6m 

man    soll   die  nichr  gegLnen  Seiten   des  gestellten  Rektionen;  oder  man  be^^ 
Dreiecks  berechnen.  nächst^  wie  in  der  Auflösimg  zur  Aufpbe^^ 

gezeigt  wurde,  aus  a,  h  und  e,  siehe  fip' 
879,  die  Winkel  des  Dreiedcs  ABC,  ils.i 


Andeutung.     Man  benutze  die  in  de 
Erkl.  599  und  600  für  e .  /"  und  e:f  ani 
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Aufgabe  1024.   Von  einem  Selmenviereck 
sind  gegeben: 

a  =  18  m 
h  =  80m 
a  =  860  40'  10" 
rmd  ß  =  B40  0'  24" 

man  soll  die  nicht  gegebenen  Stacke  dieses 
Vierecks  berechnen. 


Figur  382. 


Andeutung.  Man  berechne  zunächst,  siehe 
Figur  382,  slub  a,  b  xmd  ß  die  Winkel  a^ 
und  Yi  des  Dreiecks  ABC,  wie  in  Auflösung 
der  Aufgabe  118  gezeigt  wurde. 

Dann  bestimme  man  mittels  der  aus  dem 
gleichschenkligen  Dreieck  MAB  sich  er- 
gebenden Relation: 


a)  .  .  .  Ä  = 


Ssincj 

in  Rücksicht,  dass  nach  der  Erkl.  450: 

b)  .  .  .  «1  =  2yi 

ist,  den  Radius  B. 

Hierauf  bestimme  man  mittels  der  aus  dem 
gleichschenkligen  Dreieck  MCD  sich  er- 
gebenden Relation: 

C)   .   .    .   fi  =  tr-: — 

28mfg 

in  Rücksicht  des  für  E  nach  Gleichung  a) 
geftmdenen  Wertes  und  in  Rücksicht,  dass: 

d)  .  .  .  €,  =  2a^  oder  =  2(a—  a^) 

ist,  die  Seite  c.  In  derselben  Weise  kann 
man  aus  dem  gleichschenkligen  Dreieck^  Jlf2> 
die  Seite  d  bestimmen. 

Zur  Berechnung  der  Winkel  y  und  d  be- 
nutze man  die  Relationen: 

e)  .  .  .  y  =  2Ä  — a 
und 

f)  .  .  .  <f  =  2i?  — /J 


Aufgabe  1026.    In  einem  Sehnenviereck 
verhält  sich,  siehe  Figur  379: 

e:f:R  =  3:2:1,2 

man  soll  die  Winkel  desselben  berechnen. 


Andeutung.    Aus  den  in  Aufgabe  1017 
vorgeführten  Relationen  1)  und  2)  erhält  man: 


a)  .  .  .  8in)9  ^ 


und 


b) 
c) 


d) 


oiup 

2R 

sincf 

— 

e 
2B 

sin« 

— 

f 
2JS 

siny 

— 

f 
2JB 

nach  welchen  Gleichungen  man,  in  Rücksicht 
der  für  e:i?  und  f:B  gegebenen  Verhält- 
nisse 3: 1,2  und  2 : 1,2,  die  Winkel  des  Vier- 
ecks berechnen  kann. 


720  Ebene  Txigonometrie. 

Au^be  1026.  Von  einem  Sehnenyiereck 
sind  gegeben: 

a:ft:c:ö?  =  6:6:7:9 
F  =  100  qm 
man  ßoU  die  Seiten  und  Winkel,  sowie  den        Andeutung.    Nach  der  in  Aufgabe  10h 
Radius  des  demselben  umbeschriebenen  Kreises  vorgeführten  Relation  5)  hat  man: 
berechnen.  a)  .  .  .  F  =  \/{«  —  a)  («  —  h)  («  —  e)  (s-di 

in  welcher  Gleichung: 

bedeutet. 

Gemäss  der  Aufgabe  ist  ferner: 

a :  6  :  c :  d  =1  6  :  6 :  7  : 9 
oder  nach  der  Erkl.  88: 

^ h  c  ^ 

Erkl.  602.    Aus  den  nebenstehenden  Glei-        Bringt  man  in  bezng  auf  diese  Propordca 
chungen  a)  und  f)  bis  i)  ergibt  sich :  den  in  der  Erkl.  234  angeführten  Summensatz 

F  =•  in  Anwendung«  so  erMlt  man: 

-I  /?       10-«\/       läTvT       U'S\/       18^  ,,      a-f6+c+<g  _a^^  — ^n.1  — *^n-l-'^ 

V(^--2rA'--2fX'--2rA^-^j  ^^  •  5+6+7+9=6^^-=«^^'-7^-V 
i^  =  Setzt  man  in  Rücksicht  der  Gleichung  h 

27s-^10s    27g- 12g    27s''^4s    278-l8i  ^  ^«^er  Proportion: 

27        '        27        '        27  27  a-\'h-j-c  +  d  =z  2» 

17 8      Us     13g     9g  SO  geht  dieselbe  über  m: 

27        27        27       27  e)  .  .  -g;^  =  y  od.  =  y  od.  =  y  od.  =  j 
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•  17  •  15  •  13  •  9  und  hieraus  ergibt  sich : 

27* 


10. g 

g8        / f)    .  .  .   a  =  -zr— 

^=-|7ä- V^17-lö-13.9  27 

^  ^        12. g 

und  hieraus  erhält  man:  g)  .  .  .  o  =  -gy 

g2  ==  —  ,  V  _  14.g 

|/17  .  15  .  13  .  9  ü)  .  .  .  c  —  -gy 

oder:  und 

l)    ...    a  := 


V    1/17  •  15  • 


Vl7  •  15  •  13  .  9 


27 

Substituiert  man  diese  Werte  für  a,  ^ 
und  d  in  Gleichung  a),  so  erhält  man  luci 
der  Erkl.  602 : 


. . ,  g  =  27.y - 


\)  

^    \/l7-16.18-19 

nach  welcher  Gleichung  man  g  berechot: 
kann.    Ist  g  hiemach  berechnet,  so  kann  vi»: 
nach  den  Gleichnngen  f)  bis  i)  mittels  di6S^ 
berechneten  Werts  für  g,  jede  der  Seiten 
b^  c  und  d  berechnen. 

Sind  hiemach  die  Seiten  berechnet,  ^ 
kann  man  ans  denselben  die  Wbukel  mitte!: 
den  in  Aufgabe  1014  vorgeführten  Relatic-nc 
1)  bis  4)  berechnen. 

Den  gesuchten  Radius  B  kann  man  sehüesi 
lieh  nach  der  in  Aufgabe  1017  vorgefuhne' 
Relation  3)  bestimmen. 


Preisgekrönt  in  Frankfurt  a.  M.  1881. 


Der  ansftthrliche  Prospekt  und  das  ansfUlirliche  In- 

haltSTerzeiclinis  der  „vollständig  gelösten  Aufgabensammlung 
von  Dr.  Ad.  Kleyer**  kann  von  jeder  Buchhandlung,  sowie  von 
der  Verlagshandlung  gratis  nnd   portofrei  bezogen  werden. 

Bemerkt  sei  hier  nur: 

1).  Jedes  Heft  ist  anfgeschnitten  and  gut  brochiert,  am  den  sofortigen  and  dauern- 
den Gebraach  zn  gestatten. 

2).  Jedes  Kapitel  enthält  sein  besonderes  Titelblatt,  Inhaltsverzeichnis,  Berichtignngen 
and  Erklärangen  am  Schlosse  desselben. 

3).  Aaf  jedes  einzelne  Kapitel  kann  abonniert  werden. 

4).  Monatlich  erscheinen  3 — 4  Hefte  zn  dem  Abonnementspreise  von  25Pfg.  pro  Heft. 

5).  Die  Reihenfolge  der  Hefte  im  nachstehenden,  karz  angedenteten  Inhaltsverzeich- 
nis ist,  wie  aus  dem  Prospekt  ersichtUch,  ohne  jede  Bedeutung  für 
die  Interessenten. 

6).  Das  Werk  enthält  AUes,  was  sich  überhaupt  aaf  mathematische  Wissenschaften 
bezieht,  alle  Lehrsätze,  Formeln  and  Regeln  etc.  mit  Beweisen,  alle  praktischen 
Aufgaben  in  vollständig  gelöster  Form  mit  Anhängen  ungelöster  analoger  Auf- 
gaben und  vielen  vortrefflichen  Figuren. 

7).  Das  Werk  ist  ein  praktisches  Lehrbuch  f&r  Schüler  aUer  Schulen,  das 
beste  Handbuch  für  Lehrer  und  Examinatoren,  das  yorsüglichste  Lehrbuch 
zum  Selbststudium,  das  vortrefflichste  Nachschlagebuch  für  Fachleate  und 
Techniker  jeder  Art 

8).  Alle  Buchhandlungen  nehmen  Bestellangen  entgegen. 


Das  vollständige 

Inhaltsverzeichnis 

der  bis  jet2t  erschienenen  Hefte 

kann  durch  jede  Buchhandlung  bezogen  werden. 


Halbjährlich  erscheinen  Nachträge  Über  die  inzwischen  neu  erschienenen  Hefte. 


Dmok  Ton  Carl  Hammer  in  Stuttgart. 
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Vollständig 


W7^^ 


^ 


kl 


^'> 


Auf  gaben  -  Sammlung 

—  nebst  Anhängen  ungelöster  Aufgaben,  für  den  Schul-  &  Selbstunterricht  — 

mit 

Angabe  und  Entwicklung  der  benntzten  Sitze,  Fonneln,  Regeln  in  Fragen  nnd  Antworten 

erläutert  durch 

viele  Holzscilnitte  &  litliograpL  Tafeln, 

ans  allen  Zweigen 
der  Reehenkimsty  der  niederen  (Algebra,  Planimetrie,  Stereometrie,  ebenen  n.  BphiriBchen 
Trigonometrie,  synthetischen  Geometrie  etc.)  u.  höheren  Mathematik  (h&here  Analysis, 
Differential-  n.  Integral-Rechnung,  analytische  Geometrie  der  Ebene  u.  des  Baumes  etc.);  — 
aus  allen  Zweisren  der  Physik,  Mechanik,  Graphestatik,  Chemie,  Geodäsie,  Xantik, 
mathemat.  Geographie,  Astronomie;  des  Maschinen-,  Strafeen-,  Eisenbahn«,  Wasser-, 
Brfloken-  u.  Hochban's;  der  Konstrnktionslehren  als:  darstelL  Geometrie,  Polar-  u. 

Parallel-PerspectiTe,  Schattenkonstmktionen  etc.  etc. 

für 

Schüler,  Studierende,  Kandidaten,  Lehrer,  Techniker  jeder  Art,  Militärs  etc. 

zum  einzig  richtigen  und  erfolgreiclien 

Studium,  zur  Forthülfe  bei  Schularbeiten  nnd  zur  rationellen  Verwertimg 

der  exakten  Wissenschaften, 
herausgegeben  von 

Dr.  Adolph  SLleyer^ 

Hathtmatiker,  TereJdater  kOnigl.  preusB.  Feldmesser,  vereideter  giosslu  hessischer  Geomeier  L  Klasse 

in  Frankfurt  a.  H. 
unter  Mitwirkung  der  bewährtesten  Kräfte. 
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Fortsetzung  von  Heft  337.  —    Seite  721—736.     Mit  14  Figuren. 

Xzibalt: 

Aufgab.»  Ob«  das  Sehmenrieraek,  Forteatzong.  —  Aufgaban  über  das  Tang.ntenTl.r«ck.  —  Aufgaben  tlbor 
das  KrelsTierack.—  Aufgab.n  Ob«r  den  Kral«  In  V.rbindung  mit  «inem  oder  zwai  anderen  Kreisen. 


Stuttgart  1887. 
Verlag  von  Julius  Maier. 


Das  vollständige  Inhaltsverzeichnis  der  bis  jebt  erschienenen  Hefte  kann 
durch  jede    Buchhandlung  bezogen  werden. 


Preisgekrönt  in  Frankfurt  a.  M.  1881. 

PROSPEKT. 

Dieses  Werk,  welchem  kein  ähnliches  zur  Seite  steht,  erscheiat  monatlich  in  3 — 4 
Heften  zu  dem  billigen  Preise  toq  25  ^  pro  Heft  nnd  bringt  eine  Sammlung  der  wichtig- 
Bten  und  praktischsten  Aufgaben  ans  dem  Gesamtgebiete  der  Mathematik,  Phjsik, 
Mechanik,  math.  Geographie ,  Astronomie ,  des  Maschinen- ,  Strassen-,  Eisenbahn-, 
Brflcken-  nnd  Hochbaues,  des  konstrnktiyen  Zeichnens  etc.  etc.  and  zwar  in  Tollständir 
gelSster  Form,  mit  yielen  Figuren,  Erklärungen  nebst  Angabe  und  Entwlckelnng  der 
benutzten  Sätze,  Formeln,  Regeln  in  Fragen  mit  Antworten  etc.,  so  dass  die  L66nof 
jedermann  verständlich  sein  kann,  bezw.  wird,  wenn  eine  grossere  Anzahl  der  Hefte  er- 
schienen ist,  da  dieselben  sich  in  ihrer  Gesamtheit  ergänzen  und  alsdann  anch  alle 
Teile  der  reinen  und  angewandten  Mathematik  —  nach  besonderen  selbständigen  Kapi- 
teln angeordnet  —  yorliegen. 

Fast  jedem  Hefte  ist  ein  Anhang  von  ungelösten  Aufgaben  beigegeben,  welche  der 
eigenen  Lösung  (in  analoger  Form,  wie  die  bezüglichen  gelösten  Aufgaben)  des  Studierendea 
überlassen  bleiben,  und  zugleich  von  den  Herren  Lehrern  für  den  Schulunterridit  benutz: 
werden  können.  —  Die  Lösungen  hierzu  werden  später  in  besonderen  Heften  für  die  Hand  des 
Lehrers  erscheinen.  Am  Schlüsse  eines  jeden  Kapitels  gelangen:  Titelblatt,  InhaltsTeneieh- 
nis,  Berichtigungen  und  erläuternde  Erklärungen  Aber  das  betreffende  Kapitel  zur  Ausgah« 

Das  Werk  behandelt  zunächst  den  Hauptbestandteil  des  mathematisch^naturwissen- 
schaftlichen  Unterrichtsplanes  folgender  Schulen:  Bealschnlen  I.  nnd  IL  Ord.,  gleich- 
berechtigten höheren  Bürgerschulen,  Priratschulen,  Gymnasien,  Realgymnasien,  Pn- 
gjmnasien,  Schnllehrer- Seminaren,  Polytechniken,  Techniken,  Bangewerkaeholei, 
Gewerbeschnlen,  Handelsschulen,  techn.  Torbereitungsschnlen  aUer  Arten,  gewerbliche 
Fortbildungsschulen,  Akademien,  Uniyersi täten,  Land-  nnd  Forstwissenschaftssehiilen, 
Militärschulen,  Torbereitnngs- Anstalten  aller  Arten  als  z.  B.  für  das  Ei^Jährig-Frei- 
willige-  nnd  Offiziers-Examen,  etc. 

Die  Sch&ler,  Studierenden  und  Kandidaten  der  mathematischen,  technischen  und 
naturwissenschaftlichen  Fächer,  werden  durch  diese.  Schritt  Ittr  Schritt  gelöste,  Aufgabes- 
sammlung immerwährend  an  ihre  in  der  Schule  erworbenen  oder  nur  gehörten  Theorien  etc 
erinnert  und  wird  ihnen  hiermit  der  Weg  zum  unfehlbaren  Auffinden  der  Lösungen  der- 
jenigen Aufgaben  gezeigt,  welche  sie  bei  ihren  PrBfbngen  zu  lösen  haben^  zugleich  aber  aucli 
die  fiberaus  grosse  Fruchtbarkeit  der  mathematischen  Wissenschaften  vorgeführt. 

Dem  Lehrer  soll  mit  dieser  Aufgabensammlung  eine  kräftige  Stütze  für  den  Schul- 
unterricht geboten  werden,  indem  zur  Erlernung  des  praktischen  Teiles  der  mathematischeL 
Disziplinen  —  zum  Auflösen  TOn  Aufgaben  —  in  den  meisten  Schulen  oft  keine  Zeit  er- 
übrigt werden  kann,  hiermit  aber  dem  Schüler  bei  seinen  häuslichen  Arbeiten  eine  toU- 
ständige  Anleitung  in  die  Hände  gegeben  wird,  entsprechende  Anfallen  zu  lösen,  die  ge- 
habten Regeln,  Formeln,  Sätze  etc.  anzuwenden  und  pralEtisch  zu  rerwerten.  Lust,  Liebe 
und  Verständnis  für  den  Schul-Unterricht  wird  dadurch  erhalten  und  belebt  werden. 

Den  Ingenienren,  Architekten,  Technikern  und  Fachgenossen  aller  Art,  Militärs 
etc.  etc.  soll  diese  Sammlung  zur  Auffrischung  der  erworbenen  und  vielleicht  yergeflseneD 
mathematischen  Kenntnisse  dienen  und  zugleich  durch  ihre  praktischen  in  aUen  Beml^ 
zweigen  yorkommenden  Anwendungen  einem  toten  Kapitale  lebendige  Kraft  verleihen  ucd 
somit  den  Antrieb  zu  weiteren  praktischen  Yerwertungen  und  weiteren  Forschungen  gebeiL 

Alle  Buchhandlungen  nehmen  Bestellungen  entgegen«  Wichtige  und  praktische  Auf- 
gaben werden  mit  Dank  von  der  Redaktion  entgegengenommen  und  mit  Angabe  der  Names 
verbreitet.  —  Wünsche,  Fragen  etc.,  welche  die  Redaktion  betreffen,  nimmt  der  Yerfasser, 
Dr.  Kleyer,  Frankfurt  a.  M.  Fischerfeldstrasse  16,  entgegen  nnd  wird  deren  ErlediguBg 
thunlichst  berücksichtigt. 

Stuttgart.  Die  Yerlagshandliuig. 
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Aufgabe  1027.  In  einem  Ereis  schneiden 
sich  zwei  Durchmesser  unter  einem  Winkel  e 
=  36<>21'40".  Verbindet  man  ihre  End- 
punkte, so  ist  eine  der  Verbindungslinien  um 
(l  =  409  m  grösser,  als  eine  der  andern. 
Wie  gross  ist  der  Durchmesser  des  Kreises 
and  wie  gross  sind  die  Sehnen? 

Figur  388. 


Andeutung.  Sind,  siehe  Figur  383,  ÄC 
und  BD  zwei  unter  dem  gegebenen  Winkel  e 
sich  schneidende  Durchmesser  des  Kreises 
um  j9f ,  und  man  verbindet  die  Endpunkte 
dieser  Durchmesser,  so  erhält  man  das  Sehnen- 
viereck AB  CD,  welches  nach  den  Erkl.  452 
und  380  ein  Rechteck  ist  Von  dem  recht- 
winkligen Dreieck  ABC  kennt  man  ge- 
mäss der  Aufgabe: 

a  —  &  :=  rf 
und 


^BAC=: 


2 


indem  ^  BMC  (==  a)  als  Aussenwinkel  des 
gleichschenkligen  Dreiecks  AMB  doppelt 
so  gross  ist  ^s  jeder  der  Basiswinkel  MAB 
und  MBA,  In  Rücksicht  der  für  a — h  und  e 
gegebenen  Werte  kann  man  hiemach  die  Hypo- 
tenuse ^(7,  d.  i.  der  gesuchte  Durchmesser  2  B 
des  Kreises  um  M,  berechnen  wie  in  An- 
deutung zur  Aufgabe  208  gesagt  wurde. 


Aufgabe  1028.  Die  Peripherie  eines 
Kreises,  dessen  Radius  R  =  20,54  misst,  ist 
so  in  die  vier  Teile  a^,  Jj,  c^  und  d^  geteilt, 
dass  sich: 

a^ :  Cj  =  2  : 8 
d, :  Cj  =  5  :  2 

verhalten.  Man  soll  den  Inhalt  des  durch 
jene  Teilpunkte  bestimmten  Sehnenvierecks 
berechnen. 

Figur  384. 


Andeutung.  Für  den  gesuchten  Inhalt  F 
des  Sehnenvierecks  hat  man,  siehe  Figur  384, 
nach  der  Erkl.  151: 


JK« 


jB2 


F  =  -ö-  .  8in€,  +  -^  .  8in€,+ 


2 


2 
2 


sinfaH- 


sm^j 


oder : 
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A)  .  .  .  F= -^-[sinfi  +  sinfi  +  sinfj  +  sinfj 

Nach  welcher  Gleichung  man  den  ge- 
suchten Inhalt  F  aus  dem  für  R  gegebenen 
Zahlenwert  und  den  Centriewinkeln  e^,  e^,  «^ 
und  «4  berechnen  könnte,  wenn  letztere  be- 
kannt wären.  Diese  Winkel  kann  man  aber 
wie  folgt  berechnen: 

Bildet  man  aus  den  in  der  Aufgabe  ge- 
gebenen Proportionen  eine  laufende  Propor- 
tion, so  erhlQt  man  nach  der  Erkl.  603: 


a). 


^  —  ^  — 
1   ■"  5  "■ 


<i, 
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2  4 

Nach  dem  in  der  Erkl.  234  angeführten 
Summensatz  ergibt  sich  hieraus: 

46 


Erkl.  603.    Die  in 

gebenen  Proportionen: 

a)  .  .  .  a^ :  h^ 

der  Aufgabe 
—  1:5 

1028 

ge- 

b).. 
c)  .  . 

.  a^:c^ 
.  dl :  Cj 

=  2:3 
=  5:2 
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5l±Vf:il±|L  =  ^  oder  =  A  oder  = 
1  +  5  +  l  +  T         ^  ^ 

2  4 

Beiücksichtigt  man   nunmehr,    dass  die 
Summe  der  Bogenstücke  a^  5^,  c^  und  J^  im 
kann  man^wie  folgt  in  eine  laufende  Pro-   Winkelmass  ausgedrückt  =  360^  ist,  und 
portion  umwandeln:  dass: 

Angenommen,  dem  Bogenstück  a,  entspreche  1  +  6  H 1 — —  =  -— - 

die  Masszahl  1,   so  entspricht  nach  der  Pro-  2        4          4 

portion  a)  dem  Bogenstück  h^  die  Masszahl  5.  ist,  so  erhält  man: 

Aus  der  Proportion  b)  ergibt  sich,  dass  dann  ^qqq        ^                  h               c                d, 

dem  Bogenstück  Cj  die  Masszahl  -^  entspricht.       i5.  1  5       '       X  ^ 

Ferner  ergibt  sich,  in  Rüijsicht  dass  dem  Bogen-   ^^  j^^^^^g  ^^^^^  g.^j^, 

stück  c,  die  Masszahl  -^r  entspricht,  aus  der     ^  4-360  ^     ,     , 

*  2  a)  .  .  .  Cj  =  — -rr —  Grad  oder  =  32o 

Proportion  c),    dass  dem  Bogenstück   d^   die  *" 

Masszahl  —   entspricht.  b)  .  .  .  fcj  =:  — — —  Grad  oder  :=  16CH> 

In  Bücksicht  jener  Annahme   besteht   also  4  «360 -3 

die  laufende  Proportion :  c)  .  .  .  Cj  =  -jgTg-  örad  oder  =  48« 

^  _  J!l  =  ^  =  -^  iißd 

1   —   ö         1         2^  ^x  ^        4.360.15^    ^    ^  ,,^ 

2  4  d)  .  .  .  d.  =  — 7^—; —  Grad  oder  =  120© 

40'4 

,,    ^^-      ^.       1.^-1-      Tl.     i.         Nach  der  £rkl.  604  sind  somit  die  Centn«- 
heisftf  •  Planonietnscher  Lehrsatz  ^iiücel  e,  «,.  a,  tmd  «%iehe  FiSr  "m.  SS.: 

-Der  zu  einem  Bogenstück  eines  Kreises  f         «i  =  32« 


gehörige  Centriewinkel  ist,  im  Winkelmass  ^n 
ausgedrückt,  das  Mass  jenes  Bogenstücks."      /••••! 


€j  =  1600 
€s  =  480 


^  und  €^  =  1200 

Nach  der  Gleichung  A)  kann  man  in  KM- 
sieht  der  Gleichungen  unter  B)  den  gesuchte^ 
Inhalt  F  berechnen. 


Aufgabe    1029.      Die    Peripherie    eines         Andeutung.   Die  Auflösung  dieser  Aufgabe  i>: 
Kreises,  dessen  Radius  r  =  10  m  misst,  ist '  analog  der  Auflösung  der  vorigen  Au^be  lOäa 
durch  vier  Punkte  im  Verhältnis  von  1:2:3:4 
geteilt.    Man  soll  den  Inhalt  des  durch  diese 
vier  Teilpunkte   bestimmten j  Sehnenvierecks 
berechnen.  _^__^_«__ 

c)'lAufgaben  über  das  Tangentenviereck. 

Aufgabe  1030.  Man  soll  nachweisen,  dass 
zwischen  den  Seiten  a,  b,  c  und  rf,  den  Win- 
keln Ä,  ß,  y  und  ö  eines  Tangentenvier- 
ecks, dem  Badius  r  des  demselben  ein- 
beschriebenen Kreises,  der  halben  Summe«  Auflösung.  Die  Kichtigkeit  der  in  dt: 
jener  vier  Seiten  und  dem  Inhalt  F  nach-  Aufgabe  vorgeführten  Relationen  kann  mar 
folgende  Relationen  bestehen;  wie  folgt  darthun: 

A)  Beweis  der  Eelationen  I)  bi«  3): 

Verbindet  man,  siehe  Figur  385,  den  Minel- 
punkt  M  des  Tangentenvierecks  ABCD  (siebe 


Aufgaben  über  das  Tangenteuviereck. 


723 


1)  .  .  .   r  = 


2)  .  .  .   r  = 


8)  .  .  .  r  = 


4)  .  .  .  r  = 


5)  .  .  .  r  = 


ctg  7  + ctg  I 
b 

ctg|-  +  ctg|- 

c 
ctg-^  +  ctg^ 


6)  .  .  .   r  = 


7)  .  .  .  r  = 


Ctg  Y  + Ctg  2- 
a  •  Sin  -5-  sm  ^ 

&  •  sin  ^  sin  -|- 

•    ß-\-y 
sin^^y^ 

y     .     S 

C'Sin-^  sin-^ 


sm 


8)  .  .  .  r  = 


-     .     ^     .     a 
Sin 


2 


9)  .  .  .  F  =  r  .  « 


Figur  385. 


Erkl.  605)  mit  den  Ecken  desselben,  so  werden 
dnich  diese  Verbindungslinien,  nach  der  Erkl.  581, 
die  Winkel  des  Vierecks  halbiert,  wie  in  der 
Fignr  885  angedeutet  ist. 

Aus  den  rechtwinkligen  Dreiecken  MfA  und 
M/B  ergeben  sich  bezw.  die  Relationen: 

.     a         U 


2 


r 


und 


oder: 


und 


ct«4 = ^ 

2  r 


a)  .  .  .  <i  :=  r-ctg 


a 
2" 

ß 


b)  .  .  .  fj  =  r-ctg— 


Durch  Addition  dieser  beiden  Gleichungen 
erhIUt  man: 


t,  +  t^  =  r'Ctg^  +  r'Ctg-^ 


oder: 
c) 


.  .  .   t,  +  t^z=:r(ctg^  +  ctg-^j 

Berücksichtigt  man  nunmehr,  dass: 

d)  .  .  .  ^,  -[-  tj  =  a 

ist,  so  erhält  man  in  Bücksicht  dessen  aus  Glei- 
chung c): 

a  =  r^ctgy  +  ctg-|-j 

und  hieraus  ergibt  sich  die  zu  beweisende  Re- 
lation : 

1)  .  .  .  r  = j- 

ctgf  +  ctgl 

In  ganz  derselben  Weise  kann  man  die  Re- 
lationen 2)  bis  4)  herleiten. 

B)  Beweis  der  Kelationen  5)  bis  8): 

Setzt  man  in  der  vorstehend  bewiesenen  Re- 
lation : 

a 

""""  ctg|  +  ctg4 

nach  der  in  der  Erkl.  424  angeführten  goniometr. 
Formel  für: 


ctg|-  +  ctg|-  = 


sm 
z 

sin  -2  81»  f 


so  ergibt  sich  aus  derselben  die  zu  beweisende 
Relation : 


5)  .  .  .  r  = 


.    a    .    ß 


sm 


a  +  ß 


In  ganz  derselben  Weise  kann  man  aus  den 
Relationen  2)  bis  4)  die  Relationen  6)  bis  8) 
herleiten. 
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Erkl«  605«  Unter  einem  „Tangenten- 
yiereck^  versteht  man  im  allgemeinen  ein  sol- 
ches Viereck,  dessen  Seiten  Tangenten  an 
einem  Kreis  sind. 

Man  kann  hierbei  zwei  Arten  von  Tangenten- 
vierecken  nnterscheidenf  nämlich: 

a)  solche,  deren  Seiten  Tangenten  eines 
Kreises  sind,  wie  die  Figor  385  zeigt; 

nnd 

b)  solche,  bei  welchen  die  Verlängerun- 
gen der  Seiten  Tangenten  eines  Kreises 
sind,  wie  z.  B.  die  Figur  386  zeigt 

Hat  hiemach  ein  Viereck  die  Eigenschaft, 
dass  man  in-  oder  an  dasselbe  einen  Kreis 
konstruieren  kann,  oder  besser  gesagt,  dass  man 
einen  Kreis  konstruieren  kann,  dessen  Peripherie 
die  Seiten  oder  die  Verlängerungen  der  Seiten 
berührt,  so  ist  dieses  Viereck  ein  Tangenten- 
Viereck. 


C)  Beweis  der  Belation  9): 

Aus  der  Figur  385  ergibt  sich,  dass  der  b- 
halt  F  des  Tangentenvierecks  gleich  der  Sonuti 
der  Inhalte  der  vier  Dreiecke  MAB,  MBt] 
MCD  und  MDA  ist;  in  Rücksicht  der  £rü.ä4 
ergibt  sich  somit  aus  der  Figur: 

~  ~2~'^~2~'^     2"^     2" 
oder: 

a)  .  .  .  f.  = ,. .  £±l±£±^ 

Setzt  man  hierin: 

a-^-b  +  c-j-d 

2  ■ 

so  erhält  man  die  zu  beweisende  Relation: 
9)  .  .  .  .  F  =  r.« 


8 


Figur  386. 


Aa%abe  103L     Von  einem  Tangenten- 
viereck sind  gegeben: 

a  =  4,48  m 

6  =  2,1  m 
und  /9  =  640  32'  8,4" 
und  r  =  1,2  m 

man  soll  die  nicht  gegebenen  Seiten   und 
Winkel  desselben  berec^en. 


Andeutung.  Mittels  der  in  Aufgabe  IP 
vorgeführten  Relationen  1)  und  2)  kann  nus 
aus  r,  a  und  ß^  bezw.  aus  r,  5  und  ^  dk 
V^inkel  a  und  y  berechnen  und  hiemach  da 
vierten  Winkel  d  mittels  der  Relation: 

bestimmen.  Dann  kann  man  mittels  der  in 
jener  Aufgabe  vorgeführten  Relationeo  p 
und  8)  aus  r  und  den  berechneten  Winkeli 
die  Seiten  c  und  d  bestimmen. 


Aufgabe  1032.     Von  einem  Tangenten- 
Viereck  sind  gegeben: 

a  =  2,2  m 
a  =  1150  20'  10" 
/  =  3,7  m 
r  =  1  m 

man  soll  die  nicht  gegebenen  Seiten   und        Andeutung.     Von  dem  Dreieck  ABB, 
Winkel  desselben  berechnen.  siehe  Figur  387,  kennt  man  gemäss  der  Ac- 
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Figur  387. 


gäbe  a,  f  und  a;  man  kann  somit,  wie  in 
Auflösung  der  Aufgabe  121  gezeigt  wurde, 
die  Seite  d  und  die  Winkel  ö^  und  ß^  dieses 
Dreiecks  berechnen.  Femer  kann  man  die 
Winkel  /}  und  6  mittels  der  in  Aufgabe  1030 
vorgeführten  Eelationen  1)  und  4)  aus  r,  a 
und  ce,  bezw.  aus  d,  r  und  a  berechnen  und 
den  Tierten  Winkel  y  mittels  der  Relation  : 

bestimmen. 

Die  Seiten  h  und  c  kann  man  schliesslich, 
wenn  die  Winkel  berechnet  sind,  mittels  der 
in  Aufgabe  1030  vorgeführten  Relationen  2) 
und  3)  bestimmen. 


Aufjgabe  1033.    Von  einem  Tangenten- 
yiereck  sind  gegeben: 

d  =  9,8  m 
d  =  3,02  m 
und 

r  =  4,75  m 

wie  gross  sind  die  Winkel  dieses  Tangenten- 
vierecks und  wie  gross  sind  die  beiden  an- 
deren Seiten  desselben,  unter  der  Voraus- 
setzung, dass  dieselben  parallel  sind,  dass 
also  das  Tangentenviereck  zugleich  ein  Tra- 
pez ist? 


Andeutung.    Aus  der  in  Aufgabe  1030 
vorgeführten  Relation  8)  ergibt  sich: 


Figur  388. 
c 


a-c 


a 


••I  .  *  •  • 


sm 


oH-ä 


r 


Berücksichtigt  man  nunmehr,  dass  das 
Tangentenviereck,  siehe  Figur  388,  ein  Trapez 
ist,  dass  also: 

ist,  mithin: 

-"2~-^ 

und 

<r  a 

ist,  so  erhält  man  aus  jener  Gleichung: 
sin  (^  - 1.)  .  sin  I   ^  ^ 

sinJJ  d 

und  hieraus  ergibt   sich  in  Rücksicht  der 
Erkl.  19  und  99: 


COB 


oder: 


2 


.     a         r 


«  .     a  «         2r 

28m-co8-2  =-^ 

oder  in  Rücksicht  der  Erkl.  52: 

2r 


A) 


sma  = 
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nach  welcher  Qleichuog  man  dra  Winkd  iz 
berechnen  kann. 
«  ^,    «^A      „.      ,    .     ^.  ,.      Tl..         Man  kann  Gleichung  A)  aach  dbekt  ui 
heisS""*  plan^netn8che^  Lehrsata  ^^j.  j^^  ^gg  ableiten. 

„In  jedem  Tangentenviereck  ist  die  Sunune        ^^^  «^nz  derselben  Weise  kann  man  & 
zweier  gegenttberüegender  Seiten  gleich  der  Gleichung : 
Summe  der  beiden  andern  Seiten."  -qx  „.   - 2r 

15) sulp  =  —z — 

In  Figur  887  z.  B.  ist  nach  der  Erkl.  466 :  '^6 

a  =  t^-^-t^  herleiten,  nach  welcher  man  ß  berechnai  kaoo. 

c  =  ^8  +  *4  ^^  Berechnung  der  Seiten  a  und  <  beachte 

alao:  man,  dass  nach  der  Erkl.  606: 

a)  .  ,  .  a  +  c  =  ^j  +  ^,  +  *8  +  ^4  C) a  +  c  =  h  +  d 

femer  ist  in  dieser  Figur:  ist,  und  dass  sich  femer,  wenn  man  in  de 

d=zt^-\-t^^  Figur  388  DG  BC  zieht,  aus  dem  hierdorch 

hz=t^-\-t^  entstandenen  Dreieck  AGD^  in  Bücksidt 

also:  dass  in  demselben: 

b)  ...  h  +  d  =  t,  +  t,  +  t,  +  t,  ^^  AG  =  a^c 

Aus  den  Gleichungen  a)  und  b)  eigibt  sich:  <^ADG  =  2R^  i^-j-ß) 

1)  .  ,  .  a-j-c  =  h-\-d  igt,  nach  der  Sinusregel  die  Relation: 

welche  Beziehimg  durch  vorstehenden  Lehrsatz                 a  -  c         sin  [2B  —  (a-^-ß)] 
ausgesprodien  ist.  — g —  = gjr 

oder: 

Tl\  /t      r  -  .^'«^(^  +  ß) 

U)    ...    a  —  C  —  * : — 

'  Bmß 

ergibt,  aus  welchen  Gleichung:en  man  Idd: 
die  Seiten  a  und  c  bestimmen  kann. 


d)  Aufgaben  über  das  Kreisviereck. 

Aufgabe  1034.  Man  soll  nachweisen,  dass 
zwischen  den  Winkehi,  den  Seiten  und  dem 
Inhalt  eines  Ereisvierecks,  sowie  dem 

Radius   r   des    demselben   einbeschriebenen       Auflösung.    Die  Richtigkeit  der  in  dff 
Kreises  nachfolgende  Relationen  bestehen :      Aufgabe  vorgeführten  Relationen  kann  m 


1) 

2) 

3) 

4) 
5) 
6) 


.    «       i/Tc"    ^  1      .__  wie  folgt  darthun: 

ctg  —  =  V  —^  oder  =  — =■  yahcd 

^       ^  _**_!  ""^  A)  Beweis  der  Relationen  1)  bi»  4): 

ctg-|-  =  v-^-  oder  =  — r-  Yahcd        Nach  der  in  der  Aufgabe  1015  vorgefiüirtes 

2         V    ah^  aö  Relation  1)  hat  man,  da  das  Kreisviereck ea 

y       ^  f  ad  1        Sehnenviereck  ist,  siehe  die  Erkl.  607  d 

ctgy  =  y  ^  oder  =  -^  yahcd  die  Figur  389: 

^ ^  «  ^  /  (« —  a)  (« —  <0 

ctg-j=v-^o'ä«'  =  -Vi^^^       *>--'*«T- Vr»-5){«-0 

^    !_  '"'  ''*  Ferner  hat  man  nach  der  Erkl.  606,  da  te 

F  ■=.  y  ahcd  Kreisviereck  auch  ein  Tangentenviereck  i!>' 

Vihä.      ,  V'^b^  die  weitere  Relation : 

r  = -^qr^  oder  = -^-j-^  h)  .  .  .  a  +  c  =  h  +  d 

Berücksichtigt  man,  dass  in  Gldchnng  a): 

a  +  h  +  c  +  d 

2 
mithin: 

c)  .  .  .  a-|-6-|-c  +  d  =  8« 
ist,  so  ergibt  sich  aus  den  Gleichungen  b)  na- 
c),  dass: 

c)  .  .  .  a  -|-  c  =  « 


Aufgaben  über  das  KreUviereck. 
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Figoi  889. 


und  dass: 

d)  .  .  .  h-j-d  =  8 

ist.    Ans  den  Gleichungen  a),  c)  und  d) 
erhält  man  also  für  ein  Ereisviereck: 


tg 
oder : 


2         V  (ft 


+  c  — a)  (ft  +  d  —  d) 


+  (i-6)^a  +  c-c) 


tg^ 


= oder  = 


vu 


*         ad 


und  hieraus  ergibt  sich  die  zu  beweisende 
Relation: 


1) 


c 


In  ganz  derselben  Weise  kann  man 
die  Relationen  2)  bis  4)  herleiten. 

B)  Beweif  der  Eelation  5): 

Setzt  man  in  der  in  Aufgabe  1018  vorgeführ- 
ten Relation  5): 


Erkl.  607.  Unter  einem  „Kreisviereck^ 
versteht  man,  siehe  Figur  389,  ein  solches  Vier- 
eck, dessen  Seiten  Sehnen  eines  Kreises  und 
zugleich  Tangenten  eines  andern  Kreises 
sind.  Das  KreisTiereck  hat  somit  im  allgemeinen 
die  sämtlichen  Eigenschaften  des  Sehnenvierecks 
und  auch  des  Tangentenvierecks. 

(Siehe  die  Erkl.  595  und  596  und  die  Erkl. 
605  und  606.) 

In  vielen  Lehrbttchem  wird  irrtttmlicherweise 
das  Sehnenviereck  als  Kreisviereck  bezeichnet. 


F=  Vis—a)  («  — 6)(ä  — c)  (s  —  d) 

in  Rücksicht,  dass  ein  Kreisviereck  zugleich 
Sehnen-  und  Tangentenviereck  ist,  nach  vor- 
stehenden Gleichungen  c)  und  d)  fttr: 

8  =  «-|-c 
bezw.  für: 

8=zh  +  d 
so  erhält  man: 

F=  V^(a-{-c-a){h-^d-b)(a-\-c—c)(b+d-d) 

und  hieraus  ergibt  sich  die  zu  beweisende  Re- 
lation :  

5)  .  .  .  F  =  Yahcd 

C)  Beweis  der  Eelation  6): 

Nach  der  in  Aufgabe  1030  vorgeführten  Re- 
lation 8)  hat  man,  in  Rücksicht,  dass  das  Kreis- 
viereck ein  Tangentenviereck  ist,  für  den  In- 
halt F  des  Kreisvierecks: 

F=  r'8 

und  hieraus  ergibt  sich  zunächst: 

F 


8 


Setzt  man  in  derselben  nach  den  vorstehen- 
den Gleichungen  c)  und  d): 

8  z=z  a-\-c 
oder: 

8  =  b  +  d 

und  berücksichtigt  die  unter  B)  bewiesene  Re- 
lation 5),  so  erhält  man  die  zu  beweisende  Re- 
lation :  

\/ahcd      ,  l/ahcd 

6)  .  .  .  r  =  -^ — : oder  = 


a-f-c 


b  +  d 
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Angabe   1035.     Drei  der  Seiten   eines        Andeutung.  Man  benutze  die  in  Aufgabe  lüS4 
Kreißvierecks  sind  bezw.:  vorgeführten  Eelationen. 

a  =  22,4  m 

b  =  18,9  m 
und 

c  =  7  in 

man  soll  die  Winkel  und  den  Inbalt  desselben 
sowie  den  Badius  des  demselben  einbeschrie- 
benen Kreises  berechnen. 


Aufgabe  1036.    Von  einem  Kreisviereck 
sind  gegeben: 

a  =  581  m 

«  =  1100  20^40" 

^  =  220  8'  10"  Andeutung.     Da    das    Kreisviereck  eh 

man  soU  die  nicht  gegebenen  Seiten  und  Win-  Sehnenviereck  ist,    so   findet  man  die 
kel  desselben  berechnen.  Winkel  y  und  ^  nach  der  Erkl.  696  mittels 

der  Beziehungen: 

A)  .  .  .  y  =  1800  —  a 

B)  .  .  .  <r=:  1800-/9 

Da  femer  das  Kreis  Viereck  ein  Tan- 
gentenviereck  ist,  so  kann  man  zmiächs: 
mittels  der  in  Aufgabe  1030  vorgeführtes 
Relation  1)  aus  a ,  a  und  ß  den  Radios ' 
des  einbeschriebenen  Kreises  berechnei 
Dann  kann  man  aus  r  und  den  Winkek  mit- 
tels der  in  jener  Aufgabe  vorgefahrten  Be 
lationen  6)  bis  8)  die  Seiten  b,  c  und  d  be 
rechnen.  Zur  Kontrolle  muss  nach  der 
Erkl.  606: 

a  -\-c  =  6-|~^ 
sein. 


Aufgabe  1037.    Von  einem  Kreisviereck 
sind  gegeben: 

a  =  11,2  m 

r  =  3  m 
und 

F  =  176,4  qm  Andeutung.   Nach  den  in  Aufgabe  1034 

man  soll  die  nicht  gegebenen  Seiten  und  die  vorgeführten  Relationen  5)  und  ^)  ist: 
Winkel  desselben  berechnen.  Vabcd  =  F 

und  

yabcd  =1  (a-^c)*  r 
Aus  diesen  beiden  Gleichungen  ergibt  siel 
in  bezug  auf  c  die  Bestimmungsgleichang: 

(a  +  c) .  r  =  F 
und  hieraus  erhält  man: 

F 

A)  .  .  .  c  = a 

r 

nach  welcher  Gleichung  man  die  Seite  c  l-e- 
rechnen  kann. 

Ist  hiemach  c  berechnet,   so  kann  niao 
leicht  b-^d  bestimmen,  da  nach  der  ErE  Bot-: 
a)  .  .  .  h-\-d  =z  a-^-c 
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ist.  Femer  kann  man  nach  der  aus  der  Re- 
lation 6)  in  Aufgabe  1034  sich  ergebenden 
Gleichung: 


ac 


in  Rücksicht,  dass  b-\'d  =  a-\-c  ist,  das 
Produkt  b'd  bestimmen;  alsdann  kann  man 
aus  den  Gleichungen  a)  und  b)  die  Seiten  b 
und  d  berechnen.  Aus  den  Seiten  kann  man 
schliesslich  mittels  der  in  Aufgabe  1034  vor- 
geführten Relationen  1)  bis  4)  die  Winkel 
berechnen,  wobei  man  allerdings  nur  zwei 
einander  nicht  gegenüberliegende  zu  be- 
rechnen braucht,  da  das  Kreisviereck  ein 
Sehnenviereck  ist  (siehe  Erkl.  596). 


^y*  'hXH-  »■<■' 


15).    Anfgaben  über  den  Kreis  in  Verbindung  mit  einem 

oder  zwei  anderen  Kreisen. 


Aufgabe  1038.  Die  Centrallinie  c  zweier 
sich  schneidenden  Kreise,  deren  Radien  B 
und  r  bezw.  =  1,4  und  1,3  m  messen,  ist 
1,5  m  lang;  wie  gross  ist  das  beiden  Kreisen 
gremeinsame  Flächenstück? 

Figur  390. 


Andeutung.  Sind,  siehe  Figur  390,  die 
Kreise  um  M  und  in  die  gegebenen,  so  stellt 
das  Flächenstück  ÄBCD  das  zu  berech- 
nende dar. 

Dieses  Flächenstück  ÄBCD  be- 
steht aus  dem  Segment  AGB  des 
Kreises  um  m  und  aus  dem  Segment 
ÄCD  des  Kreises  um  M. 

Bezeichnet  man  die  Centriewinkel 
AMC  und  AmC  bezw.  mit  a  und  ß, 
so  hat  man  nach  der  Erkl.  491: 


a)  .  Sgt  ACB 

und 


Erkl.  608.  Unter  der  „Centrallinie  oder 
der  Centralen  zweier  Kreise"  versteht  man 
im  allgemeinen  Sinn  die  gerade  Linie, 
welche  durch  die  Mittelpunkte  der  beiden  Kreise 
geht;  im  engeren  Sinn  rersteht  man  darunter 
die  Strecke,  weldie  die  Alittelpunkte  verbindet. 


b).Sgt.^CD  =  ^(;r.^«sin«) 

Die  unbekannten  Centriewinkel  a 
und  ß  kann  man  in  Rücksicht,  dass, 
siehe  die  Erkl.  608  und  609,  dieselben 
durch  die  Centrallinie  Mm  (=  c)  hal- 
biert werden,  aus  einem  der  kongruenten 
Dreiecke  MmA  und  MmC  bestimmen  und 
zwar,  da  von  jedem  dieser  Dreiecke  gemäss 
der  Aufgabe  die  drei  Seiten  R,  r  und  c 
gegeben  sind,  wie  in  der  Auflösung  der  Auf- 
gabe 119  gezeigt  vnirde. 

Sind  hiemach  diese  Winkel  a  und  ß  be- 
rechnet und  berücksichtigt  man,  dass  sich 
nach  Vorstehendem  ans  den  Gleichungen  a) 
und  b)  für  den  gesuchten  Flächeninhalt  F\ 
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Erkl.  $09.     Ein  planimetrischer  Lehnatz 
heifist: 

^Die  Centrallinie  zweier  sich  schneiden- 
deo  Kreise  steht  senkrecht  anf  der  ge- 
meinschaftlichen Sehne  beider  Kreise  nnd 
halbiert  dieselbe.'' 

Nach  diesem  Satz  ergibt  sich,  dass  in  der 
Fignr  d90 

dass  desgleichen 

/\mÄG  ^/^,  mCG 
ist)  worans  sich  ergibt,  dass: 

<^  AMG  =  ^  CMG  oder  =  4 

nnd  dass  ebenso: 

<J:  ÄmG  =  <i  CmG  oder  =  -^ 

ISva  Sa 


oder: 


ßo       r^^mß 


-\-Rin 


«0         Ä*-3Uf 
9 


360»  2        '  "  "   3600 

oder,  wenn  a  und  j3  in  Grade  ansgediieki 
sind: 

^^•-  ^- 360 2 

ergibt,  so  kann  man  nach  dieser  Gleiclm^ 
in  Rücksicht  der  für  B  nnd  r  gegebeos 
nnd  in  Rücksicht  der  für  a  and  ß  berec^ 
neten  und  in  Grade  aasgedrackten  W^ 
den  gesuchten  Inhalt  F  berechnen. 


Anfjgabe  1039.  Zwei  Kreise,  deren  Ra- 
dien B  und  r  bezw.  9  und  4,6  dm  lang  sind, 
schneiden  sich  so,  dass  die  gemeinschaftliche 
Sehne  s  beider  Kreise  3,14  dm  lang  ist, 
welchen  Inhalt  hat  das  beiden  Kreisen  ge- 
meinsame Flächenstück? 


Andeutung.  Die  Auflösung:  dieser  Aif 
gäbe  ist  analog  der  Auflösung  der  vorige 
Aufgabe  1038.  Die  halben  Centriewinke. 
a  ß 

Y  und -gl  si^hc  Figur  390,  bestimme  mu 

bezw.  aus  den  rechtwinkligen  Drdecte 
AGM  und  ÄGm,  Von  diesen  Dreiecken 
sind  gemäss  der  Aufgabe  die  Hypotennsa 
MA  (=  K)  und  mA  (=  r),  sowie  die  ^ 


meinschaftliche  Kathete  AG 


=i) 


(_AC 


okr 


bekannt. 


Angabe  1040.  Von  zwei  Kreisen  schnei- 
det der  eine  den  andern  rechtwinklig;  wie 
gross  ist  der  Inhalt  des  beiden  Kreisen  ge- 
meinschaftlichen Flächenstücks,  wenn  die  ge- 
meinschaftliche Sehne  s  beider  Kreise  gleich 
der  Centrallinie  der  Kreise  ist? 

Figur  391. 


Auflösung.  Sind,  siehe  Figur  391,  äi^ 
Kreise  um  M  und  m  zwei  beliebig  sk: 
schneidende  Kreise,  so  hat  man  nach  der  b 
Andeutung  zur  Aiufgabe  1038  aufgestelltrs 
Gleichung  A)  für  den  Inhalt  F  ies  beidti 
Kreisen  gemeinsamen  Flächen^tücks  ABCv 
die  Relation: 

.         „      i2«.a-}-r2./5  ÄÄ.gin«  — r<.«iE'' 

'  360  2 

Schneidet  nun  z.  B.  der  Kreis  um  w  da 
Kreis   um   M  rechtwinklig,   wie  in  drr 
Aufgabe  erwähnt,  so  muss  in  der  Figur  ^i\ 
der  Centriewinkel  AMC  oder 
b)  .  .  .  «  =  900 

sein,  indem  nach  der  ErkL  610  der  Bc>st^ 
ADC  =:  ein  Vierteil  der  Peripherie  h 
Kreises  um  üf ,  also  im  Winkelmass  aas- 
gedrückt =  90<*  ist 
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Da  ferner  gemäss  der  Aufgabe: 


Erkl.  610.    Man  sagt,  ein  Kreis  A,  siehe  i    t,«  i  .  v  ^IT  t?«i,i  ^aq 

Figur  392 ,   schneidet  einen  andern  Kreis   B  oder  in  Rtickflicht  der  Erkl.  609. 

rechtwinklig,  wenn  die  Peripherie  des  Kreises 
Ä  durch  solche  Punkte  p  und  p,  der  Peripherie 


«)  .  .  .2'AG  =:MG  +  mG 

des  Kreises  B  geht,  welche  die  Endpunkte  eines  ^^  ^»ch  der  Erkl.  611: 
Vierteils  (eines  Quadranten)  der  Peripherie  dieses 
Kreises  J^  sind. 

Figur  892. 


ß)  .  ,  .  AG  =z  MG 

ist,  so  muss  nach  diesen  Grleichungen  a) 

und  ß)  auch: 


Erkl.  611.     Nach  der  Erkl.  609  ist  in  der 
Figur  392: 

<^  AMG  =  <i  CMG  oder  =  -|- 

Da  nun: 

«  =  900 

also: 

-^  =  450 


y)  .  ,  .  AG  =  mG 

sein ,  d.  h.  das  Viereck  A  MCm  muss 
nach  der  Erkl.  612  ein  Quadrat  sein. 
Hieraus  ergibt  sich,  dass  auch  der 
Centriewinkel  AmC  oder: 

c)  .  .  .  /S  =  900 

und  dass: 

d)  .  .  .  r  =  B  (siehe  Erkl.  613) 

sein  muss. 

Aus  den  Gleichungen  a)  bis  d)  folgt : 

2 

oder,  nach  gehöriger  Reduktion  und  in  Rück- 
sicht der  Erkl.  99 : 

B^  +  B!^  iJ2  +  Ä2 

e).  .  .  F  =  —f—'n-^—^ 

Setzt  man  nach  der  aus  dem  rechtwink- 
ligen Dreieck  AMC  sich  ergebenden  Re- 
lation:             

MA^  +  MC^=^AC^ 

für: 

f)  .  .  .  i2«  +  i?8  =  «2 


ist,  und  da  das  Dreieck^  6?  Jlf  nach  der  Erkl.  609   go  erhält  man  für  den  gesuchten  Inhalt: 
ein  bei  G  rechtwinkliges  ist,  so  muss  auch:  .  ^2  ^2 

^  MAG  =  4  oder  =  450  4  2 

^  oder: 
sein,  d.h.  das  Dreieck  AGM  ist  ein  recht-  f— il/_9^ 

winklig-gleichschenkliges  Dreieck,  mithin:  A)  .  .  .  .  i*  —   ^  l^      ^) 

AG  =  MG  nach  welcher  allgemeinen  Gleichung  man  in 

Rücksicht  eines  tür  5  gegebenen  Zahlenwerts 
Erkl.  612.     Ein   planimetrischer  Lehrsatz  den  gesuchten  Inhalt  F  berechnen  kann. 

heisst : 

„Sind  die  Diagonalen  eines  Vierecks  gleich 
lang  und  halbieren  sich  dieselben  und 
stehen  auch  senkrecht  aufeinander,  so  ist 
das  Viereck  ein  Quadrat." 


Erkl.  618.  Schneidet  ein  Kreis  einen  andern 
Kreis  rechtwinklig  (siehe  Erkl.  610)  und  die 
Hadien  beider  Kreise  sind  einander  gleich,  so 
durchschneiden  sich  beide  Kreise  gegenseitig 
rechtwinklig. 
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Figur  393. 


Aufgabe  1041.  Die  Radien  B  und  r 
zweier  Kreise  sind  bezw.  20,36  und  15,08  dm, 
die  Centrallinie  beider  Kreise  misst  c  = 
40,8  dm;  welchen  Winkel  bilden  die  beiden 
äusseren,  an  diese  Kreise  gezogenen  ge- 
meinschaftlichen Tangenten  miteinander  und 
welchen  Winkel  bilden  die  beiden  inneren, 
an  diese  Kreise  gezogenen  gemeinschaft- 
lichen Tangenten  miteinander? 


Figur  394. 


Erkl«  614.  Ein  planimetrischer  Lehrsatz 
heis8t: 

„An  zwei  ganz  auseinanderliegende  Kreise 
sind  Tier  gemeinschaftliche  Tangenten  mög- 
lich; zwei  derselben  schneiden  die  Central- 
linie, die  beiden  andern  schneiden  die- 
selbe nicht  (bezw.  schneiden  die  Ver- 
längerungen der  Centrallinie,  wenn  die 
Radien  beider  Kreise  ungleich  sind).'^ 

Die  beiden  ersten  heissen  die  inneren,  die 
beiden  letzten  heissen  die  äusseren  gemein- 
schaftlichen Tangenten. 

(Siehe  die  Teile  der  Encyklopädie ,  welche 
ttber  Planimetrie  handeln.) 


Andeutung.  Sind,  siehe  Figur  393,  BC 
und  B^C^  die  an  die  gegebenen  Kreise  M 
und  m  gezogenen  äusseren  gemeinsehaft- 
liehen  Tangenten  (siehe  ErkL  614),  und,  man 
verlängert  dieselben  bis  zu  ihrem  Durch- 
schnitt Äj  so  muss  nach  der  Erkl.  615  dieser 
Durchschnitt  Ä   in    der  Verlängernng   der 

Centrallinie  Mm  beider  Kresse 
Uegen.  Zieht  man  die  Badiei 
MB,  MBi,  mC  und  mC^  nach 
den  Berülmingspunkteii,  so  e^ 
hält  man  die  kongruenten  recht- 
winkligen Dreiecke  MBA  und 
MB^A,  bezw.  die  Dreiecke 
mCA  und  tnC^A,  Hieran 
ergibt  sich,  dass  der  zu  be- 
rechnende Winkel  a  durch  die 
Centrallinie  MmA  halbiert 
wird,  wie  in  der  Pigur  aa- 
gedeutet.  Zieht  man  ferner 
noch  mD  parallel  AB,  so  e^ 
hält  man  das  rechtwinklige 
Dreieck  mDM.  In  demselbei: 
ist: 


<^  MmD  =  <^  MAB  oder  = 


2 


Mm  =  c 


MD  =  MB—  MD  oder  =  MB  —  wC 

oder  =  Ä  —  r 

Aus  diesem  Dreieck  ergibt  sich  sonach  : 

AS  •    «        B  —  r 

A)  .  .  .  .  sm  "TT-  = 

2  c 

nach  welcher  Gleichung  man  aus  B^  r  und  c 
den  Winkel  a  berechnen  kann. 

In  ganz   analoger  Weise   kann  man  in 
Rücksicht  der  Erkl.  615  den  Winkel  ft  siehe 
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Figur  394,  bestimmen,  unter  welcbem  sich 
die  inneren  gemeinschaftlichen  Tangenten 
BC  und  B^  C^  beider  Kreise  schneiden.  Zieht 
man  mD  parallel  BC  und  verlängert  MB, 
Erkl.  615.     Ein  planimetrischer  Lehrsatz  so  erhält  man  das  bei  D  rechtwinklige  Dreieck 

heisst:  .  ,    ,  MDm.    In  demselben  ist: 

„Der  Durchschnittspunkt  je  zweier  inneren  ^ 

oder  je  zweier  äusseren  an  zwei  ganz  aus-  ^  MmD  =  <^  MAB  oder  =  — 

einanderliegenden  Kreisen  gezogenen  ge-  2 

meinschaftiichen  Tangenten  liegt  auf  der  Mm  =:  c 

Centrallinie,  bezw.  auf  der  Verlängerung       ,  ^>i^      ^7^  ,  ^^n  ^^«-       ttb  1  ~~rf 
dereelben."  "»    "^   und  MD=zMB  +  BD  odetz=zMB  +  mC 

oder  z=  B-f-r 

Aus  diesem  Dreieck  ergibt  sich  sonach: 

B)  .  .  .  .  sm-|-  =  — ^ — 

nach  welcher  Oleichung  man  aus  B,  r  und 
c  den  Winkel  ß  berecbien  kann. 


Aafjgabe  1042.  Die  Centrallinie  zweier 
Kreise  ist  e;  =  210,8  dm;  die  inneren  Tan- 
genten an  diesen  beiden  Kreisen  schneiden 
sich   unter  dem  Winkel  j}  =  110^  40'  und 

die  äusseren  Tangenten  schneiden  sich  unter  Andeutung.  Nach  der  Andeutung  der 
dem  Wmkel  a  =  40^  10'.  Man  soll  die  Sa-  vorigen  Aufgabe  1041  bestehen  zwischen 
dien  beider  Kreise  berechnen.  den  Winkeln  a  und  ß^  den  Radien  B  und  r 

und  der  Centrallinie  c  der  beiden  Kreise  die 
Relationen:  t> 

sm  Y  =  — ;; — 
und 

sm-s"  =  — ■ — 
aus  denselben  erhält  man  bezw.: 

a)  .  .  .  B  —  r  =  c- sin  "ö" 
und 

b)  .  .  .  i2-f-r  =  C'Sin-^ 

Ja 

Durch  Addition  bezw.  durch  Subtraktion 
dieser  beiden  Gleichungen  erhält  man  bezw.: 


und 


c)  .  .  .  2i2  =  cY8in-|-  +  8in|-) 

d)  .  .  .  2r  =  c.(sin-|-  — sin-g-j 


Bringt  man  in  bezug  auf  sin  -q-  -)~  sin  -5- 

und  sin  y  —  sin  -^  die  in  den  Erkl.  116  und 

116  angeführten  goniometr.  Formeln  in  An- 
wendung, so  erhält  man  bezw.: 

a-\-  B  a  —  ß 

A)  .  .  .  R  z=  c-sin — 3-^  •  cos — 7-^ 

4  4 

und 

B)  .  .  .    r  =  c-sin-^--T —  •  cos-^--j — 

4  4 

nach  welchen  Gleichungen  man,  in  Rücksicht 
der  für  c,  a  und  ß  gegebenen  Zahlenwerte 
die  Radien  R  und  r  berechnen  kann. 
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Hülfsrechnnng  2. 

530  7' 48-         58.60'+ 7'  + 


48^ 
60 


3600 


360-60' 
3180'  +  7'  + 

2l6Ö0 
3187 -t 

ö 

21600 

15989 

5-21600 


Ans: 


Hfllferechnnng  8. 


8inr  =  -g- 


erhält  mau  y  wie  folgt: 

log  siny  =  log  3  —  log  5 

Nun  ist: 

(+10)  -(-10) 

log3  =       0,4771218 
—  logö  =  —  0,6989700 


log  siny  =       9,7781513  —  10 

1467 


mithin  ist: 


y  =  360  52'  12" 

Hfilftirecluiiing  4. 

360  52' 12"    36.60' +  52'  + 


46 
56 


12^ 
60 


3600    —      360.60' 

2160'  +  52'  +  y 
~     2l60Ö^ 
2212  i 

o 

""  21600 
_  11061 
~    5.21600 

Hfllfisrechnung  5. 

Den  Wert  für: 

38061 

^*  21600 

kann  man  wie  folgt  berechnen: 

38061 
log  n  .  -gj^gg-  =  log  Ä  +  log  38061  -  log  21600 

Nun  ist: 

log  n  =       0,4971499 
+  log  88061  =  +  4,5804802 


5,0776301 
—  log  21600  =  ~  4,3344638 


log^-S  =       0,7431763 

1725 


21600 


mithin: 


38061 


38 
39,5 


Für  den   Inhalt    des  Sektors  5iC  hat 
man  nach  der  Erkl.  486 : 


Sektor  hAC^ 


_     ^ 


3600 


r,?n 


oder,  da  sich  aus  dem  rechtwinkligen  Dreieck 
ahc\ 


oder: 


.   ^        ac 
bc 


mithin  nach  Hülfsrechnang  1: 

ß  =  630  7'  48" 
ergibt: 

530  7'  48" 


Sektor  bAC=z 


3600 


ft 


oder  in  Rücksicht  der  Hfilfsrechnimg  2  lod 
des  für  r„  gegebenen  Werts: 

A\  Q^w      i^^        15939. 2«-^ 

d)  .  .  .  Sektor  hAC  =  — ^  ^,^^^ — 

5-21600 

Für  den  Inhalt   des   Sektors   cAB  hat 
man  schliesslich  nach  der  ErÜ.  486: 

Sektor  cAB  =  -J—  -  r   ^  -  n 

oder,  da  sich  aus  dem  rechtwinklig«!  Drdeci 
ahc: 


oder: 


ah 
siuy  =  -z=r- 

hc 

8 

smy  =  -^ 

0 


mithin  nach  der  Hülfsrechnnng  3: 
y  =  860  62'  i^' 

ergibt: 

c  1  *         ^  x>         360  52'  12" 

Sektor  cAB  =  zrrT:^ r.J  •  n 


8600 


ttt 


oder  in  Rücksicht  der  Hülfsrechnung  4 
des  für  r„,  gegebenen  Zahlenwerte: 

.  Ol*         Är>       11061.3«.« 

e)  .  .  .  Sektor  cAB  =  ----------- 

6-21600 
Ans  den  Gleichungen  a)  bis  e)  folgt: 


15939.22.«       11061 

+ 


/l    ,      163805   \ 
-^-^•(^T+   5.21600  j 

-fi   ,/l  i  32661\ 
~^--^(^T+2l65oj 


5-21600   ■   5 
16939-4  +  11061.9 

6.21600 
63766  +  995491 


161 -a»?!] 

.21600  J 


■] 


6.21600 
163806 


I 


=  6  —  « 


=  6  —  « 


5400  +  32661 

21600 
38061 
21600 


Preisgekrönt  in  Frankfurt  a>  M.  1881. 

Der  ausführliche  Prospekt  und  das  ausführliche  Inhalts- 
verzeichnis der  „Yollständig  gelösten  Aufgabensammlnng  von 
Dr.  Ad.  Kleyer**  kann  von  jeder  ßucliliandlnng,  sowie  von  der 
Verlagshandlnng  gratis  und  portofrei  bezogen  werden. 

Bemerkt  sei  hier  nur: 

1).  Jedes  Heft  ist  aufgeschnitten  und  gut  brocliiert  um  den  sofortigen  und  dauern- 
den Gebrauch  zu  gestatten. 

2).  Jedes  Kapitel  enthält  sein  besonderes  Titelblatt,  Inhaltsverzeichnis,  Berichtigungen 
und  Erklärungen  am  Schlüsse  desselben. 

3).  Auf  jedes  einzelne  Kapitel  kann  abonniert  werden. 

4).  Monatlich  erscheiuen  3 — 4  Hefte  zu  dem  Abonnementspreise  von  25  Pfg.pro  Heft 

5).  Die  Reihenfolge  der  Hefte  im  nachstehenden,  kurz  angedeuteten  Inhaltsver- 
zeichnis ist,  wie  ans  dem  Prospekt  ersichtlich,  ohne  jede  Bedeutung 
für  die  Interessenten. 

6).  Das  Werk  enthält  Alles,  was  sich  Oberhaupt  auf  mathematische  Wissenschaften 
bezieht,  alle  Lehrsätze,  Formeln  und  Regehi  etc.  mit  Beweisen,  alle  praktischen 
Aufgaben  in  vollständig  gelöster  Form  mit  Anhängen  ungelöster  analoger  Auf- 
gaben und  vielen  vortrefflichen  Figuren. 

7).  Das  Werk  ist  ein  praktisches  Lehrbuch  für  Schüler  aller  Schulen,  das 
beste  Handbuch  ftlr  Lehrer  xmd  Examinatoren,  das  vorzüglichste  Lehrbuch 
8um  Selbststudium,  das  vortrefiTlichste  Nachschlagebuch  fttr  Fachleute  und 
Techniker  jeder  Art« 

8).  Alle  Buchhandlungen  nehmen  Bestellungen  entegen. 


Das  vollständige 

Inhaltsverzeichnis 

der  bis  jetzt  erschienenen   Hefte 

kann  durch  jede  Buchhandlung  bezogen  werden. 

Halbjährlich  erscheinen  Nachträge  Über  die  inzwischen  neu  erschienenen  Hefte. 


Dniok  Ton  Oarl  Hammer  in  StiiUgMrt. 
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Ebene  Trigonometrie. 

Forts.  V.  Heft  344.  —  Seite  737—752.« 

Mit  18  Figuren. 


VoUständig 

Aufgaben-  Sammlung 

—  nebst  Anhängen  ungelöster  Aufgaben,  für  den  Schul-  &  Selbstunterricht  - 

mit 

Angabe  und  EntflcUnng  der  benntzten  Sätze,  Formeln,  Regeln,  In  Fragen  ond  Antworten 

erl&atert  durch 

viele  Holzschnitte  &  lithograpL  Tafeln, 

auB  allen  Zweigen 

der  Rechenkiinflty  der  niederen  (Algebra,  Planimetrie,  Stereometrie,  ebenen  n.  spli&risclien 
Trigonometrie,  synthetischen  Geometrie  etc.)  u.  hdheren  Mathematik  (höhere  Analysis, 
Differential-  u.  Integral-Rechnung,  analytische  Geometrie  der  Ebene  u.  des  Raumes  etc.);  — 
aus  allen  Zweigen  der  Physik,  Meohanik,  Graphostatik,  Chemie ,  GeodSsie,  Nautik, 
mathemat.  Geegraphie,  Astronomie;  des  Kaschmen-,  Strassen-,  Elsenbahn-,  Wasser-, 
Brfleken-  u.  Hoehhan's;  der  Konstmktionslehren  als:  darstell«  Geometrie,  Polar-  u. 

Parallel-PerspektlTe,  Sehattenkonstroktionen  etc.  etc. 

fOr 

Schüler,  Studierende,  Kandidaten,  Lehrer,  Techniker  jeder  Art,  Militärs  etc, 

zum  einzig  richtigen  und  erfolgreiclien 

Studimn,  zur  ForthfiUb  bei  Schnlarbeiten  und  zur  rationellen  Verwertung 

der  exakten  Wissenschaften, 

herausgegeben  von 

Dr.  Adolph  Hleyer^ 

Mathematiker,  rereldeter  königl.  prenii.  Feldmesier,  rereideter  groiih.  hessiioheT  Geometer  I.  Klasie 

in  Frankfurt  a.  M. 
unter  Mitwirkung  der  bewährtesten  Er&fte. 
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Fortsetzung  von  Heft  344.    —    Seite  737—752.     Mit  18  Figuren. 

Anrgaben  Ober  den  Kreis  in  YerbindiiDg  mit  einem  oder  zwei  anderen  Kreisen,  Fortsetzung.  —  Trigonometri- 
sche Aufgaben  aus  der  angewandten  Mathematiic.  Aufgaben  ans  der  praktischen  Oeometrie  (dem  FeldiuesBen). 
—  Aufgaben  Aber  die  Berecbnung  der  horizontalen  Entfernung  zweier  Punkte,  aus  horizontal  k^- 
messenen  Bestimmungsstücken.  —  Aufgaben  über  die  Berechnung  der  Entfernung  zweier  Punkte  aus  ge- 
messenen BeBtimmungBBtücken,  welche  mit  jenen  Punkten  in  einer  uud  deräelben  Ebene  liegen. 


Stuttgart  1887. 
Verlag  von  Julius  Maler. 


Das  vollständige  Inhaltsverzeichnis  der  bis  jetzt  erschienenen  Hefte  kann 
durch  jede  Buchhandlung  bezoaen  werden. 


Preisgekrönt  In  Frankhirt  a.  M,  1881, 

PROSPEKT. 

DieieB  Werk,  welchem  kein  ftknllehes  zur  Seite  steht,  erscheint  moiiAtlicli  in  3—4 
Heften  zu  dem  biUlgen  Preise  yon  25  ^  pro  Heft  and  bringt  eine  Sammlung  der  wichüf 
sten  and  praktischsten  Anfgaben  aas  dem  Gesamtgebiete  der  Mathematik,  Phjiit, 
Heehaiiik,  matlu  Geograplde,  Astronomie,  des  Haschinen-,  Strassen-,  Elsenbsbii-, 
Brilcken-  and  HochbaneA,  des  konstraktiTcn  Zeicbnens  etc.  etc.  and  iwar  in  TOllatSadif 
geI5ster  Form,  mit  fielen  Figaren,  Erklftmngen  nebst  Angabe  nnd  Entwiekelnng  de: 
benntften  Sitze,  Formeln,  Regeln  in  Fragen  mit  Antworten  etc.,  so  dass  die  Lötcnf 
Jedermann  yerst&ndlich  sein  kann,  bezw.  wird,  wenn  eine  grössere  Anzahl  der  Hefte  er- 
schienen ist,  da  dieselben  sieh  in  ihrer  Gesamtheit  ergänzen  und  alsdann  anch  tUe 
Teile  der  reinen  and  angewandten  Mathematik  —  nach  besonderen  selbst&adigen  Eipi- 
teln  angeordnet  —  yorliegen. 

Fast  jedem  Hefte  ist  ein  Anhang  yon  nngelSsten  Aofgaben  beigegeben,  weicht  hs 
eigenen  Lltaang  (in  analoger  Form,  wie  die  bezOglichen  gelösten  Aufgaben)  des  Stadierendes 
ftberlassen  bleiben,  and  zugleich  yon  den  Herren  Lehrern  für  den  Schulunterricht  benetzt 
werden  können.  —  Die  LSsangren  hierzu  werden  sp&ter  in  besonderen  Heften  ffir  die  Hand  da 
Lehrers  erscheinen.  Am  Schlüsse  eines  jeden  Kapitel»  gelangen:  Titelblatt,  InhaltSTenelek* 
nis,  Berichtignngen  und  erl&ntemde  Erklärongen  Bber  das  betreffende  Kapitel  aar  Ausgabt 

Das  Werk  behandelt  zun&chst  den  Hauptbestandteil  des  mathematisch-natoxwüsee- 
schaftlichen  ünterrichtsplanes  folgender  Schulen:  Bealsehnlen  I.  nnd  IL  Ord.,  gleich- 
berechtigten höheren  BOrgerschalen,  PriTatschalen,  Gymnasien,  Reaigjnmaslen,  Pr*^ 
gymnasien,  Schallehrer -Seminaren,  Polytechniken,  Techniken,  Baagewerkschiilfi, 
Gewerbeschalen,  Handelsschalen,  techn.  Torbereitangsschnlen  aUer  Arten,  gpewerblicb« 
Fortbildnngsschalen,  Akademien,  ünlTersi täten,  Luid-  nnd  ForstwissensehaflssekDlea. 
Milit&rschnlen,  Yorbereitnngs- Anstalten  aller  Arten  als  s.  B.  für  das  Bl^JUirif-Frei- 
willige-  and  Offlzlers-Examen,  etc. 

Die  Schüler,  Studierenden  und  Kandidaten  der  mathematischen,  tecliniadieB  Kii 
naturwissenschaftlichen  Fächer,  werden  durch  diese.  Schritt  für  Schritt  gelSate,  Aafgabe^ 
Sammlung  immerwährend  an  ihre  in  der  Schule  erworbenen  oder  nur  gehörten  Tkecnieii  ftc 
erinnert  und  wird  ihnen  hiermit  der  Weg  zum  nnfehlbaren  Auffinden  der  Lösungen  der 
jenigen  Aufgaben  gezeigt,  welche  sie  bei  ihren  Prttftingen  zu  lösen  haben,  zuglelck  aber  icd 
die  fiberans  grosse  Frachtbarkeit  der  mathematischen  Wissenschaften  yorgefUirt. 

Dem  Lelu^r  soll  mit  dieser  Aufgabensammlung  eine  kräftige  Stütze  ftlr  den  Schi 
Unterricht  geboten  werden,  indem  zur  Erlernung  des  praktischen  Teiles  der  matlieniatisrh:: 
Disciplinen  —  inm  Auflösen  yen  Aufgaben  —  in  den  meisten  Schulen  oft  keine  Zeit  er 
übrigt  werden  kann,  hiermit  aber  dem  SchOler  bei  seinen  häuslichen  Arbeiten  eine  tc; 
ständige  Anleitung  in  die  Hände  gegeben  wird,  entsprechende  Aufgaben  an  10ses^  die  p- 
hebten  Begeln,  Formeln^  Sätze  etc.  anzuwenden  und  praktisch  zu  yerwerten.  Lwt^  lAti* 
und  Yerständnis  für  den  Scbul-Ünterricbt  wird  dadurch  erhalten  und  belebt  werden. 

Den  Ingenieuren,  Architekten,  Technikern  und  Fachgenossen  aller  Art,  MilltL-i 
etc.  ete.  soU  diese  Sammlung  zur  AofTHschnng  der  erworbenen  und  yielleicht  yergesses': 
mathematischen  Kenntnisse  dienen  und  zugleich  durch  ihre  praktischen  in  alleii  Benfi- 
iweigen  rorkommenden  Anwendungen  einem  toten  Kapitale  lebendige  Kraft  yerleibeB  r* 
somit  den  Antrieb  zu  weiteren  praktischen  Terwertungen  und  weiteren  Forsehangvn  g««  a 

AUe  Buchhandlungen  nehmen  Bestellungen  entgegen.    Wichtige  und  praktinche  kz 
gaben  werden  mit  Dank  yon  der  Bedaktion  entgegengenommen  nnd  mit  Angabe  der  Ksxsf: 
ivküHsi  —  Wünsche,  Fragen  etc.,  welche  die  Bedaktioa  betreifen,  nimmt  der  Yer&ur. 
Dr.  Kleyer,  Fraakfbrt  a.  M.  FlsekerfeldstrasBe  1«,  entgegen  and    eird  deren  Krledirrr; 
tknnlichst  berücksichtigt 

stattgart  IM«  Terlagshandliuig. 
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Nach  Hiilfsrechnnng  5  erhält  man  hier- 
aus: 

F=6'^  5,63576 

Der  gesuchte  Inhalt  jPist  also: 
F  =  0,46425  qm 


Au^be  1046.  Welche  Winkel  büden 
die  Centrallinien  dreier  sich  von  aussen  be- 
rährender  Kreise  miteinander,  wenn  die 
Radien  dieser  drei  Kreise  bezw.  R  =  48, 
/-  =  36  und  ^  =  42  dm  messen? 


Andeutung.  Man  kennt  von  dem  durch 
die  drei  Mittelpunkte  der  Kreise  bestimmten 
Dreieck  die  drei  Seiten;  dieselben  sind  nach 
der  ErkL  61J  bezw.  =  Ä  +  r,  B-\-q  und 
r'\'Q,  Man  kann  somit,  wie  in  Auflösung 
der  Aufgabe  119  gezeigt,  aus  diesen  drei 
Seiten  die  Winkel  dieses  Dreiecks,  d.  s.  die 
gesuchten  Winkel,  welche  die  Centrallinien 
jener  Kreise  miteinander  bilden,  berechnen. 


Figur  397. 


r---'P 


Aufjgabe  1047.  Die  Centralünie  zweier 
Kreise  mit  den  Radien  R  =  8,45  und  r  = 
5,36  m  misst  c  =  20,6  m«  Beide  Kreise 
werden  von  aussen  von  einem  dritten  Kreis 
berührt,  dessen  Badius  ^  =  6,4  m  misst. 
Wie  gross  ist  der  Winkel,  welchen  die  Ver- 
bindungslinie der  Berührungspunkte  jener 
beiden  Kreise  und  diesem  dritten  Kreis  mit 
der  Centrallinie  jener  beiden  Kreise  bildet 


Erkl.  618*     Ein  planimetrischer  Lehrsatz 

heisst: 

„Zieht  man  in  zwei  Kreisen  in  gleichem 
(oder  entgegengesetztem)  Sinn  parallele 
Kadien,  und  dunh  die  Endpunkte  je  zweier 
solcher  zusammengehöriger  Badien  Gerade, 
80  schneiden  sich  diese  Geraden  in  einem 
und  demselben  Punkt  der  Centralen  jener 
zwei  Kreise.'' 

(Siebe  die  Teile  der  Encyklopädie,  welche 
über  die  Plammetrie  handeln. 
Kleyer,  Ebene  Trigonometrie. 


Andeutung.  Sind,  siehe  Figur  397,  die 
Kreise  um  A  und  B  die  gegebenen  Kreise, 
welche  von  dem  dritten  Kreis  um  C  in  2) 
und  F  berührt  werden ,  so  ist  gemäss  der 
Aufgabe  *<^  D  PA  oder  a  der  gesuchte  Winkel 

Zieht  man  noch  BG  ||  PD,  so  ist  <^  GBA 
ebenfalls  =  a  und  diesen  Winkel  kann  man 
wie  folgt  berechnen: 

Das  Dreieck  BGC  i«t  ein  gleichschenk- 
liges Dreieck,  indem  nach  einer  Folgernng 
des  in  der  ErkL  618  ausgesprochenen  plani- 
metrischen  Lehrsatzes  GI)\\  BH,  also  eben- 
falls =  /'  ist 

Bezeichnet  man  einen  der  Basiswinkel, 
wie  in  der  Fignr  angedeutet,  mit  ß,  so  ist 
der  Winkel  ACB  =  2i?  — 2^. 

47 
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Diesen    Winkel    2B — 2(J,    ebenso  du 
Winkel  y  des  Dreiecks  ABC  kann  man  aas 
den   drei  Seiten  -45(:=r),  BC(=o  — 
und  ÄC  (=  -ff  +  ^)  berechnen,  wie  in  Aa: 
lösnng  der  Aufgabe  119  gezeigt  wurde. 

Aus  dem  Dreieck  ABC  ergibt  sich  ferne 
für  a: 

«  =  2Ä  —  (2Ä  —  2^)  —  y  —  ^ 
oder: 

a  =  ^B  —  2B  +  2ß  —  y  —  ß 
mithin: 

A)  .  .  .  a  =  ß  —  y 

nach  welcher  Gleichung  man,  in  RücksicL: 
der  für  ß  und  y  berechneten  Werte,  den  er- 
suchten Winkel  a  bestimmen  kann. 


Aufgabe  1048.  Die  Radien  B  und  r 
zweier  Kreise  messen  bezw.  10,4  und  7,42  m 
und  die  CentraUinie  c  derselben  misst  25,08  m. 
Auf  dem  Kreis  mit  dem  Radius  B  ist  ein 
Punkt  D  so  gegeben,  dass  der  nach  diesem 
Punkt  gezogene  Radius  dieses  Kreises  mit 
der  CentraUinie  c  den  Winkel  y  =  42<^  40'  10" 
bildet 

Wie  gross  sind  die  Radien  der  Kreise, 
welche  jene  beiden  Kreise  berühren  und  zwar 
den  einen  in  jenem  Punkt  D? 


Andeutung.    In  dem  Dreieck  ABC.  sid/ 
Figur  397  und  die  ErkL  618,  ist  die  Seh 

;•  nnd  ^ 


AB  =  c,  die  Seite  BC  =  q  ^ 
Seite  AC  =^  B'\'Q,  Zwischen  diesen  Sei« 
und  dem  Winkel  y  besteht  nach  dem  Pr- 
jektionssatz  die  Relation: 

{q  -\-  r)2  =  (Ä  -|-  ^)2  -|-  c2  —  2  (B  +  QU-t<A' 

und  aus  dieser  Gleichung,  welche  nnrdc 
unbekannten  Radius  q  enthält,  kann  man  die- 
selben berechnen.  Man  erhält  für  den^lt^'- 
vier  verschiedene  Werte.  (lieber  die  p- 
metrische  Bedeutung  dieser  vier  versclir 
denen  Werte  siehe  die  Teile  der  Enr 
klopädie,  welche  über  Planimetrie  handelB 


Aufgabe  1049.  Wenn  die  Endpunkte 
einer  in  zehn  gleiche  Teile  geteilten  Strecke 
Mittelpunkte  von  Kreisen  sind,  die  sich  im 
sechsten  Teilpunkt  jener  Strecke  berühren 
und  dieser  der  Mittelpunkt  eines  dritten 
Kreises  ist,  welcher  ^/lo  jener  Strecke  zum 
Radius  hat,  wie  gross  sind  die  im  Winkelmass 
ausgedrückten  Bogenstücke  der  drei  Kreise, 
welche  zwischen  je  zwei  ihrer  Dnrchschnitts- 
punkte  liegen. 


Andeutung.  Gemäss  der  Aufgabe  i^^ 
die  drei  Radien  B ,  r  und  q  der  Kreise  ^ 
A,  B  und  C,  siehe  Figur  398,  bekannt.  >£• 
dem  7^  =  6,  r  =  4  und  ^  =  3  LSngeih^ 
heiten  ist 

Wie  in  der  Andeutung  zur  Aufgabe  80^)  ?^ 
zeigt,  kann  man,  siehe  Fig.  398,  aus  // 03'^ 
bezw.  aus  r  imd  q  leicht  die  Centriewiflk^^ " 
und  y,  welche  das  Mass  der  zu  den  Sehc^ 
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Figur  398. 


CD  und  CF  gehörigen 
Bogen  sind ,  bestimmen. 
Sind  a  und  y  bestimmt, 
so  kann  man  mittels  der 
Relationen: 

2i?  — « 

^  =  7^ 


und  <f  = 


_  2R-r 


die  Centriewinkd  jS  und  ö, 
welche  das  Mass  der  Bo- 
gen DG  und  FE  sind, 
berechnen,  und  dann  kann 
man  mittels  der  Relation: 

den  Centrie Winkel  6,  wel- 
cher das  Mass  des  Bogens 
D  F  ist,  bestinunen. 

Anmerkung  60.  Weitere  trigonometrische  Uebungsaufgaben  sind  in  dem  Teil  dieser 
Encyklopädie  enthalten,  welcher  über:  ^^Konstruktionsaufgaben,  gelöst  durch  trigono- 
metriflche  Analysis^  handelt. 


Trigonometrische  Aufgaben  aus  der  angewandten  Mathematik. 

Anmerkung  61.  Die  in  nachstehenden  Abschnitten  vorgefühlten  trigonometrischen  Auf- 
gaben aus  der  angewandten  Mathematik  haben  den  Zweck,  dem  Studierenden 
zu  zeigen,  wie  die  goniometrischen  und  trigonometrischen  Formeln  und  Sätze  zur 
Lösung  wichtiger  Probleme  aus  anderen,  besonders  aus  den  praktischen 
Wissenschaften  benutzt  werden;  hierdurch  soll  zugleich  der  Studierende  auf  die 
unendliche  Wichtigkeit,  welche  die  Trigonometrie  infolge  ihrer  vielseitigen  An- 
wendung in  anderen  Wissenschaften  hat,  aufmerksam  gemacht  werden.  —  Bemerkt 
sei  hierbei,  dass  mit  den  nachstehenden  Aufgaben  die  mannigfaltigen  Probleme, 
welche  mittels  Anwendung  trigonometrischer  Lehren  gelöst  werden  können,  und 
welche  in  den  Wissenschaften  vorkommen,  denen  jene  Aufgaben  entnommen  sind, 
in  keiner  Weise  erschöpft  sind,  noch  erschöpft  werden  sollen  (solches  findet  in 
den  einzelnen  Teilen  der  Encyklopädie  statt,  welche  speziell  über  diese  Wissen- 
schaften handeln);  es  sollen,  wie  oben  erwähnt,  nur  einige  Anwendungen  der 
trigonometrischen  Lehren  vorgeführt  werden. 

Anmerkung  62.  Diejenigen  der  in  nachstehenden  Abschnitten  enthaltenen  Aufgaben, 
welche  mittels  der  auf  das  rechtwinklige  oder  das  gleichschenklige  Dreieck 
Bezug  habenden  trig.  Sätze  gelöst  werden  können,  sind  mit  einem  Sternchen  (^) 
versehen;  die  Auflösung  dieser  Aufgaben  kann  schon  nach  dem  Studium  des  Ab- 
schnitts 4),  bezw.  des  Abschnitts  8)  dieses  Lehrbuchs  vorgenonmien  werden. 

Anmerkung  63.  Die  in  nachstehendem  enthaltenen  Erklärungen,  die  sich  ihrem  Inhalt 
nach  auf  andere  Wissenschaften,  wie  z.  B.  auf  die  Geodäsie,  die  mathematische 
Geographie,  die  sphärische  Astronomie,  auf  Zweige  der  Physik  und  der  Technik 
beziehen,  sollen  keineswegs  den  Zweck  haben,  diese  Wissenschaften  bis  in  ihre 
Einzelheiten  zu  erörtern  und  zu  lehren  (solches  geschieht  in  den  Teilen  der 
Encyklopädie,  welche  speziell  über  jene  Wissenschaften  handeln),  sondern  sie  sollen 
nur  dazu  dienen,  solche  Begriffe  aus  jenen  Wissenschaften,  auf  welche  in  den 
Aufgaben  Bezug  genommen  ist,  soweit  zu  erklären,  dass  der  Studierende  den  all- 
gemeinen Zweck  der  Aufgaben  möglichst  erkennen  und  die  Aufgaben  selbst  auch 
verstehen  kann. 
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1).  Aufgaben  aus  der  praktischen  Geometrie  (dem  Feldmessen^. 

a)  Aufgaben  Über  die  Berechnung  der  hcrizontalen  Entfernung  zweier  Punkte 
BUS  horizontal  gemessenen  Bestimfflungsstilcken. 

Ani|rftlM  lOftO.  ZviBdieD  zwei  in  ziem- 
lieb  ebffliem  Temün  liegenden  Pnnkten  A  und 
B  befindet  sich  ein  Teich.  Das  Terrain  iet 
offen,  d.  h.  es  ist  so  beschaffen,  dass  man 
von  jedem  der  beiden  Ponkte  nach  dem 
andern  sehen  kann,  dass  man  femer  einen 

diitten  Pnnkt  n^hlen  kann,  von  welchem  ans        Au£L5innf.    In  Figtir  399  seien  AmiB 

man  nach  jenen  Punkten  sehen  and  nach  einem  die  Pnnkte,  zwischen  welchen  sich  ehi  Teicfc 

derselben  mesBen  kann.     Man  boU  die  hori-  befindet  nnd  deren  horizontale  Entfennmg 

zontale  Entfernong  der  beiden  Pnnkte  A  ond  x  bestimmt  werden  soll  (siehe  die  ErkL  61} 

B  bestimmen.  bis  623).     Za  diesem  Zweck  wShle  man  ii 

dem  Terr^  nnd  zwar  anaserhalb  der  Linie 

Fignr  399.  AB  einen  dritten  Ponkt  C 

so,  dass  man  von  denuelbei 

nach  den  Pnnkten  AwAS 

sehen  nnd  nach   einem  do 

Pnnkte,  z.  B.  nach  dem  FmiM 

B  auch  messen  kann  (siebt 

Ei^  624).     SteUe  dann  ii 

dem  Ponkt  C  ein  Winkehnns- 

instmment  anf  nnd  messe  da 

Horizonbilwinkel   j;   dun 

messe  man,  von  C  aosgebad. 

die  horizontale  Entfenung'i 

der  Pnnkte  C  nnd  B;  stä« 

hierauf  In  dem  Ponkt  B  in 

Winkelmeaainstrument  am* 

nnd   messe    den   HoriEonul- 

winkel  ß  (siehe  die  Erid.  625 

bis  631).  Nach  dieser  Messung  kennt  rasn  TOD 

dem  Dreieck  ^fC  die  Seite  a  nnd  die  der- 

^  ^,    «,«.      T.-    -n     ■  j      ^    .       selbai  anliegenden  Winkel  8  nnd  ?, 

Erkl.  61».     Die  Bestwunn^   der  Entfer-         -^j^  In  Auflösmig  der  Aaitabe  117  ge 

nnng  zweier  Punkte  auf  dem  Felde  bann  aaf     ..^    „v^i*  1™  ^.  ju.™  it^LtiR.  ji. 

«weleilei  Weise  geschehen,  nämlich:  zeigt,  erhalt  man  au»  d^  Dreieck  fBrie 

a)  nnniittelbar.  d.  h.  durch  direkte  »^""^^^  horizontale  Entfemtmg x allgen«!.: 
MeBBnng  mittels  Anwendung  der  Lan-  ^^  ^  _       o'Bmy 
genmeaiapparate,  der  log.  Längenmesser      '  '  '  '  ^jyi{ßj^y^ 

^^^     (Biehe  die  Erkl.  630  nnd  622).  Nach  welcher  Gleichnng  man  ans  den  p- 

b)  mittelbar,  durch  Beiechniing  (siehe  messenen  Stücken  a,  ß  ond  /  die  geincbK 
Erkl.  628).  Entfernong  x  berechnen  kann.     (Siehe  d» 

folgende  An^be.) 
Erkl.  620.  Bei  der  unmittelbaren  oder 
der  direkten  Uesnmg  der  Entfernong  zweier 
Pnnkte  ist  es  erforderlich,  dass  man  von  dem 
einen  Pnnkt  nach  dem  andetn  sehen  oder 
visieren  kann  (siehe  Erkl.  621),  nud  dass  das 
Terrain  (dos  Gelttude)  so  beschafTen  ist,  dus 
die  direkte  Messong  anch  mittels  L&ngen- 
mesBer  (siehe  Erkl.  689)  mOgUch  ist,  d.  h.  dass 
das  zwischen  jenen  beiden  Punkten  liegende 
Terrain  zugänglich  nnd  ziemlich  eben  ist. 
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ErkL  621*  Damit  man  bestimmte  Punkte 
auf  dem  Felde  dentlidi  sehen  und  einTisieren, 
also  nach  denselben  messen  kann,  bedient 
man  sich  so^^enannter  Signale.  Diese  Sig;nale 
bestehen  bei  kleineren  Messungen  auf  offenem 
Felde  in  geraden  Stäben,  den  sogenannten 
Fluchtstäben  oder  Messfahnen. 

Bei  grösseren  und  ausgedehnten  Messungen 
wählt  man  zum  Einvisieren  als  Signale:  Turm- 
spitzen, Mauerkanten,  Bäume,  oder  hoch  auf- 
gebaute sogenannte  Pyramidensignale.  Bei  sehr 
grossen  Messungen  benutzt  man  auch  Licht- 
signale, Heliotrope,  ja  selbst  den  Schall  von 
Trompeten  in  Wäldern  etc.  bei  solchen  Mes- 
sungen, bei  welchen  es  allerdings  auf  besondere 
Genauigkeit  nicht  ankommt  (siehe  Anmerk.  63). 

Erkl  622«  Zur  unmittelbaren  Messung 
einer  geraden  Linie  auf  dem  Felde  bedient  man 
sich,  wenn  keine  sehr  grosse  Genauigkeit  ge- 
fordert wird,  oder  wenn  die  zu  messende  Linie 
nicht  sehr  lang  ist,  der  Messstäbe,  d.  s.  ein- 
fache Stäbe  von  bestimmter  Länge,  oder  der 
Messketten.  Bei  solchen  Messungen ,  bei 
welchen  es  auf  grössere  Genauigkeit  ankommt, 
benutzt  man  Messlatten  und  Messstangen 
(siehe  Anmerkung  68). 

Erkl.  628.  Das  Verfahren  der  mittel- 
baren Bestimmung  der  Entfernung  zweier 
Punkte  auf  dem  Felde  ist  ein  rein  trigono- 
metrisches; es  besteht  im  allgemeinen  darin, 
dass  man  durch  passend  gewählte  Punkte 
eines  oder  mehrere  Dreiecke  herstellt,  Bestim- 
muugsstttcke  dieser  Dreiecke  durch  praktische 
Messung  mittels  geeigneter  Instrumente  be- 
stimmt, und  hieraus  durch  trig.  Rechnung  die 
gesuchte  Entfernung  zu  bestimmen  sucht.  (Siehe 
z.  6.  die  Aufgaben  1050  bis  1062  u.  a.) 

Erkl.  624.  Bei  der  Wahl  von  Dreiecks- 
pnnkten  zum  Zweck  praktischer  Vermessungen 
und  daran  sich  scÜiessender  Berechnungen  (siehe 
Erkl.  623)  ist  es  in  bezug  auf  die  Genauigkeit 
der  durch  die  Berechnimg  sich  ergebenden  Re- 
sultate von  Vorteil,  die  Dreieckspunkte  stets 
so  zu  wählen,  dass  solche  Dreiecke  mit  sehr 
verschiedenen  Seitenlängen,  bezw.  mit 
kleinen  Winkehi  vermieden  werden.  (Siehe 
die  Teile  der  Encyklopädie,  welche  über  die 
Goniometrie,  die  Logarithmen  und  die  Aus- 
gleichungsrechnungen handeln.) 

Erkl.  625.  Bei  der  praktischen  Messung 
der  Bestimmungsstücke  eines  auf  dem  Feld 
durch  drei  Punkte  bestimmten  Dreiecks  hat  man 
stets  darauf  zu  sehen,  dass  diese  gemessenen 
Bestimmungsstttcke  auch  wirklich  Bestimmungs- 
stncke  des  gedachten  Dreiecks  sind,  welches 
durch  jene  drei  Punkte  bestimmt  ist,  dass  also 
alle  hierzu  erforderlichen  Visierlinien  und  ge- 
messenen Linien  in  der  Ebene  dieses  Dreiecks 
liegen.  Solches  ist  praktisch  nicht  durchführbar, 
indem  in  WirkUdbkeit  kein  Terrain  so  beschaffen 
ist,  dass  dies  möglich  wird,  indem  sich  ferner 
bei  Winkelmessungen  das  Auge  des  Beobachters 
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stets  in  Terschiedenen  Höhen  über  den  Stand- 
pmikten  des  Beobachters  und  den  einznvisieren- 
den  Punkten  befindet.  Aus  diesem  Grund 
werden  alle  praktischen  Messungen,  welche  wei- 
teren trigonometrischen  Berechnungen  zu  Grund 
gelegt  werden,  so  vorgenommen,  dass  sie  sich 
auf  eine  Horizontalebene  (bezw.  auf  eine 
Vertikalebene)  beziehen  (siehe  Erkl.  626). 


Erkl.  626.  Unter  einer 
Horizontalebene  ver- 
steht man  diejenige  (durch 
das  Auge  des  Beobachters 
gehende)  Ebene ,  welche 
senkrecht  zur  Richtung 
der  Schwerkraft,  d.  i.  die 
Bichtung  eines  frei  fallen- 
den Körpers  (eines  Lots) 
ist.  Ein  stiUstehendes  Was- 
ser bildet  mit  seiner  Ober- 
fläche eine  horizontale 
Ebene,  daher  der  Gebrauch 
der  Libellen  oder  Wasser- 
wagen zur  Bestimmung  ho- 
rizontaler Ebenen. 

Jede  Ebene,  welche  senk- 
recht zu  einer  Horizontal- 
ebene steht,  heisst  Verti- 
kalebene. 

Erkl.  627.  Unter  der 
horizontalen  Entfernung 
zweier  Punkte  der  Erdober- 
fläche versteht  man  die 
orthogonale  (rechtwink- 
lige) Projektion  der  beiden 
Punkte  auf  eine  Horizontal- 
ebene. Die  wirkliche  Ent- 
fernung zweier  Pimkte, 
auf  der  Erdoberfläche  ge- 
messen, ist  stets  grösser 
als  die  horizontale  Ent- 
fernung derselben.  In  den 
Terrainprofilen  (siehe  Erkl. 
628),  welche  durch  die  Fi- 
guren 400  bis  403  darge- 
stellt sind,  sind  z.  B.  A^B^ 
die  horizontalen  Projektio- 
nen oder  die  horizontalen 
Entfernungen  der  Ter- 
rainpunkte A  und  B,  Die 
in  diesen  Figuren  die  Punkte 
A  und  B  verbindenden  Ter- 
rainlinien sind  die  wirk- 
lichen Entfernungen 
jener  Punkte. 


Figur  400. 


Figur  401. 


Figur  402. 


Figur  403. 


Erkl.  628.  Unter  einem  Terrainprofil 
versteht  man  im  allgemeinen  die  Durchschnitts- 
figur, welche  man  erhält,  wenn  man  sich  durch 
einen  Teil  der  Erdoberfläche  eine  lotrechte 
Ebene  (d.  i.  eine  zu  einer  wagerechten  oder 
horizontalen  Ebene  senkrechte  Ebene)  gelegt 
denkt. 


Anfgnben  ans  der  praktischen  Geometrie  (dem  Feldmessen). 

ErU.  ft39.  Bei  der  unmittelbaren  Mea> 
mag  der  horizontalen  Ectfemnug  zweier 
Pnnkte  mttssen  die  iu  der  Erkl.  623  erwilhnteu 
LiingeDmesBer  stela  so  gelegt  werden,  dass  üe 
horizontal  Bind,"d,  h.  dass  eine  anf  derselben 
befindliche  Wasser  wage  (Libelle)  einspielt. 
Siehe  Fignr  i04. 

Figur  404 


Erkl.  «80.   Die  wicbtigsteu 

■\Viukelmessin9trnmente, 
welcher  man  sich  zur  Messung 
von  beliebigen  Winkeln  auf 
'lern  Felde  bedient,  sind:  der 
Spiegelseitant,  anch  kurz- 
weg Sextant  genannt,  nnd  der 
Theodolit.  Der  Spiegel- 
aeitant  dient  znm  Blessen 
gauz  beliebiger  Winkel, 
d.h.  solcher  Winkel,  deren 
Sthenkel  (d.  8.  die  VUier- 
linien  von  einem  bestimmten 
Pnntt,  dem  Scheitel  des  Win- 
keln, nach  zwei  andern  Punkten) 
ganz  beliebige  Lagen  ha- 
ben kSnnen.  Das  Instrument 
wird  bei  dem  Gebrauch  genau 
Intrecht  Über  den  Scheitel  des 
zu  messenden  Winkels  mit  der 
Hand  gehalten. 

Der  Theodolit  dient  znm 
genauen  Uessen  von  Hori- 
zontal- und  Vertikalwin- 
kelu,  d.s.  solche  Winkel,  deren 
Schenkel  in  einer  Hori- 
zontal- bezw.  in  einer  Ver- 
tikalebene Uegen.  Dieses  In- 
strnment  wird  bei  dem  Gebrauch 
?enau  lotrecht  über  den  Scheitel 
ties  zu  messenden  Winkels  auf 
einem  Stativ  fest  aufgestellt; 
mit  demselben  kSnnen  sehr 
genaue  Hessnngen  vorgenom- 
men werden. 

Da»  iu  dem  praktischen 
Verraessnngswesen  so  wichtige 
Winkelmessinstrument  „der 
Theodolit"  ist  dnrch  die  Figur 
105  dargestellt.  Dieses  Instru- 
ment dient  sowohl  znm  Messen 
^on  Horizontal-,  als  auch 
TonVertikalwinkeln.  (Siehe 
Anmerkung  68.) 


744  Ebene  Tngouoiuetxie  in  ihrer  Anwendung. 

ErkL  8S1.  Bei  der  Bestinunnng  der  Ent- 
fernnng  AB,  siehe  Fjg:nr  399  und  die  Auf- 
ISanug  der  Aufgabe  1050,  ist  es  von  Torteil, 
anch  den  dritten  Winkel  fl  lies  Dreiecks  ABC 
mittels  des  WinkelmessinstniinentB  zu  messen. 
Zar  Eontrolle  mnu  dann  die  Summe  der  drei 
gcmesaenen  Winkel  a ,  ß  nnd  y  =  180o  sein. 
Ergibt  sich  bei  dieser  Eontrolle  ein  ^sser 
Febler,  so  ist  entweder  das  Winkelmessrnstru- 
ment.wie  man  zn  sa^n  pflegt,  nicht  justiert. 
d.  h.  es  entspricht  nicht  den  an  dasselbe  ge- 
stellten Anforaenmgen,  oder  die  Heatiiing  selbst 
wnrde  fehlerhaft  ansgeführt. 

Ein  kleiner  Unterschied  wird  sich  stets 
ergeben,  da  man  in  der  Praxis  keinen  Winkel 
alräolnt  genan  messen  kann.  Bei  allen  prak- 
tischen Vermessungen  muss  man  sich  stets  fiir 
die  Bichtigkeit  der  ausgeführten  Hessnngen 
Eontrolle  Terecbaffeu,  denn  bei  solchen  Mes- 
sungen kSnnen  nnr  zu  leicht  grobe  Fehler  unler- 
lanfen.  Diese  Kontrolle  kann  darin  bestehen, 
dass  man  die  gemachten  Hessnngen  auf  Ter- 
Bchiedene  Weise  niederholt,  oder  dass  man 
auderweite  BestimmiingBätlicke  noch  misst  und, 
wie  X.  B.  vorstehend  bei  einem  einfachen  Fall 
angedeutet  ist,  mittels  Rechnung  nntersucht,  oh 
die  Messungen  richtige  B«snltate  ergeben  haben. 


Aufgabe  1061  In  einem  See,  siebe  Andiutung.  Die  Auflösung  dieser  Aufgabe L>t 
Figur  406,  befindet  sich  eine  Insel;  zur  Be-  analog  der  Atiflösung  der  vorigen  Aufgabe  l«ü. 
Btimmung  der  Entfemniig  eines  Punktes  A 
dieser  Insel  von  einem  Punkt  B  am  Ufer 
des  Sees,  wnrde  am  Ufer  desselben  die  Stand- 
linie CB  =  a  =  200  m  horizontal  abge- 
messen nnd  die  Horjzontahviukel  .<4£r  = 
ß  =  .^6"  40'  20"  u.  ÄCB  =  ;-  =  32*  46'  10" 

ennittelt.      Wie  gross    ist    die  Entfernung  * 

jener  Funkte  A  und  B'' 

Figur  40«. 


Anteibe  1052.  Zwischen  zwei  Paukten 
A  nnd  B  im  Felde  befindet  steh  ein  erhöhter 
Gegenstand,  z.  B.  ein  Berg,  so  dass  man 
nicht  von  dem  einen  Pnnkt  nach  dem  andern 


Änfgaben 


s  der  praktischen  ßeoiuetrie  (dem  FeldmesaeD). 


sehen  kann.  Das  Ten'ain  iat  so  bescbatfen, 
daas  man  sich  einen  Punkt  wählen  kann,  von 
welchem  ans  man  nach  jenen  beiden  Punkten 
sehen  und  messen  kann.  Man  soll  die  hori- 
zontale Entfernnng  der  Punkte  A  and  B  be- 
stimmen. 


Anflösnng.     In  Fjgar  407  seien  A  nnd 
B  die  Ponkte,  zwischen  welchen  sich  ein 
Ber;  befindet  and  deren  horizontale  Entfer- 
nung X  bestimmt  werden  soll.  Zu  diesem  Zweck 
wähle  man  einen   dritten 

_^ „ . Punkt  C  so,  dass  man  von 

.  demselben  nach  A  nnd  B 
sehen  und  anch  messen 
I  kann.  Dann  messe  man 
•len  Horizontalwinkel  y  bei 
C  und  die  horizontalen 
Entfemnngen  von  C  nach 
A  nnd  von  C  nach  B. 

Nach  dieser  Messung 
kennt  man  von  dem  Drei- 
eck- ABC  die  Seiten  a 
und  A,  sowie  den  von  den- 
I  selben  eingeschlossenen 
Winkel  y. 

Wie   in   Anflösnng    1 
I  der  Aufgabe  IIS  gezeigt, 
erhält  man  hieraus  fnr  die 
gesuchte  Seite  ABi^^  j): 
A)  .  .  .  j  =  V'ä2-)-6'-aa6-cosj' 
nach   welcher  Gleichung  mau  aus   den   ge- 
messenen Stücken   a,  b  und  y  die  gesuchte 
Entfei-nnng  x  berechnen  kann. 

Man  kann  znr  Berechnung  der  gesuchten 
Entfernung  x  auch  verfahren,  wie  in  Auf- 
lösung 2  der  Aufgabe  IIS  gezeigt  wurde, 
welches  ^'erfahren  für  logarithmische  Eech- 
nimg  bequemer  ist.    (Siehe  die  Anfg.  1053.) 


Aufgabe   lOfiS-     Welchen   Wert    erhält        Andautung.    llao  beachte  die  Auflesung  der 
man  fiir  die  Entfernung  der  Punkt«  A  und   vorigen  Anfeube  1052. 
B,  siehe  Figur  407,   wenn,  wie  in  voriger 
AnflCsung  angegeben: 

o  =  l'/skm] 
b  =  0,86  km 
und 

y  =  640  30' S0,5" 
gemessen  wurde?  

Anf^abe  1064.  Von  zwei  in  offenem 
Terrain  befindlichen  Punkten  A  und  B  ist 
der  von  B  ans  sichtbare  Punkt  A  nnzn- 
gänglich.     Von  einem  dritten  Punkt  kann 

man  nach  jenen  beiden  Punkten  sehen,  aber  Anflösung.  In  Figur  408  seien  A  und 
nur  nach  dem  Punkt  B  messen.  Man  soll  g^wei  PunSe,  zwischen  welchen  sich  z.  B. 
die  horizontale  Entferaung  der  Punkte  A  ^i^  pj^g  befindet,  der  von  dem  auf  der  Seit« 
und  B  bestimmen.  B  befindlichen  Beobachter  nicht  überschritten 

werden  kann. 
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Zur    BeBÜmmang  d£r 
horizontalen     Entfenmng 

. .   AB  wähle  man  dch  den 

1  Punkt  C  Bo,  dasB  man  ydii 
I   C  nach  A  und  B  aebti 
nnd  nach  ifme  säen  kum. 
Dann  messe  man  die  Hori- 
I   zontalwinkel  ß  nnd  /  und 
die  horizontale  Entfetssiig 
von  C  nach  B. 
j        Nach   dieser  Uessimi 
:  kennt  man  von  dem  Dtri- 
eck  ABC  die  Seite  0  ond 
1  die     beiden     anliegemien 
I   Winkel  ß  und  ;. 
I        Wie  in  Anflösung  der 
j  Aufgabe  117  gezeigt,  er- 
hält man  ans  diesem  Drei' 
eck  fSr  die  g^esnchte  Eci- 
femung  s: 

-" "TiifiJTfT 

nach  welcher  Gleichung  man  ans  den  ge- 
messenen Stücken  «,  ß  und  y  die  Entferaraic 
.r  berechnen  kann.     (Siehe  die  Anfg.  1055.,' 


Anf^abe  1055.      Welchen   Wert    erhält         Andeutung.    Man  beachte  die  AnflBsniig  i^ 
man  für  die  Entfemung  der  Ponkte  A  und  Torigeu  Aufgabe  1054. 
B  in  Fignr  408,  wenn,  wie  in  voriger  Anf- 
ISsnng  angegeben: 

o  =  850m  j 

ß  =  26« 40'  IM" 
und 

y  =  640  0'  4.0B" 
gemessen  wurde?  ^^^^^^^ 

"Aufgabe  1056.      Zur  Bestimmung   der 
Breite  eines  Flusses  hat  man  von  einem  Punkt 

des  einen  l'fers  aus  lüngs  desselben  die  Stand-  j 

linien  CB  =  a  =  55  m  abgemessen  und  in 
C  mittels  eines  Winkelspiegels  einen  Punkt  A 
am  jenseitigen  Ufer  aufgesucht,  welcher  in 
einer   zu  BC  Senkrechteu  liegt;   dann  hat 

man  in  B   den  Winkel  ß  =  23"  35'  8,4"  ge-  ' 

messen,  unter  welchem  jener  Punkt  A  gegen 
die  Standliuie  a  erscheint.  Andeutung.    Aus  dem  bei  C  rechiwint- 

Han  soll  hieraus  die  Breite  dieses  Flusses  ligen  Dreieck  ABC  der  Figur  409  er?i'' 
berechnen.  sich  die  Relation; 

tg^  =  -^ 
und  hieraus  erhält  man:  i 

A)  .  .  .  j:  =  a.tg,»  ' 

Nach  welcher  Gleichung  man,  in  Butt- 
sieht  der  flir  a   und  ß  durch  Messung  p-  i 
^  fundeneo  Werte,   die  gresuchte  Breite  -r  i« 

Flusses  bei  C  berechnen  kann. 


Aufgaben  ans  der  prokUschen  Geometrie  (dem  Feldm essen.) 
Figur  40» 


t^^^^^ 


Aufgab«  10S7.  Zwei  im  Felde  belind- 
Jche  Punkte  A  und  B  Bind  nnzngängücfa, 
nan  kann  also  von  dem  einen  nach  dem 
mdera  weder  sehen  nocli  messen.  Von  zwei 
uideni  Punkten  ans  kann  man  jene  Punkte 
lehen.  Man  soll  die  horizontale  Entfemmn; 
ener  Piinkte  A  und  B  bestimmen. 


Anflösnng.  In  Fignr  410  Beien  A  nnd  B 
zwei  nnzagäng:liche,  z.  B.  zwei  Pnnkte, 
die  jenseits  eines  Flusees  liegen,  welcher  nicht 
überschritten  werden  kann. 

Zur    Bestimmung    der 
horizontalen     Entfernung 
~|  dieser  Pnnkte  kann  man 
I  wie  folgt  verfahren: 
!        Han    wftlile    diesseits 
zwei   Pnnkte   C  nnd    D, 
deren  horizontale  Entfer- 
nung a  gemessen  werden 
kann  nnd  von  welchen  man 
aua   sowohl   nach   A   als 
ancfa  nach  B  sehen  kann. 
Dann  messe  man  die  hori- 
zontale  Entfernung   CD 

=  a,  die  sogenannte 
Standlinie,  sowie  die 
Horizontalwinkel  )>[,  j^,,  ü^ 
•  und  d^. 
I  Nach  diesen  Messungen 
kennt  man  von  dem  Dreieck 
ACD  die  Seite  a  nnd  die  derselben  an- 
liegenden Winkel  /i  +  /j  nnd  *i;  wie  in 
Auflösung  der  Aufgabe  117  gezeigt,  erhält 
man  ans  diesem  Dreieck  für  die  Seite  AD: 
-ainfr.  +  y,) 

(j-.  +  y.-t-J,) 
Ferner  kennt  man  nach  jenen  IfeBsnngea 
von  dem  Dreieck  BDC  die  Seite  a  und  die 
derselben  anliegenden  Winkel  yi  und  ^i  -|-^t> 


AD  =  - 
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analog   wie  vorhin   erhält  man   ans  diesen 
Dreieck  für  die  Seite  BD: 


a*Bm^, 


B)  .  .  .  BD  —  ~^  /  •    I    •    1      V 

Sind  nach  den  Gleichungen  A)  nnd  6 
die  Seiten  AD  nnd  BD  des  Dreiecks  ABh 
berechnet,  so  kennt  man  von  diesem  Dreieck 
diese  beiden  Seiten  nnd  den  von  denselbcE 
eingeschlossenen  Winkel  6^\  wie  in  Alf- 
lösung  1  der  Anfgabe  118  gezeigt,  eiiüh 
man  somit  ans  diesem  Dreieck  für  die  ^* 
AB  desselben,  d.  i.  die  gesuchte  Enner 
nung  x\ 

C)  .x=i  VjrD^-\-BD'^  —  ^'AD'WD'  c^iJ 

Mittels  der  drei  Gleichnngen  A)  bis  < 
kann  man  ans  den  gemessoien  Stöcken  '.. 
y^,  y^,  d\  nnd  ö^  die  gesuchte  Entfemimg  i 
berechnen.  Man  kann  anch  zur  Berechno: 
der  Seite  AB  {=  x)  des  Dreiecks  ÄBh 
ans  den  Seiten  AD,  BD  nnd  dem  Winkel  \. 
verfahren,  wie  in  den  Anf lösmigfen  2  nnd  . 
der  Anfgabe  118  gezeigt  wnrde,  weld^ 
Verfahren  fcii*  logarithmische  Rechnnns:  V- 
qnemer  sind. 


Angabe  1058.     W^elchen    Wert    erhält        Andeutung.    Man  beachte  die  Atiflösnnz  de( 
man  för  die  Entfernung  der  Pimkte  A  nnd  B  vorigen  Aufgabe  1057. 
in  Figur  410,  wenn,  wie  in  voriger   Auf- 
lösung angegeben: 

o  =  800  m 
Y,  —  22«  40'  86" 
y^  z=  300 10'  4,5" 
dl  =  180  4'  0,8" 
und 

d,  =  460  18'  4,42" 

gemessen  wurde?  

Aufgabe  1059.  An  dem  jenseitigen  Ufer 
eines  Flusses  imd  auf  einer  Insel  desselben 
befinden  sich  zwei  sichtbare  aber  unzu- 
gängliche Punkte;  zur  Bestimmung  der 
Entfernung  dieser  Punkte  A  und  B,  siehe 
Figur  411,  wird  ein  dritter  Punkt  D  so  be- 
stunmt,  dass  er  in  der  Verlängerung  der 
durch  A  und  B  bestimmten  Geraden  liegt; 
dann  wird  von  D  ausgehend,  eine  Standlinie 
DC  ^  a  =  350  m  abgemessen,  so  dass  man 
von  dem  Endpunkt  C  derselben  nach  A  und 

jB  sehen  kann;  hierauf  werden  die  Horizontal-         -    ,^„. t^  a^.^  T\^z^^t     nrr.x 

Winkel  «  =  82»  30'  45",  ^  =  49»  40'  10"  ^^if  j!f  ^«:,  i"Jr.Ätl«i£J« 
und  j  =  18«  85'  16,5"  gemessen.    Man  soU  ^  *"  ''^^  5^t^    Ar  f^  atattgetabt« 

nach  diesen  Messungen  die  Entfernung  AB  "*?n^"   ^\  ^T:J^?JTJ^  ^^?• 
1^       ,  Winkel  a  und  p;  wie  in  Aufldsong  der  Ac 

oerecnnen.  ^^^  ^^^  gezeigt,  erhält  man  fSr  die  Sd» 

BC  dieses  Dreiecks: 

4  N  tttt  ö  •  sin  « 

1)  .  .  .   JÖC  =  — ; — — — 

Mn  («  -+-  /?) 


A\i%aben  am  der  piaJttischen  Geometrie  (dem  Feldmessen). 
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A) 


Von  dem  Dreieck  ^£(7 
kennt  man  nunmehr  die 
Seite  BC  und  die  der- 
selben anlie^nden  'Winkel 
ABC  und  ACB;  ereterer 
ist  nach  der  Erkl.  113 
^  a-\-ß,  letzterer  durch 
Heasong  beBtimmt  ^  /. 
Analog  wie  Torhin  erUUt 
man  ans  diesem  Dreieck 
fOr  die  Seit«  AB  dessel- 
büi,  d.  i.  die  gesuchte  Entr 
fernnng  x: 

21  ^_     BC-tiny 

^'■■■''-8in(«+^+y> 

Ans  den  Qleichongen  1) 
und  2)  folg:!  allgemein: 

sina-ainy 


■.Biii(a-|-«-Bin(B  +  /  +  J') 
Nach    welcher    Gleichnng    man    die   ge- 
suchte   Entfentimg    direkt    ans    den    durch 
Uessnng  bestimmten  Stücken  a,  a,  ß  nnd  f 
bestimmen  kann. 


Aa:^ab«10eO.  Vier  anf  dem  Felde  befind- 
che  Punkt«  A,B,CtLD,  s.  Fig.  412,  Uegen 
I  einer  geraden  Linie;  die  horizontale  Entfer- 
ong  der  Punkte  A  nnd  B  betragt  a  =  250  m, 
ud  die  der  Punkte  C  und  D  betragt  b  = 
H  m;  znr  Bestinminng  der  Entfernung  der 
'onkte  B  nnd  C,  welche  direkt  nicht  ge- 
lesBen  werden  konnte,  wurde  ein  Standpunkt 
''  gewählt  nnd  die  Horizontalwinkel  a  ^^ 
5«  40',  ß  =  36"  20'  10"  und  y  =  18"  0'  4,8" 
'emessen,  welche  die  von  t  nach  jenen 
■unkten  gehenden  Visierlinien  mit  einander  oder 
Aden.  Uan  soll  hieraus  die  Entfernung  der 
'tuikte  B  und  C  berechnen. 

Figur  418. 


Andentung.      Ans   dem   Dräeck   ABF 
der  Fig.  412  ergibt  sich  nach  der  Sinusr^et: 
AF  -.a  =  BinJ  :Bini> 


femer  ergibt  sich  ans  dem 
Dreieck  ^Cf  nach  der  Si- 
nnsregel  und  in  Bücksicht, 
dass  nach  der  ErkL  113: 
■4iABF=-d:BFC+ 
■^BCF 
mithin: 
■ä:BCF  =  -^ABF— 
■^SFC 
oder    —  ä  —  ß 
ist,  die  B«lation: 
AF:{a-\-x)=^ 

8in{*-«:Mn.{«  +  « 
oder: 

Ans  den  Gleiehnngen  a) 
und  b)  folgt: 


750  Ebene  Trigonometrie  in  ihrer  Anwendung. 

-.  rt-sind  __  (a-^x)'aii  (cT  —  ß) 

Sin«  Bin(a  +  /J) 

Aus  den  beiden  Dreiecken  DCF  et: 
DBF  erhält  man  in  ganz  analog'er  ^Vei?? 
die  Relation: 

6»8in  [2jB  —  (d  — /?)]  _  (&  +a;).sin  (2R  -  ef 

siny  sin  (/5  +  y) 

oder  in  Rücksicht  der  ErkL  66 : 
Q.  &-8in(d  — ^)  _  (b  +  j-y-and 

smy  sin  (/J  -(-  y) 

In  den  beiden  Gleichungen  1)  und  2)  kos 
men  noch  die  Unbekannten  .r  und  d  vor:  rj 
Elimination  von  S  multipliziere  man  die  tc- 
den  Gleichungen;  man  erhält  alsdann: 
a-8in<T*6-8in(<T  —  ß)  _  (a-\-x)'WJi(^ — iJV(*  +  x)-aai^ 
sin  a^ainy  ~  sin  (a  -|-  ßy-nniß-^y) 

oder: 
3)  g-^        _.        (a  +  a?)(t-^x) 

sina-siny        sin  (« -[" /*)  sin  (^  — ;  i 
und  hieraus  ergibt  sich  nach  der  ErkL  632: 
_       a  +  h 


2  V  sinasin^'  '   \    2    ' 

Erkl,  682.     Aus  der  nebenstehenden  Glei-  nach  welcher  Gleichung  man,   in  Räcbid' 
«hung  3)  erhält  man  x,  wie  folgt :  der  fiir  a ,  5 ,  a ,  /J  und  y  gegebenen  m 

_  o6-8in(o  +  /S)sin(/SH-y)      gemessenen  Werte,  die  gesuchte  Entfeman? 
{a  +  x)'{h  +  x)  — sin« sin y -^  berechnen  kann.    (Siehe  die  Erkl.  633.» 

'         '         '  smasm/ 

.a,^  +  (a  +  b)..  =  «'^•«i"(«  +  /»)«m (/>  +  /)  _  ^^ 
'   ^     '  smasmy 

.,.  +  («  +  6).,  +  (2±^Y  =  a^-3in(a  +  /») sin (/»  +  >.)  _  „^^(^y 
'  ^     '     ^       '  V    2    /  smasiny  '   \    2    / 

/        o  +  ^Y  _  ah'sm(a  +  ß)sm(ß  +  y)       —  Aah-^  a^  +  2ah-\-b^ 
\  2    J    ~  sinasiny  '  4 

,  a  +  h  __    ,  ^fah'8m(tt  +  ß)sm(ß  +  y)J^^^a^~^2ab-]-b'^ 
^^     2      "^y  sin«  sin;'  "^  4 

mithin: 


^fab%m{a  +  ß)sm{ß  +  y)       /a  -  b\^ 
V  sinasiuj'  '    \    2    / 


Erkl.  688.  Zum  Zweck  der  logarithmischen 
Berechnung  kann  man  die  in  nebenstehender 
Andeutung  angestellte  allgemeine  Gleichung  A) 
wie  folgt  umformen: 


^  = —+   1  /    /.-^v   . ^ +  \~2~) 

I— 5 — I  sinasmy  \    ^    / 


—  _  ^  +  ^    ,    «  — &  ,  Agfe  sin  (tt  +  <^)  sin  (jg  +  y)  _i_  ^ 
^""  2      —      2      V         (a  — 6)2ain«8iny 

Setzt  man  nunmehr  (siehe  Erkl.  140): 

4a;>  sin  (a  +  ß)  sin  (ß  +  y) ^ ,, 

1)    .    .    .    .     ; r-r— : ^ =  tg*  O 

(a  —  fc)2  8masmy  ^ 


s  der  praktischen  Geometrie  (dem  Feldmesaen). 


D  erhalt  D 


«  +  6^ 


oder  in  Kilckflicht,  dasa  nach  der  Erkl.  141 : 

ist: 

^-.        <^  +  b         o-b 
2      —  2C08.;. 
odei,  da  die  Strecliex  nicht  negativ  sein  kann: 
^_    a  —  b         a  +  b 
a-cOBi/;  2 

Sind  für  a,  b,  a.  ß  nnd  y  Zahlenwerte 
gegeben,  so  kann  mau  nach  Oleichnng  1)  zu- 
nächst den  Hülfswinkel  i/<  und  dann  nach  Olei- 
chung  2)  die  Strecke  j:  berechnen.  (Siehe 
das  Lehrbuch  der  Goniometrie.) 


2) 


An^be  1061.  Von  einem  Punkt  P  wiid, 
B.  Figur  413,  nach  den  Punkten  A,  B  nnd  C, 
welche  in  derselben  Ebene  mit  P  liegen  und 
deren  Entfernungen  von  einander  bezw,  .dB  = 
c=  73,24  m,  5C  =«  =  82,73  in,  CA  = 
b  =  65,48  m  sind,  visiert ;  B  nnd  C  eracliei- 
nen,  von  Paus  gesehen,  in  gerader  Linie 
and  zwar  B  zwischen  P  und  C-.  Ä  dagegen 
erblickt  man  von  P  aus  gegen  B  oder  C  nnter 
einem  Winkel  BPA  =  ö  =  21'^W.  Wie 
weit  ist  P  von  B  entfernt? 

Fignr  413. 


Andeatnng. 
siehe  Figur  413, 
gäbe  die  drei  B< 


Von   dem   Dreieck  ABC, 

kennt  man  gemäss  der  Äof- 

iten  a,  b  und  c\  man  kann 
somit,  wie  in  Auflösung 

1  der  Aufgabe  119  gezeigt 
wnrde,  den  Winkel  y  be- 

!  rechnen. 

'  Ist  f  berechnet,  so  kennt 
man  von  dem  Dreieck  ACP 
die  Seite  b  und  die  Win- 
kel y  und  S\  man  kann 
somit,  wie  in  Auflöanng 
der  Aufgabe  117  gezeigt 
\vnrde,  die  Seite  PC  dieses 
Dreiecks  berechnen.  Zur 
Bestimmung  der  gesucbta 
Entfernung  PB,  beachte 
man  die  Belation; 


PB  -- 


PC  - 


BC 


Anfgabe  1062.  Zur  Bestimmung  der 
gegenseitigen  Entfernung  dreier  nnzugitng- 
licber,  aber  sichtbarer  Punkte  A,  B  und  C, 
wurde  in  der  Verlängerung  von  A  B  ober  B 
ein  dritter  Funkt  D,  in  der  Verlängerung  von 
AC  über  C  ein  vierter  Punkt  P  so  bestimmt, 
dass  man  die  horizontale  Entfernung  der 
Punkte  D  und   F  messen  konnte;  für  die- 
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selbe  wurde  u  =  320  m  gefunden.  Ferner 
wurden  die  Horizontalniokel  BDF ^  a  ■= 
52''10'24".  CDF  =  ß=li'^Z(i'A",  BFD  = 
y  =  22"  2'  8"  nnd  CFD  =  ^  =  94«  28'  14" 
gemessen.  \Vie  kamt  man  ans  diesen  Mes- 
sungen jene  Enlfeinungen  berechnen. 

Pigui'  414, 


Andentasr.  In  jedem  der  Dreiede 
ADF,  CDF  ond  BDF,  siehe  Figur  414, 
kennt  man  eine  Seite,  d.  L  die  gemfssae 
Standünie  DF=a.  nri 
die  beiden  anliegeBda 
Winkel,  d.  s.  die  gemesse- 
nen Winkel  «,  ß,  i  nnd  ■' 
man  kann  somit,  wie  in 
AufläsongderAnfgabellT 
gezeigt  wurde,  die  beida 
übrigen  Seiten  eines  jeda 
dieser  Dreiecke  berechna 
Sind  hieruach  die  nicti: 
bekumten  Seiten  ja« 
drei  Dreiecke  bere^: 
■0  kann  man  die  geanch'i 
Entfernung  AB  (=  i] 
mittels  der  Relation: 

IA)  .  .  .  »  =  2p  -  b5 
und  die  gesuchte  Entfei' 
nnng  ÄC  {=  s)  milttls 
der  Relation: 
B)  .  .  .  j  =  ZF  — CF  I 

bei-echnen.  I 

Die  dritte  gemchte  Entfenung  (BC=  ■ 
kann  man  ans  dem  Dreieck  BFC  berechno,  j 
wie  in  Auflösung  der  Aufgabe  1L8  gaäp  ' 
wurde,  Indem  man  nach  jenen  BerechnimgG 
von  diesem  Dreieck  die  Seiten  BF  nnd  Cl. 
sowie  den  von  denselben  eingesclilos«e«i 
Winkel,  welcher  ^  ^  —  ^  igt,  kennt.  i 


b)  Aufgaben  über  die  Berechnung  der  Entfernung  zweier  Punkte  aus  gemetseiei 

BeslimmungsstUcken,  welche  mit  jenen  Punkten  in  einer  und  derselben  Ebw 

liegen. 

Aufgabe    1063.      Von    einem   an    einer  l 

Strasse  liegenden  Zollhaus  führen  gleichzeitig  ,        I 

rechts  und  links  zwei  gerade  Seiteuwege  ab, 

der  erste  unter  einem  Winkel  a  yon  35",  der  , 

zweite  unter  einem  Winkel  ß  von  66°.    Auf 

dem   ersten   kommt   man  nach   einem  Weg  I 

Ton  b  =  6'/*  km  nach  dem  Orte  A  und  anf        Aadentung.      In    dem    Dreieck    AB< 

dem  zweit^na^  einem  Weg  von  a  =  4'/*  km   ^^^^  p-j        ^\^   ^^^  „„  ^„h  ^^  ^f , 

nach  dem  Orte  R    Welche  Entfernmig  haben  gehabten  Messungen  die  Seiten  amd*  W 

die  Urte  A  ond  B.  j^^  ^^^  denselben  eingeschlosaenen  Winl*:  I 

a-f-ß;  man  kann  somit,  wie  in  AtdliEP^ 

der  Aufgabe  118  gezeigt,  die  gesuchte  Seü' 

AB  dieses  Dreiecks,  d.  L  die  gesuchte  £«'  1 

fernung  x  der  Orte  A   nnd   B  berecbi» ' 

(siehe  die  Erkl.  684). 


Preisgekrönt  in  Frankfurt  a.  M.  1881. 


Der  ausführliche  Prospekt  und  das  ausführliche  In- 

haltsyerzeichnis  der  „vollständig  gelösten  Aufgabensammlung 
von  Dr,  Ad,  Kleyer"  kann  von  jeder  Buchhandlung,  sowie  von 
der  Verlagshandlung  gratis  und    portofrei  bezogen  werden- 

Bemerkt  sei  hier  nur: 

1).  Jedes  Heft  ist  aufgeschnitten  and  gut  brochiert,  nm  den  sofortigen  und  dauern- 
den Gebrauch  zu  gestatten. 

2).  Jedes  Kapitel  enthält  sein  besonderes  Titelblatt,  InhaltsYerzeichnis,  Berichtigungen 
und  Erklärungen  am  Schlüsse  desselben. 

3).  Auf  jedes  einzelne  Kapitel  kann  abonniert  werden. 

4).  Monatlich  erscheinen  3 — 4  Hefte  zu  dem  Abonnementspreige  von  25Pfg.  pro  Heft 

5).  Die  Beihenfolge  der  Hefte  im  nachstehenden,  kurz  angedeuteten  Inhaltsverzeich- 
nis ist,  wie  aue  dem  Prospekt  ergiohtlich,  ohne  Jede  Bedeutung  fflr 
die  Interessenten. 

6).  Das  Werk  enthält  AUeg,  was  sich  überhaupt  auf  mathematische  Wissenschaften 
bezieht,  alle  Lehrsätze,  Formeln  und  Regeln  etc.  mit  Beweisen,  alle  praktischen 
Aufgaben  in  vollständig  gelöster  Form  mit  Anhängen  ungelöster  analoger  Auf- 
gaben und  vielen  vortrefflichen  Figuren. 

7).  Das  Werk  ist  ein  praktigohes  Lehrbuch  für  Schüler  aller  Schulen,  das 
beste  Handbuch  für  Lehrer  und  Examinatoren,  das  vorzüglichste  Lehrbuch 
zum  Selbststudium,  das  vortrefflichste  Nachschlagebuch  für  Fachleute  und 
Techniker  jeder  Art. 

8).  Alle  Buchhandlungen  nehmen  Bestellungen  entgegen. 


Das  vollständige 

Inhaltsverzeichnis 

der  bis  jetzt  erschienenen  Hefte 

kann  durch  jede  Buchhandlung  bezogen  werden. 


Halbjahrlich  erscheinen  Nachträge  über  die  inzwischen  neu  erschienenen  Hefte. 


Druck  von  Carl  Hammer  in  Btattgart. 


■ 
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Vollständig 


Aufgaben  -  Sammlung 


-  nebst  Anhängen  ungelöster  Aufgaben,  för  den  Schul-  &  Selbstunterricht  - 

mit 

Angabe  nnd  Entflcklnng  der  benotzten  S&tze,  Formeln,  Regeln  In  Fragen  nnd  Intf orten 

erl&utert  durch 

viele  Holzschnitte  &  lithograpL  Tafeln, 

aus  allen  Zweigen 
OCT  Beehenlniiigty  der  niederen  (Algebra,  Planimetrie,  Stereometrie,  ebenen  u.  Bph&riBchen 
Trigonometrie,  synthetischen  Geometrie  etc.)  u.  höheren  Mathematik  (höhere  Analysis, 
I>inerential-  u.  Integral-Rechnnng,  analytische  Geometrie  der  Ebene  u.  des  Raumes  etc.);  — 
aus  aUen  Zweiiren  der  Physik,  Meehanik,  «raphostatik,  Chemie,  Geodäsie,  Nautik, 
mathemat.  Geographie,  Astronomie;  des  Hasehinen-,  Strafeen-,  Eisenbahn^,  Wasser-, 
BrOoken-  u.  Hochbaues;  der  Konstmktionslehren  aU:  darsteU.  Geometrie,  Polar-  u. 

ParaOelxPerspeetiTe,  Schattenkonstmktionen  ctc  etc. 

fOr 

Schüler,  Studierende,  Kandidaten,  Lehrer,  Techniker  jeder  Art,  Militärs  etc. 

zum  einzig  richtigen  und  erfolgreictien 

Studium»  zur  Forthülfe  bei  Schularbeiten  und  zur  rationellen  Verwertung 

der  exakten  Wissenschaften, 
herausgegeben  von 

Dr.  Adolph  HLleyer^ 

Mathomatiker,  rereldeter  kOnigl.  prenii.  Feldmesser,  vereideter  grosih.  hesiitoher  Oeometer  L  Klasie 

in  Frankfurt  a.  M. 
unter  Mitwirkung  der  bewährtesten  Er&fte. 


Ebene  Trig^onometrie. 

Fortsetzung  von  Heft  345.  —    Seite  753—768.     Mit  19  Figuren. 

Inhalt: 

Aufgaben  aas  der  prakti^chru  Oeometrie  (dem  FeldniOHiteD) ,  Fortaet/ung. 


Stuttgart  1887. 
Verlag  von  Julius  Maier. 


Das  vollständige  Inhaltsverzeichnis  der  bis  jetzt  erschienenen  Hefte  icann 
durch  jede    Buchhandlung  bezogen  werden. 


in  Frankfurt  a.  M.  1881. 


PROSPEKT. 


Dieses  Werk,  welchem  kein  fthnliches  zur  Seite  steht,  erscheint  monatlich  in  3—4 
Heften  ra  dem  billigeii  Preise  ron  25  ^  pro  Heft  and  bringt  eine  Sammlung  der  wichiip- 
sten  and  praktischsten  Aufgaben  aus  dem  Oesamtgebiete  der  Mathematik ,  Pbj!iik, 
Mechanik,  math*  Geographie ,  Astronomie 9  des  Maschinen-,  Strassen- 9  EIsenhaliB-. 
Brücken-  und  Hochbaues,  des  konstrnktiyen  Zeidmens  etc.  etc.  and  zwar  in  Tollständi; 
gelöster  Form,  mit  rielen  Figuren,  Erklärungen  nebst  Angabe  und  Entwickelnncr  der 
benntsten  S&tze,  Formeln,  Regeln  in  Fragen  mit  Antworten  etc.,  so  dass  die  Lö&usz 
jedermann  verständlich  sein  kann,  bezw.  wird,  wenn  eine  grössere  Anzahl  der  Hefte  er- 
schienen ist,  da  dieselben  sieh  in  ihrer  Gesamtheit  ergänzen  and  alsdann  auch  dWc 
Teile  der  reinen  und  angewandten  Mathematik  —  nach  besonderen  selbständigen  Kapi 
teln  angeordnet  —  vorliegen. 

Fast  jedem  Hefte  ist  ein  Anhang  von  ungelösten  Aufgaben  beigegeben,  welche  der 
eigenen  Lösung  (in  analoger  Form,  wie  die  bezüglichen  gelösten  Aufgaben)  des  Studierendez 
überlassen  bleiben,  und  zugleich  von  den  Herren  Lehrern  für  den  Schulnnterricfat  benutzt 
werden  können.  —  Die  Lösungen  hierzu  werden  später  in  besonderen  Heften  für  die  H&od  dr» 
Lehrers  erscheinen.  Am  Schlüsse  eines  jeden  Kapitels  gelangen:  Titelblatt,  InhaltsTerzeieli- 
nis,  Beriehtignngen  und  erläuternde  Erklärungen  Ober  das  betreffende  Kapitel  zur  Ausgab 

Das  Werk  behandelt  zunächst  den  Hauptbestandteil  des  mathematisch-naturvisses- 
schaftlichen  ünterrichtsplanes  folgender  Schulen:  Realschulen  I.  nnd  II.  Ord«,  gleich- 
berechtigten höheren  BOrgerschulen,  PriTatsehulen,  Gymnasien,  Realgymnasien,  Prc- 
gymnasien,  Sehullehrer- Seminaren,  Polytechniken,  Techniken,  BaugewerksehsleB, 
Gewerbeschulen,  Handelsschulen,  teehn.  Torbereitungssohulen  aUer  Arten,  irewerblich^ 
Fortbildungsschulen,  Akademien,  üniyersi  täten ,  Land-  nnd  Forstwissensehaftsschnlen, 
Militärsehulen,  Torbereitnngs- Anstalten  aller  Arten  als  z.  B.  für  das  Eii^&lirig-Frei' 
wiUige-  nnd  Offlzlers-Examen,  etc. 

Die  Sehttler,  Studierenden  und  Kandidaten  der  mathematischen,  technischen  aid 
naturwissenschaftlichen  Fächer,  werden  durch  diese,  Schritt  für  Sehritt  gelöste^  Aufgabec- 
Sammlung  immerwährend  an  ihre  in  der  Schule  erworbenen  oder  nur  gehörten  Theorien  etc 
erinnert  nnd  wird  ihnen  hiermit  der  Weg  zum  unfehlbaren  Auffinden  der  Lösungen  der- 
jenigen Aufgaben  gezeigt,  welche  sie  bei  ihren  Pr&füngen  zu  lösen  haben,  zugleich  aber  auch 
die  überaus  grrosse  Fruchtbarkeit  der  mathematischen  Wissenschaften  vorgeführt. 

Dem  Lehrer  soll  mit  dieser  Aufgabensammlung  eine  kräftige  Stutze  für  den  Schul 
Unterricht  geboten  werden,  indem  zur  Erlernung  des  praktischen  Teiles  der  matliematiscbj; 
Disziplinen  —  mm  Auflösen  von  Aufgaben  —  in  den  meisten  Schulen  oft  keine  Zeit  er- 
übrigt werden  kann,  hiermit  aber  dem  Schüler  bei  seinen  häuslichen  Arbeiten  eine  ver- 
ständige Anleitung  in  die  Hände  gegeben  wird,  entsprechende  Aufigaben  zu  lösen,  die  v^ 
habten  Regeln,  Formeln,  Sätze  etc.  anau wenden  und  praktisch  zu  verwerten.  Lust,  Lieb^^ 
und  Yerständnis  für  den  Schul-Unterricht  wird  dadurch  erhalten  und  belebt  werden. 

Den  Ingenieuren,  Architekten,  Technikern  und  Fachgenossen  aller  Art,  Militär« 
etc.  etc.  soll  diese  Sammlung  zur  Auffrischung  der  erworbenen  und  vielleicht  vergessec*:: 
mathematischen  Eenntnisse  dienen  und  zugleich  durch  ihre  praktischen  in  allen  Berif'^ 
zweigen  vorkommenden  Anwendungen  einem  toten  Kapitale  lebendige  Kraft  verleihen  ur : 
somit  den  Antrieb  zu  weiteren  praktischen  Terwertungen  und  weiteren  Forschungen  gebec 

Alle  Buchhandlungen  nehmen  Bestellungen  entgegen.  Wichtige  und  praktische  Au: 
gaben  werden  mit  Dank  von  der  Redaktion  entgegengenommen  und  mit  Angabe  der  Nam 
verbreitet.  —  Wünsche,  Fragen  etc.,  welche  die  Redaktion  betreffen,  nimmt  der  Verfaß 
Dr.  Kleyer,  Frankfurt  a.  M.  Fischerfeldstrasse  16,  entgegen  und  wird  deren  ErledigiJ^c 
thunlichst  berücksichtigt. 

Stuttgart  Die  Yerlagshandliing. 


er. 


Aufgaben  ans  der  praktischen  Geometiie  (dem  Feldmeasen). 
FigOT  415. 


EiU.  681.  Die  direkte  Hessung  Ton  Win- 
keln, deren  Schenkel  nicht  in  einer  horizon- 
talen Ebene  Uegen,  wie  es  bei  den  in  den  Anf- 
gaben  1068  und  1064  erwähnten  Winkeln  n 
und  ß  stattfinden  kann ,  geschieht  mittels  des 
in  der  KrkL  630  angeführten  Spiegelaeztanten. 


Aufgabe  1064.  Von  einer  Landstraase 
geht  liö^  ein  ziemlich  gerader,  4  km  langer 
Feldweg  unter  einem  Winkel  a  ^  SO**  nach 
einem  Ort  Ä  ab;  l'/>  km  geraden  Wegs 
weiter  geht  rechte  ein  anderer,  ebenfalls 
ziemlich  gerader  nnd  2*h  km  langer  Feld- 
weg anter  einem  Winkel  ß  =  60"  nach 
einem  andern  Ort  B.  WelcÄe  Entfernung 
haben  die  Orte  A  und  B. 


Figur  416. 


Klcycr,  Eb«ae  Trigonometrie. 


Andeutung.  Ist,  siehe  Fignr  416,  CA 
der  nach  dem  Ort  A  unter  dem  Winkel 
a  ^  30"  von  der  Landstrasse  abgebende 
Weg,  und  man  denkt  sich  .^ 
mit  dem  Punkt  D  der  Land- 
strasse  verbunden,  von  wel- 
chem aus  nnter  dem  Winkel 
ß  =  60"  nach  recbta  ein 
zweiter  Feldweg  nach  dem 
Ort  B  führt,  so  erhält 
man  das  Dreieck  ACD. 
Von  diesem  Dreieck  kennt 
man  die  Seiten  CA  {=  a 
=  4  km)  und  CD  (=  b 
=  l'/a  km)  und  den  von 
denselben  eingeschlosse- 
nen  Winkel «  ^^  30° ;  wie  in 
ÄotlGsang  der  Aufgabe  1 18 
gezeigt,  kann  man  hieraus 
die  Seite  AD  dieses  Drei- 
ecks, desgleichen  den  Win- 
kel S  berechnen. 
Nach  dieser  Berechnung  kennt  man  von 
dem  gedachten  Dreieck  ABD  die  Seiten  AD 
und  DB  {=  c  =■  2'j'x  km)   und  den   von 
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denselben  eingeBchlosfienen  Winkel,  velcbfr 
=  2  £  —  S-\-ß  i^E-  Analog  wie  Torbin  kM 
man  ans  itieeen  Stöcken  die  Seite  AB  die« 
Dreiecks,  d.  L  die  gesnebte  Eutfenumg  i. 
berechnen. 


Angabe  1066.  Durch  einen  Bei^  vnrde 
ein  Stollen  AB  von  c  =  1500  m  LElnge  ge- 
trieben. Da  wo  der  Stollen  bei  B  zu  Tage 
tritt,  wurde  nach  einem  seitwärts  liegenden 
Berg  ein  zweiter  Stollen  eingetrieben,  dessen 
Richtung  mit  der  Richtung  jenes  ersten 
Stollens  einen  Winkel  ^  =  211°  40'  bUdet, 
Nachdem  man  diesen  zweiten  Stollen  hie  zu 
dem  Punkt  C  eingetrieben  hat,  dessen  Ent- 
fernung von  £  ^  a  ^  3'/^  km  beträgt,  will 
man  die  direkte  Entfemnng  dieses  Punktes  C 
von  dem  Anfang  des  ersten  Stollens  bei  A 
wissen;  wie  gross  ist  dieselbe? 

Figur  417. 


Andentunp. 
Fignr  41 T  kennt 
die  Seite  AB  0 


Von  dem  Dreieck  ABC  ii 
man  gemäss  der  Äofgabe 
:  =  1500  m)  und  die  Seit; 
BC(=o  =  3Vtkmo4o 
=  3500  m),  sowie  den  ton 
diesen  Seiten  einge^«' 
senen  Winkel  ß;  nun  kim 
somit  aas  diesem  Drciect 
die  Seite  AC,  d.  L  dk  ?? 
suchte  Entfemnng  1 1)^ 
rechnen,  wie  in  Anf lisoni 
der  Anfgabe  HS  gfifip- 
wurde. 


c)  Aufgaben  über  die  Bestimmung  der  Lage  eines  Punktes  oder  der  Richlniij 

einer  Linie  in  bezug  auf  andere  gegebene  und  in  derselben  horizontalen  Eben 

liegende  Punkte  oder  Linien. 

*  Anfgabe  1066.  Auf  einem  Feld  ist  eine 
Gerade  durch  zwei  markierte  Punkte  A  und 
B  festgelegt.  Auf  dieser  Geraden  soll  ein 
Punkt  P  so  bestimmt  werden,  dass  er  der  Fuss- 
pnnkt  eines  Ferpendiliels  von  einem  dritten 
Punkt  C  auf  die  Gerade  AB  ist  Zwischen 
dem  Punkt  C  nnd  dem  Fnsspnnkt  P  des  ge- 
dachten Perpendikels  befindet  sich  ein  er- 
höhter Gegenstand,  z.  B.  ein  Haus,  welches 
das  Sehen  von  C  in  der  Richtung  des  ge- 
dachten Perpendikels  verhindert,  so  dass  man 
den  Fnsspunkt  P,  z.  B.  mitteb  eines  Wmkel- 


Aufgaben  am  der  pnktüchen  Geometrie  Cdem  Faldmeuen). 


epi^eli  (Blehe  ErU.  685)  direkt  nidit  be- 
stirnmcQ  kann.  Wie  kaim  mm  die  Lage  des 
FasspunktM  i*  bestimmen? 

Figor  41B. 


Aaflöaang.  Znr  Beitimmong  des  FosB- 
pnnktes  P,  sietie.  FJgar  418 ,  des  von  C  anf 
die  Gerade  A  B  gefällt  go- 
daclit«n  Perpendikels  CP, 
wUde  man  anf  der  0«- 
'  rsden  AB  zwei  solche 
Punkte  D  und  F,  von 
welchen  aas  man  nach  dem 
Funkte  C  sehen  kann. 
Dum  messe  man  die  hori- 
^ntole  Entfemong  BF 
{=  a)  und  die  Horizootal- 
winkel  a  nnd  ß.  Ans  den 
gediioht«n  rechtwinkligen 
Dreiecken  D  PC  nnd  FPC 
ergeben  sich  bezw.  die  Re- 
lationen: 


a).. 
nnd 


.  CP—tga-DP 


h)  .  .  .  CP=tgßFP 
Ans  denselben  folgt: 
c)  .  .  .  tga'DP  =  tgfi-  FP 
Setzt  man  nunmehr  in  dieser  Gleichnog: 
'DP  =x 
nnd,  in  RöckBlcht,  dass  DF{=  ä)  g 
wurde: 


FF  = 


ErU.  486.  Zni  BeBtimmnng  bestimmter 
Winkel,  wie  z.  B.  der  Winkel  Ton  90»,  45«  etc. 
benutzt  man  in  der  praktiachen  Geometrie  bei 
kleineren  Entfemongen  besondere  Winkelmeae- 
instrumeute,  wie  z.  B.  das  Winkellcrenz,  die 
Winkel trommel,  den  WinkeUpiegel  u.  a. 


so   erbfllt  man  in  bezQg  auf  x 

die  Bestim- 

mung^gleichung: 

x-tg«  =  (a-x)-tgß 

Ans  derselben  ergibt  sich: 

xtga  =  a-tgfl  -  X- 

t«(» 

xHg«  +  tgfi)  =  a.tsfi 

^_      «tgA 

tg«  +  tg3 

oder  in  Encksicht  der  Erkl.  120  und  560; 

a.'^ 

coa«  .  toiß 

mithin: 

a.cos»sm^ 

nach  welcher  Gleichung  man  die  Entfernung  x 
des  FsBspnnktes  P  von  dem  angenommenen 
Fonkt  D,  ans  den  durch  Messung  für  a,  a 
nnd  ß  gefundenen  Werten,  bereclmen  kann. 
Ist  X  berechnet,  so  kann  man  diese  berech- 
nete LSoge  Ton  B  anf  der  Geraden  AB 
nach  B  hin  abmessen  und  somit  die  Lage  des 
Punktes  P  bestimmen. 
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Angabe  1067.    WeJchea  ist  die  in  Torig«r  lUdaNtiini.     Uan  sobstitaiere  die   fOr  <■,  ■    i 

Auflösung  allgemein  berechnete  Entfernung  x,  und  ß  gegebeneu  Mewungoemltate  in  die  Gld-    | 

wenn  die  diesbezügHche  Messung:  chungA)derAuflöroi>gderT»rigenA«ft^l066. 
a  =  6eam 

ergab?  I 

Anfpibe  1068.  Anf  einem  ebenen  Feld 
befinden  sich  zwei  markierte  Funkte  A  und 
B.  Die  dnroh  diese  Funkte  bestimmte  Qerade 
soll  jensdtA  eines  hohen  Gegenstandes,  über 
welchen  nicht  visiert  werden  kann,  verlän- 
gert werden.  Han  soll  zwei  Punkte  dieser  Anflöning.  Zur  Bestimmung  der  in  der 
gedachten  VerUüngemng  bestimmen.  Verlängerung    der   Strecke   A  B    lie^endcD 

Punkte  Pond  P,,  siehe  Figur  419,   wBhle 
man  sich  einen  Punkt  C,  von  welchem  >o> 
Figni  419.  man  nach  dem   Punkt  B 

sehen  nnd  nach  deoBel- 
ben  messen  kann.  Ferner 
wAhle  man  in  der   Rich- 
tung, nach  welcher  die  Vo- 
Ifingerung  jener    Strecke 
AB  stattfinden  soll,  iwd 
weitere  Funkte  p  imdj',. 
so,  dasi  man  sie  von  (' 
ans  sehen  kann.    Hiwaif 
messe  man  die  horiztmalt 
Entfernung  BC(=a)  und 
die  Horizontalwäikel  a,  i 
und^,.  Von  jedem  dö- ge- 
dacht«!   Dreiecke    BCF 
und  BCP,  kennt  man  hi«r- 
uach  die  Seite  a  and  die 
beiden  derselben  anliegen- 
den Winkel  (2  fi  —  «)  und 
(J  bezw.  (2  Ä  —  «)  und  ß^,  indem  fBr  den  Fall 
dass  BP{hezvf.  BP{)  eine  Verlangremng  der 
Strecke  AB  ist,  der  Winkel  CBP  ein  Neben- 
winkel des  Winkele  a,  also  =^  2B  —  a  seiD 
muBS.    Mittels  der  ans  diesen  Dreiecken  nach 
dem  Sinnssatz  sich  ergebenden  ReUtionoi: 


Brkl.  es«.    Nach  der  Erkl.  113  ist  in  der 
Figur  419: 

■^ABC  =  -^BCP+'^BPC 
oder: 

a  =  ß  +  ^BPC 
und  hieraus  ergibt  sich,  dass: 

a)  .  .  .  -^BPC^::  a  —  ß 
ist     In  derselben  Weise  kann  man  darthun, 
dass: 

l)  .  .  .  ^flP,C  =  «  — ^, 


CP  =  - 


Bin(«-Ä 

nn(«-/i) 

a-Bin(2^  — n 
sim«-^,) 


(t.  KtkL  ^«> 


-(s.Erkl.SSr') 


oder: 

A)  .  .  . 
und 

oder: 

E)  .  .  . 

kann  man  aus  den  gemessenoi  8t3ck«i  a,  a. 
ß  ond  (S,  die  Strecken  CP  und  CP.  be- 
rechnen. Werden  diese  Strecken  von  V  aus 
nach  p  und  pg  hin  horizontal  abgemessen. 
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80  werden  durch  diese  ÄbmeaaDBgea  die 
Funkte  P  nnd  f, ,  welche  In  der  Veriänge- 
mng  der  Strecke  AB  jenselU  des  Hacuea 
liegen,  beBtimmt 


Au^be  1069.     Bei  der  AnflSating  der 
Torigen  Aufgabe  wnrde  durch  UesBOOg: 
0  =  98*40' 


Airfeulung.  Htm  aeUe  die  gegebenen  Zahlen- 
veite  in  die  in  der  ÄnflCaang  der  vorigen  Anf- 


gefoQden,  welches  sind   nach  voriger  Aof- 
ISsong  die  Entfernungen  CP  nnd  <7P,? 


Aufgabe  1070.  Aaf  verschiedenen  Selten 
eines  Berges  befinden  sich  zwei  Punkte; 
diese  beiden  Fonkte  sollen  mittels  eines  durch 
den  Berg  führenden  Tunnels  verbanden  wer- 
den. Wie  kann  man  die  Richtnng  bestimmen, 
welche  die  hierzn  erforderliche  Dnrchbohning' 
des  Berges  haben  mnss,  damit,  wenn  bei  Ä 
die  Bohrnng  beginnt,  dieselbe  geaan  hei  B 
za  Tage  tritt  Die  Lage  der  beiden  Punkte 
Ä  and  B  soll  so  sein,  dasa  man  diese  Pnnkte 
von  einem  dritten  Fnnkt  C  ans  sehen  nnd 
Ton  demsdben  nach  jenen  Ponkten  messen 
kann. 

Fignr  420. 


Auflösung.    Uan  wähle,  siehe  Fignr  420, 

einen  Fonkt  G,  von  welchem  ans  man  die 

beiden  Fnnkte   A   nnd  B  sehen  nnd  nach 

denselben    messen    kann. 

^   Dann  messe  man  den  Hori- 

zont&lwinkel  y  and  die  ho- 

lizontalen     Entfernungen 

ÄC  =  b  mA  BC  =  a. 

Nach  diesen  Hessnngen 
kennt  man  von  dem  Dreie<^ 
ABC  zwei  Seiten  und  den 


inen  WinkeL 
Wie  üi  AoflSsnng  der 
Anf^be  118  gezeigt,  katm 
man  somit  die  Winkel  a 
and  ß  mittels  des  Tangen- 
tensatzes  berechnen. 

Sind  diese  Winkel  be- 
rechnet, so  kann  man  in  A 
(resp.  in  ^  ein  Winkel- 
messinstniment  an&tellen, 
mit  demsellmi  den  Ponkt  C  einvisieren  und 
dann  das  Femrohr  (oder  IHopter)  des  In- 
Btraments  um  den  berechneten  harizontaloi 
Winkel  a  (resp.  jj)  nach  links  (resp.  nach 
rechts)  drehen.  In  der  Bichtnng  der  optischen 
Axe  (der  Sehlinie)  des  alsdann  festgestellten 
Fernrohrs  bat  die  Durchbohrung  des  Berges 
za  erfolgen.    (Siehe  die  Aafgabe  lOTl.) 
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AnfgAbe  1071.    Durch  die  in  Äiiflösnng;        Andeuluns>    Man  buchte  di«  AoflSsniig  der 
der  vftrigm  Aufgabe  erwähnten  MesBongeu  ^ongreu  An^be. 
wurde,  a^e  Figur  420: 

a  =  0,8  km 

t  =  0,64  km 
und 

•  y—  98040' 10"    .  ,  '  - 

gefbndMi.  Welchea  sind  die  Winkel  a  nnd 
ß,  welche  die  Äclise  des  durch  den  Berg  zu 
füfaranden  TmmelB  mit  den  Visierlinien  ÄC 
und  BC  bildet.  

Av&abe  1072.     Die  gegenseitige  Lage 

dreier  Orte  A,  B  nnd  C  wurde   durch  Mea-  , 
Bung  der  Entfernung  von  B  nach  A  {^^  c 
^=  5'/«  km),  der  Entfernung  von  B  nach  C 
Qi=  a  ^  7,3  km)  nnd  des  Horizontal  winkeis 

ABC  (.=  ß  =  32»  50')  bestimmt.  .^^            ^       ,        r-^,    ^    r>  .^ 

Zwischen  dem  Ort  B  nnd  einem  vierten  .  Andentting.  Von  dem  Drdeck  BAC 
Ort  D,  welcher  ausserhalb  dea  durch  jene  «e*»«  ^  *21,  kennt  man  die  Seitea  a  imd 
di«i  Orte  bestimmten  Dreiecks  liegt,  befindet  ^■..«rr/"' '""'.  ^^°^^  eingMchlosjena 
sich  ein  Berg.  Diese  beiden  Orte  B  jmi  D  f  "^^l  h  °""  kann  somit,  wie  in  Auflösime 
sollen  durch  eine  gerade  Eisenbahn  verbmi.  '*",^?f^.«  "»  «^^^  »«f^^,  die  Seite  Ai 
den  werden,  zu  welchem  Zweck  durch  den  ™*,^«  ™f. "  "",^  l^"^  Draeckii  te- 
Berg  ein  gerader  Tunnel  geführt  werden  rerlmen.  Ist  hiernach  dia  Seite  ^Cb««L- 
muBS.  Da  man  nun  wegen  dem  Berg  von  ^^^' /".  1^»°»  "^  ^""^  ^f^  Drei^  ACD 
D  nach  B  nnd  umgekehrt  nicht  sehen  kam»,  ^le  drei  Seilende,  d  und  e;  ma^  hniin  so- 
so moss  die  geradTRichtmig  der  Eisenbahn-  mit,  wie  fai  Auflösung  der  Anfff^e  U9  e^ 
Unie  und  des  Tunnels  Sela  Winkel  be-  «'8*.  lufans  die  Wmkel  a  nnd  *,  diesa 
stimmt  werden  Zu  diesem  Zweck  wurden  p-eiecks  berechnen.  Nach  dieser  Berechnm« 
die  Entferamigen  von  D  nach  A  und  nach  ^^nnt  man  von  dem  Dreieck  BDA  zjra 
C  gemessen  und  bezw.rf  =  8»f4  km  raide=  Seiten  c  und  <i,  «owie  den  von  denselb« 
10  7  km  gefunden.  emgeschlossenen  Wmkel  BAD,  derselbe  iS 

Man  soU  ans  diesen  Angaben  die  Winkel  T  i.-'^~^".+  *l' x""^  ^  *^**'-  "^^  ' 

berechnen,  welche   die  Richtung  der  Bahn-  f.'^^^'^^^^f  ^^f\f    "«    '^^Tftj  ^ 

linie  mit  den  Virierlinien  DA  nud  BA  büden  <»>«=™  -^tAt^^  die  Mte  ÄZ>  und  diö  der- 

miiss.   Ferner  soll  man  die  Länge  des  TnnnelB  »dben  anliegaiden  Winkel,  A  s.  £e  eerachw. 

berechnen,   wenn  die  Entfemiig  von  D  bis  f}^^  ^ ^^^V^  ^^^"f     »*«   K?^^!"" 

zum  Einschnitt  E  in  den  Berg  =  f=  2'Ukm  ^änge  z  des  Tunnels  findet  man  Bchliessbeii 

nnd  die  Entfernung  von  B  bis  zum  Einschnitt  ^^^^^  ^"  Beziehmg; 

i"  in  den  Berg  j/  =  1,9  km  betrögt.  «  =  BD  —  (/■+?) 
Fienr  431. 
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Au^be  1073.  Anf  einem  ebenen  Felde 
befinden  sich  zwei  Pnnlite  A  nnd  B;  itr 
eine  dieser  Punkte  ist  von  dem  andern  ana 
nicht  sichtbar,  da  sich  ein  bober  Gegenatsnd, 
z.  B.  eine  Banmgnippe  zwischen  denselben 
befindet.  Man  soll  zwischen  den  Punkten  A 
und  B  dnen  dritten  Punkt  C  so  bestimmen, 
dass  er  in  der  geraden  Verbindungslinie  jener 
beiden  Punkte  liegt 

Figur  422. 


Auflörang.    Befindet  sieb,  siebe  Fig.  422, 
zwischen  den  beiden  Punkten  ^  u.  £  ein  hober 
Gegenstand,  z.  B.  eine  Gruppe  von  Bänmen,  und 
man  soll  einen  Punkt  C  so  bestimmen,  dass 
er  in  durch  A  und  B  be- 
stimmten   Geraden    liegt, 
so  marldere  man  sich  auf 
I   dem  Terrain  zwei  Punkte 
D  nnd  E  so,  dass  man 
I   von  D  nach  A,  E  nnd  B 
:   sehen   und  messen  kann; 
dann  messe  man  die  hori- 
zontalen   Entfemnngen 
I)A(,=  a)mADBi=b), 
sowie  die  Horizontalwinkel 

h  ™^  7s- 

Nach  dieser  Messnng 
kennt  man  von  dem  Drei- 
eck ABD  die  Seiten  a 
und  b,  sowie  den  von  diesen 
Seiten  eingeschlossenen 
Wmkel  {-/i  -\-  ^j) ;  wie  in 
ÄnflSsnng  der  Aufgabe  118  gezeigt,  kann 
man  hieraus  die  Winkel  a  nnd  ß  des  Drei- 
ecks ABD  berechnen.  Nach  dieser  Berech- 
nung kennt  man  z.  B.  von  dem  Dreieck  A  CD 
die  Seite  a  und  die  derselben  anliegenden 
Winkel  a  nnd  /,;  man  kann  somit,  wie  In 
Auflösung  der  Aufgabe  117  gezeigt,  die  Seite 
DC  dieses  Dreiecks  berechnen. 

Ist  die  Strecke  DC  hiernach  berechnet, 
so  messe  man  die  fSr  dieselbe  sich  ergebende 
Lange  von  dem  Punkt  i>  ans  in  der  Rich- 
tung nach  E  bin  ab,  wodurch  ein  Pnnkt  C 
so  bestimmt  wird,  dass  er  in  der  Geraden 
AB  liegt,    (Siehe  die  Aufgabe  1074.) 


Aufgabe  1074.'    Durch  die  in  Auflösung        Andeulunfl.    Man  beachte  die  Aufltlsang  der 
der  vorigen  Aufgabe  1073  erwähnten  Mes-  vorigen  Aufgabe, 
sangen  wurde,  siehe  Figur  422: 
o  =  850  m 
b  =  722,5  m 
7-,  =  86060' 
nnd  -       ; 

j-,  :^  80*^80" 
gefunden;  wie  lang  ist  die  von  D  nach  E 
hin  abzumessende  Strecke  DC?  


Antfttbe  1070.  Zwei  Festangslinien  bilden 
tinen  vorspringenden  Winkel,  ein  sogen. 
Saülant.  Der  Scheitel  dieses  Winkels  ist 
sichtbar  aber  nnzngfinglicb.  Die  Aber  den 
Scheitd    des    Winkels    hmans    verlängerte 
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Halbienuigilinie  dieses  Winkels  bestimmt  die 
Lage   des  tob  den  eigen^a  Öeschötsen  nn- 

bestriclienen  Baumes.     Die   Lage  dieses        AnOfiniiu:.    Han  waUe,  siehe  Fig.  42}, 

Raomee  oder  jener  HalbtemngsUnie  soll  be-  anf  den  Venliiig«nuigen   der  Festnngdiiiki 

stimmt  werden.  ÄBi  nnd  ^C,   die  beiden  Funkte  £  and  C 

so,  dass  man  tos  denselben  nach  den  Etk« 

3i  nnd  C^  sehen  nnd  die  Linie  BC  menn 

küuL    Dann  messe  man  die  horizontale  E^- 

Fignr  4Sa.  femnng  BC  nnd  die  Horizontolwinkel  ß  md  j. 

Nach  diesen  Heasimga 

kennt  man  von  dem  Dra- 

1  eck^£C  die  Seite  amd 

{  die     beidoi     anliegvla 

I  Winkel  ß  nnd  7;  wie  ii 
Aoflfisnng  der  Anfg.  u: 
;^Eeigt,  kann  man  sonü 
die  Seiten  AB  mi  ÄC 
und  den  Winkal  a  jesn 
Dreiecks  berechnen. 

Stellt  nun  AD  Üt  m 

bestimmende  Halbienmgi- 

linie  des  Winkels  c  dar. 

wird    durch    dieedt« 

das  Dreieck  ABC  in  die 

zwei  Dreiecke  ABB  ml 

ACD  zerleg;  Ton  jedoi 

dieser  Dreiecke  kennt  man  eine  Seite  md 

die  beiden  anliegenden  Winket     Von  den 

Dreieck  ABD  z.  B.  kennt  man  nach  jcsff 

Berechnung  die   Seite  AB,   den  Winkd  i 

nnd  anch  den  Winkel  ^,  indem  a  =  2f- 

(^  +  r),  also  ~  =Ä  — -^^i8t,manbii 
also,  wie  in  der  AnflSsong  der  Aufgabe  IIT 
geseigt,  die  Dreiecksseite  BD  berechön. 
In  analoger  Weise  kann  man  zur  Eontnrile 
anch  CD  berechnen. 

Ist  hiemach  BD  berechnet,  so  mnst 
man  diese  Strecke  auf  der  markierten  Strecke 
BC  von  B  nach  C  hin  ab.  Der  hierdnnli 
bestimmte  Punkt  D  ist  ein  Pnnkt  der  Hal- 
bierungslinie des  Winkels  a.  Durch  dit 
Fonkte  A  \taA  D  ist  die  Lage  Atst  Hit 
bierungslinie  des  Winkels  a  bestimmt 


Anf^fae  1076.     Dnrch  die  in  AnflÖsnng         Andautun|.    U&n  beachte  die  Anfldsnng  da 
der  vorigen  Aofgabe  1076  erwtlhnten  Ues-  Torigen  Anfgabe. 
Bungen  wurde,  siehe  Figur  423: 
a  =  572  m 

und 

y^  660  42' 40" 
gefunden,    welches    sind    die    Langen    der 
Strecken  BD  und  CD'i 
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Ani^be  1077.  Anf  einem  Felde  sind  drei 
Punkte  A,  B  nnd  C  markiert  Die  beiden 
pQQkte  A  imd  B  sind  nnzngflnglich  aber  von 
dem  Funkt  C  am  dchtbar.  Man  soll  einen 
vierten  Fonkt  so  bestimmen,  daas  die  dorcfa 

den  Fonkt  C  und  diesen  viert«n  Puikt  be-         •    -»  ,,  1.1-1.1«         . 

stimmte  HorisontalUnie  paraUel  der  dnrch  .  *°S°*P«'  ^^^  ""^'  "^''®  *^8-  *2*. 
die  Pmikte  ^  ond  fl  bestimmten  Horizontal-  T™/^"^^  von  w^hem  ans  man  nach 
Ijnia  igt,  den  drei  Ptmkten  A,  B  ond  C  seben  nnd 

nach  dem  Fonkt  C  aneh  measen  kann.   Dann 
Figur  424.  messe  man  die  Horizontalwlnkel  y,  ji,  d  ond 

Si,  sowie  die  horizontale 
EDtfemoner  von  C  nach  I>. 
Nach   dieser   Uessong 
kennt  man  von  dem  Drei- 
uck ADC  die  Seite  a  nnd 
die  beiden  Winkel  j-  nnd  fl„ 
deBffl.  kennt  man  von  dem 
Dreieck  BCD  die  Seite  a 
nnd  die  Winkel  y,  und  6; 
man  kann  also  die  Seite 
AC  des  Dreiecks  ACD, 
ebenso  die  Seite  BC  Atx 
Dreiecks  BCD  berechnen, 
wie  in  ÄnflOson^  der  Ant- 
gabe  117   gezeigl.  wnrde, 
Naeb    dieser   Berech- 
nnag  kennt  man  von  dem 
Dreieck  ABC  die  Seiten 
AC  nnd  BC,  sowie  den  von  denselb^  ein- 
geschlossenen Winkel  y  — }',;  man  kann  also 
mittels  des  Tangentensatzes  wie  in  AoflSsong 
derAofgabe  118  gezeigt  warde,  den  Winkel  X 
dieses  Dreiecks  berechnen. 

Roll  nnn  CF  parallel  AB  sein,  so  moss 
<^  BCP  gleich  jenem  berechneten  Winkel  x 
sdn. 

Znr  BesÜmmong  des  Fonktes  P  stdie  man 
in  dem  Fonkt  C  ein  Wlnkelmessinstnuneut 
horizontal  aof,  visiere  den  Punkt  B  ein  und 
drehe  das  Femrohr  ded  Instruments  um  jenen 
Winkel  x  nach  rechts.  Die  dnrch  die  optische 
Achse  des  Fernrohrs  bestimmte  Sehlinie  ist 
dann  parallel  AB;  ein  Signal  in  dieser  Sehlinie 
angebracht,  gibt  die  Lage  des  zn  bestimmen- 
den Punktes  P  an.    (Siehe  die  An^.  1078.) 


Angabe   1078.      Durch    die    in   voriger         Atideulu*g.    Uan  beachte  die  AnflUsmig  der 
Aufgabe  erwähnten  Messungen  wurde,  siehe  Torigen  Aufgabe  1077. 
Figur  424: 

a  =  laOm 
y^VSOiO'SO" 
Y^  =  240  88' 22" 
*  =  1180  B4' 16" 
*,  =  360  14'  o,B" 
gefanden,  welcher  Wert  wird  sich  hiernach 
fBr  den  Winkel  x  ergeben?  
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ADfpt)>e  1079.    Aaf  einem  Felde  wurde 
die  gegreoaeitige  Lage  dreier  Pnnkte  A,  B 
nnd  C  dadaroh  bestimmt,  dasB,  siehe  Fig.  425 : 
AB  =  e 
AC  =  b 
nnd 

'^BAC=a 
gemesgen  wnrde.     Hao  soll  die  Lage  eines 
vierten  Fonktea  P  bestimmen ,  von  welchem 
ans  man  nach  jenen  Punkten  A,  B  und  C 

.eben  und  dl«  Wtokel:  Aii06«uig.     Di«  Lage  d«.  P»»»  l 

APB  =^3  siehe  Figur  425,  zu  den  drei  Pnnkteo  Ä, B 

und  nnd   C  igt   im  allgemeinen  bestiramt  dntd 

eine  der  horizontalen  Entfemnngen  AP,  £?* 

nnd   CP  nnd    durch   einen   der  Winkd  .- 

und  y.    Diese  sSmtlirba 

Pignr  435.  Stöcke  iann  man  ane  dB 

gemessenen  Stacken  b.  <. 

a,  S  nnd  «,  bereclmei 
wie  nachstehend  geztip 
ist.  Zunächst  kana  nun 
die  Winkel  ;r  imd  y  ■>' 
folgt  berechnen: 

Indem  ViereckJPK 
ist: 

*+*+"+'+',  =3** 
und   hieraus  ergüit  iici  | 
dass: 
A)  .  .  .  x+y  =360»- 

{«  +  *  +  ':■  I 

ist. 

Ans  den  beidm  Dni- . 

ecken    ABP  nnd  Ä(i 

ergibt  sich  femer  nach  der 

ErU.  ft87.    Die  Anfgabe  1079  ist  allgemein  —^ 

unter  dem  Namen  das  Pothenot'sche  Pro-  =  """^ 

blem  bekannt,  obgleich  aie  schon  vor  Pothenot  e  sinJ 

(1692)  von  SnelUos  (16l7)   aufgestellt  nnd  ge-    "*er:  

löst  wurde.  «)  .  .  .  AP  ^ 

nnd  

ErU.  688.     Bei  dem  Pothenot'gchen  Pro-  AP    _    ainy 

blem,  liebe  Aufgabe  1078  und  Erkl.  687,  welches  ~"i      -~  "^JT" 

bei  praktischen  Yermesanngen  (auch  bei  Hess-   oder:  ' 

tischanfnahmen,  bei  dem  sogen.  Bückwärtaein-  .,  -rp  _  fr- sin y 

Mhneiden)  oft  zur  Anwendung  kommt,  können  p)  .  .  .  a      —   äni, 

in  bezng  auf  die  Lage  der  vier  Pnnkte  znein-        ,  ,  ,.,„,.  ,     ■ 

ander  folgende  Fille  sUttfinden:  ™d  ans  diesen  beiden  Glelclinngen  o)  müi 

1)  Die  drei  Punkte  A,  B  mii  C  bilden  die  ^"^S^: 
Ecken  eines  Dreiecks  und  der  vierte  Punkt  P  t-nnx  _  ft-smy 

liegt:  sin^         dn^, 

a)  ausserhalb;  oder: 

b)  fai  einet  Seite  jenes  Dreiecks;  d)  .  .  .   ''"■'  —  .^.""^  ■ 

c)  auf  der  Verlingerung  einer  Seite  desselben  ™y        rsin*,    , 

nnd  Bringt  man  in  bezng  auf  diese  Proponi'* 

d)  innerhalb  des  Dreiecks;  den  in  der  ErkL  119  angefahrten  Stmat* 
bei  dem  unter  a)  angegebenen  Fall  kann  ausser-  nnd  Differenzensatz  in  Anwendong,  so  ertiJ 
dem  der  vierte  Punkt  F  entweder:  man: 


eöuJ 
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«)  innerhalb  des  Dreieckswinkels B^ Coder  sinay-f-siny  __  &-8in^-|-cfsln<rt 

ß)  ausserhalb  dieses  Dreieckswinkels  BÄC  sino;— siny   ~~  h'^n^-^e-sssidy 

o\  rJr^!^I;  T>^^\,*^  Ä    B  ««^  i^  no«n«  4«  ödör,  wenn  man  in  bezng  anf  den  Quotienten 

2)  Die  drei  -Funkte  -4,  B  und  C  liegen  m  «„vJ  ai^  :«  a^^  t?«m  oco  .«^»4!nw^  .,^»;^ 

einer  Geraden  und  der  vierte  Punkt  D  liegt  ^^^  ^^  ^  ^^^  Erkl.  268  angeführte  gonio- 

entweder:  metrische  Formel  m  Anwendung  bringt: 

a)  innerhalb  dieser  Geraden  oder  tir^^i^          x   •   *  •     x»   * 

b)  ausserhalb  derselben.  ^    ^       =  &sm^  +  c6m<y, 

In  den  Teilen  dieser  Encyklopädie,  welche  tg  ^         b  sm^f  —  c  sincT^     , 

speziell  ttber  die  Geodäsie  handeln,  sind  die  ein-  ,  _ .              .., 

zelnen  dieser  verschiedenen  Fälle  besonders  be-  ^^  hieraus  erhält  man  : 

handelt.  x  —  y  fr-sincf  —  csin<f|       a?4~y 

(Siehe    auch    die  Teile    der  Encyklopädie,  ■^)  •  •  •  ^g      2      ""  6-8in<f  +  csin^  *^     2 

welche  über  Planimetrie  handeln.)  Berechnet  man  nach   Gleichung  A)    die 

Erkl.  689.     Die  Winkel  x  und  y.   siehe  ™el8umme  x  +  y  und  dami  in  ßäeksicht 

nebenstehende  Auflösung,  kann  man  auch  wie  ^«f«»  geftmdenen  Wertes  und  der  für  6,  c,& 

folgt  bestimmen:  ^"^d  dj  gemessenen  Werte,  nach  Gleichung  B> 

Setzt  man  in  nebenstehender  Gleichung  d):  die  Winkeldifferenz  x  —  y,  so  kann  man  leicht 

sina?        &-sind  ^^s  den  für  ar-j-y  und  x  —  y  hiernax^h  ge- 

siny  ^  g.ginj  fundenen  Werten  die  einzelnen  Winkel  x  und 

nach  der  Erkl  140-               *  ^  selbst  bestimmen. 

*       ■  Sind  hiemach   die  Winkel  x  und  y  be- 

1)  .  .  .  ,    ^'^^°*^   =  tgi/;  rechnet,  so  kennt  man  in  jedem  der  Dreiecke 

^•8m<ri  ^5P  und  ÄCP  eine  Seite  und  zwei  Winkel; 

so  erhält  man:  man  kann  also  die  Seiten  BP,  -4P  und  CF 

Binar  _     .  dieser  Dreiecke  mittels   der  Sinusregel  be- 

siny        ^'^  rechnen,  wie  in  Auflösung  der  Aufgabe  117 

oder  nach  der  Erkl.  120:  gezeigt  wurde;  man  erhält  nämlich  allgemein: 

.^  =  -^  C)...ZP  =  £Äoder  =  ^ 

öiny        cost/^  smo                    smo^ 

und  nach  der  ErkL  19:  ^^^^^  ^®  Gleichungen  a)  und  ßn 

sin^              siny;.  D)  .  .  .  BP  =  ^'^^<"^  +  ^> 
— ^                             sincf 


siny        cos  (900  — ^) 


und 


Durch  Anwendung  des  in  der  Erkl.  119  an-  &.sin(v-hc^) 

geführten  Summensatzes  erhält  man  hieraus:      E)  .  .  .  CP  = rj^   ^ 

sinx  +  siny  ^  sinv.  +  cos(900-v^)  ^^  ^^  ^^/^^^ «^^^  ^^  ^^ ^^^ 

sina?  — smy       smV'  — cos(900— v)  Aufgabe.) 

oder,  wenn  man  beiderseits  die  in  der  Erkl.  268 
angefSUurte  goniometrische .  Formel  in  Anwen- 
dung bringt: 


und  hieraus  ergibt  sich: 

.-^  —  y_tg  (1^^450)    .x  +  y 

*^     2      ""       tg4öo       '^2 
oder  in  Rücksicht,  dass  nach  der  Erkl.  639  a:  Erkl.  6ft9a.    Eine  goniometrische  Relation 


tg45o=  1 


heisst: 


igt:  tg^^  =^  ctg 450  =  1 

x  —  y  x+y        ,  '    (siehe  Auflösung  der  Aufgabe  9  in  dem  Lehr- 

2)  ;  •  •  tg  — ^  =  tg  -g—  •  tg  (1/;  -  4o0)         ij^ch  der  (JoniometrieX 

Hat  man  also  nach  obiger  Glddiung  1)  den 
Hülfswinkel  ^  und  nach  der  in  nebenstehender 
Auflösung  aufgestellten  Gleichung  A):: 

2- -f- y  ^oi^echnety  so  kann  man  fiach^leichung  2) 

die  Winkeldifferenz  x  —  y  bestimmen,  u.  s.  f.  . 
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Aufgabe    1080.      Man   berechne,    siehe        Andeutunfj.  Man  beachte  die  aUgeaDeise  Aif* 
IPignr  425,    die   horizontalen  Entfernungen  ^^suskg  der  vorigen  Auijg^abe. 
des  Punktes  P  yon  Ä,  B  and  C,  wenn  durch 
Messung: 

h  =  952,46  m 
c  =  1486,07  m 
«  =  990  40'  12" 
^  =  220  4'  13,8" 
und      <r,  =  160  43' 10,4" 

geftinden  wurde. 


d)  Aufgaben  über  die  Bestimmung  der  horizontalen  Entfernung  zweier  Punkte 
aus  gemessenen  Höhen-  oder  Tiefenwinkeln  und  der  gemessenen  scheinbaren 

Entfernung  zweier  Punicte. 

**"  Aufgabe  1081.    Man  soll  die  horizon- 
tale Entfernung  zweier  nicht   in   einer        Auflösung.     Sind,  siehe  Fi^nr  426,  i 
und  derselben  horizontalen  Ebene  liegenden  ^^  ß  ^^^j  Punkte,  welche  nicht  in  der- 


Punkte  trigonometrisch  besdnunen. 


Figur  426. 


selben  horizontalen  Ebene  liegen,  z.B 
zwei  Punkte  einer  geraden  Staraase,  welche 
gegen  die  Horizontalebene  HH^  geneigt  ir, 

so  kann  man  die  horizontale 
Entfernung  x  der  Punkt«  A 
und  B,  d.  L  (siehe  ErkL  621; 
die  rechtwinklige  oder 
orthogonale  Projektion  AC 
der  Strecke  AB  auf  die  Hoii* 
zontaleb^e  HH^^  trigono- 
metrisch wie  folgt  bestk- 
men  (siehe  die  ErkL  623,  62S 
und  640): 

Man  messe  in  dem  Punkt  i 
den  Höhen-  od.  Elevatioiif- 
Winkel  B^C7=a  des  Punktes 


Erkl.  640.  In  der  Erkl.  629  wurde  an-  B  (siehe  ErkL  641),  oder  man  messe  in  des 
gegeben,  wie  man  die  horizontale  Entfer-  Pankt  B  den  Tiefen-  oder  Depressions^ 
nung  zweier  Punkte    unmittelbar  durch  Kinkel  ÄBD^a  des   Punktos  A  (aek? 


coso  = 


-w-*-«*«  — «*w.-       derPonite 

durä"'tri"grnTm7tri8che  Rechnung  be-  -^  ^^  ^'y  ^^^  dem  rechtwinkligen  Dr» 
stimmen  kaiiu.  ^^  ABC  (oder  von  dem  ihm   kongruestec 

rechtwinkligen  Dreieck  ABD)  kennt  man  hi^- 

ErU.  641.      Unter   einem   Höhen-    oder  nach  die  Hypotenuse  a  und  den  Winkel« 

Elevationswinkelyeretehtnumemen Winkel,  ^^  diesem  Dreieck  ef«bt  sich  die  Relati«: 

welchen  em  horizontaler  Sehstrahl  mit  emem  *^*o*cwk  «giui;  oi^u  «xc  xvciauu» 

andern  Sehstrahl  bildet,  der  mit  lenem  hori- 
zontalen Sehstrahl  in  einer  und  derselben 

Yertikalebene  liegt  und  nach  einem  Punkt  oder: 

gerichtet  ist,  der  fl  b  e  r  d  e  r  Hoiizontalebene  liegt,  ^\ 

welcher  jener  horizontale  Sehstrahl  angehört.  ^  '  ' 

nach  welcher  Gleichung  man  die  horizoi- 

Erkl.  642.    Unter  einem  Tiefen-  oder  De-  tale  Entfernung  der  Punkte  A  und  B  i$ 

pressionswinkel  versteht  man  einen  Winkel,  ^er  gemessenen  direkten  Entfemoiig  a  der 

welchen  ein  horizontaler  SehstraW  ^^^  p^^  ^       ^^       ^  aua   dem  ^ 

andern  Sehstrahl  bildet,  der  mit  jenem  hori-  "^^"^     ^t\!Z        i  i    i    ^     VT^   TT    r 

zontalen  Sehstrahl  in  ein  und  derselben  messenen  Höhen  Winkel  a  des  Punktest 

Vertikalebene  liegt  und  nach  einem  Punkt  ge-  ^^^^  ^ß™  gemessenea  Tiefenwinkel  a  ^ 

richtetist,der  unter  der  Horizontalebene  liegt,  Punktes  A  berechnen  kann.      (Sidie  är 

welcher  jener  horizontale  Sehstrahl  angehört.  ErkL  644  und  645.) 


X  =  a-cosa 


Aufgaben  ans  der  praktuchdi  Qeometrie  (dem  Feldmessen). 
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Erkl.  648«  In  der  Fig.  426  ist  der  HOhen- 
Winkel  BAC  des  Punktes  B  gleidi  dem 
Tiefenwinkel  ABD  des  Punktes  A  (als 
innere  Wechselwinkel  an  den  Parallelen  AH^ 
und  BH^, 

Erkl.  644*  Bei  der  Messung  Ton  Winkeln, 
wie  z.  B.  des  Höhen  winkeis  BAC,  siehe 
Figur  426,  befindet  sich  das  Auge,  Ton  welchem 
aus  die  in  der  Erkl.  642  erwähnten  Visierlinien 
gehen,  nicht  in  dem 
Punkt  A^  sondern  in 
einem  vertikal  ttber 
A  liegenden  Punkt  A^, 
siehe  Figur  427.  Die 
Entfernung  dieser  bei- 
den Punkte  A  und  A^, 
„Instrnmenten- 
höhe"  genannt,  sei 
mit  i  bezeichnet.  Zur 
Messung  des  Höhen- 
winkels BA  C  in  dem 
Punkt  A^ ,  muss  man, 
wie  in  der  Figur  427 
angedeutet  ist,  ver- 
tikal über  dem  Punkt 
B  einen  Punkt  B^  mar- 

markieren,  dessen  Entfernung  von  B  =  i,  näm- 
lich gleich  jener  in  A  gemessenen  Instrumenten- 
höhe ist.  Die  von  A^  nach  B^  gehende  Visier- 
linie  bUdet  mit  der  durch  A^  gehenden  horizon- 
talen Visierlinie  A^  C,  alsdann  genau  denselben 
Winkel  als  die  von  A  nach  dem  Punkt  B  g^ende 
und  gedachte  Visierlinie  mit  der  durch  A  gehen- 
den und  gedachten  horizontalen  Visierlinie  A  C. 

Erkl.  645.  Bei  der  Messung  des  Tiefen- 
winkels H^BAf  siehe  Figur  426,  befindet  sich 
das  Auge,  von  welchem  aus  die  in  der  Erkl.  643 
erwähnten  Visierlinien  gehen,  nicht  in  dem  Punkt 
B,  sondern  in  einem  vertikal  über  B  liegenden 
Punkt  B, ,  siehe  Figur  428.  Die  Entfernung 
dieser  beiden  Pnnkte 
B  und  £, ,  „Instru- 
ment e  n  h  ö  h  e"  ge- 
nannt, sei  mit  i  be- 
zeichnet. Zur  Messung 

des  Tiefenwinkels 
H^BA  in  dem  Punkt 
■Bj,  muss  man,  wie  in 
der  Figur  428  an- 
gedeutet ist,  vertikal 
ttber  A  einen  zweiten 
Punkt  A^  markieren, 
dessen  Entfernung  von 
A  =z  i,  nämlich  gleich 
jener ^in  B  gemessenen 
Instrumentenhöhe  ist. 
Die  von  By  nach  -4, 

gehende  Visierlinie  bildet  mit  der  durch  B^ 
gehenden  horizontalen  Visierlinie  B^  D^  alsdann 
genau  denselben  Winkel  als  die  von  B  nach  dem 
Punkt  A  gehende  und  gedachte  Visierlinie  mit 
mit  der  durch  B  gehenden  und  gedachten  hori- 
zontalen Visierlinie  BD, 


Figur  427. 


Figur  428. 
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'Aufgabe  10S2.  Auf  einem  Hafeatorm 
ist  &  =  42,5  m  hoch  Sber  dem  Heeresspi^el 
«bi  WinlcelmesünstniineDt  anfgeBtellt  und  mit- 
tels desselben  der  Tiefen-  oder  DepreesioiiB- 
winkel  S  eines  in  Sicht  befindlichen  Fahr- 
zengres  =  15'  20'  10"  gremessen  worden.  Wie 

wdt  ist  hiernach  das  Schiff  von  dem  Fiuae        Andentniiff.   In  dem  recbtwiukligren  Dm- 
des  Turmes  noch  entfernt?  eck  ABC  ist  die  Katlete  AC  gleich  der 

gegebeoen  Hohe  k,  a 
-,.        .„  wddier    das    Winkti- 

ttgaxiM.  mesBinBtmmeotanfdee 

Tnnn  anfgeat«Ut  ist. 
femer  ist  der  Winkd 
ABC,  als  innerer 
Wechselwinkel  an  Pa- 
rallelen ,  gleich  doL 
Winkel  BAD,  alsn 
gleich  dem  g^egebeaes 
Tlefenwinkel  A.  Ku 
kann  somit,  wie  in  Äd- 
ISsung  der  Aufgabe  ' 
gezeigt  warde,  die  Ea- 
tJi^e  CB  dieses  Drt' 
ecks,  d.  L  die  gesockt 
Bntfemimg:   ce    des   ii 

Sicht    befindUcba 
SobifTes  von  dem  Yw-  i 
pnnkt  des  Hafentoimef 
berechnen.  ' 

'Aufgabe  1083.  Die  Höhe  eines  Tnnnea 
betrSgt  A  =  22  m,  derselbe  befindet  sieh  in 
eker  Entfernung  von  a  =  65  m  von  dem 
Ufer  eines  Flusses;  wie  gross  ist  die  Breite 
des  Flusses,  wenn  sie  von   der  Spitze  des 

Tannes  ans  nnter  einem  Winkel  a  =^  iZ^iO'        Audentong.    In  dem  rechtwinkligen  Dr^ 
«rscheint?  eck   ACB   der  Figur  430   kennt   man  dir 

Figor,  430.  beidtti  Kathetm  a  mti 

h;  man  kann  somit  «i* 
in  AnflOBons  der  AS-  I 
gäbe  1  gezeig^t  ward« 
den  Winkel  ß  die^ 
Dreiecks  berechnen 
Ist  hiernach  ß  bencb- 
net,  so  kennt  man  vci 
dem  rechtwinkliges 
Dreieck  ^C2>  die  Kt- 
thete  h  und  den  spiUM 
Winkel />.^C=a—: 
man  kann  somit,  w^  i 
in  Anflösnng  der  A=:-  I 
gäbe  3  gend^  wnrir 
die  Kathete  a  -\~j^ 
rechnen.  Ist  hienact 
a-\-x  berechnet,  > 
kann  man  leicht  d:< 
gesnchte  Breite  DB  (=  x)  das  FIoBees  b^ 
stimmen. 


An^beo  am  der  pTaküsdun  Qeometrie  (dem  Feldmeiaen). 


'AnfgTA^  1084.  Von  einem  Tonne  aus, 
iesBen  Hohe  h  ^  38.4  m  ist,  sieht  man  zwei 
mit  dem  Fnaspnnl^t  des  Tarmes  in  .einer 
tiorizontalen  Geraden  liegende  Punkte  B 
md  B,  bezw.  nater  den  Depressionswinkeln 
5  =  24*48'  und  öl  =  36*S5';  wie  weit  sind 
liese  Pnnkte  von  eband»  ^tfernt? 

Fignr  431. 


Andentnng.     In   dem  rechtwinkligen 

Dreieck  ABfC,  siehe  Ftgnr431,  kennt  man 

die    Kathete    AC  {=  h) 

nnd   den   Winkel   CAB^ 

T^«gp-. '■'-..-:'■-  1   i='tI>AC—'tDABi 
...  I   oder  ^B  —  äi);   ebenso 

1  kennt  man  in  dem  recht- 
winkligen Dreieck  ABC 
die  Kathet«  ÄC  i=  h) 
imd  den  Winkel  CÄB 
(i=  S~S)i  man  kann  so- 
mit, wie  in  Auflögnng  der  ' 
Aufgabe  4  gezeigt  wurde, 
die  Katheten  CB^  und  CB 
dieser  Dreiecke  berechnen. 
Die  gesuchte  Entfernung 
X  der  Punkte  B  nnd  B, 
findet  man  schliesslich 
mittels  der  aus  der  Figur 
sich  ergebenden  Relation: 
T  =  CB~CB, 


Angabe  1086.  Von  ebem  %  =  40  m 
ber  dem  Ueeresspiegel  gelegenen  Pnnkt  A 
ines  Hafentnrmes  AC  ans  sind  zwei  Fahr- 
eage  B  und  £,  in  Sicht;  das  erstere  er- 
cheint  onetr  einem  Tiefenwinkel  6  ^  10** 
5'-40",  das  zweite  untfir  einem  Tiefenwinkel 
,  ^=  12'^  26'  45".  Wie  weit  smd  die  beiden 
chitfe  von  einander  entfernt,  wenn  die 
cheinbare  Entfemong  beider  Schiffe  a  = 
6»  22'  14"  betragt? 

Fignr  43S. 


AndeataDg.     In  dem  rechtwinkligen 
Dreieck  ABC,  siehe  Figur  432,  l^ennt  man 
die  Kathete  AC  (=  h)  nnd  den  Wmkel  BAC 
(=  '^DAC  —  '^DAB 
I    oder    ^    B  —  S);    des- 
gleichen kennt  man  in  dem 
I    rechtwinkligen  Dreieck 
ABiC  die   Kathete   AC 
(^  h)  nnd   den   Winkel 
BiAC  (=  -^  D,AC  — 
•iDiABi  oder  =  E  — 
ä'i);  wie  in  Auflösuhg  der 
Anfgabe  4  gezeigt  wurde, 
kann  man  hieraos  die  Hy- 
potenusen AB  nnd  AB^ 
dieser  Dreiecke  bereclmen. 
Sind  dieselben  berechnet, 
so   kennt  man    von   dem 
scliiefwinkligen     Dreieck 
BABi  die  Seiten  ^B  und 
AB^,  sowie  den  von  denselben  eingeschlosse- 
nen Wmkel   BAB,,   derselbe    ist   n&mlich 
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Erkl.  646.    unter  der  Bclieinbaren  Ent*  gleich  der  beobachteten  scheinbaren  Eot- 

fernnng  zweier  Punkte  A  nnd  B  in  einem  fernnng  a  der   Schiffe  B   und  ß„  wki 

beetinunten    dritten    Ptmkt   C,    versteht    man  j-rkl.  646;   man  kann  somit  hieraus,  irie  ii 

den  Winkel,  ''«»«hen  die  von  C  ans  nach  A  ^^as^g  a„  Anfgabe  118   genügt  wirft 

nnd  S  gehenden  Sebstrahlen  miteinander  bilden,  ,.      ..„„_i.*„    ü_,*™„_„    „   j__o.kiff.  i 

Diesen  Winkel  nennt  man  auch  Seh-  oder  Ge-  *«    ^«chte   Entferanng    a:   dar  SeJuffe  ü 

aichtawinkel,    anch  Bcheinbare  Grflsie  der  nn«  -^i  berechnen. 

Strecke  AB  in  dem  Punkt  C.  

Angabe  1086.  Von  der  Spitze  A  eines 
Berges  sieht  man  zwei  in  horizontaler  Ebene 
liegenden  Orte  B  nnd  B,  bezw.  unter  den 
Depressionswinkeln  S  =  6*  42' 30"  und  «,  = 
7*  28'  40",  Die  scheinbare  Entfernung  a 
beider   Orte   beträgt    72'»  18'  35"    und    die 

Bergapitze  A  liegt  A  =  500  m  hoch  über  Andsutuno.  Die  Anflösnng  dieser  AnfttW 
jener  horizontalen  Ebene.  Welche  Entfer-  üt,  siebe  die  Figuren  433  nnd  433,  analog  ia 
nnng  haben  die  Orte  B  und  £,?  AnfUtsniig  der  vorigen  Angabe  1065. 

Figur  483. 


Anfgabe  1087.  Direkt  an  dem  Ufer  eines 
Floeees  steht  ein  hohes  Gebäude.  Von  zwei 
senkrecht  übereinander  liegenden  Fenstern 
dieses  Gebäudes  wurde  ein  Fonlct  am  gegen- 
seitigen Ufer  einvisiert  nnd  beobachtet,  dass 
dieser  Punkt  bezw.  anter  den  Depreaaions- 
winkehi  S  =  48*40'  und  Ä,  =  19''52'  er- 
scheint. Wie  breit  ist  der  Flnsa  an  dieser 
Stelle,  wenn  die  Entfernung  der  Funkte,  in 
welchen  jene  Depressionswinkel  beobachtet 
wnrden,  a=  12,5  m  beträgt? 


Andeutung.  Von  dem  Dreieck  AB-i. 
siehe  Figur  434,  kennt  man  die  Seit«  iJ 
(=o),  den  Winkel  A^AB  (='^A,ÄS- 
■^BAD  oder  =  Ä  — d)  nnd  den  ffict^ 
AA^B  i=  -^  D^AiA  -f  <J:  DiAiB  «ff 
=  Ä  +  «i);  man  löum  somit,  wie  in  i^ 
lÖBung  der  Anfgabe  117  gezeigt  vnrde,  ^ 
Seite  AiB  (oder  auch  die  Seite  AB}  fc» 
Dreiecks  berechnen.  Ist  hieniach  diese  Mi'' 
berechnet,   so   kennt  man  von  dem  bti  ' 
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PROSPEKT. 


Dieses  Werk,  welchem  kein  ähnliches  zur  Seite  steht,  erscheint  monatlich  in  3— < 
Heften  zn  dem  billigen  Preise  ron  25  ^  pro  Heft  nnd  bringt  eine  Sammlung  der  wicht:: 
sten  nnd  praktischsten  Aufgaben  ans  dem  Gesamtgebiete  der  Mafhematlky  Physik, 
Mechanik,  math»  Geographie 9  iBtronomley  des  Maschinen- ^  Strassen- ^  EiaenbaliB-t 
Brttoken-  nnd  Hochbaues,  des  konstraktiren  Zeichnens  etc.  etc.  nnd  zwar  in  T#llstiiidi.' 
gelöster  Form,  mit  yielen  Figuren,  Erklärungen  nebst  Angabe  nnd  EntwicAelnnf  u-: 
benutzten  Sätze,  Formeln,  Regeln  in  Fragen  mit  Antworten  etc.,  so  dass  die  Lös:::: 
jedermann  yerst&ndlich  sein  kann,  bezw.  wird,  wenn  eine  grössere  Anzahl  der  Hefte  er- 
schienen ist,  da  dieselben  sich  in  ihrer  Gesamtheit  ergänzen  nnd  alsdann  auch  tllf 
Teile  der  reinen  und  angewandten  Mathematik  —  nach  besonderen  selbständigen  Kap. 
teln  angeordnet  —  yorliegen. 

Fast  jedem  Hefte  ist  ein  Anhang  von  ungelösten  Aufgaben  beigegeben,  welche  d^r 
eigenen  Lösung  (in  analoger  Form,  wie  die  bezüglichen  gelösten  Aufgaben)  des  Stndierendf : 
überlassen  bleiben,  und  zugleich  yon  den  Herren  Lehrern  für  den  Schulunterricht  becu^j* 
werden  können.  —  Die  Lösungen  hierzu  werden  später  in  besonderen  Heften  für  die  Haod  de: 
Lehrers  erscheinen.  Am  Schlüsse  eines  jeden  Kapitels  gelangen:  Titelblatt,  InhaltsTerzeif }  • 
nis,  Berichtigungen  und  erläuternde  Erklärungen  Aber  das  betrelTende  Kapitel  zur  Ausgab 

Das  Werk  behandelt  zunächst  den  Hauptbestandteil  des  mathematisch-naturwisE^'i:- 
schaftlichen  Unterrichtsplanes  folgender  Schulen:  Realschulen  I.  nnd  II«  Ord.,  gleich- 
berechtigten höheren  BQrgerschnlen,  Priratschnlen,  Gymnasien,  Realgymnasien,  Fr«- 
gymnasien,  Schnllehrer- Seminaren,  Polytechniken,  Techniken,  Bangewerkschales. 
Gewerbeschulen,  Handelsschulen,  techn.  Yorbereitnngsschulen  aller  Arten,  ir^werblirhi^ 
Fortbildungsschulen,  Akademien,  ünirersi täten,  Land-  und  Forstwlssensehaltsscliiilfa. 
Militärschnlen,  Yorbereitnngs-Anstalten  aller  Arten  als  z.  B.  für  das  Eli^Slirlg-Frfi 
willige-  und  OlAziers-Examen,  etc. 

Die  Schaler,  Studierenden  und  Kandidaten  der  mathematischen,  technischen  nii 
naturwissenschaftlichen  Fächer,  werden  durch  diese.  Schritt  für  Schritt  gelöste,  Aufgak:- 
sammlong  immerwährend  an  ihre  in  der  Schule  erworbenen  oder  nur  gehörten  Theorien  etv 
erinnert  und  wird  ihnen  hiermit  der  Weg  zum  nnfehlbaren  Auffinden  der  Lösungen  der- 
jenigen Aufgaben  gezeigt,  welche  sie  bei  ihren  Präfinngen  zu  lösen  haben,  zugleich  aber  au«.: 
die  Oberaus  grosse  Fruchtbarkeit  der  mathematischen  Wissenschaften  vorgeführt. 

Dem  Lehrer  soll  mit  dieser  Aufgabensammlung  eine  kräftige  Stfttse  für  den  Schi:. 
Unterricht  geboten  werden,  indem  zur  Erlernung  des  praktischen  Teiles  der  mathematisch': 
Disziplinen  —  zum  Auflösen  ron  Aufgaben  —  in  den  meisten  Schulen  oft  keine  Zeit  ?C' 
übrigt  werden  kann,  hiermit  aber  dem  Schüler  bei  seinen  häuslichen  Arbeiten  eine  ge- 
ständige Anleitung  in  die  Hände  gegeben  wird,  entsprechende  Aufgaben  zn  lösen,  die  r- 
habten  Regeln,  Formeln,  Sätze  etc.  anzuwenden  und  praktisch  zn  rerwerten.  Lust,  Li^f 
und  Yerständnis  für  den  Schul-Ünterricht  wird  dadurch  erhalten  und  belebt  werden. 

Den  Ingenieuren,  Architekten,  Technikern  und  Fachgenossen  aller  Art,  Mliurir 
etc.  etc.  soll  diese  Sammlung  zur  Anffrischnng  der  erworbenen  und  vielleicht  vergessen" 
mathematischen  Kenntnisse   dienen   und  zugleich  durch  ihre  praktischen  in  allen  Bertf*^ 
zweigen  vorkommenden  Anwendungen  einem  toten  Kapitale  lebendige  Kraft  verleihen  n 
somit  den  Antrieb  zu  weiteren  praktischen  Yerwertungen  und  weiteren  Forschungen  gel*":- 

Alle  Buchhandlungen  nehmen  Bestellungen  entgegen.  Wichtige  und  praktische  Au:- 
gaben  werden  mit  Dank  von  der  Redaktion  entgegengenommen  und  mit  Angabe  der  Nao-: 
verbreitet.  —  Wünsche,  Fragen  etc.,  welche  die  Redaktion  betreffen,  nimmt  der  Verfasse: 
Dr.  Kleyer,  Frankfurt  a.  M.  Fischerfeldstrasse  16,  entgegen  und  wird  deren  ErledipiJ 
thunlichst  berücksichtigt 

Stuttgart.  Die  Yerlagshandliuig. 
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rechtwinkligen  Dreieck 
AyCB  die  Hypotenuse 
AyB  nnd  den  Winkel 
A^BC  {=  -^  BA^Di 
oder  =  {,);  man  lünn 
somit,  wie  in  AoflSsimg 
der  Aufgabe  5  gezeigt 
wurde,  die  Kathete  B  C, 
d.  i.  die  gesnchte  Breite 
X  des  Flnsses  an  jener 
Beobachtungsstelle,  be- 
rechnen. 


e)  Aufgaben  Über  die  Berechnung  der  direkten  Entfernung  zweier  Punkte  aus 
bekannten  Holten  und  Hfihenwinkeln. 

Anf^ab«  1088.  Ein  Luftballon  A  er- 
scheint einem  in  dem  Ort  B  befindlichen  Beob- 
achter geniui  fiber  dem  Ort  C  and  zwar  in 
einer  scheinbaren  Höbe  e  =  38*  14'  30"  über 
lem  Horizont;  einem  Beobachter,  welcher 
<ich  in  dem  Ort  C  befindet,  erscheint  zn 
lerselben  Zeit  der  Ballon  A  genau  über  dem 

Ort  B  und  zwar  in  einer  scheinbaren  Höhe  Andenton^.  In  Figur  436  seien  B  und 
;,  =  67"  33'  10".  Man  soll  hieraus  die  Ent-  <7  die  in  einer  horizontalen  Ebene  liegenden 
jernnngen  berechnen,  welche  zu  jener  Zeit  Orte,  von  welchen  aus  zu  gleicher  Zeit 
1er  Ballon  A  von  den  Orten  B  und  C  hatte,  der  in  der  Luft  schwebende  Ballon  Ä  beob- 
rad  zwar  nnter  der  Voraussetzung,  dass  die  achtet  wird.  Dem  Beobachter  in  B  er- 
lorizontale  Entfernung  der  Orte  B  und  C  scheint  gemäss  der  Aufgabe  der  Lnfthallon 
lekannt  sei  und  o  =  T/s  km  betrage.  A  in  A^,  nämlich  senkrecht  über  dem  Ort  C 
unter  dem  HChenwinkel  (der  scheinbaren 
Figur  435.  Höhe)  t.   Dem  Beobachter 

•-■ — — r^--"=TT^T- . ,-^ — ^— — — I     in  C  erscheint  zu  der- 
selben  Zeit   der  Luft- 
ballon A  m  A^,  uftralich 
senkrecht  über  dem  Ort  B 
unter  dem  Höhenwinkel 
(der  scheinbaren  Höhe)  e,. 
Von  dem   Dreieck  ABC 
kennt    man    gemttss    der 
Aufgabe  die  Winkel «  und 
e, ,  sowie  die  Seite  BC, 
d.  1.  die  horizontale  Ent- 
fernung   a    der    Orte    B 
und  C;  man  kann  somit, 
wie  in  Auflösung  der  Auf- 
gabe 117  gezeigt  wurde, 
ans    diesen    Stücken    die 
Seiten  AB  und  AC  dieses  Dreiecks,  d.  s.  die 
gesuchten  wirklichen  Entfernungen  r  und  y 
des  Ballons  A  von  den  Orten  B  und  C  in 
der  gedachten  Zeit,  berechnen, 
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Angabe  1089.  Zur  Bestimmnng  der  Ent- 
fernnng  zweier  dnrdi  ein  Thal  getrennter 
Berg:8pitzen  A  ond  B  norden,  wie  in  den 
Aufgaben  1092  bis  1096  gezeig:t,  die  HSben 
der  beiden  Berggpitzen  über  einem  festen 
Standpunkt  .C  im  Tliale  bestimmt  und  die 
Höhe  h  der  Bergspitze  A  ober  C=  350  m, 
die  Höhe  A,  der  Bei^pitze  B  Sber  C=  420  m 
getoden.  Dann  würden  in  jenem  festen 
Punkt  C  die  Höhenwinkel   e   und  e,  jener 

Beivspitzen  A  ond  B  gemessen  nnd  gefunden         .    ,     »  -,,       .  ..>..■ 

e  =  12''40'  10"  u.B,~  18»  30'  45";  scblieSB-  ^  ^*'«^*^-  /""/^J^r''^^"!^"'^!' 

lieh  wurde  noch  der  Horizontalwiilkel  «  ge-  peiecken  AA,C  mä  BB,C  der  Rpir«- 

messen,  welchen  die  horizontalen  Projektionen  ''^'»*  P«?  '■f,'-  ^«  ^}^f^  ^M=^- 

der  TOE  C  nach  den  Bergspitzen  gehenden  ™^  ,f  ^i  (f=  *A  «,*'™  ^«  denselb«  g^ 

Visierlinien  mit  einander  bilden,  und  dafür  nberbegaiden  Winkel  e  md  ji;  nan  tia 

124'>40'36"  gefunden.     Welche  Entfemnne  «"?"*•  ™  m  Auf lösiu^  der  Aufgabe  3  r 

haben  die  Bergspitzen  A  mid  B?  zeigt  wnrde.hierans  die  Katheten  J, C  do 

B^C  dieser  Dreiecke  berechnen,    ^acb  iitx 

Berechnnng    kennt  K 

Fignr  486.  vondemhorizontalenDrt- 

ed£^,B,CdieSeitaii|' 

und  Bio,   sowie,  gaiii  \ 

der  Aiüfgabe,  den  tcs  di^ 


nen  Winkel  a;  nun  tu: 

somit,  wie  in  AnflüaiK 

der  Anfgabe  118  ge»p, 

die    Seite    ^,  B,   diK^ 

Dreiecks  berechnen.  DoL: 

man  sich  nonmehr  dmli 

A  za  A,Bi  die  PsnUd^ 

.ili)  gezogen,  so  aüi 

man  das   bei  D  recb'r 

winklige  Dreieck  Jßl 

in  weltfern  die  EjÜkI' 

.4  Z)  gleich  der  voAin  f*- 

rechneten  Seite  AfB^  nnd  in  welcbm  ä^ 

Kathete  BD  =  BB^  —  DB,  oder  =  BBr 

AAx  oder  A^ — A  ist;  man  kann  somit  ii-' 

diesem  Dreieck  mittels   des  pythagora-tl« 

Lehrsatzes  die  Hypotennse  AB,  d-L  die» 

sncbte  Entfernung  x  der  Bergspitzoi  i  »• 

£,  berechnen. 


0   Aufgaben  über  die  Berechnung  von  Höhen  aus  borizontal 
Stracken,  aus  Hlthen-,  Tiefen-  und  Gesichtswinkeln. 

"  Aufgabe  1090.    Wie  hoch  ist  eüi  Baam, 
wenn  d^elbe  in  dem  Endpunkt  einer  vom 

Fassponkt  desselben  ausgehenden  a  ^  100 m  .  .  n, 

langen    horizontalen    Strecke    tmter    einem        Andentnng.     Ist,  siehe  Figur  43i,  i'' 
Winkel  et  =  22"  40'  10"  erscheint?  eine  ^o"»  Fusspnnkt  des  Esnines  Bl^_ 

gehende  Horizontale  von  der  gegep*''' 
Länge  a,  so  ist  in  dieser  Figur  a  der  Wint;- 
nnter  welchem  einem  in  Ä  befindlichen  ^W 
eines  Beobachters  die  Höhe  x  des  Bw»- 
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erBcheiot.  Von  dem  rechtwinkligen  Dreieck 
ABC  kennt  man  die  Eatliete  a  nnd  den 
Winkd  a;  am  diesem  Dreieck  er^bt  sich: 

oder: 

A) a.  =  a.t«« 

nach  welcher  Gleichnng  man,  In  Bäckricht 
der  fSr  a  nnd  a  gegebenen  Zahlenwerte, 
die  gesachte  H9he  x  des  BaumeB  berechnen 
kann.    (Siehe  die  Erkl.  647.) 

Fignr  488. 


Erkl.  S47.  Wie  achon  in  den  Erkl.  M4  nnd 
645  erw&hnt,  befindet  rieh  das  Auge  eines  Beob- 
achters hei  Win  keim  CBBQn  gen  stets  in  einer  ge- 
wiseen  Entfemnng  vertikal  Sbei  dem  Beob* 
achtnngspnnkt. 

Die  Aufgabe  1090  praktisch  ansgeftthrt,  wird 
eich  deshalb  gestalten,  wie  in  der  Fignr  438 
angedeutet  ist.  Nach  dieser  Fignr  ergibt  sich 
für  die  geanchte  HSbe  CB  des  Banmes: 

CB=x-\-i 
in  welcher  Gleichung  ■  jene  erwähnte  Entfer- 
nung, die  sog.  InstnunentenhShe  bedeutet.  Die 
GrSsse  x  wird  ans  a  and  b  berechnet,  wie  in 
nebenstehender  Andeutung  gesagt  wnrde. 


*  Aufgabe  109L    Wie  hoch  ist  ein  Tnrm, 

wenn  einem  in  der  horizontalen  Entfemaug 
a  =  100  m  von  demselben  befindlichen  Beob- 
achter die  Spitze  desselben  nnt«r  einem  Hßhen- 
winkel  «  =  12*  20'  8"  nnd  der  FuBspnnkt 
unter  einem  Tiefenwinkel  Ö  =  4"  20'  "" 
scheint? 

Figur  489. 


^1,  Andentnng.    Befindet  sieh,  s.  Figur  439, 

-  ^'  das  Änge  des  Beobachters  in  dem  Punkt  A 
und  man  zieht  die  Linien  AC  und  AB,  so- 
wie die  horizontale  Linie  AD,  so  kennt  man 
Ton  jedem  der  rechtwinkligen  Dreiecke  ADC 
und  ADB  die  Kathete  AD  (=  A^B  =  a) 
nnd  die  Winkel  s  und  6.  Ans  diesen  Drei- 
ecken ergeben  sich: 

a-.  =  a.tg(     1 
und  (s.  ErU.  46) 

r,  =  o-tg*   J 
Durch  Addition  dieser  Gleichungen  erhSIt 
man: 

rE,-hr,=  a.tg(  +  a.tgrf 
oder ,  da  a;,  -f-  a^j  die  gesuchte  Höhe  x  des 
Turmes  Ist: 

A).  ..  .r  =  a.(tg«  +  tgJ) 
nach  welcher  Gleichung  man,  in  Rücksicht 
der  für  a,  s  nnd  C  gegebenen  Zahlenwerte,  die 
gesnchte  Hifhe  x  des  Turmes  berechnen  kann. 
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Av^b«  1092.  Zar  Berechnung^  der  HShe 
eines  änf  einer  horizontalen  Ebene  befind- 
lichen Springbmnneng  hat  ein  Beobachter 
den  Höhenwinkel  S  des  höchsten  Punktes 
des  Wasserstrahls  beobachtot  nnd  hierfür 
25"  45'  gefunden.  Hierauf  näherte  sich  der 
Beobachter  in  gerader  Richtung  dem  Fuas- 

ponkt  der  vertikaleu  Achse  des  Spring-  Andentang.  In  Figur  440  ad  AC  & 
briinnens  um  a  =  24  ni  uad  beobachtet  den  zu  berecbn^e  Höhe;  B,  bezw-  D  bh  de 
Höhenwinkel  Ö,,  unter  welchem  ihm  von  jeweilige  Standpunkt  des  Beobachters  in  de: 
dieser  Stelle  aas  der  höchste  Punkt  der  nach  dem  Fusspnnkt  C  der  Vertikalen  .IC 
Wassersäule  erschien  und  fand  hierfür  46"  gerichteten  horizontalen  Linie  CH:  B,  ui 
38'.  Welche  Höhe  hatte  der  höchste  Punkt  D^  seien  die  Punkte,  von  welchen  aas  da 
der  WasHersäule,  wenn  sich  bei  jenen  Winkel-  Beobachter  die  Höhenwinkel  ö  nnd  *,  de 
messuDgeu  das  Auge  des  Beobachters  stets  höchsten  Punktes  A  der  Wassersäule  lifol- 
»■  =  1,62  m  über  der  horizontalen  Ebene  he-  achtete. 

fend?  In  dem  Dreieck  ABiD,  kennt  man  & 

Figur  440.  Seite  SjA  (=  BD  ;=  a),   sowie  die  du 

selben  anliegenden  Winkel  ABjDi{=> 
und  ADiB^  (=  2Ä  — 3,);  man  kann  MXf. 
wie  in  Auflösung  der  Aufgabe  117  gaät. 
wurde,  die  Seite  ABi  (oder  auch  die  S«* 
ADi)  dieses  Dreiecks  berechnen.  'Stä- 
dieser  Berechnung  kennt  man  von  dem  recbi- 
winkligen  Dreieck  AC^B,  die  Hypoienus 
ABl  ^^^  ^^^  Winkel  d;  man  küm  e«[ii 
wie  in  Auflösung  der  Aafjgabe  ö  gei«? 
wurde,  die  Kathete  A  C,  dieses  Dreieeb  lit- 
rechnen.  Ist  hiemach  AC^  berechnei,  j: 
kann  man  die  gesuchte  Höhe  AC  (=x)  w: 
der  aus  der  Figur  sich  ergebenden  BelaiU 

oder,  da  CjC  gleich  der  bekannten  Icstn* 
mentenhöhe  /  ist,  nach  der  Helation: 

:r  =  AC^  +  i 

berechnen. 


Aufgrabe  1093.  Die  Spitze  eines  auf  Andeutung.  Die  AuflQsung  dies»  As^iit 
ehiem  Berg  stehenden  Turmes  erscheint  unter  ist  analog  der  Auflösung  dei  vorigen  iC' 
emem  Erhöhnngswinkel  0  =  280  15';  nach-  g»be  •'»2. 

dem  man  demselben  in  horizontaler  Ebene     '^"'^ 

um  a  ^  230  m  näher  gekommen  ist,  findet    ' 
man,  dass  jeuer  Erhöhnngswinkel  d,  ^=  35"  2' 
beträgt.    Wie  hoch  liegt  die  Spitze  des  Tur- 
mes über  der  Horizontalebene? 
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All^ab«    1084.      Zur    Bestimmong    der         AndeutHng.     Die  Anflösnng  dieser  Aufgatie 
Erhebnng  eines  LnftballonB  über  einer  lori-  »*■  analog  der  Auflösung  der  Aufgabe  1082. 
zontalen  Ebene  worde  in  der  Richtung,  welche  Fiimr  449 

der  Ballon  voraussichtlich  annehmen  wird, 
eine  horizontale  Standlinie  AB=^  900 ra  ge- 
messen. In  den  Endpunkten  derselben  wurden 
zwei  HöhenwInkehnesBinstrmnente  so  auf- 
gestellt, dasa  jedea  derselben  die  Instmment- 
hohe  t  ^  1,50  m  hatt«. 

In  dem  Augenblick,  in  welchem  der  in- 
dessen in  die  Höhe  gegangene  Ballon  in  die 
dorch  jene  horizontale  Staudlinie  gelegt  ge- 
dachte Vertihalebene  kam,  wurden  die  Höhen- 
winkel bei  A  und  B  gemessen  und  hierfUr 
bezw.  ö  =  28<*  23'  und  Äj  =  56*  48'  gefan- 
den; wie  kann  man  hieraus  die  Erhebung  des 
Ballons  über  die  durch  A  und  B  gehende 
horizontale  Ebene  berechnen,  für  den  Augen- 
blick jener  Uessung? 

Aufgabe  109S.  Jenseits  eines  Flnsses 
befindet  sich  ein  Turm.  Znr  Beatimmuig 
von  dessen  HShe  wurde  diesseits  eine  StAOd- 
linie  CD  ^  a  ^  200  m  abgemessen  and  zwar 
so,  dass  man  von  deren  Endpunkten  die  Spitze 
des  Turmes  und  dessen  Fusspunkt  sehen  iiann. 

Dann  wurden  in  CundiJ  die  HorizoBtalwinkel  Andeatnug.  Von  dem  Dreieck  BCD 
gemessen,  welche  die  Standlioie  CD  mit  den  der  Figur  443  kennt  man,  nach  den  statt- 
nach  dem  Fasspunkt  B  des  Turmes  gerich-  gehabten  Uessnngen,  die  Seite  CD  (^  a), 
teten  Viaierlinien  büdet  and  hierfür  bezw.  sowie  die  derselben  anliegenden  Winkel  a 
a  =  SS"  28'  40"  und  ß  =  57°  20'  30"  ge-  and  ß:  man  kann  somit,  wie  in  Auflösung 
fanden.  Schliesslich  wurde  noch  in  C  der  der  Aufgabe  117  gezeigt  wurde,  die  Seite 
Höbenwinkel  d  gemessen,  unter  welchem  von  BC  dieses  Dreiecks  berechnen.  Ist  hiernach 
Cans  die  Spitze  Ä  des  Turmes  erscheint  und  £ (7  berechnet,  so  kennt  man  von  dem  recht- 
hierfür  =  B&^ii'  20"  gefunden.  Wie  kann  winkligen  Dreieck  AMC  die  Kathete  BC 
mau  aus  diesen  Messungen  die  Höhe  des  und  den  gemessenen  Höhenwinkel  6;  man 
Turmes  berechnen?  kann  somit,  wie  in  Anflösung  der  Aufgabe  4 

gezeigt  worde,  ans  diesen  Stucken  die  Ka- 
thete AB  dieses  Dreiecks,  d.  L  die  gesuchte 
HShe  X  des  Tormee,  berechnen. 
Figur  443. 
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Aufgabe  1096.  Zttr  Bestimmtmg  der 
Höhe  eines  Berges  in  bezog  auf  eine  vor  dem- 
selben sich  ausbreitende  horizontale  Ebeae, 
wurden  in  letzterer  drti  in  gerader  Linie 
liegende  Punlite  A^  B  nnd  C  festgelegt  und 
deren  lioiizontale  Entfemimgen  AB  ^  a  = 
1050  m  ond  BC  =  6  =  1640  m  gemessen. 
Dann  wurden  die  Höhenwinkel  gemessen, 
nnter  welchen  die  Spitze  S  des  Berges  von 
jedem  jener  drei  Ponkte  A,  B  mid  C  aas 
erscheint  nnd  hierfür  bezw.  S  =  24"  34'  16", 

Ä,  =  31*  10'  23"  nnd  fi,  =  19^  46'  38"  ge-  Andeutung.  Aus  den  Dreiecken  HhA 
fanden.  Wie  kann  man  ans  diesen  Messungen  und  HBC,  siehe  Fig.  444,  ergeben  sich  oicb 
die  Höhe  SR{=  x)  des  Berges  berechnen?  dem  Projektionssatz : 

ab'  +  b^—ab^ 

a)  .  .  .  coso  = ^^^ 

2AB-BB 
und  

2BC-BH 
Femer  ergeben  sich  aus  den  rechträk- 
ligen  Dreiecken  SHA,  SHB  u.  SHC  ha*.. 


\  (siebe  Erkl.  96) 


Berücksichtigt  man  nnnmehr,  dass  a  ik 
ß  Supplementwinkel  sind,  dass  also  nach  de 
Erkl.  94: 

COSB  =  ^cos^ 
ist,  dass  sich  hiCTuach  ans  den  Gldcfanngoij 
nnd  b)  die  Belatiou: 
'ÄB^ -j-BS" —  ÄH" 
SÄB-BB 
oder: 


BC 

•  +  1IH 

^-CB' 

SBC- 

BB 

CR'- 

BC'- 

BS' 

SAB  aBC 

eifflbt,  nnd  setzt  man  in  dieser  Gldchnf 
für  AE,  BH  und  CH  die  Werte  ans  da 
Gleichungen  c)   bis   e),   ond  berQckaichtifi 
man  gleichzeitig,  dass: 
AB  =a 
und 

'BC  =h 
gemessen  wurde,  so  eriiält  man: 


=  sin  '  sin  J,  sin  ^3 


Y. 


und  hieraus  ergibt  sich  nach  der  Erkl.  64- 


'»('+*j)  sin  (J,-J,)Bin*J—bein  (*+*,)  8iu(*-rf,)  an--' 
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nach  welcher  Gleichung  man,  in  Bücksicht 
der  für  a,  b,  dj  di  und  62  durch  Messung 
gefundenen  Resultate,  die  gesuchte  Höhe  SH 
Erkl.  MS.   Die  nebenstehende  Gleichung  g)  7=  x)  des  Berges  berechnen  kann, 
kann  man  wie  folgt  lunformen: 

^<fi    L         tg**  tg**»    J 

Setzt  man  nunmehr  nach  der  in  der  Erkl.  649 
angeführten  goniometrischen  Formel: 

<-»  «^  ^  «'1  C0S«J.C082<ri 

analog : 

^       ^  ^       *  cos«  Jj  008*^2 

und  nach  der  Erkl.  120: 

,  „  ,         sin«  J, 

*«•?•  =  ^^ 

desgleichen: 

^  ^  ,        sin^J 

SO  erhält  man  nach  gehöriger  Beduktion: 

^     '     -^     ^     *  L  sm^JjCOsÄJi  8m2<rcos2Ji  J 

und  hieraus  ergibt  sich: 

sin  (J,  H-  J,)  sin  (dj  —  J,)  sin  (d  +  d,)  sin  (<f  —  d.) 

a  •  .    o  m TTi *^  '  T-r-v r-s 


sin^jgcos^j^  "  sin^Jcos^Jj 


oder: 


SH  =z 


_  ^   /" ab^^a-j'b)^Bixl^^^ 

""   1/        sin  (J,  -f-  d,)  sin  (dj  —  d,)        .     sin  (d  +  J,)sin(J  —  <f,) 


sin^Jj  sin^cf 


ggr  _  ^ /~  ad  (a+  &)-sin2<y  sin^J^ 

""  V  a.sin(Ji  +  d,)8in(Ji  — J,)8in2(T— 6.sin( 


sinsj. 


(<r  +  dl)  sin  (<f  —  dl)  sin^dj 
mithin: 


Äff  =  smd  smdi  smdj  •  1/  — ^— ?>— 7-*-^-^— 75 ^  v    .  »V      , 

^        ^     V  a«sm (dl  +  dj)  sm (di  —  d2)-sm2d  —  6«t 


+  d^)  sin  (dl  —  dj).sin2d—  ft.sin  (d  +  di)sin(d  —  di)  sin^d. 


Erkl.  049*      Eine   goniometrische  Formel 
heisst: 

tg2«-,tg«ig  =  «^(^  +  ^>'«^(^-^> 

^  ^  ^  cos«a  cos«iJ 

(Siehe  Formel   221   in  dem  Lehrbuch  der 
Goniometrie.) 
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Aufgabe  1097.  Von  einem  Loitballon  ans 
sieht  man  die  Eirchtiinne  zweier  in  derselben 
horizontalen  Ebene  liegenden  Orte  A  nnd  B, 
deren  horizontale  Entfernong  a  =  7'/s  km 
betlägt,  bezw.  unter  den  Tiefenwinkeln  6  = 
67"  48'  nnd  Öi  =  32"  40';  wie  hoch  befindet 
Bich  in   diesem  Augenblick  der  Ballon  nber 

jener  Horizontalebene,  wenn  die  scheinbare        Andentunr.    Ans  den  recbtwiDklig«D 
Entfemmig  der  Orte  A  und  B  znr  Zeit  der  Dreiecken  DCA  und  DCB,   siehe  Fig.  Hb. 
Uessnng  jener  Tiefenwinkel  in  dem  Ballon  ergeben  sieb,  in  Bäcksioht,  dass: 
a  ^  24"  36'  beträgt?  ^  cAD  =  ^  ADF  oder  =  rf 

nnd 

<^  CSD  =  ^  BDG  oder  =  J, 

ist,  bezw.  die  Relationen: 


b)  .  .  .  sinrf,  =  — 

y 
Femer  ergibt  sich  ans   dem  schiefwiii:- 
ligen  Dreieck  DAB  nach  dem  Projektioss- 
satz  die  Relation: 

c)  .  .  .  o*  =  y«4-a»~2y«-co8o 
Setzt  man  die  für  s  nnd  i/  ans  den  Gln- 

chongen  a)  nnd  b)  sich  ergebenden  Viaa-. 


in  Gleichung  c),  so  erhält  man  in  bexng  auf-' 
die  Besünunnngggleichnng: 

Erkl.  650.     Ana  der  nebenstehenden  Glei-  d)  .  a«  =:-;^ 4-^^  —  2-^  - -t^-cw 
chüng  d)  erhält  man  X  wie  folgt:  ™'      ™  "•  *"'    ^'i 


ait-8in«rfBin»J,  =  j^sin'iT, -^-j-isiniäJ—              ^^  bierans  ergibt  sich  nach  der  i>kl.  65i' 
^sinJsinJ,  coBo  ^.      ^_  a-sinJsinJ, 

«n*tf—  Y  >"'"* »^1  -)-  aiti»if  —  a Hin  rf  Hinif ,  mj ■ 

2ainJsinJ,coaB]  „ach  welcher  Gleichnng  man,  in   Rnckiid; 

j^ g'gin^iTsin^rfi des  für  a  gegebenen  Wertes  und   in  BSci- 

sin«rf,  +  8in«rf  — 2BinJBin<r,coa(<  sieht  der  für  ö,  5,  nnd  tc  In  dem  Ballon  ^ 

^^^■-  raessenen  Werte,   die    gesuchte   H3he   If>- 

X  = flsmJgmJ,  _  (^  ^j   jeg   Ballona    fiber    der  horizontal«!; 

yBinStF^-l-ginxJ  — 2sincFBin(r,cosic  Ebene  berechnen  kann. 

Angabe  1098,  Ein  Beobachter  beendet 
sich  auf  einem  alten  Warttnrm,  durch  welchen 
eine  gerade  Landstrasse  fahrt.  An  dieser 
Landstrasse  steht  in  einer  Entfemnng  b  = 
100  m  vom  Fnsspnnkt  des  Turmes  ein  Kilo- 
meterstein D;  140  m  weiter  ist  an  der  Land- 
strasse durch  einen  grossen  Grenzstein  C 
die  Landesgrenze  gekennzeichnet  Dem  Beob- 
achter anf  dem  Turm  erscheint  die  Entfer- 
nung zwischen  jenen  beiden  Steinen  unter  Andeutung.  Uan  berechne  zunfidus 
einem    Gesichtswinkel    n   =   4"  30'.     Wie  siehe  Figur  446,  den  Winkel  ß,  welchen  ds 
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hoch  miisBte  sich  nach  diesen  Angaben  der  von  A  nach  D  gehende  Sehstrahl  mit  der 
Beobachter  aber  dem  FnsBpnukt  des  Turmes   durch  den  Beobachtnngspimkt  A   gdiendea 

Vertikallinie  AB  bildet,  wie  folgt: 

Ana  den  rechtwinkligen  Dreiecken  ABC 

ond  ABD  ergeben  sich  bezw.  die  Relationen: 


.  AB  -. 


EfU,    ft51.      Eine    goniome Drisch e    Formel 
heisBt: 

tg«  +  tgA  _  sin(»  +  jS) 
tgo  — t«iS  Wl(a  —  ß) 

(Siehe  Formel   171    in  dem  Lehrbuch  der 
Goniometrie.) 


t%P 


Aus  den  Gleichungen  a)  nud  b)  folgt  die 
Relation: 

b     __     0  +  6 
tg^    ^  lg  (."  +  ?) 


c). 


oder: 

tg(«  +  l')  , 
tgß      ""     6 
Bringt  man  hi  bezng  aof  diese  Proportion 
den  in  der  Erkl.  119  angeführten  Snmmen- 
nnd  Differenzensatz  in  Anwendong,  so  er- 
hält man: 

tg("  +  «-tg;I        a  +  b-b 
oder,  wenn  man  die  in  der  Erkl.  651  an- 
geführte goniometrische  Formel  tn  Anwen- 
dong  bringt,  indem  man  i:     ' 


--»  +  ? 


BinC«  +  iJ-« 
nnd  hieraus  erhält  man: 


A). 


ii(fl  +  2ß)  = 


nach  welcher  Gleichung  man  z\naxhBta-j-2ß 
berechnen  kann.  Aus  diesem  für  a  -|-  2|3 
gefnndenen  nnd  dem  für  «  gegebenen  Wert 
kann  man  im  weiteren  leicht  den  Winkel  ß 
berechnen.  Ist  hiernach  ß  gefunden,  so  be- 
nutze man  znr  Berechnnng  der  gesuchten 
Höhe  AB  die  ans  dem  rechtwinkligen  Drei- 
eck ABD  sich  ergebende  Relation: 


B). 


.  AB  =  b-ctgß  (siehe  Erkl.  43). 
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g)   Aufgaben  über  die  Berecbnung  von  Höhen  aus  gemessenen  Strecken  und 
Htthenwiokeln. 

*Aa]^1)el099.  £mWegvons=8&6,6m 
Länge  fSlirt  tmter  einem  Neigongswinkel  a  = 

19"  10'  18"  auf  einen  Berg;  wie  hoch  iat         ,,*_  t^i^  ii.ji.t- 

der  Berir?  Andeatan;.    Denkt  man  sich,   slene  Fi- 

*  F-       A17  Sf  **''  ^""''  *™  Anfangspunkt^  de«  Weges 

j-tgur  447.  ^j  ^g  Horizontale  ffH,  gezogen  and  vm 

der  Spitze  des  Berges  das  Perpendikel  BC 
anf  dieselbe  gefüllt,  so  ist  in  dem  bierdnrcli 
entstehenden  rechtwinkligen  Dreieck  ABC 
der  Winkel  a  gleich  dem  gegebraoi  Neigungs- 
winkel des  Weges,  die  Kathete  BC  ist  dk 
za  berechnende  HShe  A  des  Bewies  und  die 
Hypotenuse  ist  gleich  der  gegebe&m  Weg- 
Ibige  s  (siehe  die  ErkL  662). 

Aus  dem  Dreieck  ACB  ergibt  Bich   die 
Relation: 


und  hieraoB  erhält  man: 

A)  .  .  .  A  =  s-sino 

nach  welcher  Gleichung  man,  in  KQckacht 
uj,i  DES  TT  »  A  w  =  -„„^J.  )„v=i  der  für  s  nnd«  gegebenen  Zahlöiwerte,  dis 
EAl.  «62.     Unter  dem  Neigungswinkel   „-„.i,,-  tt>,i,„  *  hpppphnen  kann 

öner  Strasse  (eines  Weges  etc.)  versteht  man  ^esuCJite  ttöJie  h  DerecMen  kann. 

den  Winkel,    welchen  die  Ebene  der  Strasse 

mit  irgend  einer  Horisontalebene  bildet. 
Denkt  man  eich  durch  eine  Strasse  eine  zu 

einer  Horizontalebene  senkrechte  Ebene,  eine 

sogen.  Venikalebene  gelegt,    so    schliessen 

(siehe  Figur  447)   die  Dnrcbschnitte  {AB  und 

AC)  der  Straasenebene,  sowie  der  Horizontal- 
ebene mit  der  gedachten   Tertikaiebene,    den 

Neigungswinkel  a  jener  beiden  Ebenen  ein. 

EAl.  658.  Unter  dem  Neigungswinkel 
zweier  Ebenen  versteht  man  den  Winkel,  welchen 
die  zwei  Linien  mit  einander  bilden,  die  in  einem 
beliebigen  Funkt  der  Darchscbiiittalinie  beider 
Ebenen  aenkrecht  zu  dieser  Durchschnitts- 
linie  gesogen  werden,  und  zwar  so,  dass  die 
eine  dieser  Senkrechten  in  der  einen  Ebene, 
die  andere  aber  in  der  zweiten  Ebene  zu  liegen 
kommt. 


Angabe  1100.  Auf  einem  Abhang  steht 
ein  Obelisk.  Zur  Bestimmung  von  dessen 
Höhe  wurde  vom  Fnsspnnkt  desselben,  den 
Abhang  herab,  die  Strecke  a  =  8,1  m  ge- 
messen und  in  dem  Endpunkt  derelben  mit- 
tels eines  Sextanten  der  Winket  a  gemessen, 
welchen  diese  Strecke  mit  der  nach  der  Spitze 
des  Obelisken  gerichteten  Visierlinie  bildet, 
und  blerfiir  50"  40'  gefunden^  dann  wurde 
in  der  BIchtung  jener  Strecke  a  welter,  eine 
zweite  Strecke  i  =  7,2  m  gemessen  und  in 
deren    Endpunkt    in    derselben   Weise    der 
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Winkel  ß  bestimmt,  welchen  diese  Strecke 
mit  der  nacU  der  Spitze  des  Obelisken  gti- 

richteten  Visierlinie  bildet,  nnd  hierfiir  320        Andeatnng:.    In  dem  Dreieck  ^ Cß,  siehe 

20'   gefunden.     Welche    Höhe   rnnss    nach  Fignr  448,  kennt  man  die  Seite  b  und  die 

diesen  Messungen  der  Obelisk  haben?  derselben  anliegenden  Winkel  ADC  (:=  ß) 

nnd   ÄCD(^21i  —  a);   man   kann   somit, 

Pipw  **8-  wie  in  Änflösong  der  Aufgabe  117  gezeigt, 

die  Seite  AC  dieses  Dreieck«  berechnen.    Ist 

diese  Seite  berechnet,  so  kennt  man  von  dem 

Dreieck  ABC  die  Seiten  AC  nnd  BC  (=  a), 

sowie  den   von    denselben  eingeschlossenen 

Wmkel  a;  man  kann  somit,  wie  üi  Aufltfsimg 

der  Anfgabe  118  gezeigt  wnrde,  die  Seite 

^£,  d.  i.  die  gesachte  HShe  x  des  Obelisken, 

berechnen. 


*Aaf^be  1101.  Am  Fasse  einer  schief 
abfallenden  Strasse  steht  ein  Torrn.  Znr  Be- 
stimmong  der  HOhe  dieses  Turmes  wnrde 
von  einem  Punkt  C  der  Strasse  aas  nach 
dem  Fussponkt  B  des  Tormes  die  Standlinie 
CB  =  a  ^  162  m  abgemessen;  femer  wurde 
in  C  beobachtfit,  dass  der  EDhenwinkel  <  der 
Tarmspitze  =  24"  33'  20"  nnd  der  Tiefen- 
Winkel  S  des  Fnesponktes  des  Tormes  =  21" 
0'  30"  beträgt,  weldie  H&he  ergibt  sich  hier- 
nach für  den  Torrn? 

Figur  449. 


Andentnng.  Für  die  gesnchte  Hithe  AB 
des  Tormes  besteht,   siebe  Figur  449 ,  die 

Relation;       

AB  =x  +  y 

In  dem  rechtwinkligen  Dreieck  CDB 
kennt  man  die  Hypotenuse  CB  (=  a)  nnd  den 
Winkel  d;  mau  kann  somit  die  Katheten  DB 
(=  ir)  und  CD  berechnen,  wie  in  Auflösung 
der  Aufgabe  5  gezeigt  wurde.  Ist  hier- 
nach CD  berechnet,  so  kennt  man  von  dem 
rechtwinkligen  Dreieck  CDA,  die  Kathete 
CD  und  den  Winkel  e;  man  kaiin  somit,  wie 
in  Auflösung  der  Aui'gabe  4  gezeigt  wnrde, 
hieraus  die  Kathete  y  berechnen. 


"  An:^abe  1102.  Zur  Besümmong  der 
Höhe  d^  aof  einem  Berg  stehenden  Tor- 
mes, nach  dessen  Fasspunkt  ein  gerader  Weg 
Fuhrt,  wurde  von  einem  Punkt  C  dieses  Weges 
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ans  direkt  nach  dem  Fassponkt  B  des  Tur- 
mes gemessen  nnd  für  die  Entfernnng  dieser 
Pnnkte  a  =  186  m  gefmiden;  ferner  worden 
in  C  die  HChenwinkel  der  Turmspitze  A  tmd 
des  Fnsspnnktes  B  des  Tnrmes  gemessen,  mid 
dafiir  bezw.  «  =  36"  28'  40"  und  s,  =  22* 
10'  20"  gefonden.  Wie  kann  man  ans  diesen 
Hessmigen  die  HShe  AB  des  Turmes  be- 
rechnen? 

Fignr  450. 


Andeutung.  Von  dem  rechtwinkliga 
Dreieck  BDC  der  Fignr  450  kennt  mai 
die  Hypotenuse  BCi=a)  nnd  den  Winkel  i^. 
man  kann  somit,  wie  in  AnflSsong  der  kä- 
gäbe  5  gezeigt,  hieraus  die  Katheten  CD  DDd 
BD  dieses  Dreiecks  beredinen.  Nach  difser 
Berechnung  kennt  man  von  dem  rechtwink- 
ligen Dreieck  ADC,  die  Kathete  CD  imJ 
den  Winkel  e ;  man  kann  somit,  wie  in  Au- 
lasong  der  Aufgabe  4  gezeigt,  die  Kaikie 
AD  dieses  Dreiecks  berechnen.  Die  g^ 
suchte  Höhe  AB  (=  x)  des  Tnrmes  find« 
man  alsdaim  nach  der  Belation: 
x  =  äD  —  ^D 


Aoiigabe  U03.  Ein  Beobachter  befindet 
sich  ai^  einem  Berg  nnd  hat  znr  Bestim- 
mung der  Höhe  eines  im  Thal  befindlichen 
sichtbaren  Turmes  eine  Standlinie  CD  {=^  a 
=  40  m)  in  der  Richtnng  nach  dem  Fnss- 
ponkt  jenes  Turmes  abgemessen ;  femer  hat  er 
in  den  Endpunkten  C  mid  D  jener  gtandlinie 
die  Höhenwinkel  «  nnd  * ,  der  Turmspitze  ge- 
messen, hierfür  bezw.  =  16"  20' 30"  und 
46°  30'  gefanden,  schliesslich  hat  er  noch  in 
D  den  Tiefenwinkel  Ö  des  Fusspnoktes  des 
Turmes  gemessen  und  hierfiir  20°  40'  32" 
gefnndeD.  Welche  Höhe  moss  nach  diesen 
Angaben  der  Turm  haben';' 

Figur  451. 


Andsutung.  Von  dem  Dreieck  BCI'. 
siehe  Figur  451,  kennt  man  die  Seite  ('/' 
(=a),  den  Winkel -B-DC[=2Ä  —  («|-A. 
nnd  den  Winkel  DBC  {=£,—*,  sieh: 
Erkl.  654):  man  kann  somit,  wie  in  AntlöentF 
der  Aufgabe  117  gezeigt  wurde,  hierana  ^■ 
Seite  DB  dieses  Dreiecks  berechnen.  li^ 
diese  Seite  DB  berechnet,  so  kennt  nuuTon 
dem  Dreieck  BDA  die  Seite  BD,  den  Wij- 
kel  BDA  {=  e,  -f-  6)  und  den  Winkel  ASi' 
(=  90*  — e,,  Siehe  Erkl.  654);  man  kann  «■ 
mit,  wie  in  AnflOsmig  jener  Aufgabe  117  ge- 
zeigt wurde,  die  Seite  ^£,  d.  i  die  geencliu 
Höhe  X  des  Turmes,  berechnen. 


Aufgaben  ans  der  proktiBchen  Geometrie  (dem  FeldmeBaen.) 


Erkl.  054.  In  dem  rechtwinkligen  Drei- 
eck CFB  der  Figur  451  ist: 

a)  .  .  .  <^FBC  =  90<»  — ( 

ferner  ist  in  dem  rechtwinkligen   Dreieck 
DGB: 

b)  .  .  .  ^  QBD  =  900— f, 

Da  nun  für  den  Winkel  DBC  deB  BChief- 
winkltgen  Dreiecks  B  CD,  wie  sich  ans  der  Figur 
ergibt,  die  Relation  besteht: 

'^DBC  =  <;^FBC—^  QBD 
eo  ergibt  eich  hieraus  in  Bücksicht  der  Qlei- 
cbnngen  a)  and  b)  fOr  diesen  Winkel: 

^i>BC=90o  — (  — (900— «,) 

c)  .  .  .  -^  DBC  =  £,  -  (  


Aufgabe  1104.  Zur  Bestimmimg  der  HShe 
eines  auf  einer  Anhöhe  stehenden  FestnngB- 
tonnes,  vor  welchem  sich  ein  tiefer  nod 
breiter  Graben  befindet,  wurde  in  der  Eioh- 
tnng  nach  dem  sichtbaren  FnsBptinkt  des- 
selben eine  Standlinie  CD  =  a  =  88  m  ge- 
inesaen;  ferner  wnrden  in  Cund  D  die  HJIhen- 
triukel  e  and  e,  der  Spitze  des  Turmes  ge- 
messen and  hierför  bezw.  41"  26'  SO"  und 
58'^  0'  40"  geftinden;  schliesslich  wurde  noch 
in  D  der  HSfaenwinkel  «j  des  Fusspunktes 
gemessen  und  d&fOr  25"  40'  10"  gefunden. 
Welche  Höhe  milsste  nach  diesen  Measongen 
der  Turm  haben? 


Figur  4dS. 


Andentiingf.  In  dem  schiefwinkligen 
Dreieck  ÄCD  der  Figur  452  kennt  man  die 
Seite  CD  (=  o),  den  Winkel  ADC  [=  2  fi  — 
(«,  —  tj) ,  siehe  Erkl.  655]  nnd  den  Winkel 
CAD  i=  ti  — *,  siehe  Erkl.  656);  man  kann 
somit,  wie  in  ÄutlOsnng  der  Anfgabe  117 
gezeigt  wurde,  die  Seite  AD  (oder  auch  die 
Seite  ACi  dieses  Dreiecks  berechnen.  Ist 
hiernach  diese  Seite  berechnet,  so  kennt  man 
von  dem  schiefwinkligen  Dreieck  ^ SD  die 
Seite  AD,  den  Winkel  ADB  (=t^  — e^) 
und  den  Winkel  Dj4B  (=  90»  — *,,  siehe 
Erkl.  656);  man  kann  somit,  analog  wie  vor- 
hin angegeben,  hieraas  die  Seite  AB  dieses 
Dreiecks,  d.  i.  die  gesuchte  Höhe  x  des  Tur- 
mes, berechnen. 


Erkl.  S6&.    In  der  Figur  463  ist: 
<$  CDA  =  2R  —  -^ADB 
Da  nun: 

<^  ADB  -  (,  -  t, 
-31,  90  ergibt  sich  hierans,  dass: 

-^  CDA  =  2Ä  — {«,  — O 


Erkl.    656.      In    dem    lechtwinkligen 
Dreieck  AFC  der  Figur  462  ist: 
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a)  .  .  .  -^CAF^^iOo-t 

femer  üt   in  dem   rechtwinkligen  Dreieck 
AGD: 

b)  .  .  .  -^DAG  =  900— t, 


^  CAD  =  -^  CAF  —  ^  DAG 
ist,  Bo  ergibt  ddi  bierans  nnd  in  Kückiicht  der 
Gleicbnngen  &)  und  b): 

<^  CAD  =  (,900— e)  —  (9V>-f,) 
oder: 
c)  .  .  ,  -^  C^B  =  (,  —  e  


Anf^be  1105.  Ein  Beobachter,  der  sich 
A  =  18,085  m  über  der  Oberfläche  eines 
Teiches  befindet,  beobachtet  eine  Wolke  und 
zugleich  das  Spiegelbild  derselben  im  Wasser, 
and  findet  fBr  dttn  Höhenwinkel  e  der  Wolke 
selbst  =  54"  32'  18",  fiir  den  Tiefenwiniel 
8  des  Spiegelbildes  der  Wolke  in  dem  Teich 
=  67"  40'  14".  Wie  hoch  befindet  sich  die 
Wolke  Ober  dem  Teich? 


FigDr453. 


EiU.657.   Ans  nebenstehender  Gleichung  c) 
erhält  man  x  wie  folgt: 

tg<r  _  x  +  h 

tgs  "  x—h  1 

Bringt  man  in  bezog  anf  diese  Proportion 
den  in  der  Erkl.  119  angeführten  Sammen-  nnd 
Differentensats  in  Anwendnng,  so  ergibt  sich: 
tgj  +  tgt    _   (jr  +  h)  +  (x-hy 
tgrf-tg(  (^-|-k)_(x-Ä> 

oder,  nach  gehöriger  Kednbtion  nnd  nach  An- 
wendnng der  in  der  Erhl.  651  angeführten  go- 
uiometruchen  Formel: 

sin(J  +  0 


Audentaikg.  In  Figur  453  sei  J  da 
Ort  des  Beo^chters,  welcher  sich  in  de 
Höhe  AB  (=  h)  über  der  Oberfliche  d« 
Teiches  be&idet;  C  sei  ein  Ponkt  derbwt 
achtenden,  über  dem  Teich  schweboda 
Wolke,  nnd  7>  sei  das  Spiegelbild  ii^ 
Punktes  der  Wolke  in  dem  Teich. 

Denkt  man  sich ,  wie  in  der  Figur  u- 

gedentet,  die  Punkte  C  nnd  X>  verboiidci. 

so   wird    diese  YerbindmigsUDie   dnrcb  i» 

Oberflliche  des  Teiches  halbiert,  es  ist  äi: 

a)  .  .  .  CF  =3  FD  oder  =  x 

Denkt  man  sich  femer  doreh  A  znr  (iba 
flache  des  Teiches  die  Parallele  AG  giatn 
nnd  A  mit  C  nnd  mit  D  verbanden,  s«  i^ 
•^  CAG  der  gemessene  Höhenwintfl  ■ 
nnter  welchem  die  Wolke  selbst  dem  B»' 
achter  in  A  erscheint;  femer  ist  -tGJi 
der  gemessene  Tiefenwüikel  8,  nnter  welche 
das  Spiegelbild  B  der  Wolke  in  dem  Tai 
Atsa  Beobachter  in  A  erscheint. 

Ans  den  rechtwinkligen  Dreiecken  J'j' 
nnd  AGD  erhält  mau  bezw.: 
CG 


n(J-«) 
nnd  hierans  eriiält  man: 

^^   sm(J  +  ,) 


2A 


ist,  beaw.: 

-        a)  .  . 


-CF—GF  oder  =x  —  )> 
=  DF  +  FG  oder  =:i-|-* 


x  +  h 


Aufgraben  ans  der  pTakdBchen  Oeometrie  (dem  FeldmeBsen). 


Ans  diesen  beiden  Gleictiangen  erUlt  man 
in  bezng  anf  x  die  Bestimmnngsgleichnng: 


c). 


tgJ 
wonina  sicli  nach  der  Erkl.  657: 

A).....=  i°;;+';.> 

sin  (*  —  0 
ergibt,  nach  welcher  Oleichnng  man,  in  Rfick- 
ddit  der  ffir  8,  e  nnd  k  dnrch  Uesanng:  ge- 
fundenen Werte,  die  gesuchte  Höhe  x  der 
Wollce  aber  dem  Teich  berechnen  liann. 


h)  Aufgaben  Über  die  Berechnung  von  Winkeln  aus  gemessenen  Strecken,  auclt 
Aufgaben  über  itas  sog.  Centrieren  von  Winkeln. 

Aa%ahe  1106.  unter  weichem  Sehwinkei 
wird  eine  a  ^  120  m  lange  Maner  von  einem 
Punkt  ans  gresehen  werden,  dessen  Entfer- 
nung von  dem  einen  Ende  der  Uaner  b  = 
250  m  nnd  von  dem  andern  Ende  der  Mauer 
c  =  400  m  betrSgt? 


Figur  454. 


Andentong.  Ist,  siehe  Fignr  454,  A  der 
Punkt,  welchei;  von  dem  einen  Ende  C  der 
]|i[auer  b  ^  250  m,  von  dem  andern  Ende  B 
der  Uaner  c  =  400  m  entfernt  ist,  so  ist  x 
der  gesQchte  Seh-  oder  Oealcbtswinkel,  unter 
welchem  dem  in  A  befindlichen  Änge  ehies 
Beobachters  die  Länge  BC{=a:=  120  m) 
ersohemt. 

Da  man  von  dem  Dreieck  ^£C  die  drei 
Seiten  kennt,  so  kann  voBta  den  gesnchteu 
Whikel  X  berechnen,  wie  in  AuflGsnng  der 
Aufgabe  119  gezeigt  wnrde. 


Anf^he  1107.  Die  Länge  der  Achse 
einer  geraden  Strasse  beträgt  c  =:  900  m; 
wird  diese  Strassenachse  horizontal  ge- 
messen, so  erhält  man  &x  deren  horizon- 
tale Länge  a^=850m;  welchen  Winkel  Andetttnng.  Von  dem  rechtwinkligen 
bildet  die  Strassenochse  mit  einer  Horizontal-  Dreieck  ABC  der  Figur  455 ,  in  welchem 


ebene?  oder:  weichet  ist  nach  der  Erkl.  ( 
der  Neigungswinkel  der  Strasse? 


I  AB  (=  c)  die  wirkliche  Länge  der  Strassen- 
achse,  BC(=a)  deren  horizontale  Projektion, 
bezw.  deren  horizontale  Länge  vorstellt,  kennt 
man  die  Hypotennse  c  nnd  die  Katbete  a; 
man  kann  somit  den  gesochten  Winkel  x 
berechnen,  wie  in  AnflOsnng  der  Aufgabe  2 
gezeigt  wurde  (siehe  die  ErkL  658). 
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Erkl«  658.  Ist  in  dem  rechtwinkligen  Drei- 
eck ABC  (siehe  Figur  455),  die  Hypotenuse  c 
von  der  Kathete  a  nur  sehr  wenig  verschie- 
den (wie  bei  dem  in  Aufgabe  1107  gegebenen 
Zahlenbeispiel),  so  ist  die  andere  Kathete  5, 
sowie  der  derselben  gegenüberliegende  Winkel  x 
sehr  klein.  Zur  genauen  Berechnung  solcher 
kleiner  Winkel  kann  man  wie  folgt  verfahren: 

Man  berechne  zunächst'  die  dem  kleinen 
Winkel  x  gegenüberliegende  Kathete  h  wie  folgt: 

Nach  dem  pythagoreiBchen  Lehrsatz  ist,  siehe 
Figur  455:  

a  =  Vc^  —  fc* 
und  hieraus  erhält  man,  in  Bücksicht,  dass  die 
einem  kleinen  Winkel  x  gegenüberliegende  Ka- 
thete b  sehr  klein  ist,  nach  der  Erkl.  659: 


a  =  c^^ 


&2 


aus  welcher  Gleichung  sich  für  jene  Kathete  h : 

a)  .  .  .  fe  =   y2(c  — a)c 
ergibt. 

Femer  ergibt  sich  aus  dem  rechtwinkligen 

Dreieck  ACB: 

h 
smic  =  — 
c 

oder  in  Bücksicht  der  Gleichung  a): 

b)  .  . 


■V/2(c  — a)c 

.  .  sinj-  =  — - — ^ — 

c 

Berücksichtigt  man  nunmehr,  dass,  wenn  x  ein 
in  Sekunden  ausgedrückter,  d.  h.  ein  zwischen 
V*  und  60"  liegender  Winkel,  also  ein  sehr 
kleiner  Winkel  ist,  nach  den  Erkl.  660  und  662: 

sina:"  =  a:.0,00000484813681109 

mindestens  bis  auf  elf  Dezimalen  genau  ist,  so 
geht  in  Bücksicht  dessen  die  Gleich,  b)  über  in: 

07.0,00000484813681109  =     V^(^  — <*)^ 


oder,  wenn  man  berücksichtigt,  dass: 

0,00000484813681109 

in  einen   Stammbruch   ausgedrückt,   nach   der 
Erkl.  664 


ist 


206265 


X 


1        __     \/2(c  — a)c 
206265  ~  c 


und  hieraus  erhält  man: 


A)  .  .  o-  =  206265 


\/2  (c  —  a)c 


Sekunden 


nach  welcher  Gleichung  man,  in  Bücksicht  der 
für  a  und  c  gegebenen  und  wenig  verschiedenen 
Werte  den  in  Sekunden  ausgedrückten  Winkel 
X  direkt  ohne  eine  log.-trigonometrische  Tafel 
berechnen  kann. 

Erkl.  669.  Aus  -/c«  —  &«  erhält  man  nach 
den  Begeln  der  Quadratwurzelausziehung  (siehe 
das  Lehrbuch  der  Potenzen  und  Wurzeln) : 


Figur  455. 


i 


in  Frankfurt  a.  M.  1881. 


Der  ausführliche  Prospekt  nnd  das  ausführliche  Inhalts- 
verzeichnis der  „Yollständig  gelösten  Aufgabensammlimg  Yon 
Dr.  Ad.  Kleyer"  kann  Yon  jeder  ßuchliandlung,  sowie  von  der 
Yerlagshandlnng  gratis  und  portofrei  bezogen  werden. 

Bemerkt  sei  hier  nur: 

1).  Jedes  Heft  ist  aufgeschnitten  und  gat  brochiert  um  den  sofortigen  und  dauern- 
den Gebrauch  zu  gestatten. 

2).  Jedes  Kapitel  enthält  sein  besonderes  Titelblatt,  Inhaltsverzeichnis,  Berichtigungen 
und  Erklärungen  am  Schlüsse  desselben. 

3).  Auf  jedes  einzelne  Kapitel  kann  abonniert  werden. 

4).  Monatlich  erscheinen  3 — 4  Hefte  zu  dem  Abonnementspreise  von  25  Pfg.  pro  Heft 

5).  Die  Beihenfolge  der  Hefte  im  nachstehenden,  kurz  angedeuteten  Inhaltsver- 
zeichnis ist,  wie  aus  dem  Prospekt  ersichtlich,  ohne  jede  Bedeutung 
für  die  Interessenten. 

6).  Das  Werk  enthält  Alles,  was  sich  überhaupt  auf  mathematische  Wissenschaften 
bezieht,  alle  Lehrsätze,  Formeln  und  Regeln  etc.  mit  Beweisen,  alle  praktischen 
Aufgaben  in  vollständig  gelöster  Form  mit  Anhängen  ungelöster  analoger  Auf- 
gaben und  vielen  vortrefiOichen  Figuren. 

7).  Das  Werk  ist  ein  praktisches  Lehrbuch  für  Schüler  aller  Schulen,  das 
beste  Handbuch  für  Lehrer  und  Examinatoren,  das  vorsüglichste  Lehrbuch 
8um  Selbststudium,  das  vortrefflichsto  Nachschlagebuch  für  Fachleute  und 
Techniker  jeder  Art« 

8).  Alle  Buchhandlungen  nehmen  Bestellungen  entegen. 


Das  vollständige 

Inhaltsverzeichnis 

der  bis  jetzt  erschienenen  Hefte 

kauu  durch  jede  Buchhandlung  bezogen  werden. 


Halbjährlich  erscheinen  Nachträge  über  die  inzwischen  neu  erschienenen  Hefte. 


On&ok  Ton  Oarl  Hammer  in  Stuttgart 


355.  Heft 


Preis 


\\^  Ebene  Trigonometrie« 

orts.  V.  Heft  354.  —  Seite  785—800. 

Mit  20  Figoren. 


voUstäiLclig  gelöste 

Aufgaben  -  Sammlung 

—  nebst  Anhängen  ungelöster  Aufgaben,  für  den  Schul-  &  Selbstunterricht  ~ 

mit 

Angabe  nnd  Entflcklong  der  benntzten  Sitze,  Formeln,  Regeln,  in  Fragen  nnd  intf orten 

erläutert  durch 

viele  Holzsclmitte  &  litliograph.  Tafeln, 

aus  allen  Zweigen 

der  Becheiikiuisty  der  niederen  (Algebra,  Planimetrie,  Stereometrie,  ebenen  u.  sphärischen 
Trigonometrie,  synthetischen  Geometrie  etc.)  u.  höheren  Mathematik  (höhere  Analysis, 
Differential-  u.  Integral-Rechnung,  analytische  Geometrie  der  Ebene  u.  des  Raumes  etc.);  — 
aus  allen  Zweigeii  der  Physik,  Meehanik.  Graphostatik,  Chemie,  GeodSsie,  Hantik, 
mathemat.  Geographie,  As1aH»nomie;  des  maschinen-,  Strass^i-,  Eisenbahn-,  Wasser-, 
Brilekeii-  n«  Hochban's;  der  Konstroktionglehren  als:  darstelL  Geometrie,  Polar-  u. 

Parallel-PerspektiTe,  Sehattenkonstmktionen  etc.  etc. 

für 

Schfller,  Studierende»  Kandidaten,  Lehrer»  Techniker  jeder  Art,  Militärs  etc. 

zum  einzig  richtigen  und  erfolgreichen 

Studium,  zur  Vorthülf)»  bei  Schularbeiten  und  zur  rationellen  Verwertung 

der  exaJkten  Wissenschaften, 

herausgegeben  von 

Dr«  Adolph  Kleyer^ 

Mathematiker,  yereideter  kOnlgl.  preuai.  Feldmeseer,  rereideter  groaih.  hestiieher  Oeometer  I.  Klasse 

in  Frankfurt  a.  BL 
unter  Mitwirkung  der  bewährtesten  Kräfte. 


Ebene  Trig^onometrie. 

Fortsetzung  von  Heft  354.   —    Seite  785—800.    Mit  20  Figuren. 

Inhalt: 

Aufgaben  aas  der  praktischen  Geometrie,  Fortsetzung:  Aufgaben  Ober  die  Berechnung  yon  Gcgenßtüiiden, 
deren  Dimensionen  bekannt  sind ,  aus  beobachteten  Sehwinkeln.  —  Aufgaben  über  die  BeBtiniiuuug  der 
lOntfernung,  in  welcher  einem  gesunden  unbewaffneten  Auge  ein  runder  Gegenstand  von  bekannter  Dimension 
verschwindet,  etc.  —  Aufgaben  Ober  die  Bestimmung  der  kleinsten  Entfernung,  in  welcher  einem  gesunden 
Auge  ein  in  Bewegung  heündlichcr  Gegenstand  stillzustehen  scheint,  etc.  — Aufgaben  über  die  Teilung  von 

Grundstücken,  Grenzregulierungen  und  Fli&chenbestimmuugen. 


a 

s 


Stuttgart  18S7. 
Verlag  von  Julius  Maier. 


Das  vollständige  Inhaltsverzeichnis  der  bis  jetzt  erschienenen  Hefte  kann 
durch  jede  Buchhandlung  bezogen  werden. 


t^reisgekrönt  in  Frankfurt  a.  M«  1881. 

PROSPEKT. 

Dieses  Werk,  welchem  kein  ähnliclies  zur  Seite  steht ,  erscheint  monatlich  ib  S— 4 
Heften  zu  dem  billigen  Preise  von  25  /^  pro  Heft  und  bringt  eine  Sammlang  der  wichtig- 
sten und  praktischsten  Aufgaben  aus  dem  Gesamtgebiete  der  Mathematik,  Pbjsili, 
Mechanik)  matb.  Geographie,  Astronomie,  des  Masebinen-,  Strassen-,  Eisenbahn-« 
Briieken-  und  Hochbaues,  des  konstrnktireu  Zeichnens  etc.  etc.  und  zwar  in  ToUstindi? 
gelöster  Form,  mit  rielen  Figuren,  Erklärungen  uebst  Angabe  und  Entwickelang  der 
benutzten  Sätze,  Formeln,  Regeln  in  Fragen  mit  Antworten  etc.,  so  dass  die  Lösucc 
jedermann  verständlich  sein  kann,  bezw.  wird,  wenn  eine  grössere  Anzahl  der  Hefte  er- 
schienen ist ,  da  dieselben  sich  in  ihrer  Gesamtheit  ergänzen  und  alsdann  auch  allr 
Teile  der  reinen  und  angewandten  Mathematik  —  nach  besonderen  selbständigen  Kapiteln 
angeordnet  —  vorliegen. 

Fast  jedem  Hefte  ist  ein  Anhang  von  ungelösten  Aufgaben  beigegeben,  welche  der 
eigenen  Lösung  (in  analoger  Form  wie  die  bezüglichen  gelösten  Aufgaben)  des  Studierenden 
überlassen  bleiben,  und  zugleich  von  den  Herren  Lehrern  für  den  Schulunterricht  benat2t 
werden  können.  Die  Lösungen  hierzu  werden  später  in  besonderen  Heften  für  die  Hand  des 
Lehrers  erscheinen.  Am  Schlüsse  eines  jeden  Kapitels  gelangen:  Titelb^^tt,  Inhaltsverzeich- 
nis, Berichtigungen  und  erläuternde  Erklärungen  über  das  betreffende  Kapitel  zur  Ausgabe. 

Das  Werk  behandelt  zunächst  den  Hauptbestandteil  des  mathematisch-naturwissen- 
schaftlichen Unterrichtsplanes  folgender  Schulen:  Realschulen  I.  und  II.  Ordn.,  gleich- 
berechtigten höheren  BHrgerscbnlen,  Frivatschulen,  Gymnasien,  Realgymnasien,  Fro- 
gymnasien,  Schullehrer- Seminaren,  Polytechniken,  Techniken,  Baugewerkschnlen. 
Gewerbeschulen,  Handelsschulen,  techn.  Yorbereitungsschulen  aller  Arten,  gewerbliche 
Fortbildungsschulen,  Akademien,  Unirersitäten,  Land-  und  Forstwissenscbaftssehnleiif 
Militärschulen,  Yorbereltungs- Anstalten  aller  Arten  als  z.  B.  für  das  Einjährig- Frei* 
willige-  und  OfUziers -Examen  etc. 

Die  Schüler,  Studierenden  und  Kandidaten  der  mathematischen,  technischen  uni 
naturwissenschaftlichen  Fächer  werden  durch  diese,  Schritt  fOr  Schritt  gelöste,  Aufgaben- 
sammlung immerwälirend  an  ihre  in  der  Schule  erworbenen  oder  nur  gehörten  Theorien  et<\ 
erinnert  und  wird  ihnen  hiermit  der  Weg  zum  unfehlbaren  Auffinden  der  Lösungen  der- 
jenigen Aufgaben  gezeigt,  welche  sie  bei  ihren  Prüfungen  zu  lösen  haben,  zugleich  ab?r 
auch  die  Überaus  grosse  Fruchtbarkeit  der  mathematischen  Wissenschaften  vorgeführt. 

Dem  Lehrer  soll  mit  dieser  Aufgabensammlung  eine  kräftige  Stütze  für  den  ScL  k- 
Unterricht  geboten  werden,  indem  zur  Erlernung  des  praktischen  Teils  der  mathematiscLirr 
Disciplinen  —  zum  Auflösen  von  Aufgaben  —  in  den  meisten  Schulen  oft  keine  Zeit  er- 
übrigt werden  kann,  hiermit  aber  dem  Schüler  bei  seinen  häuslichen  Arbeiten  eine  voJ- 
ständige  Anleitung  in  die  Hände  gegeben  wird,  entsprechende  Aufgaben  an  ISsen,  die  ge- 
habten Regeln,  Formeln,  Sätze  etc.  anzuwenden  und  praktisch  zu  verwetten.  Luat,  Liobi 
und  Verständnis  für  den  Schulunterricht  wird  dadurch  erhalten  und  belebt  werden 

Den  Ingenieuren,  Architekten,  Technikern  und  Fachgenossen  aller  Art,  Militär^ 
etc.  etc.  soll  diese  Sammlung  zur  Auffrischung  der  erworbenen  und  vielleicht  vergesser.fr 
mathematiBchen  Kci  ntnisse  dienen  und  zugleich  durch  ihre  praktischen  in  allen  Beruf'* 
zweigen  Torkommrnden  Anwendungen  einem  toten  Kapital  lebendige  Kraft  verleihen  ul 
somit  den  Antrieb  zu  weiteren  praktischen  Verwertungen  und  weiteren  Forschungen  gel» -r 

Alle  Buchhandlungen  nehmen  Bestellungen  entgegen.  Wichtige  tmd  praktische  Ani- 
gaben  werden  mit  Dank  von  der  Iledaktion  entgegengenommen  und  mit  Angabe  der  Isan.»^ 
verbreitet.  —  Wünsche,  Fragen  etc.,  welche  die  Redaktion  betreffen,  nimmt  der  Verfass  : 
Dr.  Kleycr,  Frankfurt  a.  M.,  Fischcrfeldstrasse  16,  entgegen,  und  wird  deren  Erledig  •  _ 
thunliclist  berücksichtigt. 

Stuttgart.  Die  Yerlagshandlnns:. 
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V  C2  —  &2  =  C  —  -X -^-jT  — 

_j_g2  2c        8c» 


2c 


—  6« 


4ca 


68 
2c  —  — 
c 


6* 
4ca 

"'"Ic«"—  8c4  ^  64c« 


n.  s.  f. 


Sc«        64c» 
Ist  5  gegen  c  sehr  klein,  so  ist  der  Wert 

des  Bruches  -;r—  sehr  klein,  der  Wert  des 
2c 

Bruches  -^r-=-  gegen  jenen  ist  noch  kleiner  u.s.f. ; 

8c» 
man  kann  deshalb,  ohne  einen  groben  Fehler 
zu  begehen,  die  Glieder  obiger  Wurzel,  vom 
dritten  ab  yemachlässigen,  und  abgerundet: 

setzen. 

Erkl.  600.  Bis  auf  fünf  Dezimalen 
genau  ist: 

a)  .  .  .  sin  1»  =  tg  10  =  arc  10  =  0,01745 

(siehe  Erkl.  661) 

Bis  auf  elf  Dezimalen  genau  ist: 

b)  .  .  .  sinl'  =  tgl'  =  arc  1'  =  0,00029088209 
Bis   auf  sechszehn  Dezimalen  genau  ist: 

c)  .  .  -  sinl''  =  tgl"  =  arcl"  = 

0,00000484813681109  (siehe  Erkl.  661) 

Erkl.  661.  Unter  arc  1«,  arc  1',  arc  1"  ver- 
steht man  den  Bogen  eines  Kreises  mit  dem 
Kadins  r  :=  1,  welcher  zu  einem  Centriewinkel 
gehört,  der  bezw.  1«,  1'  oder  1"  ist. 

Die  Relation:  / 

im :  bog«  =  860» :  o»  (siehe  Erkl.  459) 

geht  für  den  Fall,  dass: 

r=  1 
und  a  =  1»  bezw.  =  1'  oder  =  1" 

ist,  bezw.  über  in: 

a)  .  .  .  2«:arol«  =  3600:1» 

b)  .  .  .  27r :  arc  1'  =  860.60':!' 
und 

c)  .  .  .  2;r:  arc  1"  =  860.60.60"  :1" 

aus  welchen  Belationen  man  bezw.  arc  1»,  arc  1' 
und  arc  1"  berechnen  kann  (siehe  Erkl.  665). 

Erkl.  062.  Nach  den  Erkl.  660  und  663  ist, 
wenn  allgemein  x  einen  in  Minuten  ausge- 
drückten Winkel  bedeutet,  also  einen  beliebigen 
zwischen  1'  und  60'  (=  1»)  liegenden  Wert  hat: 

a)  .  .  .  sinx'  =  tgx'  =  arcap'  =  a:.arc  1'  =. 

or.  0,00029088209 
mindestens  bis  auf  fünf  Dezimalen  genau 
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Ebene  Trigonometrie  bt  ibrei  Anwendang, 


BeEeichnet  allgemem  x  einen  in  Seknnden 
ansgedrfickteu  Winkel,  aUo  einen  beliebigen 
zwischen  1"  und  60"  (^  1')  liegenden  Wiiäel 
hat,  so  ist  uBch  den  Erkl.  660  und  668: 
b)  .  .  .  sin«"  =  tgx"  =  arcic"  ^  X'XK  l"  ^ 
«■  0,00000484818681109 
mindesteng  bie  anf  elf  Dezimalen  genan. 

ErU.  668.   Nach  dem  planinietriachen  Lebi- 
satz: 

„Bogen  eines  nnd  desselben  Kreises  sind 
proportional  den  zn  diesen  Bogen  gehöri- 
gen Centrie winkeln"  ist: 

a)  .  .  .  arcn"  =  «arcl" 

b)  .  ,  .  arco'  =o-areI' 

ErU.  664.    Den  Deiimalbruch : 

0,0000048481368111 
in  einen  Stammbnich  verwandelt,  gibt: 


lOOOOOOOOOOOOOOOO :  4848136811       S06365 

ErU.  666.  Ansführliches  über  dag  in  den 
Erkl.  660  bis  664  Qesagte  findet  man  in  dem 
Lehibucb  der  Goniometrie,  Abschnitt  S3. 


"  Aufgabe  1108.  Eine  a  =  2000  m  lange 
und  b  ^  36  m  breite  Allee  verbindet  den 
Ort  A  mit  dem  Ort  £.  Unter  welchem  Ge- 
sichtswinkel erscheint  einem  Beobachter  das 

eine  Ende  der  ÄUee,  wenn  er  sieh  am  andern        Andentnnt.      Am    dem    rechtwinklig« 
Ende  in  der  Mitte  derselben  aufstellt?  Dreieck  CDA,  siehe  Fignr  456,  ergibt  sich 

die  Relation: 


Da  die  Kathete  Ad(=  -jj  gegen  & 
Kathete  CD  (=  a)  in  Rücksicht  der  in  drr 
Aufgabe  gegebenen  Zahlenwerte  sehr  kleir 

ist,  nüthin  andi  der  "Winkel  -s-  ein  seki 
kleiner  sein  mnss,  so  beachte  man,  dus  naci 
der  Erkl.  662  nindesteuB  bis  auf  elf  Dezi- 
malen genau: 

b)...«:f  =  -i..rcr 

^  ^  .  0,0000O48481368IlOit 

ist.  In  Knckslcht  desBen  g:eht  die  t<m- 
stehende  Gleichnngf  a),   unter   der  Votait- 

setznng,  dass  -^  ein  zwiechea  1"  tmd  *"i" 
liegender  Winkel  bedeutet,  Über  In: 
^  .  0,00000484813681109  =  -^ 


Aufgaben  ans  der  praktifichen  Geometrie  (dem  Feldmessen). 
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nnd  hieraus   erhSit  man  in  Eäcksicht   der 
Erk].  664: 

X         l  h 


2     206266  ""  2a 


oder: 


A)  .  .  .  X  = 206265  Sekimden 

a 

nach  welcher  Gleichung  man,  in  Rücksicht 
der  für  a  und  b  gegebenen  Zahlenwerte,  den 
in  Sekunden  ausgedrückten  Winkel  x  be- 
rechnen kann. 


Aufjgabe  1109.  Man  soll  die  Grösse  eines 
gedachton  Horizontalwinkels,  dessen  Scheitel- 
pimkt  unzugänglich  ist,  durch  Winkelmes- 
smigen,  welche  in  der  Nähe  des  Scheitelpunkts 
aasgeführt  werden,  bestimmen. 

Figur  457. 


B 


Auflösung.  Soll,  siehe  Figur  457,  der 
Horizontalw^el  x  bestimmt  werden,  welchen 
die  beiden  von  dem  Punkt  A  ausgehenden 
horizontalen  Strecken  AB  (=  c)  und  AC 
(=  b)  mit  einander  bilden,  und  kann  in  dem 
Scheitel  A  des  Winkels  x  ein  Winkelmess- 
instrument zum  direkten  Messen  dieses  Win- 
kels nicht  aufgestellt  werden  (s.  Erkl.  666), 
so  wähle  man  in  der  Nähe  von  A  einen 
andern  Standpunkt  2),  in  welchem  man  das 
Winkelmessinstrument  aufstellen  und  nach 
den  Punkten  A^  B  und  C  sehen  kann,  messe 
dann  die  horizontale  Entfernung  m,  sowie 
die  horizontalen  Winkel  a  und  ß.  Aus  diesen 
gemessenen  Stücken  und  den  als  bekannt 
vorausgesetzten  horizontalen  Entfernungen  b 
nnd  c  kann  man  den  Winkel  x  wie  folgt 
berechnen : 

Ans  den  Dreiecken  BAD  und  CAD  er- 
geben sich  nach  der  Sinusregel: 


Erkl«  666.  Das  in  nebenstehender  Auf- 
lösung angegebene  Verfahren  zur  Bestimmung 
eines  Horizontalwinkels,  in  dessen  Scheitelpunkt 
man  kein  Winkelmessinstmment,  wohl  aber  ein 
solches  in  der  Nähe  desselben  aufstellen  kann, 
nennt  man  in  der  Praxis  „das  Centrieren  der 
Winkel." 

Dieses  Verfahren  muss  oft  angewandt 
werden  bei  Landesvermessungen  und  sonstigen 
^össeren  Messungen  (Aufnahmen),  bei  welchen 
«lie  Festiegnng  eines  Dreiecksnetzes  (eine  sog. 
Triangulation)  erforderlich  ist,  dessen  Ecken, 
z.  B.  Spitzen  von  Kirchtürmen  und  anderen  hohen 
Gegenständen  bilden,  da  in  solchen  Punkten  die 
Aufstellung  von  Winkelmessinstrumenten  nicht 
möglich  ist. 


oder: 


und 


oder: 


sincf 
sina 


a) sinrf  = 


m 


m>sma 


sinJi  m 

sin/J  h 


b) 


.    .  m-sin/3 


sm 


Berücksichtigt  man  nunmehr,  dass  die 
Dreiecksseite  AD  {j^m)  gegen  die  beiden 
andern  Dreiecksseiten  der  Dreiecke  BAD 
und  CAD  stets  sehr  klein  ist  (siehe 
Erkl.  666),  dass  somit  die  Winkel  d  und  ^^ 
ebenfalls  nur  sehr  kleine  Winkel  sein 
können,  so  kann  man  nach  der  Erkl.  662 
mindestens  bis  auf  elf  Dezimalen  genau: 
siniT"  =  J-arcl"  =  J.  0,0000048481368111 
desgl. : 
sindT^"  =  dj.arcl"  =  J,.  0,000004848 18681 11 
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Ebene  Trigonometrie  in  ihrer  Anwendung. 


Erkl  667.     Das  Centrieren  eines  Win- 
kels (siehe  Erkl.  666),  erfordert  stets,  dassman: 

1)  die  Länge  der  Winkelschenkel  AB  und  AC, 

siehe  Figur  467,  kennt; 

bei  Triangulationen  können  dieselben  stets  ans 
den  Seiten  des  anstossenden  Dreiecks  berechnet 
werden, 

dass: 

2)  der  Punkt  D  so  gewählt  ist,  dass  man  die 
horizontalen  Winkel  a  und  ß  messen  kann, 
und  dass 

3)  der  Punkt  D  so  gewählt  ist,  dass  man  die 
Entfernung  AD  {:=z  m)  bestimmen  kann; 
diese  Bestimmung  erfolgt  in  den  meisten  FiUen, 
wie  in  Andeutung  zur  Aufgabe  1112  gesagt  ist. 


Erkl.  668«    In  der  in  nebenstehender  Auf- 
lösung aufgestellten  Gleichung  A): 

:r  =  («  +  /J)  +  ((r  +  d,) 

drückt  9'\-d^  den  Winkel  aus,  um  welchen  der 
Winkel  a  +  /9  (=  <^5i>C,  siehe  Figur  457) 
korrigiert  werden  muss,  damit  man  den  zu  be- 
stimmenden Winkel  x  i,=z<^BAC)  erhält. 

Für  diese  in  Sekunden  ausgedrückte  Kor- 
rektion (<^  +  <^i)  des  Winkels  (a  +  ß)  erhält 
man  nach  den  nebenstehenden  Qleichungen  1) 
und  2): 
.  ,    .        /m*sina   ,  m-sin/9\ 

oder: 


bezw.  nach  der  ErkL  664: 

c)  .  .  .  sin<y"  =  t^- 
und 

d)  .  .  sincTi"  =  «Tj. 


206265 


206265 

setzen.  In  Rücksicht  der  Gleichungen  c)  nnd 
d)  erhält  man  aus  den  Gleichungen  a)  und  l 
für  die  in  Sekunden  ausgedrückten  Wmka 
d  und  öl,  bezw.: 

m*sina 


und 


2) 


J  = 


*i  = 


206265  Sekundei 


tn- smß 


206265  Sekandea 


•  206265  Sekund. 


a)..  crH-cr,  =  ('i 

Setzt  man  noch: 


sin«  ,  sm/J 

"  "1        ; 


) 


•m*  206265 


und 


«) 


ß) 


sma 


sin/3 


=  tgi^ 


=  tg|^ 


Nach  welchen  Gleichungen  man  die  kleiiei 
Winkel  8  und  ö^  berechnen  kann. 

Aus  der  Figur  457  ergibt  sich  ferner: 
a)  .  .  .  T  =  3600  —  (€  +  €i) 
/»)...€=  1800  —  (« -f  d) 
und 

y)  .  .   .€,  =  1800-(/J-[-d,) 

Aus  diesen  drei  Gleichungen  erhält  man: 

ar  =  3600— [1800— (a4-<r)  +  180O  — {^-(T  , 
X  =  3600 _  3600 _|_„_|-tr-|-^-|-<f^ 

a:=za  +  ß  +  d  +  e, 

oder: 

A) x  =  ia  +  ß)  +  (^  +  S,) 

nach  welcher  Gleichung  man  den  gesachtcs 
Winkel  x  aus  den  gemessenen  Winkdn  s 
und  ß  und  den  nach  den  Gleichungen  1 
und  2)  berechneten  Winkel  ö  und  d^  be 
stimmen  kann.    (Siehe  die  Erkl.  666  bis  6i>9. 


so  erhält  man  hiemach: 

J  +  (fi  =  (tg  1/;  4-  tg  i/^i) .  w .  206265  Sekunden 
oder  in  Bücksicht  der  Erkl.  560: 

b)  .  .  .  d  +  iT.  =  !l5L^!t±J^).,„. 206265  Seku. 

*  cos  1// cos  1^1 


Erkl.  609.  In  bezug  auf  die  Lage  des  zu 
wählenden  Punktes  D  gegen  den  unzugänglichen 
Scheitelpunkt  A  können  ausser  dem  durch  die 
Figur  457  angedeuteten  Fall,  die  durch  die 
Figuren  458  bis  460  angedeuteten  weiteren 
Fälle  stattfinden: 

Aus  der  Figur  458  ergibt  sich: 

u:^e  +  d  =  (ß  —  a)  +  a  +  d,  Qe  =  2R) 

und  hieraus  erhält  man: 

1)  .  .  .  x  =  (/J-a)  +  (<r,-d) 
Aus  der  Figur  459  ergibt  sich: 

x  +  ^  +  cT,  =  (a-/J)  +  €4-cr  (je  =2R) 
und  hieraus  erhält  man: 

2)  .  .  .  x  =  (a-./9)  +  («r-cr,) 


Figur  458. 
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Ans  der  Fignr  460  ergibt  sich  schliesslich: 

ar,  +  «  +  cT  =  1800 
und 

jc^  +  ß  +  ^i  =  1800 

Dnrch  Addition  dieser  Gleichungen  erhält 
man: 

(^i  +  ^,)  +  («  +  Ä  +  (<^  +  ^,)  =  8600 
0-,  +ar,  =  8600-  [(^a  +  ß)  +  (if  +  &,)] 
oder: 

3)  .  .  .  .r  ==  8600-  Ha+ß)  +  (if+d;)] 

Nach  den  Gleichungen  1)  bis  8)  kann  man 
ans  den  gemessenen  Winkeln  a  und  ß  und  aus 
den  zu  berechnenden  Winkehi  J  und  cfi,  deren 
Berechnung  in  analoger  Weise  erfolgt,  wie  in 
nebenstehender  Auflösung  gezeigt  wurde,  den 
Winkel  x  berechnen,  auch  fOr  die  Lagen  des 
zu  wählenden  Punktes  />,  welche  in  den  Figuren 
458  bis  460  angedeutet  sind. 


Figur  460. 


Figur  459. 


Aufgabe  1110.    In  Figur  457  sei: 


AB  =.  6850  m 


AC  =  9760,8  m 
m  =  4,5  m 
«  =  100  25'  40" 
ß  =  250  4'  10" 

welcher  Wert  ergibt  sich  für  den  Winkel  x? 


Andeutung.    Man  beachte  die  Auflösung  zur 
Torigen  Aufgabe  1109. 


Aufgabe  1111. 


und 


AB  = 


AC 

m 

a 


In  Figur  458  sei 

1670,4  m 

2485,65  m 

17  m 

620  40' 12,5" 


ß  =  950  53'  29" 


Andeutung.    Man  beachte  die  Auflösung  zur 
Aul^abe  1109  und  die  Erkl.  669. 


welcher  Wert  ergibt  sich  für  den  Winkel  x? 


790 


Ebene  Tngonometne  in  ihrer  Anwendung. 


Aufgabe  1112.  Zar  Bestimmung  der 
Grösse  eines  Winkels  BÄC  =  .r,  dessen 
Scheitel  Ä  in  dem  Mittelpunkt  eines  kreis- 
runden ToTffles  mit  dem  Badius  r  =  1,5  m 
liegt,  und  dessen  Schenkel  ^B  =  c  = 
1650,8  m  und  AC  =^  h  =  2423,9  m  lang 
sind,  wurde  neben  dem  Turm  in  dem  Ab- 
stand n  =  12  m  von  demselben  ein  Punkt  D 
so  gewählt,  dass  der  Winkel  BDC  =  ß  = 
56*^32'  44"  und  der  Winkel  BDA  =  a  = 
43"  12' 0,8"  (siehe  Erkl.  670)  gemessen  wer- 
den konnte;  wie  kann  man  hieraus  den  Win- 
kel .r  berechnen? 

Figur  461. 


Andeutung.  Zunächst  bestimme  oul 
siehe  Figur  461,  die  Entfernung  ÄD  =  *. 
=  ^•  +  >/,  dann  berechne  man,  analog  ml 
Auflösimg  der  Aufgabe  1109  aogegeba 
wurde,  die  Winkel  ö  und  ö^  und  bestisuk 
schliesslich  den  gesuchten  Winkel  x,  m  k 
der  ErkL  669  für  den  durch  die  Figur  45^ 
angedeuteten  Fall  angegeben  wurde.  (Sielif 
die  Erkl.  670.) 


Figur  462. 


Erkl.  670.  Den  Winkel  BDC{=i  ß),  siehe 
Figur  461  und  die  Angabe  1112,  kann  man 
direkt  messen,  aber  nicht  den  Winkel  BDÄ 
(=  a),  indem  man  von  D  aus  nicht  nach  dem 
Mittelpunkt  A  des  Turmes  sehen  kaun. 

Zur  Messung  dieses  Winkels  a  verfahre  man 
wie  folgt: 

Man  visiere,  siehe  Figur  462,  von  D  aus  die 
Berührungspunkte  a  und  a^  der  nach  dem 
äusseren  Umfang  des  Turmes  gezogen  gedachten 
Tangenten  Da  und  Da^  ein,  messe  in  deren 
Richtungen  die  beliebigen  aber  gleichen  Strecken 
Df  und  Df^  ab  und  halbiere  die  gedachte  Ver- 
bindungslinie /*/*,;  der  somit  gefundene  Hal- 
bierungspunkt A^  dieser  Strecke  ffi  ist  ein 
Punkt  der  von  D  nach  A  gehenden  Visierlinie 
(wie  sich  leicht  aus  der  Kongruenz  der  Dreiecke 
AaD,  Aa^D,  bezw.  der  Dreiecke  fA^D  und 
fyA^D  nachweisen  lässt).  Zur  Bestimmung  des 
Winkels  BDA,  siehe  Fig.  461,  kann  man  von  D 
aus  den  Punkt  A^,  siehe  Figur  462,  ein  visieren. 


i)  Aufgaben  Über  die  Berechnung  der  Entfernung  von  Gegenständen,  deren 
Dimensionen  bekannt  sind,  aus  beobachteten  Sehwinkeln. 

"^  Aufgabe  1113.  Der  Durchmesser  d  emes 
runden  Turmes  beträgt  15  m;  von  einem 
bestimmten  Standpunkt  aus  erscheint  dieser 
Durchmesser  imter  einem  Gesichts-  oder  Seh- 


Aufgaben  ans  der  praktischen  Geometrie  (dem  Feldmessen). 


791 


Winkel  von   1^;  welche  horizontale  Entfer- 
nung hat  der  Turm  von  diesem  Standpunkt? 


Figur  463. 


Erkl.  671.    Den  Dezimalbruch : 
0,0002908^20866572 
in  einen  Stammbruch  verwandelt,  gibt: 
2908820866572 

1000 000 000 oööoooo  "■ 

2908820866572 :  2908820866572 

10000000000000000 :  2908820866572 
1 


3437 


Erkl*  672«  Nimmt  man  bei  der  Auflösung 
der  Aufgabe  1113,  wie  es  in  den  meisten  Fällen 
bei  sehr  kleinen  Sehwinkeln  oder  bei  sehr  grossen 
Entfernungen  geschieht,  an,  dass  die  Verbin- 
dungslinie der  Berührunigspunkte  A  und  C  der 
von  dem  Beobachtungspunkt  B  an  den  Turm 
gezogen  gedachten  Tangenten  BA  und  BC  mit 
einem  Durchmesser  des  Turmes  zusammen- 
fällt (siehe  Erkl.  673),  wie  in  der  Figur  464 
angedeutet,  so  erhält  man  die  kongruenten  und 
bei  M  rechtwinkligen  Dreiecke  AMB  und 
CMB,  Aus  dem  Dreieck  AMB  ergibt  sich 
die  Relation: 

d 


Andeutimg.  Denkt  man  sich,  s.  Fig.  463, 
von  dem  gegebenen  Standpunkt  B  ans  Tangen- 
ten an  die  sichtbaren  Konturen  des  runden  Tur- 
mes 60  gezogen,  dass  dieselben  in  der  Hori- 
zontalebene liegen,  in  welcher  sich  der  Stand- 
punkt, bezw.der  Beobachtungspunkt  B  befindet, 
wie  in  der  Figur  463  angedeutet,  so  ist  der 
Winkel,  welchen  diese  Tangenten  einschliessen, 
der  gegebene  Gesichts-  oder  Sehwinkel  a, 
unter  welchem  der  Durchmesser  des  Turmes 
erscheint.  Verbindet  man,  siehe  Figur  463, 
den  Mittelpunkt  M  des  in  der  erwähnten 
Horizontalebene  liegenden  Querschnitts  des 
Turmes  mit  den  Berührungspunkten  A  und 
C  jener  beiden  Tangenten,  so  erhält  man 
die  kongruenten  rechtwinkligen  Dreiecke 
MAB  und  MCB;  von  jedem  dieser  Dreiecke 
kennt  man  eine  Kathete  und  einen  Winkel. 
Von  dem  Dreieck  MAB  z.  B.  kennt  man  die 

Kathete  AmC^^^^  und  den  Winkel  MBA 

(  =  y)  '  ^^  diesem  Dreieck  erhält  man  zur 

Berechnung  der  geBuchten  Entfernung  e  des 
Beobachters  B  vom  Mittelpunkt  3/ des  Turmes: 

a        d 

und  hieraus  «rgibt  sich: 


2-sm  Y 


(i 


Berücksichtigt  man,  dass  -^  gemäss  der 

Aufgabe  ein  kleiner  Winkel,  nämlich  gleich 
30  Minuten  ist,  so  kann  man  in  Rucksicht  der 
Erkl.  662  mindestens  bis  auf  filnf  Dezi- 
malen genau: 

oder  =  -—  •  arc  1' 


Sin- =  arc - 


2 


oder  =  - 
oder  =  — 


0,0002908820866572 
1 


3437 


(siehe  Erkl.  671) 


^-2=¥^^ 


setzen,  wonach  die  Gleichung  A,  wenn  -^ 

ganz  allgemein  die  Mass  zahl  eines  zwischen 
1'  bis  60'  liegenden  Winkels  bedeutet,  fiber- 
geht in: 


oder: 


1) 


t^T 


oder  in: 
Aj)   .  .  . 


2       3437 


(Siehe  die  Erkl.  678.) 


.  .  ß  =  —  .  3437 
a 

Setzt  man  in  diese  Gleichung  den  für  d 
gegebenen  Wert  und  für  a  den  gegebenen 
und  in  Minuten  ausgedrückten  Wert,  so  kann 
man  hiemach  leicht  die  gesuchte  Entfernung 
e  berechnen.    (Siehe  die  Erkl  672  und  673.) 
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Erkl.  678.  Ist,  siehe  die  Figuren  463  und 
und  464,  der  Winkel  «  ein  sehr  kleiner 
Winkel ,  z.  B.  ein  in  Sekunden  ausgedrückter 
oder  audi  noch  ein  in  Minuten  ausgedruckter 
Winkel,  d.  b.  ein  zwischen  1''  und  6"  oder  ein 
zwischen  1'  und  60'  liegender  Winkel,  so  ist 
nach  der  in  nebenstehender  Auflösung  aufge- 
stellten Gleichung  A): 

a)  .  .  .  e  = 

S-siuy 

und  nach  der  in  der  Erkl.  672  aufgestellten 
Gleichung  1): 

0)  ,   .   .    t'  =  

Aus  diesen  beiden  Gleichungen  erhält  man 
Werte  für  e,  die  bis  auf  melu^re  Dezimalen 
genau  übereinstimmen: 

Ist  —  ein  zwischen  1'  und  60'  (=  lo)  lie- 

gender  Winkel,  so  erhält  man  nach  der  Erkl.  662, 
nach  welcher: 

sina'  =  tga'  =  arca'  oder  =  «»arc  1' 

mindestens  bis  auf  ftlnf  Dezimalen  genau  ist, 
aus  den  Gleichungen  a)  und  b)  für  «  Werte, 
welche  mindestens  bis  auf  fünf  Dezimalen  über- 
einstimmen. 

Ist  -^  ein  zwischen  1"  und  60"  (=  1')  üe- 

gender  Winkel,  so  erhält  man  nach  der  Erkl.  662, 
nach  welcher: 

sina"  =  tg«"  =:  arca"  oder  =:  a.arc  1" 

mindestens  bis  auf  elf  Dezimalen  genau  ist, 
aus  den  Gleichungen  a)  und  b)  für  e  Werte, 
welche  mindestens  bis  auf  elf  Dezimalen  über- 
einstimmen. 

Aus  diesem  Grund  kann  man,  allerdings  nur 
bis  zu  einem  gewissen  Grad  der  Genauigkeit, 
statt  der  nebenstehenden  mathematisch  rich- 
tigen Auflösung  die  in  der  Erkl.  672  ange- 
führte, in  der  Praxis  vielfach  angewandte  Auf- 
lösungs  methode  benutzen. 


Aufgabe    1114.     Der  Sehwinkel,    unter 
welchem  ein  mit  der  Gondel  A  =  25  m  hoher 

Luftballon  erscheint,  sei  a  =  -^  Grad  und 

der  Erhöhungswinkel  der  Gondel  sei  £  =  15^ 
Wie  hoch  sdiwebt  die  Gondel  über  der  Erde 
und  in  welcher  Entfernung  befindet  sich  in 
dem  Augenblick  der  Beobachtung  jener  Winkel 
die  Gondel  des  Ballons  von  dem  Beobachter? 


Figur  464. 


Andeutung.    In  dem  Dreieck  ABC  ^* 
Figur  465  ist: 

ÄB=:h 

<^ÄCB=za 

'<^  ABC  =:  R-\-e    (^g   AnsBenwinkel   de«  i^i 

winkligen  Dreiecks  BD',  i^' 
EikLUS). 

<  CAB  =  2R'-'<^ACB^^ABC 

=  2JB  — a  — (Ä  +  f) 

Nach  der  Sinusregel  erhält  man  hiersa^^ 
aus  diesem  Dreieck: 


i 


Aufgaben  ans  der  praktischen  Geometrie  (dem  Feldmessen). 
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ErU.  674. 

;abe  1114  eii 


Da  der  Oeiichtsvinbel  a  in  Aof- 
kleiner  Winkel  nämlich 


and  Merans  ergibt  eich,  in  Rücksicht  der 
Erkl.  19,  fiir  die  gesuchte  Entfeniimg  BC 
(=  y)  der  Gondel  des  Ballons  von  dem  in 
C  befindlichen  Beobachter,  allgemein: 

A)  .  .  .  y  =  '^■'^''.<''  +  '^ 
'  ^  sm« 

F9r  die  gesnehte  HSfae  BD{=  x),  welche 
die  Gondel  in  dem  gedachten  Ai^nbUok  tiber 
der  dnrch  den  Beobachtnngaponkt  C  g:ehen- 
den  Horizontalebene  hat,  ergibt  sich  aus  dem 
rechtwinkligen  Dreieck  BDC: 

X  =  ij-tmt  (siehe  Erkl.  60) 
oder  in  Bncksicht  der  Gleichnng  A): 

B).....='-""';+'".2i 

Nach  den  Gleichnn^en  A)  und  B)  kann 
man,  in  Rücksicht  des  für  h  gegebenen  Werts 


[irad  oder  =;  30'  ist,  so  kann  bei  den  nnme-  nnd  der  fHr  a  nnd  i   in  dem  Beobacbtnngs- 

rischen  Berechnongen  na«h  den  in  nebenstehen-  ort  C  dnrch  Messung  gefond^en  Werte,  die 

ier   AuflBsung   aufgestellten   Gleichungen  A)  geanchten  Entfernungen  x  und  y  berechnen. 

^^  ß>  "'■  (Siehe  die  Erkl.  674.1 
imo  =  sin30' 

=  arc30'  =  30-arc'  =  30-0,000290882066 

^eseUt  weiden  (siehe  die  EiU.  66S  nnd  671). 


'  Angabe  lllfi.  Von  einem  Schiff  ans  sieht 
nan  die  Spitse  eines  Leuchtturmes,  dessen 
:{öhe  A~42m  bekannt  ist,  unter  einem 
SrhöhungBwinkel  {  =^  23'  40";  man  soll  die 
Entfernung  de»  Schiffes  von  jenem  Tann  in 

Seemeilen  angeben.  Bei  der  Berechnnng  soll  Andeutung.  Aus  dem  rechtwinkligen 
teine  Rücksicht  auf  die  sphäroldiBche  Gestalt  Dreieck  ABC  der  Figur  466  ei^bt  sich 
les  Heeresapiegels  genommen  werden.  die  Relation: 


Fitmr  466. 


tgf  =  - 
und  hieraos  erhält  man: 


A). 


Ig* 


Da  gemäss   der  Anfgabe  <   ein   kleiner 
Winkel,  nämlich  =  23'  40"  ist,  so  beriick- 
siditige  man,  dass  nach  der  Erkl.  662  min- 
destens bis  auf  fünf  Dezimalen  genan: 
tg  f  =  tg  28'  40"  =  arc  23'  40" 


Hinuten 
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Erkl.  074«    Da: 

1  Seemeile  =  1,855  Kilometer 
oder  =  1855  Meter 
ist,  so  ergibt  sich  hieraus,  dass: 

1 


1  m  = 


1855 


Seemeilen 


oder  nach  der  Erkl.  671 : 

l)...tg28'40"=    3       3^. 

gesetzt  werden  kann.    Da  femer  gemäss  der 
Aufgabe  die  Entfernung  x  in  Seemeilea 
ausgedrückt  werden  soll,  und  die  Hohe 
gemäss   der  Aufgabe  =  42  m  betrfigt,  ^ 
beachte  man,  dass  nach  der  ErkL  675: 

^  "*  ^=  r5¥Z  Seemeilen 
mithin: 


sem  muss. 


2) 


42 


42  m  =  :r^r7  Seemeilen 

loOO 


ist.  In  Rücksicht  der  Gleichongen  1)  ui 
2)  geht  die  Gleichung  A)  i nr  das  in  dt: 
Aufgabe  gegebene  Zahlenbeispiel  über  in: 

42 


.r 


1855 


71 


Seemeilen 


oder  in: 

3)  . . .  jc  z=z 


3.3437 
42- 3 -3437 


Seemeilen 


1855. 71 

wonach  man  die  in  Seemeilen  ausgedrncki; 
Entfernung  x  leicht  berechnen  kann. 


k)  Aufgaben  über  die  Bestimmung  der  Entfernung,  in  weicher  einem  gesundes 
unbewaffneten  Auge  ein  runder  Gegenstand  von  belcannter  Dimension  verscliwindel: 
sowie  Aufgaben  über  die  Bestimmung  der  Dimension  eines  runden  GegenstSRdes. 
damit  er  einem  gesunden  Auge  in  gewisser  Entfernung  verscliwindet. 

*  Aufgabe  1116.  Wie  weit  muss  man 
sich  von  einem  Seiltänzer  entfernen,  damit 
das  Seil,  auf  welchem  sich  derselbe  befindet 
und  welches  einem  Durchmesser  d  =  b  cm 
hat,  dem  Auge  gerade  verschwindet? 


Figur  467. 


-^J^ 
^ 


Fig^iir  468. 


Andentang.  Denkt  man  sieh,  »e^? 
Figur  467,  durch  das  Auge  C,  den  Beji- 
achtungsort,  eine  Ebene  so  geleigt,  dass  ;.- 
senki*echt  zur  Achse  des  Seils  ist^  so  ist  ä 
Durchsclinittsflgur  dieser  gedachten  £b» 
mit  dem  Seil  ein  Kreis,  dessen  Durcbm^y-' 
gleich  dem  gegebenen  Durchmesser  <^  (=  5  c:i> 
des  Seils  ist;  denkt  man  sieh  femer  von  ic- 
Auge  C  Sehstrahlen  gezogen ,  welche  jei^' 
Kreis  berühren,  so  erhält  man  die  Fig.  4'* 
(bezw.  die  Figur  468a,  siehe  ErkL  676).  i^ 
welcher  der  Winkel  AGB  (=  a)  gleich  <a 
Sehwinkel  oder  Gesichtswinkel  ist,  aat- 
welchem  dem  in  C  befindliclien  Angi-  j^ 
Durchmesser  Ä  B  des  Kreises  um  M  erschuf 
(siehe  Erkl.  677). 

Aus  dem  bei   M  rechte 

ligen  Dreieck  Ä  MC  der  F::- 

468  ergibt  sich: 

.      a  r 

und  hieraus  erhält  man: 


A)  .  .  ,  f  = 


r 
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Erkl.  676«  Wie  in  Andeutung  zur  Auf- 
gabe 1113  gezeigt,  erhält  man,  wenn  man  sich 
von  dem  Punkt  C  Tangenten  an  den  Kreis  um 
M  gezogen  denkt,  eigentlich  nicht  die  Fig.  468, 
sondern  die  I1gnr468a.  Da  jedoch  in  dem  Fall, 
in  welchem  der  Winkel  a  ein  sehr  kleiner 
<ein  in  Sekunden  ausgedrückter)  Winkel  ist, 
der  Winkel  AMB  (welcher  mit  jenem  zusammen 
^R  betragen  muss,  siehe  Erkl.  696)  beinahe 
=  2i?  ist,  so  kann  man  ohne  einen  merklichen 
Fehler  zu  begehen,  für  solche  Fälle,  in  welchen 
«  sehr  klein  ist,  die  Figur  468  als  richtig 
annehmen,  wie  es  auch  in  der  Praxis  meistens 
geschieht.    (Siehe  die  £rkL  672  und  673.) 

Figur  468  a. 


In  Eücksicht  des  für  r  =  -^   gegebenen 

Zahle&werts  und  in  Bücksicht  der  Erkl.  678 
ist  hiemach: 

1)  .  .  .    e  •:=. 


Centimeter 


tg20" 

Berücksichtigt  man,  dass  nach  den  Erkl. 
662  und  664  bis  auf  elf  Dezimalen  genau: 

t« 80"  =  arc  20"  =  SO-arc  1"  =  20  •  ^^ 

ist,  so  erhält  man  ans  Gleichung  1): 

2,5 


Erkl.  677.  Unter  dem  Seh-  oder  Gesichts- 
winkel einer  Strecke  versteht  man  im  all- 
gemeinen den  Winkel,  welchen  die  beiden  tou 
dem  optischen  Mittelpunkt  des  Auges  nach  den 
Endpunkten  der  Strecken  gerichteten  Sehlinien 
einschliessen.  Unter  dem  Seh-  oder  Gesichts- 
winkel, unter  welchem  eine  Strecke 
(die  Verbindungslinie  zweier  Punkte) 
erscheint,  versteht  man  in  dem  Fall, 
in  welchem  kein  bestimter  Stand- 
punkt des  beobachtenden  Auges  in 
bezng  auf  die  Strecke  selbst  gegeben 
ist,  stets  einen  solchen  Winkel,  dessen 
Scheitel  auf  der  in  der  Mitte  jener 
Strecke  (jener  Verbindungslinie)  er- 
richtet gedachten  Senkrechten  liegt. 

Unter  allen  Sehwinkeln,  unter 
welchen  eine  Strecke  (die  Verbin- 
dungslinie zweier  Punkte)  erscheint 
und  deren  Scheitel  gleichen  senk- 
rechten Abstand  von  jener  Strecke 
haben,  ist  derienige  der  grösste  Seh  winke  1, 
dessen  Scheitel  in  der  in  der  Mitte  jener  Strecke 
errichteten  Senkrechten  liegt.  In  Fi^ur  469  ist 
von  den  Winkeln  a,  «j,  o,  a»-  •  •  der  AVinfcel  o 
der  grösste. 

Den  Beweis  der  RichtiRkeii  dieser  Aussage  findet 
man  in  den  Teilen  dieser  Encyklopädie ,  welche  über 
Planimetrie  handeln;  ist  aach  leicht  mittels  der  Fig.  469 
zu  fuhren. 


€  = 


20 


Centimeter 


206265 


oder: 
oder: 


2,5-206265 


2)  .    e  = 


20 
2,5-206265 


Centimeter 


Meter 


2000 

wonach  die  gesuchte  Entfernung 
e  leifcht  berechnet  werden  kann. 


Figur  469. 


^Fd     ^ 


Erkl.  678.  Der  kleinste  Sehwinkel,  unter 
welchem  ein  gesundes  unbewaffnetes  Auge 
einen  runden  Gegenstand  von  dunklem 
Farben  ton  noch  erkennen  kann,  beträgt  un- 
gefähr 40  Sekunden. 
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*  Aufgabe  1117.  Welchen  Dorchmesser 
mu86  ein  kugelförmiger  Luftballon  haben, 
damit  er  in  einer  Entfernung  von  5000  m 
einem  gesunden  unbewafiheten  Aug  noch 
sichtbar  ist? 


Andeutung.    Die  Auflösung  dieser  Aufgabe  ist 
analog  der  Auflösung  der  vongen  Aufgabe  111^« 


''Aulgabe  1118.  Man  soll  die  Entfernung 
berechnen,  in  welcher  ein  runder  Turm  von 
8,5  m  Durchmesser  einem  scharfen  Aug  ver- 
schwindet, wenn  der  Turm  einen  weissen 
Anstrich  hat. 


ErkL  679.  Der  kleinste  Sehwinkel,  unter 
welchem  ein  gesundes  unbewaffnetes 
Auge  einen  runden  Gegenstand  von  weissem 
Farbton  noch  erkennen  kann,  beträgt  ungefähr 
35  Sekunden. 


Andeutung.  Die  Auhösung  dieser  Aufgat*^ 
ist  analog  der  Auflösung  der  Aufgabe  111«». 
Man  setze  jedoch  nach  der  Erkl.  679  den  Sei- 
winkel a  =  35". 


'^  Aulgabe  1119.  Welchen  Durchmesser 
mtisste  ein  Leuchtturm  haben,  um  in  einer 
Entfernung  von  5  geogr.  .Meilen  noch  ge- 
sehen zu  werden? 

Erkl»  680.  Eine  deutsche  oder  geogra- 
phische Meile  ist  =  7,420  Kilometer. 

Ein  Kilometer  ist  =  1000  Meter. 


Andeutung.  Man  verfahre  wie  in  der  An- 
deutung zur  Aufgabe  1116  gesagt  wurde:  seU" 
für  den  Sehwinkel  a  =  35"  und  beachte  dk 
Erkl.  680. 


*  Aufgabe  1120.  Man  soll  die  Entfernung 
berechnen,  in  welcher  ein  rander  Turm  von 
8,5  m  Durchmesser  einem  scharfen  Auge  ver- 
schwindet, wenn  der  Turm   einen  weissen 

Anstrich  hat  und  von  der  Sonne  beleuchtet        Andeutung.     Die  Auflösung  dieser  Aufgabe 
wird.  ^^^  analog  der  Auflösung  der  Aixfgabe   lllü. 

Man  setzt  jedoch  ftir  diesen  Fall  den  Sehwin^ti 

Erkl.  681.  Der  kleinste  Seh^inkel,  unter  «  =  30"  (siehe  Erkl.  681). 
welchem  ein  gesundes  unbewaffnetes  Auge 
einen  runden  Gegenstand  von  weissem 
Farbenton  und  bei  heller  Beleuchtung 
(z.  B.  durch  das  Sonnenlicht  oder  das  elektrische 
Licht)  noch  erkennen  kann,  beträgt  ungefähr 
30  Sekunden. 


'^Au%abe  1121.  Wie  dick  müssen  die 
Stiicke  der  schwebenden  Theaterwolken 
höchstens  sein,  damit  sie  einein  scharfen 
Auge  in  einer  Entfernung  von  20  m  gerade 
verschwinden? 


''Aufgabe  1122.  Wie  weit  müssen  die 
Schienen  einer  Eisenbalm  von  a  =  1,7  m 
Geleisbreite  oder  Spurweite  in  gerader  Linie 


Andeutung.  Die  Auflösung  dieser  Aun^akc 
ist  analog  der  Auflösung  der  Aufgabe  KU 
3Ian  nehme  den  Sehwinkel  a  anter  der  Tora  i»* 
Setzung,  dass  die  Stricke  hell  beleuchtet  sifi' 
nach  der  Erkl.  681  =  30"  an. 


Aufgaben  ans  der  praktischen  Geometrie  (dem  Feldmessen).  797 

fortisnfen,  damit  es  einem  in  der  Mitte  des 

GeleisM  stehenden  Beobachter  C  erscheint,        Andsutnag.      Aus    dem    rechtwinkligen 
als  oh  die  Schienen  meinem  Punkt  züBammen-   Dreieck  AD<:   der  Figur  470  ergibt  sich 
hefen,  wenn  der  Sehwinkel  a,  unter  welchem   ^^  Relation  - 
eine  Strecke  (die  Geleisbreite)   gerade  ver- 
schwindet ^  40"  angenommen  wird?  tg-^  =  -^:a- 
FigOT  470.                              oder: 

wonach  man,  in  BBcksicht  der  fiir  a  und  a 
gegebenen  Zahlenwerte  die  gesnchU  Entfer- 
nung X  berechnen  kann,  wie  In  Andentnng 
znr  Aufgabe  1116  gesagt  wurde. 


I)  Aufgaben  über  die  Bestimmung  dar  kleinsten  Entfernung,  in  welcher  einem 
gesunden  unbewaffneten  Auge  ein  in  Bewegung  befindlicher  Gegenstand  still  zu 
stehen  scheint;  sowie  Aufgaben  über  die  Bestimmung  des  Wegs,  welchen  ein  in 
Bewegung  befindlicher  Gegenstand  in  einer  gewissen  Zeit  machen  muss,  damit  die 
Bewegung  einem  gesunden  Auge  in  gewisser  Entfernung  gerade  noch  sichtbar  ist 

An^ftbe  1123.  Von  irgend  einem  Pankt 
aus  siebt  man  emen  Wagen  von  der  Seite. 
Dieser  Wagen  hat  eine  Geschwindigkeit  von 

'■  ^  2,3  m  pro  Sekunde;  wie  weit  muss  man  t        i  ^     ™ 

sich  von  dem  Wagen  entfernen,  damit  die  ,  „^^•**??*'  ^^^  *'?r  ^*^„"*'  ^  «" 
Bewegung  des  Wagens  gerade  verschwindet,  behebiger  Punkt  dw  Wagens  W  und  be- 
und  der  Wagen  still  zu  stehen  scheint  {siehe  5»^«*  «cli  ,^>^er  Wagen  in  geradliniger 
ErkL  682).  Bewegung  In   der   durch   den   Pfeil   R  an- 

Fignr  471.  gedeuteten  Richtnng,  so  wird  der  Punkt  A 

des  Wagens  nach  einer  bestimmten  Zeit  einem 
in  C  befindlichen  Beobachter  nicht  mehr  in 
A,  sondern  z.  B.  in  Ay  erscheinen.  Ist  jene 
gedachte  Zeit  ^  1  Stunde,  so  ist  gemägg 
der  Aufgabe  der  zorUckgelegte  Weg  AA^  ^= 
V  (=  2,3  m)  und  der  Wiukel  A^  CA  ist  der 
Seh-  oder  Qeaichtawlnkel  a,  unter  welchem 
dem  Beobachter  in  C  jener  von  dem  Punkt  A 
in  der  Sekunde  zurückgelegte  Weg  AA^ 
(^  v)  erscheint.  Soll  diese  Strecke  AA^ 
gerade  noch  sichtbar  sein,  also  gerade  ver- 
schwüden,  so  ist  der  Sehwinkel  a  bekannt; 
derselbe  ist  nach  der  Erkl.  682  =  2'/a  Mi- 
nuten. Da  nun  fax  einen  solchen  bestimmten 
Sehwinkel  stets  angenommen  wird,  dass  sich 
das  Auge  C  senkrecht  aber  der  Mitte  der 
Strecke  AA^^  befindet  (siehe  Ericl.  677). 
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so  hat  man  die  rechtwinkligen  Dreiecke 
ABp  und  A^DC\  aus  jedem  derselben  ef- 
gibt  sich: 

«  V 

oder: 


A). 


r 


2-t«^ 


Erkl*  682«  Der  Sehwinkel,  unter  welchem 
einem  gesunden  unbewaffneten  Auge  der 
in  einer  gewissen  Zeit  (in  der  Sekunde)  zu- 
rückgelegte Weg  eines  in  geradliniger  Be- 
wegung befindlichen  Punktes  gerade  verschwin- 
det, beträgt  ungeülhr  2V2  Minuten. 


Nach  welcher  Gleichung  man,  in  Bück- 
sicht des  für  V  gegebenen  Zahlenwerts  und 
in  Bücksicht,  dass  nach  der  Erkl.  682  a  = 

CK 

2^'2  Minuten,  mithin  -^  ==■  1^'«  Minuten  ist. 
die  gesuchte  Entfernung  x  berechnen  kann. 
Da  -^  ein  kleiner  Winkel  ist,  so  kannmao 

bei  der  numerischen  Berechnung  der  g^ 
suchten  Entfernung  x  mittels  der  Gleich.  A<. 
nach  der  Erkl.  662: 

a  1'  1'  1 

tg  -gf  =  *«  1  V  =  wcl-j-  =  1  -^  .  arcl' 

=  1  i  •  0,00029088209 
4 

oder  nach  der  Erkl.  671 : 


'^-2=^-4 


3437 


setzen. 


Aufgabe  1124.  Wie  lang  muss  der  Mi- 
nutenzeiger einer  Uhr  sein,  damit  das  ge- 
sunde unbewaffnete  Auge  eines  Beobachters, 
welches  sich  in  einer  Entfernung  von  a  = 
20  cm  von  dem  Zeiger  befindet,  das  in  jeder 
Sekunde  stattfindende  Fortrücken  des  Mi- 
nutenzeigers gerade  noch  wahrnehmen  kann? 


Figur  472. 


Andeutung.  Ist,  siehe  Figur  472,  A  <üf 
Spitze  des  Minutenzeigers  einer  Uhr,  welcLü 
im  Gang  ist,  so  wird  das  in  C  b^ndlieb« 
Auge  eines  Beobachters  nach  einer  bestimntefl 
Zeit  diese  Spitze  nicht  mehr  in  A,  sonden 
z.  B.  in  A^  sehen.  Ist  jene  gedachte  Zu- 
gleich einer  Sekunde,  so  ist  der  von  de: 
Spitze  des  Minutenzeigers  zurückgelegte  Wt^ 
AA^  (=  y)  das  Bogenstück  eines  Kreise 
dessen  Badius  gleich  der  gesuchten  Länge 
des  Minutenzeigers  ist  Dieses  Bog^enstuck 
kann  man  aber  zunächst  wie  folgt  berechne 

Gemäss  der  Aufgabe  ist  die  Entfentirg 
des  beobachtenden  Auges  C  von  der  Spiiz- 
des  Zeigers  gegeben,  dieselbe  ist  a  ==  20  es 
femer  ist,  da  dem  Auge  der  pro  Sekunde  v<  i: 
der  Spitze  des  Minut^izeigers  zurQckgelef  r 
Weg  AA^  (==  y)  gerade  noch  siebtbar  sc? 
soU  oder  gerade  verschwinden  soll  der  Seb- 
winkel  ACA^  oder  a  bekannt,  derselbe  i: 
nach  der  Erkl.  682  =  2Vs  Minuten.  Da  b2 
für  einen  solchen  bestimmten  Sehwinkel  ster- 
angenommen  wird,  dass  sich  das  Au^ 
senkrecht  über  der  Mitte  D  der  Verbindancv 
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linie  AA^  befindet,  siehe  Erkl.  677,  so  hat 
man  die  rechtwinkligen  Dreiecke  ADC  nnd 
A^DC.  Ans  jedem  derselben  ergibt  sich 
die  Kelation: 

^    (^       y 

^2  2 

oder : 

A)  .  .  .  .   y  =  2a.  tg-^ 

nach  welcher  Oleichung  man,  analog  wie  in 
voriger  Aufgabe,  das  in  der  Sekunde  znrück- 
gelegte  Bogenstäck  y  berechnen  kann. 

Znr  Berechnung  der  gesnchten  Länge  x 
des  Minutenzeigers  beachte  man,  dass  nach 
der  Erkl.  461  zwischen  dem  zu  einem  Centrie- 
Winkel  von  ^  gehörigen  und  in  Längen- 
einheiten ausgedrückten  Bogen,  bog  j^,  und 
dem  Eadius  r  des  zugehörigen  Kreises  die 
Relation  besteht: 

bogi90=:r;r.-^ 

Setzt  man  in  dieser  Gleichung  für  bog  ^ 
den  nach  Gleichung  A)  berechneten  und  in 
Längeneinheiten  (cm)  ausgedrückten  Bogen 
//  (=  AA^^  welcher  gemäss  der  Aufgabe  zu 
einem  Oentriewinkel  V*  gehört,  dementspre- 
chend ^  ==  1"  und  180<>  =  180  ■  60'  •  60", 
so  erhält  man  zur  Berechnung  des  gesuchten 
Radius  r  (=  .r)  die  Relation : 

1 


oder: 


180  .60-60 
_  y  .  180  .  60  .  60 


71 

nach  welcher  Gleichung  man,  wenn  f/  be- 
rechnet ist,  die  gesuchte  Länge  x  des  Mi- 
nutenzeigers berechnen  kann. 


m)   Aufgaben  über  die  Teilung  von  GrundetUcken ,  über  Grenzregulirungen  und 

Flächenbestimmungen. 

An&abe  1125.  Die  zwei  Seiten  AC 
und  ^C  eines  dreieckigen  Feldes  ABC  sind 
b  =  1400  und  a  =  1100  m  lang  und  der 
von  diesen  Seiten  eingeschlossene  Winkel  y 
beträgt  48®  40'  50".  Von  diesem  Feld  soll 
ein  nach  der  Spitze  C  hin  liegendes  Stück 

mit  dem  Inhalt/=  264380  qm  80  abgeteilt  Andeutung.  Znr  FeststeUmig  der  ge- 
werden  dass  die  festziiliegende  Teillime  nut    ^^^^^^  ,j,^^^    dargesteUt  durch  die  Liiie 

«n^viT*  ^^^^=  ^^^"'f  ^^"f^^  ^'^^,f  I>E  in  der  Fl^  473,  berechne  man  die 
^<>.,^.'l?«*:.  Man  8oU  die  Lage  der  gedachten  Entfemnngen  CD  (=  x)  und  CE  (=  y); 
Teilhnie  teststeUen.  dies  kam»  man  wie  folgt: 

Für  den  gegebenen  Inhalt  F  des  abzu- 
teilenden dreieckigen  Stucks  CDE  hat  man 
nach  der  Erkl  151: 
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Figur  473. 


a) 


F  = 


2 


&my 


Femer  ergibt  sich  nach 
der  Sinosregel  aas  dem  Drei- 
eck CDE  die  Relation: 

X  sin  2  fi  —  iß-T  y) 

y  sind 

oder  in  Rücksicht  der  Erkl.  66 : 

x_  _  8in(#-+-y) 

•  •  •  '~~'~  -^^  ^~ 


b) 


sin<f 

Aus  den  Gleichungen  ai 
und  b),  welche  nnr  cUe  Un- 
bekannten X  und  y  enthalten, 
kann  man  leicht  diese  Un- 
bekannten bestimmen;  man 
erhält  allgemein: 


A)  .  X 
und 

B)  ^y 


-i- 


2F-8in(<r  +  y) 
sinif  dn/ 


=V^ 


2*F8in4r 


8in(<f-j~y)8iiiy 

Erkl«  688«  Erhält  man  bei  der  Auflösung  nach  diesen  Gleichungen  kann  man,  in  Rück- 
-der  Aufgabe  1125  fttr  x  oder  für  y  einen  Wert,  gicht  der  für  F,  ö  und  y  gegebenen  Zahlen- 
weicher grösser  als  die  Seite  AC,  bezw.  als  ^erte,  die  Strecken  a?  und  y  berechnen,  durch 
^e  Seite  -BC  des  dreieckigen  Feldes  ist,  so  ge-  Abmessung  dieser  Strecken  die  Lage  der 
suket  sich  die  Auflösmig  der  Aufeabe  etwas  rj.^^^^  |^  bestimmen.     (Siehe  dif  ErkL 

Ergibt  sich   z.  B.  nach   der  stattgehabten   ^^^  ^^^  ^^^'^ 
Berec^iung,  dass  die  Strecke  y  grösser  als 
die  Dreiecksseite  CB  ist,  siehe  Fi^r  473,  so 
kann  der  Punkt  E  nicht  mehr  in  die  Seite  CB 
fehlen,  sondern  er  wird,  wie  in  der  Figur  474 

angedeutet,  in  die  Seite  AB,  z.  B.  in  den  Punkt  Figur  474. 

E^  ^u  liegen  kommen.  In  die- 
sem Fall  muss  man  zur  Fest- 
stellung der  Teillinie  DE^  die 
Entfernungen  AD  {=  Xi)  und 
AE^  (=  yi)  der  Punkte  D  und 
El  von  der  Ecke  A  berechnen 
imd  zwar  wie  folgt: 

Aus  den  gegebenen  Seiten 
u  und  h  und  dem  gegebenen 
Winkel  y  des  Dreiecks  ABC 
berechne  man  zunächst,  wie 
in  Auflösung  der  Aufgabe  118 
gezeigt  wurde,  den  Winkel  a 
{bezw.  ß)  und  die  Seite  AB 
•(=  c),  sowie  den  Inhalt  des 
Dreiecks  ABC, 

Subtrahiert  man  Ton  dem 
hiemach  berechneten  Inhalt  des 
Dreiecks  ABC  den  gegebenen 
Inhalt  F,  welchen  das  abzu- 
schneidende Stück  CDE^B  der 
Angabe  gemäss  haben  soll,  so 
«rhält  man  den  Inhalt  des  ge- 
dachten Dreiecks  ADE^. 

Nach  diesen  Berechnungen  kann  man  zur 
Berechnung  der  Strecken  x^  und  y^  verfahren, 
wie  in  nebenstehender  Andeutung  gesagt  wurde. 


^'" 


Preisgekrönt  in  Frankfurt  a.  M.  1881. 


Der  ausführliche  Prospekt  und  das  ausführliche  In- 

haltsyerzeichnis  der  „vollständig  gelösten  Aufgabensammlung 
von  Dr.  Ad.  Kleyer"  kann  von  jeder  Buchhandlung,  sowie  von 
der  Verlagshandlung  gratis  und   portofrei   bezogen  werden. 

Bemerkt  sei  hier  nur: 

1).  Jedes  Heft  ist  aufgeschnitten  nnd  gut  hrochiert,  um  den  sofortigen  und  dauern- 
den Gebrauch  zu  gestatten. 

2).  Jedes  Kapitel  enthält  sein  besonderes  Titelblatt,  Inhaltsverzeichnis,  Berichtigungen 
und  Erklärungen  am  Schlüsse  desselben. 

3).  Auf  jedes  einzelne  Kapitel  kann  abonniert  werden. 

4).  Monatlich  erscheinen  3 — 4  Hefte  zu  dem  A^bonnementspreise  von  25Pfg.  pro  Heft. 

6).  Die  Reihenfolge  der  Hefte  im  nachstehenden,  kurz  angedeuteten  Inhaltsverzeich- 
nis ist,  wie  aus  dem  Prospekt  ersichtlich,  ohne  jede  Bedeutung  für 
die  Interessenten. 

6).  Das  Werk  enthält  AUes,  was  sich  überhaupt  auf  mathematische  Wissenschaften 
bezieht,  alle  Lehrsätze,  Formeln  und  Regeln  etc.  mit  Beweisen,  alle  praktischen 
Aufgaben  in  vollständig  gelöster  Form  mit  Anhängen  ungelöster  analoger  Auf- 
gaben und  vielen  vortrefflichen  Figuren. 

7).  Das  Werk  ist  ein  praktisches  Lehrbuch  für  Schüler  aller  Schulen,  das 
beste  Handbuch  für  Lehrer  und  Examinatoren,  das  vorzüglichste  Lehrbuch 
sum  Selbststudium,  das  vortrefflichste  Nachschlagebuch  für  Fachleute  und 
Techniker  jeder  Art. 

8).  Alle  Buchhandlungen  nehmen  Bestellungen  entgegen. 


Das  vollständige 

Inhaltsverzeichnis 

der  bis  jetzt  erschienenen  Hefte 

kann  durch  jede  Buchhandlung  bezogen  werden. 


Halbjährlich  erscheinen  Nachträge  über  die  inzwischen  neu  erschienenen  Hefte« 


Druck  von  C»rl  Hammer  in  Stottgul« 
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Ebene  Trigonometrfe. 


Vollständig  gelöste    '        ^ 

Aufgaben-SaiffmllÖlg^ 

-  nebst  Anhängen  ungelöster  Aufgaben,  für  den  Schul-  &  Selbstunterricht  - 
li^bi  iml  EitilcUiiiii  dtr  buntittn  Sitii,  Formtli,  Begtli  In  Fngin  ml  iitf  OTtin 

erl&utert  durch 

viele  Eolzschmtte  i,  Uthogiaph.  Tafeln, 

ans  allen  Zweiges 

der  Beehenknnst,  der  niederen  (Algebra,  Planiinetrie,  Stereometrie,  ebenen  n.  ipUalichen 

Trigonometrie,  spithetiBchen  Geometrie  etc.)  n.  hOberen  MithenuUk  (höhere  Analyiit, 

Differential-  n.  Integral-Redumiig,  analytifiche  Geometrie  der  £bene  o.  dei  lUomei  etc.);  — 

ans  nUen  Zweigen  der  Phjsik,  Mechanik,  OraphoflUtlk,  Chemie.  QeodMe,  Nutlk, 

mathemat.  Geo^anhie,  Astronomie;  des  Haaehlnen-,  Straften-,  Qaenbahn-,  WaBaer>, 

Brflaben-  u.  Hoohban'g;  der  KonatmktlonBlehreo  ab:  darstelL  Geonetrle,  Polar-  n. 

Parallel'FerBpeetlre,  SehattenkenstmkUonen  etc.  etc. 

ftr 

Schaler,  studierende,  KandidateD,  Lehrer,  Techniker  jeder  Art,  Militärs  etc. 

zum  einzig  richtigen  und  erfolgreichen 

StudUum,  zar  Torth&lfa  bei  Sehn] arbeiten  tmd  znr  rationdlleiL  Verwertung 

der  exakten  Wissenachaften , 

henuugegeben  von 

Dr.  Adolph  Kleyer, 

Ualhaimitik«!,  Tenldelet  kOnlgL  pranii.  Feldmxisi,  rereidet«  groiih.  hMiliohar 

in  Frankfurt  a.  X. 
unter  Mitwirkang  der  bew&hrteaten  Er&fte. 


Ebene  Trig^onometrie. 

Fortsetzung  von  Heft  355.  —    Seite  801—816.     Mit  15  Figuren. 


im  FcLamBaieDl,  FortaetiDDg.  —  Aurgubaa'Bber  dis  TdUui 
d  FlScheobeitlnnnoogoii.  —  ADfgBbnn  ao«  der  msthamsti 
.  —  A.iir,ii>beii.  la  weUbsn  Being  auf  d)*  Brbcbung  1011  Pi 


I  Stuttgart  1887. 

Verlag  von  Julius   Maier. 

p^p  Das  vollständige  Inhaltsverzeichnis  der  bis  jetzt  erschienenen  Hefte  kann 


Preisgekrönt  in  Frankfurt  a.  M.  1881. 

PROSPEKT. 

Dieses  Werk,  welchem  kein  iUmlicbes  zur  Seite  steht,  erscheint  monatlich  in  3—4 
Heften  zu  dem  billicren  Preise  von  25  ^  pro  Heft  nnd  bringt  eine  Sammlung  der  wichtig- 
sten und  praktischsten  Aufgaben  aus  dem  Gesamtgebiete  der  Mathematik ,  Physik, 
Meehaniky  math*  Geographie^  Astronomie^  des  Masehinen-,  Strassen-,  Eisenbabn-, 
Brücken-  und  Hochbaues,  des  konstrnktiTen  Zeielinens  etc.  etc.  nnd  zwar  in  ToHst&odi; 
gelSster  Form,  mit  yielen  Figuren,  Erklärungen  nebst  Angabe  und  Entwiekelong  der 
benntasten  Sätze,  Formeln,  Regeln  in  Fragen  mit  Antworten  etc.,  so  dass  die  Lösung 
jedermann  verständlich  sein  kann,  bezw.  wird^  wenn  eine  grössere  Anzahl  der  Hefte  er- 
schienen ist,  da  dlesellien  sich  in  ihrer  Gesamtheit  ergänzen  und  alsdann  auch  alle 
Teile  der  reinen  und  angewandten  Mathematik  —  nach  besonderen  selbstAndigen  Kapi- 
teln angeordnet  —  vorliegen. 

Fast  jedem  Hefte  ist  ein  Anhang  von  nngelSsten  Aufgaben  beigegeben,  welche  der 
eigenen  Lösung  (in  analoger  Form,  wie  die  bezOglichen  gelösten  Aufgaben)  des  Studierenden 
flberlassen  bleiben,  und  zugleich  von  den  Herren  Lehrern  f&r  den  Schulunterricht  benatzt 
werden  können.  —  Die  Lösungen  hierzu  werden  später  in  besonderen  Heften  für  die  Hand  des 
Lehrers  erscheinen.  Am  Schlüsse  eines  jeden  Kapitels  gelangen:  Titelblatt,  Inhaltsverzeich- 
nis, Berichtigiiniir^n  und  erläuternde  Erldämnur^n  fiber  das  betreifende  Kapitel  zur  Ausgabe. 

Das  Werk  behandelt  zunächst  den  Hauptbestandteil  des  mathematisch-naturwisseii- 
Bchaftlichen  ünterrichtsplanes  folgender  Schulen:  Bealsehulen  I.  nnd  II.  Ord.,  gleieh- 
berechtigten  höheren  Bfirgerschulen,  Privatsehulen,  Gymnasien,  Realgymnasien,  Fr«- 
gymnasien,  Schnllehrer- Seminaren,  Polytechniken,  Techniken,  Baugewerkachnlen, 
Gewerbeschulen,  Handelsschulen,  teclin.  Torbereitungsschnlen  aUer  Arten,  gewerbliebe 
Fortbildungsschulen,  Akademien,  Universitäten,  Land-  und  Forstwissenschaftsscholen, 
Militärschulen,  Torbereitnngs- Anstalten  aller  Arten  als  z.  B.  für  das  Eli^ährig-Frei^ 
wiUige-  nnd  Offlziers-Examen,  etc. 

Die  SchUer,  Studierenden  und  Kandidaten  der  mathematischen,  technischen  nsd 
naturwissenschaftlichen  Fächer,  werden  durch  diese.  Schritt  für  Schritt  gelöste,  Aufgaben- 
sammlung immerwährend  an  ihre  in  der  Schuld  erworbenen  oder  nur  gehörten  Theorien  etc 
erinnert  und  wird  ihnen  hiermit  der  Weg  zum  nnfehlbareil  Auffinden  der  Lösungen  de^ 
jenigen  Aufgaben  gezeigt,  welche  sie  bei  ihren  Pröfinngen  zu  lösen  haben,  zugleich  aber  aach 
die  fiberaus  grosse  Fruchtbarkeit  der  mathematischen  Wissenschaften  vorgefahrt. 

Dem  Leiirer  soU  mit  dieser  Aufgabensammlung  eine  kriUtige  Stütze  für  den  Schal- 
unterricht geboten  werden,  indem  zur  £2rlemung  des  praktischen  Teiles  der  mathematischen 
Disziplinen  —  zum  Auflösen  von  Aufgaben  —  in  den  meisten  Schulen  oft  keine  Zeit  er- 
übrigt werden  kann,  hiermit  aber  dem  Schüler  bei  seinen  häuslichen  Arbeiten  eine  voll- 
ständige Anleitung  in  die  Hände  gegeben  wird,  entsprechende  Aufgaben  zu  lösen,  die  ^* 
habten  Regeln,  Formeln,  Sätze  etc.  anzuwenden  und  praktisch  zu  verwerten.  Lnst,  Liebe 
und  Terständnis  für  den  Schul-Ünterricht  wird  dadurch  erhalten  nnd  belebt  werden. 

Den  Ingenienren,  Architelcten,  Technikern  und  Fachgenossen  aller  Art,  Militärs 
etc.  etc.  soll  diese  Sammlung  zur  AufTrlschung  der  erworbenen  und  vielleicht  vergessenen 
mathematischen  Kenntnisse  dienen  und  zugleich  durch  ihre  praktischen  in  aUen  Benfs- 
zweigen  vorkommenden  Anwendungen  einem  toten  Kapitale  lebendige  Kraft  verleihen  urd 
somit  den  Antrieb  zu  weiteren  praktischen  Terwertnngen  und  weiteren  Forschungen  geben. 

Alle  Buchhandlungen  nehmen  Bestellungen  entgegen.  Wichtige  und  praktische  Auf- 
gaben werden  mit  Dank  von  der  Redaktion  entgegengenommen  und  mit  Angabe  der  Namen 
verbreitet.  —  Wünsche,  Fragen  etc.,  welche  die  Redaktion  betreffen,  nimmt  der  Terfaseer, 
Dr.  Kleyer,  Frankfurt  a.  M.  Fischerfeldstrasse  16,  entgegen  und  wird  deren  £rledigiing 
thunüchst  berücksichtigt 

Stuttgart.  Die  Yerlagshandluiig, 
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Wobei  man  aber,  wie  vorstehend  erwähnt,  zn- 
nächst  den  Inhalt  des  Dreiecks  ADE^  (derselbe 
ist  gleich  dem  Inhalt  des  ganzen  Dreiecks  ABC 
weniger  dem  gegebenen  Inhalt  des  abzu- 
schneidenden, nach  der  Spitze 
C  hin  liegenden  Flächenstücks 
CDE^B),  sowie  die  Seite  c 
und  den  Winkel  a  des  Dreiecks 
berechnen  muss  (s.  Erkl.  684). 


Erkl.  684.  Ist  dnrch  die 
Auflösung  der  Angabe  1126  x 
grösser  als  die  Seite  CA  ge- 
fanden  worden ,  siehe  Fig.  473 
imd  die  Erkl.  688,  so  mnss  die 
Teillinie  D^  die  in  Figur  476 
durch  E^D^  angedeutete  Lage 
haben  und  man  muss  zur  Be- 
stimmung der  Lage  derselben 
die  Abschnitte  o?,  und  y,  be- 
rechnen, analog  wie  in  voriger 
Erkl.  688  angegeben  wurde,  in- 
dem man  zunächst  den  Inhalt 
imd  den  Winkel  d^  des  Drei- 
ecks BDj^^,  sowie  die  Seite  c 
und  den  Winkel  ß  des  ganzen 
Dreiecks  ABC  berechnet. 


Erkl.  «85.  Die  Auflösung  der  Angabe  1126 
ist  unmöglich,  wenn  der  gegebene  Inhalt  F 
der  abzuschneidenden  Fläche  grösser  als  der 
Inhalt  der  gegebenen  dreieckigen  Fläche  ABC 
ist,  was  wom  vor  der  Berechnung  zu  unter- 
suchen ist;  dies  geschieht,  indem  man  den  In- 
halt der  Fläche  ABC  aus  dessen  gegebenen 
Stacken  berechnet  und  denselben  mit  dem  ge- 
gebenen Inhalt  F  des  abzuschneidenden  Sttlcks 
vergleicht. 


Figur  475. 


Aufgabe  1126.  Von  einem  dreieckigen 
Grundstück  ABC,  siehe  Figur  476,  wurde 
gemessen  BC  =  a  =  108,4  m,  AC  =  &  = 
91  m  und  7  =  41®  30'  10".  Dieses  Grund- 
stück soll  durch  zwei  zu  ^^  parallele  Ge- 
raden DG  und  HJ  so  in  drei  Teile  zerlegt 
werden,  dass  der  Inhalt  des  nach  der  Spitze 
C  hin  liegenden  Teils  f^  =  580  qm  und  der 
Inhalt  des  folgenden  Teils  f^  =  820,3  qm 
gross  wird;  wie  gross  müssen  die  Strecken 
CH,  CJ,  CD  und  CG  sein,  durch  deren  Ab- 
messung die  Lage  der  Teillinien  DG  und 
HJ  bestimmt  werden  kann? 


Andeutung.  Nach  der  Erkl.  151  besteht 
zwischen  dem  Inhalt  f^  des  Dreiecks  CHJ, 
siehe  Figur  476,  dessen  Seiten  x  und  y  und 
dem  von  denselben  eingeschlossenen  Winkel  / 
die  Relation: 


a)  .  .  .  7 ,  — 


x-y 


wny 


Da  die  Teillinie  HJ  gemäss  der  Aufgabe 
parallel  AB  sein  soll,  mithin  die  Dreiecke 
ABC  und  HJC  ähnlich  sind,  so  ergibt 
sich  in  Rücksicht  dessen  aus  der  Figur  die 
Proportion: 


Kleyer,  Ebene  Trigonometrie. 


i.\  X         a 

b)  .  .  .   —  =  -r- 


51 


802 


Ebene  Trigonometrie  in  ihrer  Anwendung. 


Aas  den  beiden  Gleichongen  a)  und  bi. 
welche  nur  die  Unbekannten  x  und  y  ent- 
halten, kann  man  leicht  x  nnd  y  berechneo. 

In  ganz  analoger  Weise  lomn  man  in 
Rücksicht,  dass  der  Inhalt  des  Drdeeka 
CDG  =  /*!  4-/2  ist,  die  Strecken  x^  nnd" 
berechnen. 


Figur  476. 


-    ■  "     *     • 


Aufgabe  1127.  Von  dem  dreieckigen 
Grundstück  ABC,  siehe  Figur  477,  wurden 
die  Grenzlinie  A  C  und  die  Winkel  a  und  y, 
welche  dieselbe  mit  den  beiden  andern  Grenz- 
linien bildet,  gemessen  und  gefunden  AC  = 
Z»  =  500  m,  «  =  ßS^  20'  4,8"  und  y  =  37<> 
.  26'  22,4".  Dieses  Grundstück  soll  durch  drei 
zur  Seite  AB  parallele  Linien  so  in  vier 
Teile  geteilt  werden,  dass  der  nach  der  Spitze 
C  hin  liegende  Teil  /\  =  572  qm,  der  nach 
der  gegenüberliegenden  Grenze  AB  hin  lie- 
gende Teil  f^  =  880  qm  enthält,  und  dass 
die  beiden  mittleren  Teile,  von  welchen  der 
nach  C  hin  liegende  der  kleinere  sein  soll, 
sich  wie  4 : 9  verhalten.  Man  soll  die  Lage 
der  Teillinien  bestimmen. 


Andeutung.  Man  berechne  zunächst,  £<« 
Figur  477,  aus  der  Seite  AC  (=  b)  und  dal 
derselben  anliegenden  Winkeln  a  und  ;,  ^J 
in  Auflösung  der  Aufgabe  117  gezeigt  vcri 
die  Seite  a  und  den  Inhalt  F  des 
Dreiecks  ABC.  Dann  berechne  mui 
Inhalt  der  beiden  mittleren  Teile  lU' 
und  KLJH  mittels  der  Belationen: 


und 


a) 


A  +  f3  =  -F'-(A  +  /*) 


b)  .  .  .  f, :  /j  =  4 :  9 

Dann  berechne  man  die  Abschnitte  l 
und  y^,  bezw.  x^  und  y^,  x^  und  5^3  aati 
wie  in  der  Andeutung  zur  vorigen  Aaf&' 
1126  gesagt  w*urde. 


Aufgaben  aus  der  pnkktiBcheu  Geometrie  (dem  FelÜineaaen). 
Fignr  477. 


^^^■^^^--r^i^ 


Aofg&be  1128.  Ein  GnmdstUck  hat  die 
Form  des  durch  die  Figur  478  da^restellten 
Dreiecks  ABC.  Durch  Messung  wurde  ge- 
fundeK  AG  =  i)  =  Si(im,  AB  =  c  =  615 m 
tmd  y  =  100"  10'  30^".  Dieses  Grundstück 
soll   durch  zwei  senkrecht  zn  AB  stehende 

TeilÜoien  bo  fn  drei  Bauplätze  geteilt  werden,  Andftntun^.  Uan  kennt  von  dem  Dreieck: 
daas  von  B  ab  gerechnet,  jeder  folgende  ABC,  siehe  Figur  478,  zwei  Seiten  6  und  <■, 
Bauplatz  9850  qm  mehr  Inhalt  hat  als  der  sowie  den  der  grossem  dieser  Seiten  gegen- 
nächatvorhei^ehende.  Man  soll  die  Lage  fiberliegenden  Wmkel  y;  wie  m  Aufgabe  120 
der  Teillinien  bestimmen.  gezeigt,  kuin  man  aus  diesen  Stucken  den 

Inhalt  des  Dreiecke  ABC,  deesai  Seite  a 
und  dessen  Winkel  «  und  ß  berechnen. 

Sind  diese  Stncke  berechnet,  so  berechne 
man  die  Inhalte  fi,  f^  und  /*,  wie  folgt: 
Gemäss  der  Aufgabe  ist: 

a)  .  .  .  /■,  =  /', -1-9850  4m 
und 

b)  .  .  .  /,  =  /■,-!- 9650  qm 
Ferner  besteht  die  Selation: 

c)  .  .  .  F=U^U-YU 

Ans  den  Gleichungen  a)  bis  c)  erhält  man: 
d)  .  .  .  F  =  A-i-0',-t-ö85O)-|-0',-(-2-985O) 
und  mittels  dieser  Gleichung  kann  man  /*,  be- 
rechnen; dann  kann  man  nach  den  (rleich.  a) 
und  b)  den  Inhalt  f^,  bezw.  den  Inhalt  f^ 
bereohnen. 

Kach  dieser  Berechnung  kann  man,  in 
Bäcksicht,  dass  die  Teillinien  GB  und  JH 
senkrecht  zur  Seite  AB  stehen  sollea,  dass 
also  hiemach  die  in  der  Fignr  durch  b  be- 
zeichneten Winkel  bekannt  sind,  indem  sie 
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Ebene  Trigonometrie  in  ihrer  Anwendung. 


Je  =  90^  betragen  müssen,  die  Strecken  ., 
nnd  ^1,  bezw.  x^  und  y,  beroehnen,  wie  in 
Anflösung  der  Aufgabe  1125,  bezw.  in  da 
ErkL  683  und  684'  gesagt  wurde  (siehe  die 
Erkl.  686). 

Mittels  dieser  bereehneten  Strecken  kuui 
man  durch  Abmessen  derselben  die  Lag» 
jener  Teülinien  vollkommen  bestimmen. 


Figur  478. 


Erkl*  686«  Die  nach  nebenstehender  An- 
deutung zu  berechnenden  Strecken  a?j  und  y^, 
bezw.  x^  und  y,,  siehe  Figur  478,  kann  man 
auch  berechnen,  wie  in  Andeutung  zur  Auf- 
gabe 1126  gesagt  wxurde,  wenn  man  berück- 
sichtigt, dass  die  zu  AB  senkrechten  Teil- 
linien GD  und  JE  parallel  der  zur  Seite 
AB  gehörigen  Höhe  CM  sein  müssen,  siehe 
Figrur  479.  'Hierbei  muss  man  die  Inhalte  der 
rechtwinkligen  Dreiecke  AMC  und  BMC  be- 
rechnen, indem  man  aus  h  un4  ««  bezw.  aus  a 
und  ß  die  Seitenabschnitte  AM  und  BM  be- 
rechnet und  dann  die  in  der  Erkl.  151  aufge- 
stellte Formel  in  Anwendung  bringt. 


Figur  479. 


c 


Aufgaben  aus  der  praktischen  Geometrie  (dem  feldmessen).  805 

Angabe  1129.  Die  zwei  Seiten  J9C  und 
äC  eines  dreieckigen  Feldes  ABC  bilden 
miteinander  den  Winkel  y  =  56^  30'  20''  und 
sind  bezw.  a  =^  1250  und  b  =  1070  m  lang. 
Dieses  Dreieck  soll  durch  drei  Linien,  welche 
die  Seite  CA  {=  6),  bezw.  unter  den  Win- 
kel dl  =  55«,  «8  =  38«  und  d^  =  48«  30' 
schneiden,  in  vier  Teile  geteilt  w^en,  deren 
Inhalte  von  der  Spitze  C  aus  gezählt,  der 
Reihe  nach  in  dem  Verhältnis  5 : 4 :  10 :  14 

stehen.    Man  soll  die  Lage  der  gedachten        .^^  »ct.       i.  «u*  ^^ 

Teillinien  bestimmen,  welche  von  der  Spitze  .  Andeutung.  Man  berechne  zunächst,  wie 
C  ab  der  Reihe  nach  mit  D.E..  D.E.  und  mAuflösmig  der  Aufgabe  118  gezeigt  wurde, 
D^E^  bezeichnet  seien.  aus  a.  6  und  y  den  Inhalt  i?'  des  Dreiecks 

"   ^  ABC.    Dann  berechne  man  die  Inhalte  /\, 

/*„  /*3  und  f^  der  einzeken  Teüe,  in  welche 
das  ganze  Feld  zerlegt  werden  soll.  Diese 
Berechnung  kann  man  wie  folgt  ausfähren: 

Oemäss  der  Aufgabe  besteht  die  Belation: 

f,:/,:/3:/,!=  5:4:10:14 

Bringt  man  in  bezug  auf  diese  laufende 
Proportion  den  in  der  Erkl.  234  angeführten 
Summensatz  in  Anwendung,  so  erhält  man: 

6+|i+§±^  =  ^  oder  =  A  oder  = 

und  hieraus  ergeben  sich,  da: 

nämlich  gleich  dem  berechneten  Inhalt  jF  der 
ganzen  zu  teilenden  Fläche  ABC  ist: 

'  •  •  •  •    33  —    5 

b)  ^  =  A 

/    •    •    •    •      oo 


c)  ^  =  -A 

U^  .  .  .  .  Qrt  — 


33  4 

33  "■  10 


und 


Ü)  .  .  .  .  -Q^         


33         14 

nach  welchen  Gleichungen  man  die  Inhalte 
fv  /f»  U  ^^  fi  ^®r  einzehien  Teüe  berech- 
nen kann. 

Nach  dieser  Berechnung  kann  man,  da 
hiernach  die  Inhalte  der  Dreiecke: 
CD,E,^f, 

CD^E^  =  f^+U 
CD,E,  =  f,  +  f,  +  f, 

bekannt  sind,  zur  Bestimmung  der  jeweiligen 
Abschnitte  der  gedachten  Teillinien:  D^E^, 
D^E^^  D^E^  auf  den  Dreiecksseiten  ver- 
fahren, wie  in  Andeutung  zur  Aufgabe  1125 
und  in  den  Erkl.  683  und  684  angegeben 
wurde. 
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Btimmen. 


Figur  480. 


Aufjgabe  1130.  Man  liat  ein  dreieckiges 
Gnindstück  ABCt  siehe  Figur  480:  gemessen 
wurde: 

^C=  &  =  810m 

BC  =:  a  =  885  m 
und 

a  =.  810  52'  26,4" 

Dieses  Grundstück  soll  von  einem  auf  der 
Seite  AC  liegenden  Punkt  P,  welcher  von 
C  um  c^  =  250  m  entfernt  ist,  so  in  vier 

Teile  geteilt  werden,  dass  sich  dieselben,  von  Andeutung.  Von  dem  Dreieck  ABC, 
der  Edce  C  an  gerechnet,  wie  1:2:3:4  ver-  siehe  Figur  480,  kennt  man  die  Seiten  a  noi 
halten.    Man  soll  die  Lage  der  Teillinien  be-  b,  sowie  den  der  grösseren  dieser  Seiten  geg^- 

überliegenden  Winkel  a;  man  kann  somit,  ^e 
in  Auflösung  der  Aufgabe  120  gezeigt  Word*-, 
den  Inhalt  F  des  Dreiecks,  sowie  die 
Seite  c  desselben  berechnen;  dann  kam 
man  die  Inhalte  /j,  /g,  f^  und  f^  be- 
rechnen, wie  in  Andeutung  zur  Am- 
gäbe  1129  gesagt  wurde. 

Da  jedes  der  Dreiecke  CPD,  CPE 
und  PGA  mit  dem  Dreieck  ABC 
einen  gleichen  Winkel  hat,  so  kann  man 
zur  Berechnung  der  Strecken  x^,  ^^ 
und  x^  den  in  der  £ä*kl.  687  angcMr- 
ten  planimetrischen  Satz  in  Anwen- 
dung bringen. 

Nach  diesem  Satz  ergeben  sich  au 
der  Figur  480  bezw.  die  EelationeD: 

a)  .  .  .  F:/",  =  a^hid'X^ 

b)  .  .  .  F'.{U  +  U)=ia^h.d'X, 
und 

c)  .  .  .  jP:/^  =  h'CiQ>  —  d)'/. 


ErkK  687.     Ein    planimetrischer  Lehrsatz 
heisst : 

,,Die  Inhalte  zweier  Dreiecke,  welche 
einen  Winkel  gleich  haben,  verhalten  sich 
wie  die  Produkte  der  diesen  Winkel  ein- 
schliessenden  Seiten." 

(Siehe  die  Teile  der  Encyklopädie ,  welche 
über  Planimetrie  handeln.) 


nach  welchen  die  Strecken  x^^  x^  und  x,  be- 
rechnet werden  können,  wobei  jedoch  dk 
Erkl.  683  zu  berücksichtigen  ist. 

Sind  diese  Strecken  berechnet,  so  kann 
man  dieselben  auf  den  Grenzen  des  Gnmi- 
Stücks  abmessen,  und  somit  die  Punkte  h^ 
H  und  Gf  bezw.  die  Lage  der  Teilliniai  Fh- 
PH  und  PG  bestimmen. 


Aufgabe  1131.  Die  Grenzlinien  eines 
dreieck^en  Feldes  ABC,  siehe  Figur  481, 
wurden  gemessen  und  gefunden: 

5C=  a  =  882  m 

^C=fe  =  479m 

AB  =  c  =  292  m 

Auf  der  Verlängerung  der  Grenzlinie  AC 
beendet  sich  um  df  =  45  m  von  der  Ecke  C 
entfernt  ein  Punkt  P.  Das  Grundstück  soll 
so  in  zwei  Teile  geteilt  werden,  dass  deren 
Inhalte  f^  und  /2  in  dem  Verhältnis  2:8 
stehen,  und  dass  die  Teillinie  durch  jenen 
Punkt  P  geht.  Man  soll  die  Lage  dieser 
Teillinie  bestimmen. 


Andeutung.  Man  berechne  zunächst  ^^ 
den  drei  Seiten  des  Dreiecks,  wie  in  Aoi- 
lösung  der  Aufgabe  119  gezeigt  wurde,  des 
Inhalt  F  des  Dreiecks,  sowie  dessen  drd 
WinkeL  Dann  berechne  man  mittels  der  Ke- 
lationen : 
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Fignr  481. 


P 


1 1 


d) 


Angabe  1132.  Von  einem  viereckigen 
Feld  AB  CD,  welches  die  durch  die  Fig.  482 
dargestellte  Form  hat,  wurde  die  Seite  AB 
gemessen  und  dafür  a  =  1580  m  gefunden; 
femer  wurden  die  Winkel  a  =  52^  30'  40" 
und  j3  =  68^  10'  8"  gefunden.  Von  diesem 
Feld  soll  durch  eine  zu  AB  parallele  Linie 
i:-F  ein  Stück  AB  FE  von  dem  Inhalt 
/==  79000  qm  abgeteilt  werden;  wie  gross 
müssen  die  Strecken  AE  {=  x)  und  BF 
(=y)  sein? 


und 


a) 


F  =  f,  +  f, 


b)  .  .f,:f,  =  2:B 

die  Inhalte  t\  ^^^  /s  ^^^  einzelnen  Teile. 
Zur  Berechnung  einer  der  Strecken  x,  i/,  z 
oder  v^  siehe  Fig.  481,  durch  welche  die  Lage 
der  gedachten  Teillinie  TB  bestimmt  werden 
kann,  verfahre  man  A^ie  folgt: 

Nach  der  £rkl.  151  besteht  die  Relation: 


c) 


•     •     ■ 


/•>  = 


X'V 


sin^ 


Femer  ergibt  sich  aus  der  Figur  481: 
U^  l\ABT  -  t^CEF 

oder  nach  Benutzung  der  in  der  Erkl.  151 
angeführten  trigonometrischen  Inhaltsformel 
in  bezug  auf  die  Dreiecke  ABF  und  CEF\ 


sin(2Ä  — y) 


U  — 2 ^      ~  "2" 

oder,  da: 

z  '='  a  —  V 

und 

sin(2i?—  y)  =  siny 
ist* 

.  .  A  =      ^   y ^-sma ^-^-^  .  smy 

Mittels  der  Gleichungen  c)  und  d),  welche 
nach  jenen  bereits  vorgenommenen  Berech- 
nungen nur  noch  die  Unbekannten  x  und  o 
enthalten,  kann  man  eine  dieser  Strecken  (zur 
Kontrolle  auch  die  andere)  berechnen.  Ist  eine 
dieser  Strecken  z.  B.  x  berechnet,  so  braucht 
man  dieselbe  von  B  auf  der  Seite  BA  nach 
A  hin  nur  abzumessen,  um  den  Punkt  B  der 
gedachten  Teillinie  FB  zu  bestimmen;  wird 
auch  die  Strecke  v  berechnet  und  von  B  nach 
C  hin  abgemessen,  so  müssen  die  drei  Punkte 
P,  E  und  B  in  einer  geraden  Linie  liegen, 
was  eine  Eontrolle  für  die  Richtigkeit  der 
ausgeführten  Rechnung  ist. 


Andeutung.  Das  Flächenstück,  welches 
von  dem  Grundstück  ABCB,  siehe  Fig.  482, 
durch  die  zu  ^  j9  Parallele  EF  abgeschnitten 
werden  soU,  ist  ein  Paralleltrapez.  Wie 
in  Andeutung  zur  Aufgabe  781  gezeigt,  be- 
stehen zwischen  den  Seiten  a,  ^,  a;  und  y. 
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lin« 
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-än«MJ 

2sm(a-|-Jt) 
Da  gemäss  der  Au^be  f,  n. 
a  und  ^  bekannt  sind,  so  kann  man 
mittels  der  Relation  c)  die  Sdt« 
g  berechnen;  ist  hiernach  2  be- 
rechnet, so  kann  man  mltteU  der 
Relationen  a)  und  b)  die  Streckt  /. 
bezw.  die  Strecke  y  beredUM. 
wodorch  die  Lage  der  TeQlinia 
EF  vollkommen  bestimmt  ist. 


'W^^^^^^y'^iWMW^ 


Arilgtht  1133.  Ein  GnindstUck  hat,  siehe 
Figar  463,  die  Fonn  eines  Paralleltrapezes 
ABCD;  gemessen  wurden: 

AB  =  a=:  1236  m 

DC=e  =410  m 

0  =  Toeacas" 

i»  =  430 18'  14" 
Dieses   Onmdstilck   soll    dorch   zwei  zn        Andenttuig.    Man  berechne  znidchst  as-' 

den  Farallelseiten  dessdben  parallele  Gerade  a,  c,  a  nnd  ß  den  Inhalt  des  Trapezes,  ^ 

in  drei  Teile  geteilt  werden,   die  sich,  von  in  Andentung  zor  Aufgabe  731  gesagt  wordt- 

der  Orenze  AB  ab,  der  Reihe  nach  verhalten,  Nach  jener  Andentimg  ist: 


AofgabsD  ana  dei  piaktiacben  Qeometrie  (dem  FeldmeBseu). 


vie  2:6:6.    Wo  werden  die  nicht  parallelen  .  „  _  (t  +  e)  (o  —  c)  sin«  sin^ 

Seiten  des  Orondstücks  von  den  Telllinien  >  •  ■  •      —  S-Bia{ti-\-fi) 


geschnitten?  Dann  berechne  man  die  Inhalte  fj,  ff  und 

f^  der  ehizdnen  Teile  mittele  derBelatlonen: 

b).  ■■f,+ft  +  f.  =  F 
und 

analog  wie  in  Andeotnng  znr  Aufgabe  1129 
gesagt  vnrde. 

Sind  die  Inhalte  f,  tind  fi  +  f^  dei' 
Parafleltrapeze  ABGH  und  ÄBJK  hier- 
nach bet«chnet,  so  berechne  man,  analog 
wie  in  voriger  Andeutung  gesagt,  zunächst 
die  parallelen  Seiten  ?,  und  fj  nnd  dann 
die  Abschnitte  x^  und  y, ,  sowie  x^  und  y,. 


Aofgalw  1184.  Von  ekem  viereckigen 
OrnndstSck  ABCD,  siehe  Figur  484,  wurden 
durchJHessnng  bestimmt: 

^B=:tf  =  816l 
BC  =  6  =  780  m 
ÄD  =  d=  1110  m 

■^=124010' 30"  Andeatui^.      Von   dem  Dreieck   ABC, 

^  =:  &80  IS'  68"  siehe  Figur  484,  kennt  man  die  zwei  Selten 

Dieses  Qrondstück   soll  durch  eine   von  a  u.  6,  sowie  den  von  denselben  eingeschloase- 
dem  Eckpunkt  A  ausgehende  Gerade  In  zwei  nen  Winkel  ß\  wie   m  Auflösung  der  Auf- 
gldche  Teile  geteilt  werden.    Han  soll  die   gäbe  118  gezeigt,  kann  man  somit  den  In- 
Lage dieser  TeflUnle  bestimmen.  hall  /i,  sowie  die  Seite  JC(=  e)  desselben 
berechnen.    Dann  berechne  man  ans  d,  e  und 
Yimt  484.  fS  den  Inhalt  f^  des  Dreiecks  ACD  und  die 
Seite  DC  (^  c)   desselben,  wie 
in  AuflSsung  der  Aufgabe  120 
gezeigt   wurde.      Hierauf    be- 
stimme  man  den  Inhalt  F  des 
ganzen  Vierecks  nach  der  Be- 
lation: 

8)  .  .  .  f  =  r,  +  /i 
Nunmehr     nntersuche     man, 
welcher  der  Dreiecksinhalte  f, 

F 
nnd  ff  grösser  als  -ä   tot;    tot 

z.  B.  der  Inhalt  f^  des  Dreiecks 
ACD  grösser  als  -ä,  nSmUch 
als  die  Hälfte  des  Inhalts  F  des 
ganzen  Vierecks,  so  mnss  die 
Teillinie  AG  ta  dieses  Dreieck 
zn  liegen  kommen  und  die  Beite 
DC  treffen,  wie  in  der  Fig.  484 
angedeutet  (andernfalls  müsste 
die  Teillinie  in  das  Dreieck  ABC 
zu  liegen  kommen  und  die  Seite 
BC  treffen). 

Zur  Berechnung  der  Strecke 
DG  (:=  x),  mitteto  welcher  die 
L^e    der    Teillinie   AG    fest- 
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gelegt  werden  kann,  beachte  man,  dass  die 
Dreiecke  ADG  und  ADC  gleiche  Höhtn 

£rkl.  688.     Ein    plMimetrischer    Lehrsatz   ^^^^J!T-I^-  ^'^JTA'^^  ^^  ^r") 
^^jggi .  als  Gnmalmien  dieser  Dreieeke  annimmt,  nnd 

■,DieInhaltevonDreiecken,weld.egleiche  ^'  '""f  ^™chen  diesen  Grundlinien,  den. 
Höhen  haben,  verhalten  sich  wie  die  Gmnd-  Inhalt /' |  =■=- )  des  Dreiecks  ADG  wA 
linien  solcher  Dreiecke."  V       ^/ 

(Siehe  die  Teüe  der  Encyklopädie,  welche  ^,  ^±f\!*  t^,  ^ii^(^\B  ACD  nach  der 
aber  Planimetrie  handeln.)  Erkl.  688  die  Relation: 

b)..  .f:U  =  x:c 
besteht,    nach   welcher   Gleichnng   man  dir 
Strecke  j-  berechnen  kann. 


An^ftbe  1136.  Das  durch  die  flg.  484 
dargestellte  Grundstück  ABCD,  dessen  Seiten  ' 
a,  b  and  d  und  dessen  Winkel  ß  nnd  6  die  in 
der  Aufgabe  1134  angeführten  Werte  haben, 
soll  von  A  ans  in  drei  Teile  geteilt  werden, 
die  sieh  wie  2 ;  6 : 7  verlialten.  Man  soll  die 
Lage  der  Teillinien  bestimmen. 


Aolgftbe  1136.  Die  gemeinschaftliche 
Grenze  zweier  aneinanderstossender  Grund- 
stücke G  nnd  G^,  siehe  Figur  485,  ist  die 
einfach  gebrochene  Linie  ^BC.  Diese  Grenze 
soD  von    dem  Endpunkt  A    derselben  ans 

rektifiziert  werden.      Zur  Bestimmung    der         .    ,     ^         -,        .,     ^  .„^ 

Lage  der  neuen  Grenzlinie  AB,  wurde  dnrch        Andeutung.    Ist,  siehe  Figur  485,  ABC 

Messung  geftmden:  "^  gemeinschaftliche  Grenzlinie  der  Grund- 

£C=a-=  150  m  stücke   6  und   G,,   welche   rektifiziert 

„  _     _  „-,  werden  soll,  und  ist  AB^  die  neue  Grenzlinir-, 

Aü—  c  —  aiom  g^  m^g  ^^^.^  jgj  £p|j  ggg  ^ggg  jjgjjg  Grenz- 

ß  =  95040'30"  linje  j^^  eine  solche  Lage  haben,  daas  in 

""^  i_-wiK'.fi"  I"*^'  ^^^  Dreiecks  JBif,  welcher  dnrcli 

"— '-   '°  ^*'  die    berichtigte    Grenzlinie    AB^     von    dem 

Man  soll  nach  diesen  Angaben  die  Lage  Grundstück  G^  abgeschnitten  und  dem  Grund- 

der  neuen  Grenzlinie  bestimmen.  Btück  G  zugeteüt  wird,  gleich  dem   Inhidt 

des  Dreiecks  CB^M  sein,  welches  dnrch  dit- 

Jjignr  4eo.  „gjip  Grenzlinie  von  dem 

(rrundstäck  G  abgeachnii- 

ten  nnd  dem  Grundstock 

(t,  zugeteilt  wird. 

Die  Lage  dieser  neaco 
Grenzlinie  AB^  ist  be- 
stimmt, wenn  man  die 
Strecke  CB^  (=  x)  keoni: 
diese  kann  man  aber  wi" 
folgt  berechnen: 

Denkt  man  sicli  A  mii 
C  verbanden,  so  mnss  in 
Rückeicht  des  vorstehend 
Gesagten ,  das  Dreieck 
AB^C  an  Inhalt  gleich 
itm  Dreieck  ÄB^C  sein, 
B  indem,  wie  ans  der  Figw 

485  ersichtlich: 

^     Z\^BC=  A^Bif  +  A^^"? 
und 

r\AB^C  =  i2,CB,ii-\-  ^AUC 
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Erkl.  689*  In  der  praktischen  Geometrie 
versteht  man  nnter  dem  Bektifi zieren  oder 
dem  Berichtigen  einer  gebrochenen  Grenz- 
linie, die  Verwandlnng  derselben  in  eine  ge- 
rade Grenzlinie,  ohne  dass  hierdurch  die  In- 
halte der  Grundstücke,  deren  gemeinschaitliche 
Grenze  jene  gebrochene  Gremdinie  ist,  Ver- 
änderungen erleiden. 


ist  nnd  indem  nach  dem  vorstehenden: 

sein  muss,  woraus  sich  ergibt,  dass,  wie  gesagt: 
A)  .  .  .  /:^ABC=  Z^AB^C 
sein  muss. 

Ist  nun  die  Lage  der  gemeinschaftlichen 
Grenze  ABC  ia  bezug  auf  die  Grenzlinien 
DDi  und  HH^  z.  B.  dadurch  bestimmt,  dass, 
wie  in  der  Aufgabe  erwähnt,  die  Grenze 
CB  =za,  AB  =  c,  der  Winkel  CBA  =  ß 
und  der  Winkel  BCD,  =  ö  gemessen  wurde, 
so  kennt  man  von  dem  Di'eieck  ^^BC  die 
zwei  Seiten  a  und  c  und  den  von  denselben 
eingeschlossenen  Winkel  ß\  man  kann  somit, 
wie  in  Auflösung  der  Aufgabe  118  gezeigt 
wurde,  zunächst  die  Seite  h  und  den  Winkel  y 
dieses  Dreiecks  berechnen. 

Nach  der  Erkl.  151  erhält  man  femer  fiir 
den  Inhalt  F  des  Dreiecks  ABC: 

#    a)  .  .  .  F  =  -ö-  •  sm^ 

und  für  den  Inlialt  F^  des  Dreiecks  AB^Ci 

b)  ..  .ir^  =  ^.8in(cr  +  y) 

Da  nun  nach  der  allgemeinen  Gleichung  A) : 
Fz=iF^ 

sein  muss,  so  ergibt  sich  aus  den  Gleichun- 
gen a)  und  b)  für  2-  die  Bestimmungsgleichung: 

0  •  •  •  -2--sm/9  =  -2-.sm(<r  +  y) 

nach  welcher  Gleichung  man,  in  Eücksicht 
der  für  a,  c,  ß  und  6  durch  Messung  und 
der  für  h  und  y  durch  Eechnung  gefundenen 
Werte,  die  Strecke  x  berechnen  kann. 


Aufgabe  11S7.  Zwei  aneinanderstossende 
Grundstücke  G  und  G^  haben  eine  gemein- 
schaftliche Grenze  von  der  in  der  flg.  486 
durch  AB  CD  dargestellten  Form.  Diese 
Grenze  soll  von  dem  Punkt  A  aus  rektifi- 
ziert werden,  zu  welchem  Zweck  durch  Mess- 
snng  bestimmt  wurde: 

AB=ia=i  262  m 
BC=  5  =  175  m 
C/>  =  c  =  305  m 

0  =  420  30' 

ß  =  380  16' 
und 

y  =  700  45' 

Man  soll  nach  diesen  Angaben  die  Lage 
der  neuen  Grenzlinie  bestimmen. 


Andeutung.  Ist,  siehe  Figur  486,  AD^  die 
gedachte  neue  Grenzlinie,  so  muss  dieselbe  eine 
solche  Lage  haben,  dass  der  Inhalt  des  Dreiecks 
CMN,  welches  von  dem  Grundstück  G^  durch 
die  neue  Grenzlinie  AD,  abgeschnitten  wird, 
gleich  der  Summe  der  Inhalte  der  Dreiecke 
NDD^  und  AB M  ist,  welche  nach  Festlegung 
der  neuen  Grenzlinie  diesem  Grundstück  G^  zu- 
geteilt werden.  Die  Lage  der  neuen  Grenz- 
unie  AD^  ist  bestimmt,  wenn  man  die  Strecke 


Ebene  Tiigoaometne  in  ihrer  Auvendong. 


folgt  bereduen: 

Denkt  man  ndi  AS  hia  znm  Dnictksclmin  '.' 
mit  der  Oreniünie  JJ^  TerlSngert,  so  mns»  in 
Rücksicht  des  rontehend  Geuzten  daa  Viereck 
BODO  mit  dem  Dreieck  ÄOD^  gleichen  Inlulc 
haben,  indem,  wie  aus  der  Figur  ersiditlidi: 


ist,  und  nach  vorstehendem: 
c)  .  .  .  ^äBM+  ^NDD,  =Z\CXy 
sein  mnss,  wonns  sich  ergibt,  dass: 
A)  .  .  .  l^^AOD,  =  Viereck  BODO 
sein  mnss. 

Nadi  den  in  der  Anfgab« 
erwfthnten  Hessnngen  keniii 
mana,  6,  c,  a,  ftjaiy:  th- 
bindet    man    in    Bflckncfat 
il        denen  B  mit  D,  m  kemi; 
man  von  dem  hierdurch  ent- 
standenen Dreieck  BCD  dii 
Seiten  b  und  e  nnd  den 
^Bchloseenen  Winkel  y ; 
m  AnflOaung  der  An^,  Us 
geseigt,  kann  man  somit  den 
Inhalt  f  dieaes  Dreiecks,  so- 
wie  die   Seite   u   und   die 
Winkel  if,  nnd  e^  desselben 
berechnen.  Hierauf  lunn  man 
mittels  der  Gleichungen: 
Jt  =  2fl  — (o  +  iJ,)  and 
€,  =  SB~(ß-\-f,) 
■^       die  Winkel  rf,  nnd  *,  d« 
Dreiecks  B  OD  (auch  desME 
dritten  Winkel  fi)  berechnen.    Dann  kann  man 
ans  der  Seite  u  und  den  Winkeln  <f,  und  t, 
dieses  Dreiecks  die  Seiten  y  und  «,  sowie  den 
Inhalt/,  dieses  Dreiecks  BOD  be«tinimen.    Se- 
rücksiditigt  man  alsdann,  dass  der  Inhalt  F  de^ 
Vierecks  SODC  =  f-\-f^  und  dass  der   In- 
halt F,  des  Dreiecks  ^0Z>,  nach  der  EikL  151: 


ist,  SD  erhalt  man  in  Btlckncht.  dass  nad 
Gleichung  A): 

F=  F, 
sein  mnss,  ftti  x  die  Bestimmungsgleichung: 

A,,..,,+r,  =  &±i'¥i±«.^. 

nach  welcher  Gleichung  man,  in  RDckaicht  de^ 
fttr  a  durch  Messung  bestimmteu  Werte  nnJ 
der  fttr  /*,  fi^y,  «  und  fi  nach  Tontdenden. 
berechneten  Werten,  die  gesuchte  Strecke  j-  be- 
rechnen kann. 


Aufgaben  aas  der  pTaktuchen  Oeometrie  (dem  Feldmessen). 
Figur  487. 


.^r 


Aufgabe  1138.  Ein  dreieckiges  Stflck 
Feld  ABC  beeteht  ans  zwei  aneiiiander- 
stoasenden  Onmdstacben  G  (=  ADH)  und 
0^  (=  DBCff)  von  der  durch  die  Fig.  487 
dargesteUten  Form  (SD  ||  CB).  Der  Boden- 
wert des  GnindstttckB  G  iet  pro  qm  zu 
30  Uark  nnd  der  des  Grondstücks  0^  ist  pro 

qm  zn  38  Mark  abgeschätzt  Das  ganze  Andoutuog.  Ist,  siehe  Figur  487,  JK 
Feld  soll  durch  eine  zur  Grenze  AB  pa-  die  zn  AB  parallele  Teillinie,  welche  das 
rallele  Teillinie  JE  in  zwei  Teile  geteilt  ans  den  Gnindstöcken  0  nnd  ff,  bestehende 
werden,  welche  gleichen  Bodenwert  dreieckige  Feld  in  zwei  TeQe  teilt,  die  glei- 
haben.  Welches  mnsB  die  Lage  der  Teillinie  eben  Bodenwert  haben,  so  moss  der  Boden- 
znr  Grenze  AB  sein,  wenn  dorch  Uessong  wert  des  Dreiecks  J^^C  gleich  dem  halben 
1  wnrde,  dass;  Bodenwert    des   ganzen    Feldes   ABC 


ÄB  =  e 


sein,  in  Zeichen: 


AC=b  =10Bin  ^j     TIVert  y. /^JKC  =  ^  Wert  \.  A^  ABC 

nn^  '  Zieht  man  HL  parallel  JK,  bezw.  pa- 

fi  =:  50020'  10"  rallel  AB,  so  ergibt  sich  aus  der  Figur  487, 

ist?  dM8: 

b)  .  Wert  Y.^JKL  =  Wert  v.  A^Hi-f- 
Wert  V.  II  gr  HMKL  +  Wert  v.  A  JUB 
Ans   diesen   Glelcbongen   folgt  zunächst 
die  Beziehung : 

1)  .  WertT.ACfiL4-Wertv.||grHJlfi:i-|- 
Wert  V.  A  JJf-H  =  -g  Wert  v.  A  ^BC 

Drückt  man  nunmehr  die  in  dieser  Glei- 
chung enthaltenen  Werte  (Bodenwerte)  der 
einzelnen  El&chenstficke  in  die  In  der  Auf- 
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Erkl«690«  Den  Boden  wert  eines  Flächen-  gäbe  gegebenen  Stücke,  und  in  die  Hohe 

«tücks  findet  man,  indem  man  dessen  Inhalt  in  HP  (=  x)    des   Dreiecks   JMH  (oder  de^ 

qm  ausdrückt  und  diesen  mit  der  Anzahl  von  ;  g^g  HM  KL)  aus,  so  erhält  man  in  bezug 

Mark  multipliziert,  zu  welcher  ein  qm  des  be-  ^^  ^  ^^^  BestimmungsgleichuiiÄ,  amß  der 

treffenden  Grundstücks  abgeschätzt  wurde.  ^^  ^  berechnen  kann^iehe  dSe  Erkl.  m 

Erkl.  691.    Da  man  von  dem  Dreieck  ABC,  bis  696).    Ist  diese  Strecke  x  berechnet  s« 

siehe  Figur  487,  gemäss  der  Aufgabe  1138  die  kann  man  aus  den  rechtwinkligen  Dreieckes 

Seiten  h  und  c,  sowie  den  der  grösseren  dieser  HPJ  und  HPM,  mittels  der  aus  denselbeL 

Seiten  gegenüberliegenden  Winkel  kennt,  so  kann  sich  ergebenden  Relationen; 

man  den  Inhalt,  sowie  die  Übrigen  Bestlmmungs-  

«tücke  desselben ,  nämlich  die  Winkel  a  und  ß  jjj  = 


{imd  wenn  nötig,  die  Seite  BC=.  a)  berechnen,  sii^« 

wie  in  Auflösung  der  Aufgabe   120    gezeigt  ii^d 

wurde.  fl]f=     "^ 


(siehe  Erkl.  42) 


sin/f 

Erkl«  692.    Den  Inhalt  des  Dreiecks  JLi>£r   ,.     c-x-i.       rrr       jm^-u       i. 
in  Figur  487,  sowie  die  Seiten  JLJJu.DHund  ^®  Strecken  HJ  und  HM  berechnen  imc 
die  Höhe  HS  desselben  kann  man  in  Ettcksicht,  somit  die  Lage  der  zu  ^5  parallelen  Teil- 
dass  HD \\CB,  9\&o  <f:  ADH  =  <^äBC oder  linie  JK  bestimmen. 
=  /9  ist,  aus  der  gegebenen  Seite  c,  und  aus 

•den  nach  der  Erkl.  691  berechneten  Winkeln  a  % 

und  ß  berechnen,  wie  in  Auflösung  der  Auf- 
gabe 117  gezeigt  wurde. 

Erkl«  698«  Den  Inhalt  des  Paralleltrapezes 
HDBC  in  Figur  487  findet  man  mittels  der 
^Beziehung: 

II  tr  HDBC  =  ^ABC-^  /^ADH 

(siehe  die  Erkl.  691  und  692) 

.  Erkl«  694«  Den  luhalt  des  Dreiecks  CHL 
in  Figur  487,  sowie  die  Seite  HL  desselben 
kann  man  aus  der  Seite  HC  (=  AC  —  AH)  und 
den  Winkeln  a  und  ß  berechnen,  wie  in  Auflö- 
sung der  Aufgabe  117  gezeigt  wurde. 

Erkl«  095«  Den  Inhalt  des  Parallelogramms 
HMKL  in  Figur  487  kann  man  in  die  nach 
der  Erkl.  694  berechnete  Seite  HL  dieses  Pa- 
rallelogramms und  in  die  zu  derselben  gehörige 
Höhe  HP  (=  X)  desselben  ausdrücken. 

Erkl«  690«  Den  Inhalt  des  Dreiecks  JHM 
in  Figur  487  kann  man  in  die  Grundlinie  JM 
desselben  und  in  die  Höhe  HP  (=  x)  ausdrücken ; 
jene  Gnmdlinie  JM  selbst  kann  man  in  die 
Strecken  ^D  und  ITS  (siehe  Erkl.  692)  und  in 
die  Höhe  HP  (=  x)  ausdrücken  und  zwar  mit- 
tels der  nach  der  Erklänmg  535  aus  der  Figur 
sich  ergebenden  Proportion: 

'HS:'aDz=HP\Jm 


Anfgabe  1139.  Auf  einer  Kante  eines 
rechteckigen  Platzes  CD  GH,  siehe  Fig.  488, 
befinden  sich  zwei  Punkte  A  und  B  in  der 
Entfernung  von  d  =  50  lu.  In  A  hat  man 
die  Winkel: 

a  =  720  40' 
und 

y  =  640  35' 

in  jB  den  Winkel: 

/?  =  670  22'  ,  Andeutung.    Von  dem  Dreieck  ^J^Ci« 

«remessen.  Figur  488  kennt  man  die  Seite  AB  (=r/ 


Ao^ben  aus  der  praktischen  Geometrie  (dem  Feldmessen).  815 

Welchen  Flächeninhalt  wird  nach  diesen  sowie  die  derselben  anliegenden  Winkel 
Angaben  jener  rechteckige  Platz  haben?  BÄC  =  2£  —  a  nud  ABC  ^  ß;  man  kann 
somit  die  Seite  AC  desselben  berechnen, 
wie  in  AnflHsung  der  Aufgabe  117  gezeigt 
wurde.  Nach  dieser  BerechDon^  kennt  man 
von  dem  bei  H  rechtwinkligen  Dreieck  CHA 
die  Hypotenuse  CA,  sowie  den  Winkel  a; 
man  kajin  somit,  wie  in  Auflösnng  der  Auf- 
gabe 5  gezeigt  \vnrde ,  die  Katheten  CH 
ond  AH  berechnen.  Ist  hiernach  CH  be- 
i'echnet,  so  kennt  man  von  dem  rechtwink- 
ligen Dreieck  Z> Ö ^  die  Kathete  DG{=  CH), 
sowie  gemäss  der  Aufgabe  den  Winkel  y. 
man  kann  somit,  wie  in  AnfliJsung  der  Auf- 
gabe 3  gezeigt  wurde,  die  Kathete  AO 
dieses  Dreiecks  berechnen.  Mittels  der  fdi' 
.<4^  nnd  AG  gefundenen  Werte  kann  man 
leicht  die  andere  Rechtecks seite  HG  nach 
der  aus  der  Figur  sich  ergebenden  EelatJon : 

WG  =  Aff+AG 
berechnen. 

Den  gesuchten  Inhalt  F  des  rechteckigen 
Platzes  CDGH  findet  man  aladann  mittels 
der  BeUtioQ: 
A)  .  .  .  F  =  ÖS  .  flG 
wenn  mao  la  derselben  die  für  CA"  und  HG 
nach  vorstehendem  berechneten  Wert«  snb- 
stituiert. 


Anmerkung  64.  Weitere  Aufgaben  ans  der  praktischen  Geometrie  findet  man  in  den 
Teilen  der  BncyklopBdie,  welche  speziell  über  das  Feldmessen,  niedere  und  hSbere 
Oeo^ie  handeln. 


%IQ  Ebene  Trigonometrie  in  ihrer  Anwendung. 

2).  Aufgaben  ans  der  mathematischen  Greographie  and  der 

äphärischen  Astronomie. 

a)  Aufgaben,  in  welchen  Bezug  auf  die  Erhebung  von  Punkten  der  Erdoberfläche 

über  den  Meereehorizonl  (und  auch  auf  die  irdische  Strahlenbrechung) 

genommen  ist 

Fignr  48ö. 

A 


''Anl^abe  1140,    Man  soll  die  Ansdchts- 
weite  des  Aetna,  dessen  Höhe  h  ^  S313  m 

über  dem  Meeresspiegel  betragt,  berechnen.         .    ,     ,  ,  ■      .  ^     »i,        .„«      . 

Der  Radins  r  der  Erde  «oll  za  859,6  geo-   ,.  ^^^l^-  ^^Ü'  ''fl^  f^  *^*  °^ 
graphischen  Meilen  angenommen  werden  ^'^  ErU.  697  nnd  698,  AB  «nj^,  des«n 

^    "^  ^  Höhe  Hber  dem  Meeresspiegel  CBD,  dnrth 

welchen  die  Engelgestalt  der  Erde  beatmu' 
wird,  =  h  ist,  nnd  man  denlct  sich  ringtsm 
von    der   Spitze  Ä    ans   SehstraUeu,    wie 
z.  B.  AC  nnd  AD  gezogen,  welche  Tan- 
genten an  die  Oberfläche  der  Erde  {ät 
Meeresflacbe)   sind,    so  beetimmen  die  Be- 
EiU<  697.    Bei  grüBseren  Ueesnngeii  werden   rühmngspnnkte  die  Grenze,  welche  angibi, 
in  Rücksicht  des  in  der  Erkl.  698  unter  1)  Ge-   wie  weit  ein  in  .^  befindlicher  Beobaektti 
sagten  aUeEntfemnngenaufdieMeereafläche  nngBum    sehen    kann    (voranweMtzt    all»- 
bezogen,    wobei  man   sich   die  Erfe   als   eme    ^jj,       ^^  gj^j,  aonst  kehle  Erhebungen  fibo 
ftieerefM  Oberfläche  die   ^^^  HeeresBpiegel  In  dem   gedachten  Zw 

kreis  befinden).  Jene  Grenze  wird,  wie  sidi 
mittels  der  m  den  Erkl.  699  nnd  700  vor- 
geführten  stereometrischen  Satze  leicht  be- 
weisen läsBt  nnd  wie  in  der  Flgvr  4S9  ai- 
gedentet  ist,  dnrch  die  Peri|Äerie  eint« 
Kreises  der  Erdkugel  gebildet. 

Den  Bogen  BC  (oder  BD)  zwischen  de» 
FBSapnnSt  B  der  Erhöhung  AB  über  den 
Meeresspiegel  und   dem  Berührnngspankt ' 
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Das  vollständige  Inhaltsverzeichnis  der  bis  jetzt  erschienenen  Hefte  kann 
durch  jede  Buchhandlung  bezogen  werden. 


Preisgekrönt  in  Frankfurt  a.  M.  1801. 

PROSPEKT. 

Dieses  Werk,  welchem  kein  ähnliches  zur  Seite  steht ,  erscheint  monatlich  in  3—4 
Heften  zu  dem  billigen  Preise  von  25  /^  pro  Heft  und  bringt  eine  Sammlang  der  wichtig- 
sten und  praktischsten  Aufgaben  aas  dem  Gesamtgebiete  der  Mathematik ,  Physik-, 
Mechanik^  math.  Geographie ,  Astronomie ,  des  Maschinen-,  Strassen-,  Eisenbahn-, 
Brtteken-  und  Uoolibanes,  des  konstraktiren  Zeichnens  etc.  etc.  und  zwar  in  Tollstftndis 
gelöster  Form,  mit  rielen  Fignren,  Erklärungen  nebst  Angabc  und  Entwlekelang  der 
benutzten  Sätze,  Formeln,  Regeln  in  Fragen  mit  Autworten  etc.,  so  dass  die  Losung 
jedermann  verständlich  sein  kann,  bezw.  wird,  wenn  eine  grössere  Anzahl  der  Hefte  er- 
schienen ist,  da  dieselben  sich  in  ihrer  Gesamtheit  ergänzen  und  alsdann  auch  alle 
Teile  der  reinen  und  angewandten  Mathematik  —  nach  besonderen  selbständigen  Kapiteln 
angeordnet  —  vorliegen. 

Fast  jedem  Hefte  ist  ein  Anhang  von  ungelösten  Aufgaben  beigegeben,  welche  der 
eigenen  Lösung  (in  analoger  Form  wie  die  bezüglichen  gelösten  Aufgaben)  des  Studierenden 
überlassen  bleiben,  und  zugleich  von  den  Herren  Lehrern  für  den  Schulunterricht  benutrt 
werden  können.  Die  Lösungen  hierzu  werden  später  in  besonderen  Heften  für  die  Hand  des 
Lehrers  erscheinen.  Am  Schlüsse  eines  jeden  Kapitels  gelangen:  Titelblatt,  Inhaltsverzeich- 
nis, Berichtigungen  und  erläuternde  Erklärungen  über  das  betreffende  Kapitel  zur  Ausgabe. 

Das  Werk  behandelt  zunächst  den  Hauptbestandteil  des  mathematisch-naturwissen- 
schaftlichen Unterrichtsp]ancs  folgender  Schulen:  Realschulen  L  und  IL  Ordn«,  grleich- 
berechtigten  höheren  BUrgerschalen,  Privatschulen,  Gymnasien,  Realgymnasien,  Pro- 
gymnasicu,  Schullehrer -Seminaren,  Polytechuikeu,  Techniken,  Bangewerkschulcn, 
Gewerbeschulen,  Handelsschulen,  tochn.  Yorbereitungsschulen  aller  Arten,  gewerbliche 
Fortbildungsschulen,  Akademien,  Unirersitilten,  Land-  und  Forstwissenscluiftsschuleii, 
Militärschulen,  Yorbercitungs- Anstalten  aller  Arten  als  z.  B.  für  das  Einjährig- Frei- 
willige- und  Offiziers-Examen  etc. 

Die  Schiller,  Studierenden  und  Kandidaten  der  mathematischen,  technischen  nr.J 
naturwissenschaftlichen  Fächer  werden  durch  diese,  Schritt  für  Schritt  gelöste,  Aufgaben- 
sammlung immerwährend  an  ihre  in  der  Schule  erworbenen  oder  nur  gehörten  Theorien  etc. 
erinnert  und  wird  ihnen  hiermit  der  Weg  zum  unfehlbaren  Auffinden  der  Lösungen  der- 
jenigen Aufgaben  gezeigt,  welche  sie  bei  ihren  Prüfungen  zu  lösen  haben,  zugleich  abrr 
auch  die  Überaus  grosse  Fruchtbarkeit  der  mathematischen  Wissenschaften  Yorgeführt. 

Dem  Lehrer  soll  mit  dieser  Aufgabensammlung  eine  kräftige  Stütze  für  den  Schul- 
unterricht geboten  werden,  indem  zur  Erlernung  des  praktischen  Teils  der  mathematischen 
Disciplinen  —  zum  Auflösen  Ton  Aufgaben  —  in  den  meisten  Schulen  oft  keine  Zeit  er- 
übrigt werden  kann,  hiermit  aber  dem  Schüler  bei  seinen  häuslichen  Arbeiten  eine  voll- 
ständige Anleitung  in  die  Hände  gegeben  wird,  entsprechende  Aufgaben  zu  lösen^  die  ge- 
habten Regeln,  Formeln,  Sätze  etc.  anzuwenden  und  praktisch  zu  verwerten.  Lust,  Lieb: 
und  Verständnis  für  den  Schulunterricht  wird  dadurch  erhalten  und  belebt  werden. 

Den  Ingenieuren,  Architekten,  Technikern  und  Fachgenossen  aller  Art,  Militär^ 
etc.  etc.  soll  diese  Sammlung  zur  Auffrischung  der  erworbenen  und  vielleicht  vergessenen 
mathematischen  Eenntnisse  dienen  und  zup:leich  durch  ihre  praktischen  in  allen  Berufs- 
zweigen  lorkomnienden  Anwendungen  einem  toten  Kapital  lebeudige  Kraft  verleihen  hg  i 
somit  den  Antrieb  zu  weiteren  praktischen  Verwertungen  und  weitereu  Forschunfren  gel^L. 

Alle  Buchhandlungen  nehmen  Bestellungen  entgegen.  Wichtige  und  praktische  A\\\- 
gaben  werden  mit  Dank  von  der  Redaktion  entgegengenommen  und  mit  Angabe  der  Namen 
verbreitet.  ~  AVünscho,  Fragen  etc.,  welche  die  Redaktion  betreifen,  nimmt  der  Verfassrr 
Dr.  Kleyer,  Frankfurt  a.  M.,  FischerfeUUtrasse  16,  entgegen,  und  wird  deren  Erledi?.:ni: 
thunlichst  berücksichtigt. 

Stuttgart.  Die  Yerlagsliaiidlting. 
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£rkL  698.    Bei  dem  Anflögen  der  in  dem  (oder  D)   der  von  ^  an  die  kugelförmige 

vorigen  Abschnitt  1)  vorgeführten  Aufgaben,  Meeresfläche    gezogen   gedachten  Tangente 

welche  sich  auf  Höhenmessungen  beziehen,  wur-  (SehatraU)  nennt  man  die  Außsichtsweite 

den  zwei  Fehler  begangen:  ^^     ^  ^  befindlichen  Beobachters. 
1)  wurde  angenommen,  dass  die  Höhe  eines        ^     ^  ^  J^^ 

Punktes  A  der  Erdoberfläche  über  einem        Die  Länge  dieses  Bogens  B  C  (oder  des 

andern  Punkt  B  gleich  dem  Perpendikel  gleichen  Bogens  BD)  kann  man  wie  folgt 

ist,  welchen  man  von  A  auf  die  durch  B  berechnen: 
gel»  siidiieb«  Hotonulebme  geßllt        j,ach  der  EAL  46«  ergibt  sieb  .n!  der 

bei  der  Messung  von  Winkeln  von  dem  bog  -BC7 :  2rw  =  «o :  360o 

Beobachtungsort  aus  zu  dem  einzuvisie«*  und  hieraus  erhält  man: 

renden  Punkt   in   gerader  Linie    ge-  y,^„r>r^o^       «^     Lüageneliiheiteii 

langen.  A)  .  .  .  bogBC  =  2r;f.-gjg^     defSSSsT 
Diese  beiden  Annahmen  können  nur  dann 

als  richtig  zugelassen  werden,  wenn  die  wonach  man  bog  BC  berechnen  könnte,  wenn 

Entfernung  der  beiden  gedachten  Punktet  und  jB,  der  Centriewinkel  a  bekannt  wäre;   diesen 

keine  sehr  grosse  ist  (siehe  die  Aj^gabe  1159  Winkel   a    kann   man   aber    wie   folgt   be- 

und  die  ErkL  732);  ist  diese  Entfernung  eine  stimmen: 
grosse,  so  muss  in  Mc^cht  des  unter  1)  Ge-        Aus  dem  bei  C  rechtwinkligen  Dreieck 

stehenden  Andeutung  z.  B.  gezeigt  ist    Femer   ^*'^"^'  ^^ 
muss  in  Bücksicht  des  unter  2)  Gesagten  die  MC  =  r 

Refraktion  der  Lichtstrahlen  (die  atmosphä-   und 

ist,  die  Relation: 

Erkl.  699.    Ein  stereometrischer  Lehrsatz  -dx  ^^„„  __     ^ 

heisst:  B)  .  .  .  cosa  _  ^^-^ 

,,IMe  Durdischnittsfigur  emer  Ebene  mit  nach  welcher  Gleichung  man  den  Winkel  a  be- 
/c•®?®^•  ^  n"\     ruf  "li    K^;  1  1.     rechnen  kann.  Da  aber  der  Radius  r  der  Erde 

^  über  der  Meeresfläche  sehr  gross  ist,  da 

ErU.  700.    Ein  stereometrischer  Lehrsatz  also  ^  dem  bei  C  rechtwinMigen  Dreieck 

heisst:  ACM  der  Figur  489  die  Kathete  r  und  die 

„Verbindet  man  einen  beliebigen,    auf  Hypotenuse  r-j-Ä  nur  wenig  verschieden 

emem  Eugelradius  oder  auf  dessen  Ver-  sind,  mithin  der  Winkel  a  nur  ein  sehr 

längerung  liegenden  Punkt  mit  beliebigen  kleiner  Winkel  Bein  kann  [was  sich  auch 

Punkten  der  Peripherie  emes  Kreises  jener  ^^g  ^^^  Gleichung  B)  ergibt,  wenn  man  be- 

lÄirstS^^^^^^^^^  rücksi^tigt   dass  ftr  den  Fall,  in  welchem 

dachten  Verbindun^linien  einander  gleich.«  ^  \  ^+ä  ^«"^^  «"»j^^^^  ^^i^;*^  SJP^»  ^^8« 

(Siehe  die  Teüe  der  Encvklonädie    welche  ^^^®^^  =  1  und  nach  der  Erkl.  99:  cos  {fi 

über  Stereometrie  handeln.)  '  =1  i^t]  und  da  man  nach  jener  Gleichung  B) 

mittels  emer  tng.  oder  einer  log.-tng.  Tafel 

Erkl.  701.     Ein   planimetrischer  Lehrsatz  sehr  kleine  Werte  für  a  direkt  nicht  mehr 

heisst:  bestimmen  kann,  so  verfahre  man  zur  Be- 

„Die  Bogen  zweier  Kreise,  welche  zu  Stimmung  jenes  sehr  kleinen  Winkels  a, 

gleichen  Centriewinkeln  derselben  gehören,  bezw.  zur  Berechnung  des  Bogens  BC,  wie 

verhalten  sich  wie  die  Radien  dieser  Kreise."  iols^ : 
Bezeichnet  man  den  Bogen  eines  Kreises,        xt1*i»  a^^  t?«i,i  om  :«* 
dessen  Radius  =  r  Längeneinheiten  ist  und  der        ^ach  der  Erkl.  301  ist: 

zu  dem  Centriewinkel  a  desselben  gehört,  mit  -. cos «  =  2 sin«  — 

bog«,  den  Bogen  eines  Kreises,  dessen  Radius  2 

gleich  jener  Längeneinheit  =1  ist  und  der  ^^   ^Aerm^   erhält  man  in  Rücksicht   der 

ebenfalls  zu  einem  Centnewinkel  a   dieses  pi^s^v-.,^  p\ 

Kreises  gehört,  mit  arc  c,  so  besteht  nach  jenem  ^^^ßicnung  n)i 

Satz  die  Relation:  o«*»2_*L       -  '" 


28in2—  =  1  — 


a)  .  .  .  bog  a:arca  =  r:l  2  r  +  Ä 

(Siehe  die  Teile  der  Encyklopädie,  welche  2 sin«—  =  ^"^^""^' 

über  Planimetrie  handeln.)  2  r-A-h 
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28in«^=     ^ 


2  ~  r  +  h 
öder: 


Erkl,  702.     Mittels  einer  fünfstelligen  a)  .  .  .  sin  —  =  '\/—- 

fei  wird  man  nach  der  umstehenden  Glei-  '         2        V    2{r 


h 


Tafel  wird  man  nach  der  umstehenden  Glei-  2        V    2{r-l-Ä) 

chung  B):  Beachtet  man  nunmehr,  dass,  wenn  a  ein 

1)          cos«  =     ^  sehr  kleiner  Winkel,  speziell  ein  zwiBchec 

r  +  h  1"  und  60"  oder  ein  zwischen  1'  nnd  60' 

den  Winkel  a  nur  bis    auf  Minuten  genau  liegender  Winkel  ist,  nach  den  ErkL  660  bis 

erhalten.    Da  nun  einer  Bogenminute  auf  der  662  bis  auf  11  Dezimalen,  bezw.  bis  am 

Erdoberfläche  eine  Länge  entspricht,  die  gleich  5  Dezimalen  genau: 

1/4  einer  geogr.  Meüe  ist,  so  kann  ein  nach  .     ,,  _         ,,  —  «  «rr  v 

jener  Gleichung  erhaltenes  Resultat  durchaus  ®"^"    —  arc«    —  carci 

keinen  Ansprudb  auf  Genauigkeit  machen.  bezw. : 

Einen  graueren  Wert  erhält  man  fttr  a,  sina' =  arcl' =  a-arcl' 

wenn  man  die  aus  dem  rechtwinkligen  Dreieck  gesetzt  werden  kann,  so  kann  man  in  Röck- 

ACM  sich  ergebende  Relation:  gj^j^^  dessen  und  des  vorhin  Gesagten,  statt 

_  AC  der  Gleichung  a)  annähernd,  abor  ffir  der- 

^"  "~  g^  artige  Berechnungen  genau  genug*,  die  Glei- 

oder  in  Rücksicht,  dass:  chung: 

JC=  V(r  +  Ä)«-r2  oder  =  Y(2r  +  h)h  «  .  arc  1' =  \/^^^ 


und 


MC  z:zr 


setzen;  und  hieraus  erhält  man: 


ist,  die  Relation:  ^^1,       o  1/ 

o.  .      _'/(27+Ä)li  «.arcl=2.y^ 


3)  .  .  .  tg«  = ^ ^jder: 

benutzt.  ,  -,  _  ^/     2^ 

Formt  man  diese  Relation  noch  um,  wie  j...«*  y^_|«;^ 

^ol?**  Da  nun  nach  der  ErkL  701 : 


2rh'\-h  Yiog  a :  arc«  =  r :  1 

^  •  mithin: 


tg«=y 

*^'*""V    r       \r )  oder  in  Rücksicht  des  voi-stehenden  auch: 

und  vernachlässigt  den  sehr  kleinen  Quotienten:  bog  a  ^=  r^a* arc  1' 

_  mithin : 
so  erhält  man  die  weitere  Relation:  bocra 

, c)  .  .  .  a«arc  r  =  — - — 

da)  .  .  .  tg«  —  y  —  jg|.^  g^  erhält  man  ans  d^  Gleichiingen  b 

Bei  Benutzung  dieser  Gleichung  kann  man  ^^   ^)*    wenn    man   nach    der    Figrar  4^ 

nach  den  Erkl.  660  bis  662,  wenn  ersichtlich  ist,  ^og  a=^hogBC  setzt : 
dass  a  ein  zwischen  1"  und  60"  liegender  Winkel  y^Q^  ^q  i     gjf" 


(f)' 


=v; 


ist,  bis  auf  11  Dezimalen  genau:  —  ^      _j^, 

tg«"  =  arc«"  =  «.arcl"  ^^^^,  ''  ^    '"^ 

oder  wenn  ersichtlich  ist,  dass  a  ein  zwischen  1'  r  o^giL 

und  60*  liegender  Winkel  ist,  bis  auf  5  Dezi-  d)  .  . .  bog  BC  =  V      \_. 

malen  genau:  ^    '*  +  * 

tg  a' =  arc  a' =  a-arc  1'  Dividiert  man  noch  Zähler   nnd   Nenne: 

setzen  und  dann  nach  jener  Gleichung  3  a)  den  '^^  "^^^  ^®^  Wurzel  stehenden  Quotiente 

Winkel  «  direkt  bestimmen.  durch  r,  so  erhält  man : 

e)  .  .  .  bogJBC  = 


=Vi^ 


Berücksichtigt  man  nunmehr,  daas  de 
Quotient  ^:r,  da  r  gegen  A  sehr  gross 
ist,  nur  einen  sehr  kleinen,  nahe  bei  Xal 
liegenden  Wert  haben  kum,  so  kann  man,  olue 
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ErlLl.70S.  Wegen  der  irdischen  Strahlen- 
brechung (siehe  Erkl.  704)  ist  die  Aassichts- 
weite Tr(=  bog  BC)j  siehe  Figur  489,  welche 
man  nach  der  in  nebenstehender  Andeutung  auf- 
gestellten Qleichung  C)^ 

1)  ...  TT  =  V^rh 

erhält,  zu  klein.  Man  sieht  nämlich  infolge 
der  irdischen  Strahlenbrechung  weiter  und  zwar, 
wie  gewöhnlich  angenommen  wird,  um  das  0,08- 
fache  jener  Aussitmtswelte  W  (des  Bogens  BC 
oder  des  Winkels  a). 

In  Bücksicht  des  soeben  Gesagten  erhält  man 
für  die  wirkliche  Aussichtsweite  W^i 

TT,  =  Tr+ 0,08  .  TT 
od«:  ^.  =  ^(1  +  0.08) 

2)  .  .  .  W^=2  1,08.  TT 

oder  in  Bücksicht  der  TDrstehenden  Gleichung  1): 

3)  .  .  ,  W^==lflQ-  \/2r^ Längeneinheiten 

nach  welcher  Gleichung  man  die  wirkliche 
Aussichtsweite  berechnen  kann. 

ErU.  704.  Die  Brechung  (Befraktion) 
des  Lichtes  besteht  darin,  dass  ein  Licht- 
strahly  der  von  einem  Mittel  in  ein  anderes  über- 
geht, an  der  Grenze  beider  Mittel  im  allgemeinen 
seine  Bichtung  ändert. 

Dadurch,  dass  z.  B.  die  Atmosphäre  nach  der 
Erde  hin  stets  dichter  wird,  also  an  Dichtigkeit 
zunimmt,  [bemerkt  sei  hierbei,  dass  dies  nur 
eine  Annahme  ist,  denn  es  kann  infolge  der 
verschiedenartigen  Erwärmung  der  Lun  der 
Fall  eintreten,  dass  die  unteren  Luftschichten 
dünner  als  höhere  Luftschichten  sind,  und 
dass  auch  durch  ungleiche  Erwärmung  der  ver- 
schiedenen Luftschichten  aUe  Luftschichten 
gleich  dicht  sind],  wird  die  soge- 
nannte atmosphärische  Strah- 
lenbrechung hervorgerufen. 

Man  spricht  von  einer  astro- 
nomischen Strahlenbrechung  ^Be- 
fraküon),  wenn  die  Lichtstranlen 
von  einem  ausserhalb  der  At- 
mosphäre der  Erde  liegenden  leuch- 
tenden Punkt,  also  z.  B.  von  einem 
Himmelskörper  kommen  und  die  die 
Erde  umgebende  Luftschicht  durch- 
dringen; man  spricht  von  einer 
irdischen  (oder  terrestrischen) 
Strahlenbrediung  (Befraktion), 
wenn  die  Lichtstrahlen  von  einem 
leuchtenden  Punkt  kommen, 
welcher  innerhalb  der  Atmo- 
sphäre der  Erde  liegt,  wie  z.  B. 
von  der  Spitze  eines  Berges. 

Ist  in  der  Fig.  490  ^  ein  über 
dem  Meereshorizont  liegender 
Punkt,  z.  B.  die  Spitze  eines 
Berges,  so  werden  die  von  A  kom- 
menden Lichtstrahlen,  sobald  sie 
in  niedrigere  (dichtere)  Luft- 
schichten eindringen,  gebrochen 
und  zwar  so,  dass  der  Weg  eines 
von    A    kommenden   Lichtstrahls 


weiter  einen  besonderen  Fehler  zu  begehen, 
diesen  Quotienten  noch  vernachlässigen,  und 

man  erhält:  

C)  .  .  .  bog  BC=  V2rh  Längeneinheiten 

nach  welcher  Gleichung  man  den  Bogen  BC, 
d.  i.  die  gesuchte  Aussichtsweite,  direkt  aus 
dem  gegebenen  Radius  r  der  Erde  und  der 
gegebenen  Erhebung  h  eines  Punktes  über 
der  Meereaflächc  mit  hinreichender  Genauig- 
keit berechnen  kann.  (Siehe  die  Erkl.  702 
bis  706.) 


Figur  490. 


^^^' 


X  I 


V  / 
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die  nach  der  Erdoberfläche  hin  konkave  Enrve 
AC  bildet.  Da  nnn  ein  in  O  befindliches  Ange 
das  von  A  kommende  Licht  in  einer  geraden 
Bichtnng  zn  empfangen  scheint,  welche  mit  der 
Bichtnng  der  an  diese  Lichtknrve  ^C  in  C  ge- 
zogenen Tangente  CA^  zasammenfäUt,  so  scheint 
einem  Beobachter  in  C  die 
Spitze  A  des  Berges  höher 
liegend,  nämlich  in  dem  in 
jener  Tangente  liegenden 
Punkt  Ay 

Beflnaet  sich  umgekehrt, 
siehe  Figor  491,  das  Auge  eines 
Beobachters  in  einem  Punkt  Ay 
der  höher  als  der  Punkt  C 
liegt,  so  wird  der  Weg  eines 
von  C  ausgehenden  Licht- 
strahles die  Kurve  CA  bilden. 
Da  nun  ein  in  A  befindliches 
Auge  das  von  C  kommende 
Li<£t  in  der  Bichtung  der  an 
diese  Lichtkurve  CA  gezogen 
gedachten  Tangente  ^C.  em- 
pfängt, so  scheint  einem  Beob- 
achter in  A  der  niedriger  lie- 
gende Punkt  C,  ebenfalls 
höher  liegend,  nämlich  in 
dem  in  jener  Tangente  A  C^ 
liegenden  Punkt  C^,  Die  irdi- 
sche Strahlenbrechung  bewirkt 
also,  dass  alle  sichtbaren  Punkte 
höher  erscheinen,  als  sie  wirk- 
lich sind. 

Erkl.  705«  Den  Winkel,  um  welchen  man 
einen  beobachteten  Punkt  höher  sieht,  als 
er  in  Wirklichkeit  liegt,  nennt  man  den  Be- 
fraktions-  (Brechungs-)winkel  oder  die  Be- 
fraktion. 

Bezeichnet  man  den  Winkel,  welchen  die 
durch  den  Beobachtungsort  und  den  beobach- 
teten Punkt  gehenden  Erdradien  mit  einander 
bilden,  mit  a,  so  ist  jener  Befraktionswinkel 
gleich  diesem  Winkel,  multipliziert  mit  einer 
Eonstanten  k,  FUr  diese  Eonstante  Jb,  Be- 
fraktionskonstante  genannt,  wurden  durch 
vielfache  Beobachtungen  bewährter  Geodäten 
und  Astronomen  verschiedene  Werte  gefunden; 
gewöhnlich  nimmt  man  an,  dass  diese  Eon- 
stante k  (nach  vielen  Untersuchungen  von  La- 
place,  Delambre,  Gauss,  Bessel  u.  a.)  =  0,08 
sei.  Der  Befraktionswinkel,  um  welchen  man 
also  einen  On  höher  sieht,  als  er  wirklich  ist, 
ist  hiemach  =  0,08*  es 

(Ausführliches  über  die  Bestimmung  der 
Befiraktion  findet  man  in  den  Teilen  dieser 
Encyklopädie,  welche  über  höhere  Geodäsie  und 
Dioptrik  handeln,  siehe  Andeutung  63.) 


Figur  491. 


*  Aufgabe  1141.    Wie  weit  kann  man  von        Andeutung.    Man  beachte  die  Andeutung  znr 
der  Spitze  des  8154  m  hohen  Dhawalagiri  Aufgabe  1140  und  die  Erkl.  702  und  70S. 
aus  sehen,  und  zwar  a)  ohne  Kücksicht  und 
b)  mit   Rücksicht   der   irdischen    Strahlen- 
brechung?   Der  Radius  der  Erde  zu  859,6 
geogr.  Meilen  angenommen. 


Aufgaben  ans  der  m&thematischeii  Geographie  and  dei  aph&rischeD  Astronomie.       ggi . 

*  Aufgab«  1I4S.  Der  htidiatfl  Berg  der  Andeutung.  Man  beachte  die  Andentnng  zur 
Erde,  GauriBankar  auch  Eotirara  oder  Moont  Anfgabe  1140  und  die  Erkl.  703. 
Everest  (höchster  Gipfel  des  Him^yagebirges) 
genannt,  hat  eine  HObe  von  6837  m;  welches 
ist  die  Aussichts weite  von  der  Spitze  dieses 
Berges  in  Räckalcht  der  irdischen  Strahlen- 
brechung? BadinsderErde=859,€geogr.Meil. 


*  Angabe  1143.    Welcbes  ist  die  Ans-        Andeutung.    Man  beachte  die  Andentnng  znr 
Bichtsweite  eines  auf  ebener  Erde  stehenden  Aufgabe  1140  und  die  EikL  708. 
Menschw,  dessen  Auge  von  der  Erde  sieb 
in   einer  Entfenntng  h  =  1,60  n  befindet? 
Badioa  r  der  Erde  =  859,6  geogr.  Heilen. 

*Ati%ab«   1144.     Ein  LenchUonn   bat 
eine  H5he  A  =  36  m;  Ton  der  Spitze  des- 
selben sieht  man  am  änssersten  Horizont  ein  t«       ,  . 
Schiff;  welche  Entfenmng  hat  dieses  Schiff        Andeutna«.      Zur  Bereclmnng  der   ge- 
von  der  Spitze  des  Tnrmes?     Eadins  r  der  mchte»  Entfemnng  AC,  siebe  Fignr  489, 
Erde  =  859,6  geogr.  Meilen.                           ^^^^  «*■*  ™"  ^™  ^^   ^  rechtwinkligen 
Dreieck   ACM  nach    dem   pythagoreischen 
ErU.  70S.     Eine  dentscbe  oder  geogra-  Lehrsatz  die  Relation: 
pbisehe  UeDe  hat  eine  Länge  von  7,*B0  Kilo-                  "777  _  ^/^ _|_  i,\s  _  ^ 
meter  oder  to»  7490  Meter  (siehe  Erkl.  788).        „     ,  f     ~  ^  ^  ^   ■ ..  ,_;  ,  . 

Da  A  in  Meter  aosgednickt  ist,  so  mnss 
man  anch  r  in  Meter  ansdröcken  oder  um- 
gekehrt (siebe  Eiid.  706). 


Figor  492. 
A 


*Aii^ba  1146.  Der  Chimborasso  (ein 
Berg  der  Cordilleren  in  Südamerika)  ist 
h  =  6628  m  hoch.     In  welcher  Entfernung 

von  seinem  Fnss  verschwindet  einem  aaf  Andeotung.  Nach  der  in  Andeutnng  zur 
offenem  Ocean  befindlichen  Seefahrer  die  Aufgabe  1140  aufgestellten  GleichnngC)  be- 
Spitze  dieses  Berges?  Radius  r  der  Erde  steht  zwischen  der  Länge  des  Bogens  BC, 
=  859,6  geogr.  Meilen.  siehe  Fignr  492,   dem  Radius  r  der  Erde 
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nnd  der  Höhe  h  des  Chimborasso  über  dem 
Meeresspiegel,  die  Bdation: 

bog-BC=  \/2rÄ  LängeneinlieHeii 

Da  nun  die  Aassichtsweite  bogjBC  eines 
Beobachters  auf  der  Spitze  A  gleich  der 
gesachten  Entf emang  o;  ist,  in  welcher  emem 
Beobachter  in  C  die  Spitze  A  des  Berges, 
wegen  der  Engelgestalt  der  Erde  verschim- 
det,  so  kann  man  diese  Entfemong  x  nach 
jener  Gleichnng: 

A)  .  .  .  »  =  y%rh 
berechnen. 

Man  kann  aach  nach  einer  der  in  der 
Erkl.  702  angeführten  Gleichongen  8)  nnd  3a) 
zunächst  den  Winkel  a,  bezw.  den  in 
Winkelmass  ausgedrückten  Bogen  BC  be- 
rechnen, dann  nach  der  in  der  ErkL  459  an- 
geführten planimetrischen  Relation  die  Länge 
dieses  Bogens  bestimmen.  Die  Höhe  h  nnd 
der  Badius  r  der  Erde  müssen  allerdings  in 
gleiche  Längeneinheiten  ausgedrückt  werdeo 
(siehe  Erkl.  706). 

WiU  man  die  irdische  Strahl^ibrechnsg 
berücksichtigai,  so  hat  man  za  beachteo. 
dass  sich  der  Seefahrer,  siehe  Figur  492, 
von  B  noch  weiter  entfernen  kann  als  der 
Punkt  C  angibt,  und  dass  er  doch  noch  wegen 
der  irdische  Strahlenbrechung  die  Spitze  A 
des  Ohimborasso  sidit.  Addiert  man  naeh 
der  Erkl.  703  zu  der  nach  Gleichung  A) 
berechneten  Entfernung  x  das  0,08-facbe  der- 
selben, so  erhält  man  die  gesudite  Entfer- 
nung Xi  in  Rücksicht  der  irdischen  Strahlen- 
brechung. 


*  Angabe  1146.  Welche  Höhe  muss  ein 
an  einer  Küste  befindlicher  Berg  haben, 
damit  man  seine  Spitze  noch  in  einer  Ent- 
fernung von  120  Seemeilen  sehen  kann? 
Der  Radius  r  der  Erde  zu  859,6  geo- 
graphischen Meilen  angenommen. 


Erkl.  707.  Eine  Seemeile  ist  =  0,25  geo- 
graphische Meilen  oder  =  1,855  Kilometer  oder 
=  1855  Meter. 


Andeatong.  Setzt  man  in  der  in  der 
Andeutung  zur  Aufgabe  1140  aufgesteüteD 
Gleichung  Q: 

a)  .  .  .  bog5C=  V^rh 
für: 

\iOgBC=.  120  Seemeilen 

oder  nach  der  Erkl.  707: 

=  120.1855  Meter 
für: 

r  =  859,6  geogr.  Meiloi 

oder  nach  der  Erkl.  706 : 

=  859,6*7420  Meter 

und  löst  jene  Gleichung  in  bezug  auf  A  a&l, 
so  erhält  man  für  die  gesachte  Hohe  hi 

(120.1855)^ 


Ä  = 


2. 859,6- 7420 


Meter 
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Der  nach  dieser  Gleichnng  sich  ei^bende 
Wert  für  h  ist  in  Rücksicht  der  irdi- 
schen Strahlenbrechung  nin  etwas  za 
gross,  denn  man  sieht,  siehe  Figur  490  nnd 
die  ErbL  704,  Ton  C  ans  die  Spitze  A  in 
Af,  nilmlicb  höher  als  sie  sich  in  Wirk- 
liclikeit  befindet;  zor  Berechnung  der  wirk- 
lichen Höhe  moBB  man  deshalh  nach  der 
Erkl.  705  In  vorstehender  Gleichnng  a)  tüi 
bog  £(7  die  Ltm^  setzen,  welche  man  erhält, 
wenn  man  die  gegebene  Länge  dieses  Bogens 
(d.  ].  die  gegebne  Entiemmig)  am  diu  0,06- 
fache  derselben  vermindert 


'Angabe  1147.  Ein  Luftballon  befindet 
sich  h  =  600  m  über  der  Oberfläche  der 
Erde;  wie  gross  ist  die  Fläche  der  Erde, 
welche  ein  im  Ballon  befindlicher  Beobachter 
übersehen  kann?  (Radios  r  der  Erde  =  859,6 
^ographische  Heilen.) 

FigDF  4S3. 


Andeatnug.  let,  siehe  Figur  493,  A  der 
Punkt,  in  welchem  sich  der  Beobachter  über 
der  Erdoberfläche  befindet,  nnd  man  denkt 
Bich  von  A  ringsum  Sehstrahlen  gezogen, 
welche  die  Erdoberfläche  tangieren,  so  liegen 
die  Berehrungspuntte  dieser  sämtlichen 
gedachten  Tangenten  aof  dem  Engelkreis  CD, 
durch  welchen  der  von  A  ans  fibersehbare 
Teil  der  Erdoberfläche  begrenzt  wird.  Dieser 
übersehbare  Teil  ist  eine  Calotte  der  Erd- 
kugel. 

Nach  der  Erkl.  708  bat  man  fOr  den 
gesnchten  Inhalt  x  dieser  Calotte: 

a)  .  .  .x  =  27,r-!, 
in  welcher  Relation  r  der  Radius  der  Erde 
und  y  die  noch  nnbekannte  Höhe  mB  der 
gedachten  Calotte  bedeutet.     Dieses  y  kann 
man  nnter  anderem  wie  folgt  berechnen : 

Nach  der  in  Andeutung  zur  Aufgabe  1140 
aufgestellten  Gleichung  b)  iBt,  da  a  anch 
hier  nur  ein  kleiner  Winkel  sein  kann: 


und  hieraus  erhält  man: 


Erbl<  706<  Bezeichnet  man  den  Inhalt  einer 
Calotte  mit  J,  den  Radius  der  lugebOrigen  Engel 
mit  r  und  die  Hebe  jener  Calotte  mit  h,  so  be- 
steht die  Relation: 

/=  2n  r.h 


Erkl.  709.    Der  nach  nebenstehender  Glei- 
chung: 


arcl'       V    r  +  \ 


zu  berechnende  Winkel  wird  zn  klein,  denn 
infolge  der  irdischen  Strahlenbre<^hnng  siehtman. 


nach  welcher  Gleichnng  man  den  Winkel  a 
berechnen  kann  (siehe  Erkl.  709). 

Femer  kann  man  mittels  der  ans  dem 
rechtwinkligen  Dreieck  ACM  sich  ergeben- 
den Relation: 

c).  ..AC=  Y(r  +  h)>~ri 
AC  berechnen. 

Sind  a  nnd  A  C  berechnet,  so  kennt  man 
von  Aetn  rechtwinkh'gen  Dreieck  AmC,  in 
welchem  nach  der  Erkl.  293 : 

■^ACm  =  -^  CMm  oder  =  a 
ist,   die   Hypotenuse   AC   nnd   den   spitzen 
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nadi  der  Erkl.  704  nnd  706,  Ton  Ä  ans  nm 
das  0,OB-fiache  des  Bogois  BC,  bezw.  des  zn- 

feböiigen  Winkeis  a  weiter;  will  man  also  die 
trahlenbrechnng  berücksichtigen,  so  mnss  man 
den  nm  jenen  angegebenen  Wert  korrigierten 
Winkel  a^  ans  der  Gleichung: 

«1  =  a  +  0,08- a  oder  =  «  (1  +  0,08) 

oder  =  1,08*  a 

bezw.  ans  der  Gleichung: 


Winkel  a;  man  kann  somit  mittel  der  ans 
diesem  Dreieck  sich  ergebenden  Belation: 


.,  1,08    i/    2Ä 


berechnen. 


+  h 


d) 


sma  =    _!_ 
AC 


die  Höhe  y  der  Calotte  bestimmen,  wobei 
man,  in  Bücksicht,  dass  a  ein  sehr  kleiner 
Winkel  ist,  nach  den  ErkL  660  nnd  662 : 

sino'  =:  arc«'  =  «•arc«' 
setzen  kann. 


*  Aufgabe  1148.  Wie  hoch  müsste  sich 
ein  Luftballon  über  die  Meeresfläche  erheben, 
um  ein  Flächenstück  der  Erde  zu  übersehen, 
dessen  Inhalt  J  gleich  dem  Inhalt  einer 
der  kalten  Zonen,  nämlich  •=  387,139  geogr. 
Quadratmeilen  ist?  (Radius  r  der  Erde 
=  859,6  geographische  Heüen.) 


Andeutung.  Man  berechne  mittelfi  der 
in  der  ErkL  708  vorgeführten  stereometri- 
schen Formel  aus  dem  gegebenen  Inhalt  ./ 
der  kalten  Zone  (welche  eine  Calotte  der 
Erdkugel  ist)  nnd  dem  bekannten  Badins  r 
der  Erde,  die  Höhe  (=  y  in  Fignr  493) 
dieser  kalten  Zone.  Dann  berechne  man  ans 
dem    rechtwinkligen    Dreieck    Mm  C    der 

Figur  493,  in  welchem  nnnmehr  MC  (=  r): 

Mm  =  (r  —  y)  bekannt  sind,  den  "V^nkel  a. 
mittels  der  Belation  : 


cosa  = 


y 


welche  Belation  jedoch,  wenn  sich  für  a  (M 
probeweiser  Berechnung  des  Winkels  a  nacb 
dieser  Belation)  ein  kleiner  Winkel  er- 
geben sollte,  mittels  der  goniometrischet 
Formel: 


a 


1  —  cosa  =  2«  sin*  — 

umgeformt  werden  mnss,  analog  Mrie  in  An- 
deutung zur  Aufgabe  1140  gezdgft  Trarde. 

Ist  dieser  Winkel  a  berechnet,  so  be- 
rechne man  den  zu  diesem  Winkel  a  gehöriga 
Bogen  BC  mittels  der  in  der  ErkL  459  vor- 
geführten planimetrischen  Belation,  nnd  Ter- 
fahre  schliesslich  zur  Bestimmung  der  ge- 
suchten  Höhe  des  Luftballons,  wie  in  An- 
deutung zur  Aufgabe  1146  gesagrt  wurde. 


Anij^aben  aus  der  matbematiBcben  Geographie  und  der  sphKrücben  ABtronomie.       835 
Fignr  494. 


*  An&aba  1149.  Anf  einem  Terrain,  anf 
welchem  Keine  Eriiübnngen  sind,  befinden  sieb 
zwei  Männer,  jeder  derselben  ist  A  =  1,6  m 
gross;  wie  weit  können  sich  dieselben  von 
einander  entfernen,  om  sich  gerade  noch  sehen 

zu  könnoi?     (Radios  r  der  Erde  =  869,6        Andontnng.     In   Figur   494   seien   AB 

geographische  Meilen.)  n„d  ^B  die  zwei  Männer,  welche  sich  so 

weit  TOD  einander  entfernt  haben,  dasa  sie 

sich  gerade  noch  sehen  können.    Dies  findet 

statt,  wenn  der  von  dem  Ange  des  Mannes  Ä  B 

aasgehende   nnd    nach    dem    Ange   D    des 

Mannes  CD  gerichtete  Sehstrahl  (oder  om- 

Erfcl.  710.    Will  man  bei  der  AnflOsnng  der  gekehrt)  die  Erdoberfläche,  besw.  den  gröSB- 

Aufgabe  1149  die  irdische  Strahlenbrechung  be-  ten  Kreis  der  Erde  tangiert,  dessen  Ebene 

rackdchügen,  so  hat  man  zu  beachten,  dws  iu  ^  ^er  durch  die  Standpunkte  J  nnd  C  der 

Eacksicht    dieser    atrahlenbrechung    nach    den   v„{j_,  mh-.,»-  .,.,.1    j™  u:k.<i.s»«w>   i#  j™ 

Erkl.  703  bis  705  in  Bezug  auf  Icd  Punkt  F  ^J^    ^^"l  ""^^  ™  ^'^P""^  f  ^« 

der  Erdoberfläche  jeder  d«  Punkte  Ä  nnd  C,   Erde   bestimmten  Ebene  hegt,    wie ^  in  der 

bezw.  um  das  0,08-fache  der  Bogen  ^  F  und  FC  Flgnr  494  angedeutet  ist 

weiter  liegen  kann,  als  in  der  geometrischen         Die  Länge  des  Bogens  AFC,  welche,  in 

Figur  494  angedeutet  ist  Winkelmass    ausgedrfickt ,    gleicb    dem 

Man  erhält  also  für  die  Entfemong  x,  in  Centriewinkel  a  Ist,  ist   die  gesuchte    Ent- 

BöckMdit  der  irdischen  Stmhlenbrechnng  hier-   femung  x.     Diese  ikitfemang  x  kann  man 

nach  und  nach  der  m  nebenrtehender  Anden-   nnnmehr  wie  folgt  berechnen: 

tmig  aufgesteUten  Gleichung  A):  Verbindet  m^  den  Beruhnmgspmikt  F 

«,  =  a  -  vITÄ  +  0,08 .  a  vTTä  jenes  die  Erde  berührenden  (gedachten)  Seh- 

o^er:  Strahls  BD  vAi  M,  so  erhält  man  die  kon- 

«,  =  2 /8rk  (1  +  0,08)  gmenten    rechtwinkligen    Dreiecke    MFD 

mithin:  nnd  MFB;  ans  jedem  derselben  ergibt  sich 

a)  .  .  »,  =  1,06-2  l/2rÄ  LSügMieüiheitsa  ^6  Eelation: 

nach   welcher  Gl^chnng  man  a   berechnen 
kann. 

Da  jedoch  -^  nur  ein  sehr  kleiner 
Winkel  sein  kann  nnd  da  nach  jener  Gleich,  a) 
niitt«lB  einer  gewöhnlichen  log.-trig.  Tafel 
sehr  kleine  Winkel  nicht  bestimmt  werden 
können,  so  forme  man  jene  Oleicbnng  so  um. 
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wie  in  der  Andentang  zur  Aufgabe  IW 
gesagt  wnrde;  man  erhält  alsdann,  wie  in 
dieser  Andeutung  gezeigt  ist: 

b)  .  .  .  bog-4-F=  V2rh 

Ffir  die  ganze  gesuchte  Entfernung  / 
(=  AFC)  der  beiden  sich  gerade  noch 
sehenden  Männer  erhält  man  hiemach: 

A)  .  .  .  :r  =  2-  l/2r&  Längeneinheiten 

nach  welcher  Gleichung  man,  in  Bficksictt 
des  für  A  in  Meter  gegebenen  und  des  für  r 
bekannten  und  in  Meter  anszudrüekendei 
Wertes  (siehe  Erkl.  706)  die  gesuchte  Ent- 
fernung X  berechnen  kann  (siehe  ErkL  710\ 


Figur  .495. 


*  Aufgabe  1150.  Humboldt  wirft  die  Frage 

auf,   wie  hoch  der  Punkt  der  afrikanischen 

Küste  sein  mtisste,  um  mit  Berücksichtigung 

der   irdischen  Strahlenbrechung    den   h  = 

3716  m  hohen  Pik  von  Teneriffa  auf  den 

Kanarischen    Inseln,    welcher    im    Bogen-   . 

mass   von  jenem   ihm  nächsten  Punkt  der 

afrikanischen  Küste  a  =  2®  49'  entfernt  ist,        Andeutung.     In  Figur   495    «teilt  dw 

gerade  noch  sehen  zu  können.   (Radius  r  der  Kreis  um  M  einen  grössten  Kreis  der  Ew- 

Erde  =  859,6  geogr.  Meilen.)  kugel  dar,  welcher  durch  den  Pik  von  Tene- 

riffa AB  und  durch  einen  Punk±  D  der 
afrikanischen  Küste  geht;  CD  (==  x)  sei  £' 
gesuchte  Höhe  des  Punktes  D  der  a^ikui- 
sehen  Küste,  welche  Höhe  so  gross  sein  eqU. 
dass  man  von  C  die  Spitze  A  des  Berges  äL 
gerade  noch  sehen  kann. 

Der  Bogen  BFD^  welcher,  im  Wlnkelmä£^ 
ausgedrückt,  gleich  dem  Centriewinkel  a  i£- 
ist  gleich  der  im  Winkelmass  gegebesa 
Entfernung  des  Berges  AB  von  dem  Punkt  ? 
der  afrikwischen  Küste. 

Die  gesuchte  Höhe  x  kann  man  wie  iik 
berechnen: 
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Man  berechne  zunächst  mittels  der  in  der 
Erkl.  702  antgestellten  Gleichung  3): 


a) 


tg«i 


welche  sich  ans  dem  bei  F  rechtwinkligen 
Dreieck  MFÄ  der  Fignr  495  ergibt,  den  zu 
dem  Bogen  BF  gehörigen  Centriewinkel  a^; 
wobei  man,  wenn  durch  probeweise  Berech- 
nung des  Winkels  a^  ersiditlich  wird,  dass  a^ 
ein  kleiner  Winkel  ist,  nach  den£rkL660 
Erkl«  711»  Soll  man  bei  der  Auflösung  der  bis  662: 
Aufgabe  1160  die  irdische  Strahlenbrechung  be-  ^„.  ^  ^„.   o^e,  ^      ^„. 

rücksicht]gen,  so  hat  man  zu  beachten,  dass  in      ^       ^  ^       T^        i.    x*  <j^  i 

Rücksicht  dieser  Strahlenbrechung,  nach  den  setzen  kann.  Dann  bestmime  man  mittela 
Erkl.  708  bis  705,  in  Bezug  auf  den  Punkt  F  der  aus  der  Figur  sich  ergebenden  Relation: 
der  Erdoberfläche  jeder  der  Punkte  A  und  C,  b)  .  .  .  a,  =  a  —  a^ 

bezw.  um  das  0,08-fache  der  Bogen  BF  und  Dl?*,  ^  Centriewinkel  a  welcher  zu  dem 
bezw.  der  zugehörigen  Centriewinkel  «,  und  «,  S!l,„    S^n  ^  Vh.    J^S«    r^nf^^ 

weiter  liegexTkann,  als  in  der  geometrischen  ß?«^«^,  ^^  «^^^^^^t;  f^  welchen  Centne- 
Figur  496  angegeben  ist  Winkel  man  nach  der  Erkl.  711  m  Rück- 

Man  erhält  also  för  den  ganzen  Bogen  BD,  sieht  der  irdischen  Strahlenbrechung: 
bezw.  fttr  den  zugehörigen  Centriewinkel  a: 


«==(«.  +  0,08 .  ir,)  +  («,  +  0,08 . «,) 
oder: 

«  =  «,  (1  +  0,08)  +  «,  (1  +  0,08) 

a  =  1,08.«,  + 1,08.  «1 

und  hieraus  ergibt  sich  für  den  Winkel  o, 
in  Rttcksicht  der  irdischen  Strahlen- 
brechung: 

1,08-«,  =  «  —  1,08.«! 

oder: 


1,08 


a) 


« 


1,08 


—  «, 


3600 


bj)  .  .  .  «j  = 

zu  setzen  hat. 

Hierauf  drücke  man  den  Bogen  FD, 
welcher  zu  dem  jetzt  bekannten  Centrie- 
winkel tts  gehört,  in  Längeneinheiten 
des  Radius  r  aus,  indem  man  die  Relation: 

bog  FD:2r7i  =  «jO :  3600  (giehe  Erkl.  459) 
benutzt,  nach  welcher  man: 

c)   .  .   .  hogFD  =  2rn 

erhält 

Schliesslich  benutze  man  zur  Berechnung 
der  gesuchten  Höhe  CD  (=  x)  die  in  An- 
deutung zur  Aufgabe  1140  aufgestellte  Glei- 
chung C),  indem  man  in  derselben: 

h  =z  X 
und  bog  BC  =  bog  FD 
setzt;  man  erhält  hiemach: 

d)  .  .  .  bog  FD  =  \/2r'X 

nach  welcher  Gleichung  man  ans  bog  FD 
und  r  die  gesuchte  Höhe  x  berechnen  kann. 


^  Aufgabe  1151.  Ein  Schi£f  befindet  sich 
in  der  Nähe  der  Kanarischen  Inseln  und 
zwai*  in  einer  Entfernung  von  a  =  35  geogr. 
Meilen  von  Teneriffa.  Ein  auf  dem  Mast 
in  der  Höhe  Ton  A  =  12  m  über  der  Meeres-^ 
fläche  befindlicher  Matrose  sieht  in  jener 
Entfernung  gerade  am  Horizont  den  Gipfel 
des  Piks  von  Teneriffa.   Man  soll  aus  diesen 

Angaben  nnd  dem  bekannten  Radius  r(=  859,6  Andeutung.  Die  Auflösung  dieser  Auf- 
g^eogr.  Meilen)  der  Erde  die  ungefähre  Höhe  gäbe  ist  analog  der  Auflösung  der  vorigen 
dieses  Berges  berechnen.  Aufgabe.    Man  berechne  zunächst,  s.  Fig.  496, 

aus  a  (d.  i.  der  Bogen  BFD)  nnd  r  den 
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,1 


5 


^  ^ 

^ 


n 


V 


Winkel  a.  Dann  bestimme  man  aus  dem 
rechtwinkligen  Dreieck  MFC  den  Winkel  a. 
nnd  hierauf  bestimme  man  den  Winkel  al 
Dann  verfahre  man  zur  Berechnung  d^ 
Höhe  X  weiter  wie  in  Andeutung  zur  vorigtfi 
Aufgabe  gesagt  wurde. 


Figur  496. 


^Ani^abe  1152.    Das  Licht  eines  Leucht-        Andeutung.    Man  verfahre  wie  in  den  As* 
turms  befindet  sich  65  m  über  der  Meeres-  deutungen  zu  den  Aufgaben  1150  nnd  1140  ge- 
fläche;  auf  einem  Schiffe  erblickt  ein  Beob-  ^^  ^"^e. 
achter,  welcher  sich  10  m  über  der  Meeres- 
fläche befindet  I  gerade  am  äussersten  Hori- 
zont die  ersten  Lichtstrahlen  jenes  Lichtes; 
wie  weit  ist  das  Schiff  in  diesem  Augenblick 
von  dem  Leuchtturm  noch  entfernt?    (Ra- 
dius r  der  Erde  =  859,6  geogr.  Meilen.) 


*  Aufgabe  1153.    Auf  einem  Berg  wurde 
die   Depression    des   Meereshorizonts    beob- 
achtet und  a  =  10  25^  48"  gefunden;  wie        Andeutung.    Ist,  siehe  Figur  497,  Ä  dir 
oe?.^*^.i®''^Ä  ^^"^  ^^'  Erder  =  gpit^g  des  Berges,  dessen  Höhe  Ä  berecte 

werden  soll,  so  ist  der  Winkel  DAH,  welche 
der  von  A  nach  dem  äussersten  sichtbares 


859,6  geogr.  Meilen.) 

Figur  497. 


Rand  der  Meeresfläche  gehende  Sehstnbi 
AD  mit  dem  durch  A  gehenden  nnd  in  d^- 
selben  Yertikalebene  liegenden  horizontale 
Sehstrahl  AH  bildet,  die  gegebene  De- 
pression a  oder,  wie  sich  die  Seefahrer 
auszudrücken  pflegen,  die  sog.  KimmtietV 
des  Meereshorizontfi  (siehe  Erkl.  712). 

Da  nun: 

AH±MA 
nnd 

AD\MD 
ist,  so  ist  nach~dem  in  der  Erkl.  263  c- 
geführten  planimetrischen  Satz: 

^DAH  =  <^DMA  oder  =  a 
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Erkl*  712*  Unter  der  „Depression  des 
Meereshorizonts''  versteht  man  den  Winkel, 
welchen  ein  von  dem  Ange  eines  Beobachters 
ans  nach  dem  änssersten  sichtbaren  Band 
der  Meeresfläche  gehender  Sehstrahl  (Lichtstrahl) 
mit  der  durch  das  Ange  gehenden  nnd  in  der- 
selben Vertikalebene  liegenden  horizontalen  Linie 
bildet. 

In  der  See-  oder  SchifEswissensohaft  wird 
diese  Depression  des  Meereshorizonts  „Dücking, 
auch  Kimmtiefe  oder  kurzweg  auch  Kimm" 
genannt. 

Erkl«  718«  Bei  der  Messung  der  in  der 
Aufgabe  1153  erwähnten  Depression  des  Meeres« 
horizonts  oder  der  sogenannten  Kimmtiefe  a 
sieht  man  nach  den  Erkl.  704  nnd  705  infolge 
der  irdischen  Strahlenbrechung  um  das  0,08-f ache 
des  Bogens  BD,  bezw.  des  Winkels  a  weiter, 
als  durch  den  Punkt  D  in  der  Figur  497  geo- 
metrisch angedeutet  ist;  man  erhält  also  nach 
der  in  nebenstehender  Andeutung  aufgestellten 
Gleichung  A): 

Ä  =  ~tg2« 

eine  falsche  Höhe,  indem  in  dieser  Gleichung 
jene  Strahlenbrechung  noch  nicht  berücksichtigt 
wurde  nnd  nicht  der  in  der  Aufgabe  gegebene 
Winkel  «,  sondern  der  um  das  0,08-fadbe  dieses 
Winkels  a  rerminderte  Winkel  der  Winkel  ist, 
welcher  der  Fi^  in  Wirklichkeit  entspricht 
und  daselbst  mit  a  bezeichnet  ist;  bezeichnet 
man  diesen  korrigierten  Winkel  mit  a^,  so  ist 
hiemach  in  jener  Gleichung  für  a  der  Wert: 


Wie  in  der  Erkl.  702  gezeigt,  ergibt  sich 
aus  dem  rechtwinkligen  Dreieck  ADM  mit 
hinreichender  Genauigkeit: 

a)  .  .  .  tga  = 


«1  =  a  —  0,08' a  oder  = 


100 
100 


8 


a  — u 

100 


a 


mithin: 


a) 


zu  setzen. 


92. 

"»-löo 

23 
«^  =  -25-" 


und  hieraus  erhält  man: 
A)  .  .  .  Ä  =  ^  .  tg2a 


Nach  welcher  Gleichung  man  die  gesuchte 
Höhe  des  Berges  aus  der  gegebenen  Kimm- 
tiefe a  nnd  dem  Radius  r  der  Erde  berech- 
nen kann  (siehe  die  Erkl.  713). 


b)  Aufgaben,  in  welchen  Bezug  auf  die  geographische  Breite  bestimmter  Orte 

der  Erdoberfläche  genommen  ist. 

*  Aufgabe  1154.  Ein  Ort  0  auf  der  Erd- 
oberfläche hat  die  nördliche  (oder  südliche) 
geogr.  Breite  gp  =  48*^  40'  18";  welchen 
Umfang  hat  der  durch  diesen  Ort  gehende 

Parallelkreis,  wenn  die  Erde  als  vollkommene  Andentnng.  In  Figur  498  sei  cd  der 
Kngel  mit  dem  Radius  r  =  859.6  geogr.  PaxaJlelkreis,  welcher  durch  den  Ort  0  der 
Meüen  angenommen  wird?  Erdkugel  geht,  deren  Mittelpunkt  M  sei  (s.  die 

ErM.  714  bis  720).  Zieht  man  in  der  Fig.  498 
den  durch  den  Ort  0  gehenden  Meridian 
nOFs  (siehe  Erkl.  721),  so  ist  der  Bogen  FQ 
dieses  Meridians  die  gegebene  geographische 
nördliche  Breite  qp  des  Ortes  0  (s.  Erkl.  722). 
Dieser  im  Winkelmass  ausgedrückte  Bogen  FO 
ist  das  Mass  des  zu  demselben  gehörigen 
Centriewinkels  FMO  (=  qp). 


SSO  Ebene  Trigonometrie  in  ihrer  Anwendung. 

„.       ^.„  Berücksichtigl:  mao,  dus  nach  der  Erid.T>S 

^'S^''*^^-  J^-ifimdOm  senkrecht  auf  derErdachM«? 

stehen,  dass  somit: 

nnd  1  oder  =  B 

■i^OniJf  =90^  J 
ist,  dass  also  das  Dreieck  OmM  ein  recht- 
winkliges ist,  dass  ferner  nach  der£rkLT^4 
MO  and  MF  gleich  dem  Radios  r  der  £rd- 
^  kngel  sind,  so  ergibt  sich  aas  der  Fig.  49^ 

a)  .  .  .  ^  =  W  —  v 
und 

b)  .  .  .  sin  ^  =  -?- 

Ans  diesen  beiden  CMetchnngea  ^hält  nun: 
sin  (900  -  7>)  =  -^ 
oder  nach  der  Erkl.  19: 

Erkl.  714.    Die  Erde  hat  eine  der  Kugel  cos  9>  =  ~ 

&bnUche,    eine   sog.  sphäroidiacbe   Qestalt;  '' 

man  kann  ue  alB  eine  Engel  betrachten,  die  an   nnd  hieraus  ergibt  aich: 
den  Endpunkten  eines  Durchmesserg  abgeplattet   j^)  ,     .  o  =:  r-coiv- 

ist.    Da  diene  Abplattung  nicht  aehr  gross  ist,   n^ch' welcher  Gldchm«  man  den    Eaüös  * 
80  kann  man,  ohne  einen  groben  Fehler  bu  be-   ""^    "'»™"'  "         Tt  ^I  "™'    "*""  t 
gehen,  die  Erde  als  eine  Tollkoramene  Kugel  ^^  ParaUelkreises  cd  berechnen  kann. 
betrachten.  ^^  gesuchten  ümEuig  U  desselben  find« 

man  nach  der  Erkl.  SiO  mittels  der  Belation: 

Erkl.  716.    Den  Durchmesser  der  als  Eugel  B)  .  .  .  ET  =  Squ 
gedachten  Erde,  um  welchen  die  Erde  rotiert   oder  in  Eflckaicht  der  Olnirfinng  A)    miltdi 
(täglich  eine  Umdrehung  macht),  nennt  man  die   i^  Relation: 
Eraachse,    deren   Endpunkte    die  Erdpole.   „ .  ,•       o 

Die  Erdachse  ist  ein  Teil  der  Welt-  oder  "})■-■  '  —  »''«•CMv 
Simmelsacbse,  d.i.  der  DuTchmeaaerdes  schein- 
baren Himmelsgewölbes,  um  welchen  sich  dasselbe 
scheinbar  dreht,  um  welche  die  Qestime  am 
Himmel  täglich  Kreise  zn  he  schreiben  scheinen, 
deren  Ebenen  alle  senkrecht  auf  jenem  gedachten 
Dnrchmeaaer  dea  Himmelagewülbes  stehen  (siehe 
Erkl.  717).  Die  Endpunkte  dieser  gedachten 
Himmelsachse,  in  welcher  die  Erdachse  liegt, 
faeiaseu  die  Himmelapole.  Die  Erd-  nnd 
Himmeispole  machen  als  Punkte  einer  Dreh- 
achse keine  Rotationsbewegung  mit. 

ErU.  71ft.  Der  grSsste  Kreis  der  Erd- 
kugel, dessen  Ebene  senkrecht  zur  Erdachse 
steht,  heiast  Erdäquator  (oder  Gleicher),  der 
Dnrchachnitt  der  Ebene  dea  Erdäqnatore  mit 
dem  Bcheiuboren  Himmelsgewölbe  heisat  Him- 
melsäquator.  (Siehe  Pignr  499  und  die 
Erkl.  716  a.) 

Erkl.  716  a.  In  den  Figuren  499  nnd  600 
Bt«Ut  die  innere  Eugel  die  Erdkugel,  die  änaaere 
jener  konzentrischen  Kugel,  das  HinuneUgewölbe 
dar,  wie  es  einem  Beobachter  auf  der  Erde 
erscheint.  Allerdings  hat  man  sich  bei  diesen 
Figuren  die  Erdkogel  im  Verhältnis  inm  Him- 
melsgewölbe viel  viel  kleiner  zu  denken,  als 
in  einer  Fignr  angegeben  werden  kann.  $ 
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ErU.11S.  Die  Bichtnng, 
nach  welcher  die  Botation  der 
Eide  nm  die  Erdachse  erfolget, 
ist  in  der  Tig.  500  dorch  einen 
Pfeil  an  dem  Srdüqnator  an- 
gedentet.  Scheinbar  dreht 
sich  das  Himmelsgewölbe  mit 
allen  Oestimen  täglich  um  die 
Himmelsachse  in  dei  ent- 
gegengesetzten Richtmig, 
wie  durch  Pfeile  an  dem  Him- 
melsfiqiiator  angegeben  ist. 

BrU.  718.  Daich  den  Erd- 
äqnator  wird  die  Erde  in  zwei 
Httiften,  sog.  Hemisphären 
geteilt,  der  Teil,  welcher  links 
der  in  der  Erkl.717  erwähnten 
Drehongirichtnng  der  Erde 
liegt,  heisBt  nördliche  Hemi- 
sphäre, der  Teil,  welcher  rechts 
TOD  jener  DrehungBrichtnn^ 
liegt,  heisst  südliche  Hemi- 
sphäre. In  ganz  derselben 
Weise  wird  die  Himmelskngel 
durch  den  HimmelsSqnator  in 
zwei  Hemisphären  geteilt  (siehe 
die  FigDzen  499  und  600). 

EiU.  nS.  Der  Endpunkt 
der  Erdachse,  welcher  in  der 
uSrdlichen  Hemisph&re  liegt, 
beisst  Nordpol  der  Erdachse 
oder  der  Erde,  der  andere  End- 
pnnkt  der  Erdachse,  welcher 
in  der  ittdlichen  HemisphKre 
liegt,  heisst  Südpol  der  Erd- 
achse oder  der  Erde.  Die  ent- 
sprechenden Fankte  der  Him- 
melsacbse  heissen  Nordpol,- 
bexw.  Sadpol  der  Himmelsachse 
(siehe  die  Figuren  499  und  500). 

Erkl.  120.  Denkt  man  sich 
durch  die  Erde  eine  Ebene 
parallel  znm  Äeqnator  ge- 
legt, so  schneidet  dieselbe  die 
Erdkugel  in  einer  Kreislinie, 
welche  einParallelkreis  der 
Erde  heisst.  Je  nachdem  ein 
solcher  Parallelkreis  in  der 
nördlichen  oder  in  der  sfld' 
liehen  HemiaiAttre  liegt,  heisst 
er  ein  uCrdlicher  oder  süd- 
licher Parallolkreis  (siehe 
Figur  500).  Der  Durchschnitt 
einer  znm  Bimmelsäqnator  pa- 
rallelen Ebene  mit  dem  schein- 
baren Himmelsgewölbe  heisst 
Paiallelkreis  des  Hirn-  ' 
mels;  solche  Farallelkreise 
werden  scheinbar  von  allen 
Pnnkten  (Sternen)  des  Eimmels- 
gewölbes  (ausgenommen  des 
Nord-  u.  Sddpols)  beschrieben. 
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£rkl«  721«  Denkt  man  sich  durch  die  Längs- 
richtung der  Erdachse  oder  der  Weltachse  eine 
Ebene  gelegt,  so  durchschneidet  dieselbe  die  Erd- 
kugel nach  einem  grössten  Kreis,  dessen  Ebene 
senkrecht  zur  Ebene  des  Erdäquators  ist;  ein 
solcher  Kreis  heisst  ein  Meridiankreis  der 
Erde.  Ein  Bogen  eines  solchen  Kreises,  vom 
Nordpol  bis  zum  Südpol  der  Erde  gerechnet, 
nennt  man  einen  Meridian.  Jene  gedachte 
Ebene  durchschneidet  auch  die  Himmelskugel 
nadi  einem  ^össten  Kreis,  dessen  Ebene  seä- 
recht  zum  Hmmielsäquator  und  zum  Erdäquator 
ist;  ein  solcher  Kreis  heisst  ein  Meridiankreis 
des  Himmels.    (Siehe  Figur  600.) 

Brkl.  722«  Unter  der  geographischen 
Breite  eines  Ortes  0  auf  der  Oberfläche  der 
Erde,  siehe  Figur  498,  versteht  man  die  Ent- 
fernung FO  des  Aequators  aq  von  jenem  Ort  0, 
und  zwar  gemessen  von  dem  Aequator  ab  auf 
dem  durch  den  Ort  0  gehenden  Meridian  nOFs, 

Je  nachdem  ein  Ort  0  auf  der  nördlichen 
oder  südlichen  Hemisphäre  der  Erde  liegt,  je 
nachdem  also  die  geographische  Breite  eines 
Ortes  vom  Aequator  nadi  dem  Nordpol  hin  oder 
nach  dem  Südpol  hin  gemessen  wird,  unter- 
scheidet man  nördliche  und  südliche  geo- 
graphische Breiten. 

Die  geographische  Breite  wird  im  allgemeinen 
durch  den  griechischen  Buchstaben  (p  (Phi)  be- 
zeichnet und  zwar  die  nördliche  durch  -f-^, 
die  südliche  durch  — (p.  Die  geographische 
Breite  wird  als  Bogen  eines  Kreises  im  Winkel- 
mass  ausgedrückt. 

Erkl«  728»  Ein  stereometrischer  Lehrsatz 
heisst: 

„Steht  eine  Linie  {ns  in  Figur  498)  senk- 
recht auf  einer  Ebene  (aq  oder  cd),  so 
steht  sie  auch  senkrecht  auf  allen  durch 
ihren  Fusspunkt  gehenden  Linien  (wie  MF 
oder  mo),  welche  in  jener  Ebene  liegen.'^ 

(Siehe  die  Teile  dieser  Encyklopädie,  welche 
über  Stereometrie  handeln.) 

Erkl«  724«  Ein  stereometrischer  Lehrsatz 
heisst: 

„Die  Badien  aller  grössten  Kreise  einer 
Kugel  sind  einander  gleich  und  zwar  je 
gleich  dem  Badius  der  Kugel  selbst 

(Siehe  die  Teile  dieser  Encyklopädie,  welche 
über  Stereometrie  handeln.) 


*  Angabe  1155.  Der  Umfang  eines  Pa- 
rallelkreises, dessen  geographische  Breite 
qp,  =  u^  50'  14"  ist,  misst  3829,5  geogr. 
Meilen;  wie  gross  ist  der  Umfang  eines 
Paralldkreises,  dessen  geographische  Breite 
(y)j  =  56^  22'  18"  beträgt? 


Andeutang.  Man  benutze  den  in  de 
Erkl.  725  aufgestellten  Satz,  dnrdi  welcheE 
eine  Beziehung  zwischen  den  Umflogt 
zweier  ParaUelkreise  und  deren  geogrk^ 
phischen  Breiten  (siehe  ErkL  726)  äuge 
drückt  ist 


Preisgekrönt  in  Frankfurt  a.  M.  1881. 


Der  ausführliche  Prospekt  und  das  ansführlicfi^Ii- 

haltsverzeichnis  der  „vollständig  gelösten  Aufgabensammlung 
von  Dn  Ad.  Kleyer"  kann  von  jeder  Buchhandlung,  sowie  von 
der  Verlagshandlung  gratis  und   portofrei   bezogen  werden. 

Bemerkt  sei  hier  nur: 

1).  Jedes  Heft  ist  aufgeschnitten  und  gut  brochiert,  um  den  sofortigen  und  dauern- 
den Gebrauch  zu  gestatten. 

2).  Jedes  Kapitel  enthält  sein  besonderes  Titelblatt,  Inhaltsverzeichnis,  Berichtigungen 
und  Erklärungen  am  Schlüsse  desselben. 

3).  Auf  jedes  einzelne  Kapitel  kann  abonniert  werden. 

4).  Monatlich  erscheinen  3 — 4  Hefte  zu  dem  Abonnementspreise  von  25Pfg.  pro  Heft. 

5).  Die  Reihenfolge  der  Hefte  im  nachstehenden,  kurz  angedeuteten  Inhaltsverzeich- 
nis ist,  wie  aus  dem  Prospekt  ersichtlich,  ohne  jede  Bedeutung  fttr 
die  Interessenten. 

6).  Das  Werk  enthält  Alles,  was  sich  überhaupt  auf  mathematische  Wissenschaften 
bezieht,  alle  Lehrsätze,  Formeln  und  Regeln  etc.  mit  Beweisen,  alle  praktischen 
Aufgaben  in  vollständig  gelöster  Form  mit  Anhängen  ungelöster  analoger  Auf- 
gaben und  vielen  vortrefflichen  Figuren. 

7).  Das  Werk  ist  ein  praktisches  Lehrbuch  für  Schüler  aller  Schulen,  das 
beste  Handbuch  für  Lehrer  und  Examinatoren,  das  vorzüglichste  Lehrbuch 
zum  Selbststudium,  das  vortrefflichste  Nachschlagebuch  für  Fachleute  und 
Techniker  jeder  Art. 

8).  Alle  Buchhandlungen  nehmen  Bestellungen  entgegen. 


Das  vollständige 

Inhaltsverzeichnis 

der  bis  jetzt  erschienenen  Hefte 

kann  durch  jede  Buchhandlung  bezogen  werden. 

/ 

Halbjährlich  erscheinen  Nachträge  über  die  inzwischen  neu  erschienenen  Hefte. 


Druck  von  Carl  Hammer  In  Stuttgart. 
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Mit  8  Figuren. 


VoUstäAdi?  gelöste 


Aufgaben  -  Sammlung 

-  nebst  Anhängen  ungelöster  Aufgaben,  für  den  Schul-  &  Selbstunterricht  - 

mit 

Angabe  imd  EDtflcUoog  der  benntzten  Sitze,  Formelo,  Regeln  in  Fragen  und  intiorten 

erl&utert  durch 

viele  Holzschnitte  &  lithograph.  Tafeln, 

aus  allen  Zweigen 
der  Reehenknnsty  der  niederen  (Algebra,  Planimetrie,  Stereometrie,  ebenen  n.  BphftriBchen 
Trigonometrie,  synthetiBchen  Geometrie  etc.)  n.  hOheren  Mathematik  (höhere  Analysis, 
Differential-  n.  Integral-Rechnnng,  analytische  Geometrie  der  Ebene  n.  des  Banmea  etc.);  — 
aus  allen  Zwel^ren  der  Physlky  Mechaniky  Graphostatik,  Chemie.  Geodäsie,  Nantik, 
mathemat.  Geographie,  Astronomie;  des  Mascliinen-y  StraDBen-,  lÜisenhahn-,  Wasser-, 
Brocken-  n«  Hochban's;  der  Konstmktionglehren  als:  darstell«  Geometarie,  Polar-  n. 

Parallel-PerspeetiTe,  SeliattenkonstmktioneD  etc.  etc. 

Schiller^  Studierende,  Kandidaten/ Lehrer,  Techniker  jeder  Art,  Militärs  etc. 

zum  einzig  richtigen  und  erfolgreichen 

Studium»  znr  Forthfilfe  bei  Schularbeiten  nnd  zur  rationellen  Verwertung 

der  exakten  Wissensch'aften, 
heraiiBgegeben  von 

Dr«  Adolph  lUeyer^ 

Mathematiker,  vereideter  königl.  prenei .  Feldmesier,  vereideter  groBilu  hesBischer  Oeometer  I,  Klaaea 

in  Frankfurt  a.  M« 
unter  Mitwirkung  der  bew&hrtesten  Erftfte. 


Kbene  Trig^onometrie. 

Fortsetzung  von  Heft  365.  —    Seite  833—848.     Mit  8  Figuren. 

Ixihalt: 

Aufgaben  auf  der  mathematisohen  Geographie  und  der  sphärischen  Astronomie,  Fortsetnung.  —  Aafgaben, 

in  welchen  Besag  auf  die  geographische  Breite  bestimmter  Orte  der  Erdoberfläche  genommen  ist,  Fortsetsung. 

Aufgaben,  lu  welchen  Bezug  auf  die  gegenseitige  Entfernung  von  Himmelskörpern  genommen  ist. 


^    1:   '     1     V 


Stuttgart  1SS7. 
Verlag  von  Julius  Maier. 
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Preisgekrönt  in  Frankfurt  a,  M,  1881. 

PROSPEKT. 

Dieses  Werk,  welchem  kein  fthnllehes  zur  Seite  steht,  erscheint  monatUch  in  ^-A 
Heften  zu  dem  billigen  Preise  yon  25  ^  pro  Heft  and  bringt  eine  Sammlung  der  wichtig- 
sten und  praktischsten  Aufgaben  aus  dem  Gesamtgebiete  der  Ufatliematiky  Pbjsik, 
Meehanik,  math.  Geograplde)  Astronomie»  des  Maschinen- 9  Strassen- 9  Eisenbalm-, 
Brfieken-  und  Hochbaues,  des  konstrukÜTen  Zeielinens  etc.  etc.  und  swar  in  Tollatftndig 
gelöster  Form,  mit  yielen  Figuren,  Erldärungen  nebst  Angabe  und  Entwiekelnng  de: 
benntaten  S&tze,  Formeln,  Regeln  in  Fragen  mit  Antworten  etc.,  so  dass  die  Lösnof 
jedermann  verständlich  sein  kann,  bezw;  wird,  wenn  eine  grOssere  Anzahl  der  Hefte  er- 
schienen ist,  da  dieselben  sich  in  ilirer  Gesamtheit  ergSnien  und  alsdann  auch  allf 
Teile  der  reinen  und  angewandten  Mathematik  —  nach  besonderen  selbständigen  EApi- 
teln  angeordnet  —  vorliegen. 

Fast  jedem  Hefte  ist  ein  Anhang  von  ungelösten  Aufgaben  beigegeben,  weicke  der 
eigenen  Losung  (in  analoger  Form,  wie  die  bezüglichen  gelösten  Aufgaben)  des  StudierendeL 
überlassen  bleiben,  und  zugleich  von  den  Herren  Lehrern  für  den  Schtüunterricht  benotzt 
werden  können.  —  Die  Lösungen  hierzu  werden  später  in  besonderen  Heften  für  die  Hand  des 
Lehrers  erscheinen.  Am  Schlüsse  eines  jeden  Kapitels  gelangen:  Titelblatt,  Inhaltayeneiek- 
nis,  Berichtigungen  und  erlttutemde  ÄrkUrnngen  über  das  betreifende  Kapitel  zur  Ausgalie 

Das  Werk  behandelt  zunächst  den  Hauptbestandteil  des  mathematisch-naturwissen- 
schahlichen  Unterrichtsplanes  folgender  Schulen:  Realschulen  I.  und  IL  Ord«,  gleicb 
berechtigten  höheren  Bflrgerschnlen,  Privatschulen,  Gymnasien,  Realgymnasien,  Pre- 
gymnasien,  Schullelirer- Seminaren,  Polyteelmiken,  Tecliniken,  BaugewerksdiuleD, 
Gewerbeschulen,  Handelsschulen,  techn.  Yorbereitungsschulen  aUer  Arten,  gewerbliehe 
Fortbildungsschulen,  Akademien,  Universitäten,  Land-  und  ForstwlssensdiaflBsekiileB, 
'Militftrschnlen,  Yorbereitnngs- Anstalten  aller  Arten  als  z.  B.  für  das  Eiitf^rtg^Frei* 
wiUige-  und  Offlaiers-Examen,  etc. 

Die  Schiller,  Studierenden  und  Kandidaten  der  mathematischen,  teclmisidien  nnu 
naturwissenschaftlichen  Fächer,  werden  durch  diese,  Sclirltt  für  Scliritt  gelöste,  Aufgabes- 
sammlung immerwährend  an  ihre  in  der  Schule  erworbenen  oder  nur  gehörten  Theorien  etc. 
erinnert  und  wird  ihnen  hiermit  der  Weg  zum  unfehlbaren  Auffinden  der  Lösungen  der- 
jenigen Aufgaben  gezeigt,  welche  sie  bei  ihren  Prüflingen  zu  lösen  haben,  zugleich  aber  auch 
die  überaus  grosse  Fruchtbarkeit  der  mathematischen  Wissenschaften  vorgeführt 

Dem  Lelirer  soll  mit  dieser  Aufgabensammlong  eine  kräftige  Stiltae  für  den  Schul 
Unterricht  geboten  werden,  indem  zur  Erlernung  des  praktischen  Teiles  der  mathematischoE 
Disziplinen  —  sum  Auflösen  von  Aufgaben  —  in  den  meisten  Schulen  oft  keine  Zeit  er- 
übrigt werden  kann,  hiermit  aber  dem  Schüler  bei  seinen  häuslichen  Arbeiten  &ae  roli- 
ständige  Anleitung  in  die  Hände  gegeben  wird,  entsprechende  Aufgaben  zu  ISsen^  die  p^ 
habten  Regeln,  Formeln,  Sätze  etc.  anzuwenden  und  praktisch  zu  verwerten.  Liia^  Liebe 
und  Terst&ndnis  für  den  Schal-Unterricht  wird  dadurch  erlialten  und  belebt  werden. 

Den  Ingenieuren,  Architeliten,  Technikern  und  Fachgenossen  aller  Art  9  KlUtar« 
etc.  etc.  soll  diese  Sammlung  znr  Auffrischung  der  erworbenen  und  vielleicht  vergesseLic 
mathematischen  Kenntnisse  dienen  und  zugleich  durch  ihre  praktischen  in  allen  Beruf**- 
zweigen  vorkommenden  Anwendungen  einem  toten  Kapitale  lebendige  Kraft  verleihen  ni . 
somit  den  Antrieb  zu  weiteren  praktischen  Yerwertungen  und  weiteren  Forsehnitgen  gebfii. 

Alle  Buchhandlungen  nehmen  Bestellungen  entgegen.  Wichtige  und  praktische  Aul- 
gaben  werden  mit  Dank  von  der  Redaktion  entgegengenommen  und  mit  Angabe  der  Kamtc 
verbreitet.  —  Wünsche,  Fragen  etc.,  welche  die  Redaktion  betreffen,  nimmt  der  Yerfasse:. 
Dr.  Kleyer,  Frankfurt  a.  M.  Fischerfeldstrasse  16,  entgegen  und  wird  deren  ESriedig^o^^' 
thunlichst  berücksichtigt 

Stuttgart  Die  YerlagBhandliiiig. 
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Erkl.  726.  Bezeichnet  man  den  B4idius  der 
Erde  mit  r,  den  Umfang  eines  Parallelkreises, 
dessen  geographische  Breite  =z  (p  iBt  (siehe 
Erkl.  726),  mit  U,  den  Umfang  eines  anderen 
Parallelkreises,  dessen  geographische  Breite  = 
(p^  ist,  mit  ü^,  so  hat  man  nach  der  in  Auf- 
gabe 1154  aufgestellten  Gleichung  BJ,  bezw.: 

ü  =  2rn'COsq> 
und 

t7j  =  2r7r>cos9j 

Durch  Division  dieser  beiden  Gleichungen 
erhält  man: 

a)  .  .  .  U:  U^^z  coB(p:co6(pi 
d.  h.  die  Umfange  ^weier  Parallelkreise 
verhalten    sich    wie    die  Kosinus  ihrer 
geographischen  Breiten. 

Erkl.  726.  Da  solche  Bogen  der  Erd- 
meridiane, welche  zwischen  zwei  bestimmten 
Parallelkreisen  der  Erde  liegen,  einander 
gleich  sind,  so  ergibt  sich  hieraus  und  in  Bäck- 
sicht der  Erkl.  722,  dass  alle  in  ein  und  dem- 
selben Parallelkreis  liegenden  Orte  dieselbe 
geographische  Breite  haben.  Spricht  man 
von  der  geographischen  Breite  eines  Parallel- 
kreises, so  versteht  man  hiemach  darunter  die 
geographische  Breite  irgend  eines  in  jenem 
Parallelkreis  liegenden  Ortes.         


'^Aufgabe  1156.    In  welcher  geographi- 
schen Breite  ist  der  Umfang  des  Parallel-        Auflösung.    Bezeichnet  man,  s.  Fig.  498, 

kreises  gleich  dem  Durchmesser  der  Erde?  den   Badins    des    gedachten    Parallelkreises 

Q.,^     .  mit  Q,  dessen  Umfang  mit  C\  so  besteht  nach 

Aus   nebenstSe^''GÄng  A)    erhält  der  Erkl.  460  die  Relation: 

man  y  wie  folgt:  ^      .  ?  '/         "7  ^'^  2       u  a-       a 

logcosy  =  logl  — logjr  Bezeichnet  man  femer  den  Radius  der 

Nun  igt:  ^10  _io  ^väQ  mit  r,  also  deren  Durchmesser  mit  2r, 

logl  =      0,0000000  so  besteht  gemäss  der  Aufgabe  und  in  Rück- 

—  logn  =  —  0,4971499     sieht  der  Relation  a)  die  Relation: 

log  cosy  =       9,5028501  —  10  2gn  =  2r 

7957  oder: 

544  ß)  ,  .  .  Q7t  =  r 

^^]^  und  hieraus  erhält  man   für  den  Radius  q 

mithin:  4^8  des  Parallelkreises: 

y  =  710  26' 30"  __    r 

8«/   \  a)  .  .  .  p  — 

Q^Q^.  —  ö»""/  '  Berücksichtigt  man  nun,  dass  nach  der 

(p  =  710  26'  21,8"  in  Andeutung  zur  Aufgabe  1154  aufgestellten 

BrW.  727.    Setzt  man  in  der  in  der  Erkl.  725  (Gleichung  A)  imd  in  Rücksicht  der  Erkl.  726 

aufgestellten  Proportion:  zwischen  dem  Radius  q  eines  Parallelkreises, 

a)  .  .  .  U:ü^  =  cos(pi(iOB(pi  dessen   geographischer  Breite  <jp    und  dem 
U^  gleich  dem  Umfang  2rn  des  Erdäquators,  Radius  r  der  Erde  die  Relation  besteht: 
setzt  man  femer  gemäss  der  Aufgabe  1156:  b)  .  .  .  o  =  r-cos^ 

und  y,  =  0,  da  die  7e?graphiache  Breite  des  «?^?^5*  T^,  f '  ^^^f  ^  Gleichung  in  Rück- 

Erdäquators  =  0  ist,  so  geht  jene  Proportion,  sieht  der  Gleichung  a): 
in  Rücksicht,  dass  nach  der  Erkl.  99  cosOO  ;=  1  _!L  ==  ^.coscp 

ist,  über  in:  a  ^ 

2r:2rn  =  C0B(p:l  ^^®'- 

lind  hieraus  ergibt  sich  ebenfalls  die  in  neben-  A)  .  .  .  coso)  =  -- 
stehender  Auflösung  angestellte  Gleichung  A) :  '  ^ 

. .  1  nach  welcher  Gleichung  man,  frir: 

b)  .  .  .  coiip  =  -  ^  _  3,1415926  .  .  . 
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:g34  Ebene  Trigonometrie  in  ihrer  Anwendung. 

Ist  in  der  Aufgabe  1 156  statt  der  Beziehnng  gesetzt,  die  gesachte  geographische  Brehe 

zwischen  dem  Un&ang  eines  Parallelkreises  und  berechnen  kann. 

dem  Durchmesser  der  Erde,    eme  Beziehung        Nach  nebenstehender Haifsrechnraig  erttlt 
zwischen  den  Umfangen  zweier  Parallelkreise        „. 

gegeben,  so  kann  man  mittels  der  vorstehenden  '    1)  .  .  .  9^  =  710  26'  81,8" 

Gleichung  a)  und  in  Rücksicht  der  Erkl.  728  in        Dj^se  berechnete  geographische  ^^te  f 

Mialoger  Weise,  wie  soeben  gezeigt,  die  geogr.  j^^  ^^^^^  nördliche  als  auch  südliche 

Breite  eines  der  Parallelkreise  berechnen.  geographische  Breite  sein,  indem  nach  der 

^^^^•126:     eos(-<^)  =  cosy 

ist,  wonach  die  Gleichung  A)  in  der  allge- 
meineren Foim: 

Ai)  .  .  .  cos  (±  y)  =  -- 

geschrieben  werden  kann  (s.  die  Erkl.  722  u 


Ani^abe  1157.  Welche  Länge  hat 
ein  Grad  des  durch  Frankfurt  a.  M.  gehen- 
den   Parallelkreises,    dessen    geographische 

Breite  qr  =  50®  T  betrügt,  wenn  der  Halb-  Andeutung.    Nach  der  in  Andeutung  zur 

messer  der  Erde  zu  r  =  859,6  geogr.  Meilen  Aufgabe  1154  aufgestellten  Gleichung  A)  hat 

angenommen  wird?  man  für  den  Ra^us  q  eines  ParskUelkreises. 

Erkl.  728.   Da  nach  der  Erkl.  729  ein  Grad  dessen    geographische   Breite   q    ist    (siehe 

des  Aequators  =  15  geographische  Meilen  lang  Erkl.  726): 

ist,  so  hat  man  nach  der  in  der  Erkl.  731  auf-  a)  .  .  .  q  =^  r-costf 

gestellten  Gleichung  3)  für  die  Länge  x  emes  ^^^^^  ^^^^^^^  ^^^^  ^^^  ^^^  453  zwischa 

zu   10  gehörigen   Bogens    des   ParaUelkreises,  ,       TTmfanir9n-r  ^nps  Knda^s    dem  Bo«ai 

dessen  Radius  q  ist,  und  in  Rücksicht,  dass  der  ^^^  l^mtang  2^t  eines  Jijwses,  a^  uogen 

Radius  des  Aequators  gleich  dem  Radius  r  der  ^^e^iy  der  zu  einem  Centnewinkel    von  c 

Erde  ist,  die  Relation:  dieses  Kreises  gehört,  dem  zu  dem  ganzes 

a)  .  .  .  16 :  a:  =  r :  e  Umfang  gehörigen  Centnewinkel  von  360- 

und  hieraus  erhält  man:  und  dem  zu  jenem  Bogen  gehörigen   und  in 

K\  ^  _  iR  _?.  Grad  ausgedruckten  Centriewinkel  a,  die-Re 

^  r  lation: 

Setzt  man  hierin  für  q  nach  der  in  neben-  \^\     ^  ^  ^on-  bogo^  =  360®:  «o 

stehender  Andeutimg  aufgestellten  Gleichung  a):         _,      jIJ  p«ii    j^-. 

(?  =  r.cosy  ^  ^^10' 

so  erhält  man: 

r(M^(f  ist,  geht  diese  Proportion  über  m: 

oder:  "^  "=  ^^ 1^  2^;r  :boglo  =  360: 1 

A)  .  .  .  o;  =  15* cos ^  geogr. Meflen  und  lüeraus  erhält  man: 

nach  welcher  Gleichung  man  die  Länge  x  eines  \ 

zu  1^  gehurigen  Bogens  eines  Parallelkreises  boglo  =  2();r-  ^^ 

aus  dessen  bekannter  geogr.  Breite  direkt  be-   ^j-«. 
redmen  kann.  oaer. 

Erw.  72».   Nach  der  Erkl.  730  ist  die  Länge  c)  .  .  .  .   ^ogio  =  — .  ^ 

ein^  Bogens  des  Erdäquators,  welcher  zu  einem        g^^^.  ^^n  in  dieser  Gleichung  für  o  den 
mÄ  ''''''      gehörte  15  geograplusche  ^^^^  ^^^  Gleichung  a),  so  erhalt  man- 

71 

Erkl.  780.     Die   deutsche    oder  geogra-   A)  .  .  .  bogl«  =  r^^  •  rcosy^  LängenemhexitB 
phische  Meile  wird  so  angenommen,  dass  sie  ^^  Radius  r 

gleich  dem  fünfzehnten  Teil  eines  Grades  nach  welcher  Gleichung  man,  in  Rficksiebt 
des  Erdäquators  ist;  da  der  Erdäquator  der  für  r  und  cy  gegebenen  Zahlenwerte  die 
360  Bogengrad  enthält,  so  muss  der  Erdäquator  Länge  des  Bogens  von  1®  des  gedachter: 
einen  Umfang  von  15. 360  oder  von  5400  geo-  Parallelkreises  berechnen  kann,  wie  in  Au: 
^'fttesttXÄänge  einer  geographi-  Lösung  der  Aufgabe  801  gezeigt  wurde, 
scheu  Meile  (in  Toisen  oder  in  Meter)  wurde  ^rm  geographische  Meilen  ansge 
mittels  Triangulation  (siehe  Erkl.  623)  die  drückt  ist,  so  erhält  man  auch  für  bog  I 
Länge  eines  Meridianbogens  der  Erde  ge-   einen  in  geographische  Meilen  ansgedrocktea 
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messen,  resp.  berechnet  und  mittels  des  hiemach 
erhaltenen  Resultats  wurde  alsdann  die  Länge 
berechnet,  welche  1^  jenes  Erdmeridians,  bezw. 
des  Erdäquators  entspricht,  wie  in  Auflösung 
der  Aufgabe  801  gezeigt  wurde. 

Erkl«  781«  Hat  man  zwei  Kreise  mit  den 
Radien  r.  und  q,  so  hat  man  fttr  deren  Umfange 
Ur  und  U^  nach  der  Erkl.  460,  bezw. : 

a)  .  .  .   I7r  =  2rn 
und 

b)  .  .  .  Uq  =:  2Qn 

Aus  diesen  Gleichungen  erhält  man  durch 
Division : 

1)  .  .  .   Ur-,  U^  =  2r:2Q 
oder  auch: 

2)  .  .  ,   ür  i  ü^  z=z  r:  Q 

d.  h.:  die  Umfange  zweier  Kreise  ver- 
halten sich  wie  die  Durchmesser  oder 
die  Radien  derselben. 

Für  die  durch  bog  a  bezeichnete  Länge  des- 
jenigen Bogens  eines  Kreises  vom  Radius  r, 
welcher  zu  einem  Gentriewinkel  von  efi  gehört, 
hat  man  femer  nach  der  Erkl.  461 : 

c)  .  .  .bog«=:r,i.-^- 

In  analoger  Weise  hat  man  fttr  die  durch 
bog'fs  bezei(^ete  Länge  desjenigen  Bogens  eines 
Kreises  vom  Radius  g,  welcher  ebenfalls  zu 
einem  Gentriewinkel  von  cfi  gehört: 

cfi 

d)  .  .  .  ^08:'«  =  ?»-i8Öö 

Aus  den  Gleichungen  c)  und  d)  erhält  man 
durch  Division  die  der  Gleich.  2)  analoge  Relation : 

3)  .  .  .  bog a :  bog *a  z=z  riQ 

d.h.:  die  Längen  von  Kreisbögen,  welche 
zu  gleichen  Centriewinkeln  verschiede- 
ner Kreise  gehören,  verhalten  sich  wie 
die  Radien  dieser  Kreise. 


Wert.  Will  man  denselben  in  ein  kleineres 
Mass,  z.  B.  in  Kilometer  ausdrücken,  so  be- 
achte man  die  Erkl.  706. 

Einfacher  gestaltet  sich  die  Rechnung, 
wenn  man  verfährt,  wie  in  der  Erkl.  728 
angegeben  ist 


^  Aufgabe  1158.    In  welcher  geographi- 
schen Breite  beträgt  l'^  des  Parallelkreises        Andeutung.    Man  berechne  zunächst  den 
100  km,  wenn  der  Halbmesser  der  Erde  zu  ßa^ius  g  des  Parallelkreises,  von  welchem 
859,6  geogr.  Meilen  angenommen  wird?  jo  -=  iqq  faß  lang  ist;  mittels  der  in  der 

Erkl.  459  aufgestellten  Relation: 

2^;r:boglo  =  3600:  lo 
indem  man  in  derselben: 


setzt 


bog  10  =  100  km 


Dann  berechne  man  mittels  der  in  An- 
deutung zur  Aufgabe  1154  aufgestellten 
Gleichung  A): 

indem  man  in  derselben  den  für  q  berechne- 
ten und  in  km  ausgedrückten  Wert,  für  r 
den  gegebenen  und  ebenfalls  in  km  auszu- 
drückenden Wert  (siehe  ErkL  706)  setzt,  die 
gesuchte  geographische  Breite  cp.  Die  hier- 
nach berechnete  geographische  Breite  kann 
sowohl  nördliche  Js  südliche  geograph. 
Breite  sein,  wie  in  der  Auflösung  zur  Auf- 
gabe 1156  gezeigt. 
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*  Aufgabe  1159.  Der  Umfang  eines  gröss- 
ten  EreLses  der  Erde  (dieselbe  sUb  yoU- 
kommene  Engel  gedacht),  z.  tfi.  des  Aeqna- 
tors,  betlägt  5400  geographische  Meilen 
(siehe  die  ErkL  730);  wie  lang  ist  eine 
Sehne  dieses  Ereises,  welche  zu  einem  Bogen 
(Centriewinkel)  von  1^  gehört,  und  wie  lang 
ist  die  Tangente,  welche  parallel  der  ge- 
dachten Sehne  ist  nnd  zwischen  den  Ver- 
längerungen der  Kadien  liegt,  welche  durch 
die  Endpunkte  jenes  Bogens  von  1^  gehen? 

Figur  501. 


Ajadeutang.  Ist,  siehe  Fignr  501.  da* 
Ereis  um  if  ein  grösster  Ereis  (z.  B.  der 
Aequator)  der  Erde,  afb  em  Bogea  von  '/ 
desselben,  so  stellen  ab  die  za  berechnende 
Sehne  und  cd  die  zvl  berechnende  Tangente 
dar.  Aus  dem  gleichschenkb'gen  Dreieck 
Mab,  bezw.  aus  dem  rechtwlnklig-en  Dreieck 
Mag  ergibt  sich  die  Belation: 


^^'^CtT^^'^" 


Erkl«  782«     Hat  mau  nach  den  in  neben- 
stehender Andeutung  aufgestellten  Gleichungen 

A)  und  B)  die  Länge  der  Sehne  ah  und  die 

Länge  der  Tangente  cd  berechnet,  und  be- 
rücksiditigt  mau,  dass  nach  der  Erkl.  729  die 
Länge  des  Bogens  afb,  der  zu  lo  des  Aeqna- 
tors  gehört,  =  15  geographische  Meilen  beträgt, 
so  findet  man  bei  einer  Yergleichung  dieser 
drei  Längen,  dass  dieselben  nur  um  we- 
niges (um  wieviel?)  yerschieden  sind, 
woraus  sich  ergibt,  dass  man  bei  kleineren 
Vermessungen  die  Krümmungen  der  Erdober- 
fläche vernachlässigen  kann,  und,  wie  es  in  der 
niederen  Qeodäsie  üblich  ist,  statt  der  wirk- 
lichen, sphärischen  Entfernung  afb  der  zwei 
Punkte  a  und  b  der  Erdoberfläche,  deren  hori- 
zontale Entfernung  ah  oder  auch  cd  (siehe 
Figur  501)  als  die  Entfernung  der  Punkte  a 
und  b  betrachten  kann.  (Siehe  die  Erkl.  698 
und  die  Teile  der  Encyklopädie,  welche  über 
die  sphärische  Trigonometrie,  bezw.  über  die 
höhere  Qeodäsie  handeln.) 


und  hieraus  erhält  man: 

A)  .  .  .  öfe  =  2r.Bin30' 

Aus  dem  gleichschenkligen  Dreieck  Med. 
bezw.  aus  dem  rechtwinkligen  Dreieck  Mcf 
ergibt  sich  femer  die  Belation: 

und  hiei-aus  erhält  man: 

B)  .  .  .  c5  =  2r.tg30' 

Nach  den  Gleichungen  A)  nnd  B)  kann 
man  die  Sehne  ab  und  die  Tangente  cd, 
welche  bezw.  zu  1^  gehören,  berechnen,  wean 
man  aus  dem  gegebenen  Umfang  Udes  Kreties 
um  M  mittels  der  Belation: 

U=  2rff 
vorher  den  Badius  /*  berechnet    (siehe   ü^ 
Erkl.  732). 


'^Aufgabe  1160.  Der  Radius  der  Erde 
sei  r  =  859,6  geogr.  Meilen,  die  Schiefe  der 
Ekliptik  sei  e  =  23^  27'  6";  wie  gross  müssen 
hiernach  die  Umfange  der  Wendekreise  und 
der  Polarkreise  sein? 

Erkl.  733.  Die  Wendekreise  der  Erde 
(siehe  Erkl.  736)  sind  solche  Parallelkreise, 
deren  geographische  Breiten  je  gleich 
der  Ekliptikschiefe  c  (siehe  Erkl.  734)  sind,  und 
von  welchen  der  eine  nGrdlich,  der  andere  süd- 
lich vom  Aequator  liegt;  die  Polarkreise  der 


Andeutung.  Man  berechne  zunächst  dir 
Radien  der  Wende-  und  der  Polarkreist 
nach  der  in  Andeutung  zur  Aufgabe  1154  auf* 
gestellten  Gleichung  A),  indem  man  berück- 
sichtigt, dass  nach  der  Erkl.  733  die  geo- 
graphische  Breite   eines  jeden   der  Wende- 
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Erde  sind  soldie  FarallelkreiBe,  deren  geo-  kreise   (nOrdlich,   bezw.  südlich)  e:leich  der 

graphiacheBreitenjegleichderErgäDziuigder  ^gebenen   Ekliptikschiefe  t,  und   dass   die 

Ekliptikachiefe  (  zn  90',  also  je  —  90o  —  t  sind,  geographische  Breite  eines  jeden  der  Polar- 

und  von  welchen  der  eine  nOrdlich,  der  andere  t^gige  =  90  —  g  ist 

Südlich  vom  Aeqnator  liegt  (dehe  Erk!  734).        B^mtze   dann   zur   Berechnung  der   ge- 

Krtl.  784.    Unter  der  Schiefe  der  Ek-  gnchten  Urnftcge  die  in  der  ErkL  640  an- 
liptik   oder   der   Ekliptikschiefe    versteht       iwi._*„  „i„„i™„*^„ni,o  noiatinn 

znm  Aeqnator;  dieselbe  hat  infolge  der  Schwan- 
kungen der  Eidachse,  der  sog.  Nutation,  keinen 
konstanten  Wert,  eine  wesentliche  Aendemng 
macht  sich  jedoch  nur  in  gTSsseren  Zeitintei- 
vallen  bemerkbar.  Die  Schiefe  der  Ekliptik 
wird  bei  Berechnungen,  bei  welchen  es  nicht 
auf  besondere  Oenanigkeit  ankommt,  gewöhn- 
lich mnd  zn  S80  30'  angenommen  (siehe  An- 
merkung 63). 

ErkI.3S6,  UnterdeiEkliptik(gTiech.,  d.h. 
die  Sonnenbahn)  Tereteht  man  denjenigen  grSss- 
ten  Kreis  am  Himmelsgewölbe,  welcher  die  Bahn 
der  Sonne  ist,  in  der  die  Sonne  iliren  jährlichen 
Umlauf  nm  die  Erde  zn  machen  scheint. 

In  Wirklichkeit  ist  es  die  Bahn,  in 
welcher  sich,  umgekehrt  die  Erde  nm  die 
Sonne  bewegt.  Die  Zeit,  welche  scheinbar 
die  Sonne  (in  Wirklichkeit  die  Erde)  zn  einem 
einmaligen  Durchlaufen  dieser  Balm  braucht' 
heisst  ein  Sonnenjahi.    (Siehe  die  Erkl.  740.) 

*  Aufgabe  1161.  Man  soll  den  Inhalt  der 
mittleren,  heissen  oder  der  Tropenzone,  den 
Inhalt  einer  jeden  der  gemässigten  und  den 
Inhalt  einer  jeden  der  kalten  oder  Folar- 
Zonen  berechnen,  und  zwar  aus  der  geographi- 
schen Breite  T^23''30'  eines  jeden  der  bei- 
den Wendekreise,  ans  der  geographischen 
Breite  ijj,  =  66"  30'  eines  jeden  der  beiden 
Polarkreise  (siehe  die  Krkl.  733  bis  735) 
und  ans  dem  bekannten  Badins  r  (=  859,6 
geogr.  Heilen)  der  Erde. 


Figur  502. 


Andeatnng.  Die  heisse  Zone  ABCD, 
siehe  Flgnr  502  und  die  ErkL  736,  wird 
innh  den  Aequator  a  g'  hi  die  zwei  gleichen 
Zonen  aqCD  und  aqBA  zerlegt. 

Für  den  Inhalt  i  einer  jeden  dieser 
beidoi  gleichen  Zonen  hat  man  nach 
der  Erkl.  739: 

also  für  den  gesuchten  Inhalt  /  der 
ganzen  heissen  Zone: 

a)  .  .  .  J  —  \jtr  U 
Analog  wie  in  Andeutung  zur  Auf- 
gabe   1151   gesagt,    erhält   man   zur 
Bestimmung  der  unbekannten  Höhe  k 
^        aus  dem  rechtwinkligen  Dreieck  MmC: 


cosA  = 
oder,  da  ß  =  90"  - 

MC 

i».(»ff>- 

t)  = 

A 

imd  hienm 

d«r  Erkl.  1» 

Vi-. 

ergibt  sich  in  RUclCBlcht 
.  h  =  rsmf 
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Erkl*  786.     Die    Zone   der   Erdoberflftche  Ans  den  Gleichimgen  a)  and  b)  folgt: 

(siehe  Erkl.  737),  innerhalb  welcher  für  jeden  ^\          J  =  Anr^'Sinw 

Beobachter  die  Sonne  zweimal  im  Jahr  in  der  ^    '  ,  ,       in,, '.  ,                    .*»-,-  i^ 

Mittagszeit  über  dem  Scheitel  (siehe  Erkl.  738)  ^^^ch  welcher  Gleichang  man,  in  Rncksichi 

zn  stehen  scheint,  heisst  die  mittlere,  heisse  der  für  r  nnd  qr»  gegebenen  Werte  den  Ii- 

oder  Tropenzone.   Die  Parallelkreise,  welche  halt  der  heissen  Zone  bereehnoi  kann. 

dieselbe  begrenzen,  heissen  die  Wendekreise  Für  den  Inhalt  J^  einer  jeden  der  ge> 

(siehe  Erkl.  788).  mässigten  Zonen  DCFG  nnd  ABHK  hat 

Die  Zonen  der  Erdoberfläche,  welche  von  ^^^  ^  analoger  Weise  die  Relation: 

einem  jener  Wendekreise  imd  von  emem  der  

Polarkreise  der  Erde  (siehe  Erkl.  738)  begrenzt  a,)  .  .  .  J,  —  2»r.Ä, 

werden,  heissen  die  gemässigten  Zonen,  die  Die  Höhe  h^  einer  solchen  Zone  kann  ma^ 

eine  derselben  liegt  nördlich  vom  Aequator,  die  wie  folgt  bestimmen: 

andere  sfidlich  von  demselben.    Die  Zonen  end-  ^      ^      pj^  ^^^  ^^^^  ^  j^ 

lieh,  welche  von  dem  Polarkreise  begrenzt  wer-  __  .^z*  ^^^j^b* 

den,  nnd  welche  Calotten  der  Erdkugel  sind,  «)  .  .  .  Äj  —  Mm^  —  Mm 

heissen  die  Polarzonen,  die  eine  derselben  Da  nun: 

Ü^^^/x^^'^?"  ^^''^''  ^v'^^Ü!^  ''1^A^^^^^TJ^^^  Ä  ...  J^»^  =  Ä  oder  =  r.siny   (a.  Gleich. b 

der  Erde),   die   andere  hegt  südlich   (deren  '^'                             ^   ^ 

Scheitel  ist  der  Südpol  der  Erde).  ist,  nnd  sich  für  Üm^  ans  dem  reehtwink- 

lifiren  Dreieck  3f"wi  i  F' 

Erkl«  787.    Unter  einer  Engelzone,  kurzweg  ^                     ^      i    • 

Zone    genannt,   versteht  man    den  Teil    der  ^  Mm^ 

Oberfläche  einer  Engel,   welcher  zwischen  ^o^Px        -g^ 

zwei  Parallelkreisen  lie^.    Unter  einer  Engel-  ^jj««. 

kappe,  oder  kurzweg  Calotte  genannt,  ver- 


steht man  eine  Euffelzone,  deren  einer  Begren-  ^^g  ,^^  _     \  -_   -^"'i 

zungskreis  gleich  Null  ist.      (Siehe  die  Teile  ^  ^^'  r 

der   Encyklopädie,   welche   über  Stereometrie  ergibt,  mithin: 
handeln,  speziell    das   Lehrbuch    der  Körper-  y)  .  .  .  S^^,  =  r-siny, 

berechnungen,  1.  Buch.)  ' '  *         «         , 

ist,  so  erhIUt  man  for  die  H9he  h^: 

Erkl.  788«      Unter   dem    „Scheitel"    oder  ^   =  rsiny  —  rsina» 

dem  „Zenith"  eines  Beobachters  auf  der  Erde  Q^gp.                   *                  »             f 

versteht  man  den  Punkt  am  Himmel  über  dem  '  \i\          h  =  rCsincc  sin  er») 

Beobachter,  welcher  in  der  durch  den  Standpunkt  ^..      /  '  '    *    ,         t  ?  ^     t      .         3 

des  Beobachters  und  den  Mittelpunkt  der  Erde  *^ur   den  gesuchten  Inhalt  J^   einer  de. 

gehenden  Linie   (der  Lotrechten)  liegt.     Der  gemässigten  Zonen  erhält  man  also  aus  des 

Punkt  des  Himmelsgewölbes,  in  welchem  die  Gleichungen  a^)  nnd  b^): 

durch  den  Zenith  und   den   Staudpunkt  emes  j  z=27Er^(nnq  sino») 

Beobachters   (und   durch   den  Mittelpunkt  der  ,      .    ti"'i   ^  i.^  j      i^iui    ««/» 

Erde)  gehenden  Linie  (die  Lotrechte  oder  Ver-  ^^^^  ^  Rncksicht  der  Erkl.  116: 

tikale)  den  nicht  sichtbaren  Teil  des  Himmels-   -nv  ,. .      „  ^^«  y  t  "h  y    „;^  yi  — y 

gewölbes  trifft,  heisst  „Nadir«  (siehe  Fig.  508).  ^)  -  -  -  ^i  — -47rr».co8— ^—  •  sin      ^ 

Die  Ebene,  welche  durch  den   Ort  des  Beob-  „«^i    ,„o«k^^  /^i^s^k«««.  .«««   ^^«  r.kou  ^ 

«ai.«^«o   «J,*  ««;i  <.^,.l^.<.«i,4>   „^  ;^«^,  t />♦  ^^^cn  welclier  bieichung  man  den  Innait  ^j 

acnters  geht  und  senkreciit  zu  jener  Lot-  .       •  «      ^            »    .r.       rr          v        i. 

rechten  ut,  büdet  am  scheinbaren  Himmels-  einer  jeden  der  gemässigten  Zonen  berechue: 

gewölbe    den    scheinbaren    Horizont     Jeder  l^ün. 

grösste  Kreis  der  scheinbaren  Himmelskugel,  Den   Inhalt  J^   einer   der  kalten   Z^.a^s 

welcher  durch  den   Zenith    eines  Beobachters  ß  jr,i  xmd  KHs  erhält  man  in  analoger  W^ise 

geht,  heisst  Scheitelkreis  des  Beobaditers.  ^veise  mittels  der  Relation: 

Der  Scheitelkreis   emes   Beobachters   und    der  ^ 

Meridian  des  Himmels,    in  dessen  Ebene  der  ^/  •  •  •  *^*  —  -wr«/*, 

Standpunkt  jenes  Beobachters  liegt,  sind  gleich-  in  welcher  Gleichung: 

bedeutend.     (Siehe  die  spätere  Figur  5&  und  ^  \          ä  =  r  —  (ä  4-  ä  ) 

die  Erkl.  747.)  //     *    j       i.  •       •  i     i  •  w     - 

gesetzt  werden  kann,   wie  sich  leicht  ;.> 

Erkl.  789.     Bezeichnet  r  den  Badius  einer  der  Figur  ergibt,. 
Kugel,  h  die  Höhe  einer  Zone  oder  einer  Ca- 
lotte derselben,  J  deren  Inhalt  und  n  die  irra- 
tionale Zahl  3,1416*  *  *,  so  besteht  die  Belation: 

J  z=i  2nr'h 

(Siehe  die  Erkl.  708  und  die  Teile  der  En- 
cyklopädie,  welche  über  Stereometrie  handeln; 
speziell  das  Lehrbuch  der  Körperberechnungen , 
1.  Buch.) 
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*  Aui^be  1162.  Der  wegen  seines  herr- 
lichen Glockenspiels  berühmte  Schlossturm 
des  grossherzoglichen  Schlosses  zu  Darmstadt 
habe  eine  nördliche  geographische  Breite 
(p  =  49^  52'  20''.  Wie  viel  Meter  liegt  dieser 
Turm  bei  der  Achfiendrehung  der  Erde  in 
einer  Sekmide  zurück,  wenn  der  Badins  r 
der  Erde  za  859,6  geogr.  Meilen  und  eine 
Meile  zu  7420  Meter  angenommen  wird? 

Erkl.  740.  Infolge  der  Rotation  der  Erde 
um  ihre  Achse  erscheint  es  einem  Beobachter 
auf  der  Erde,  als  ob  sich  das  Himmelsgewölbe 
(mit  allen  seinen  Sternen)  in  entgegen- 
gesetzter Richtung  drehe.  Die  Zeit,  welche 
vergeht,  bis  ein  in  dem  Zeuith  eines  Beob- 
achters befindlicher  fester  Punkt  des  schein- 
baren Himmelsgewölbes,  z.  B.  ein  Fixstern,  das 
nächstem  al  wieder  in  dem  Zenith  jenes  Beob- 
achters steht,  nennt  man  einen  „Sterntag." 

Der  bürgerliche  Tag  (Sonnentag)  wird 
durch  die  Umlau&zeit  der  Erde  um  die  Sonne 
bestimmt;  es  ist  die  Zeit,  welche  Ton  einer 
Kulmination  der  Sonne  bis  zur  nächstfol- 
genden Kulmination  der  Sonne  vergeht  (siehe 
Erkl.  747). 

Der  bürgerliche  Tag  wird  in  24  Stunden 
oder  in  24*60  Minuten  oder  in  24-60-60  Se- 
kunden eingeteilt.  Ein  solcher  btürgerlicher  Tag 
ist  um  236  seiner  Sekunden  grösser  als  ein 
Stemtag.  (Ausführliclies  über  die  Bestimmung 
des  Stemtags,  des  Sonnentags,  des  mittleren 
oder  bürgerlichen  Tags  und  deren  gegenseitige 
Beziehungen  etc.  findet  man  in  den  TeÜen  dieser 
Encyklopädie,  welche  Über  die  Astronomie,  spe- 
ziell über  die  Zeitrechnung  handeln,  siehe  An- 
merkung 63.) 

Hülfsrechnnng« 

Aus  nebenstehender  Gleichung  A)  erhält 
man  x  wie  folgt: 

1719,2.7420.Ä.cos490  52'  20" 


X  = 


X  = 


86400  —  236 
1719,2.7420.w.cos490  52'  20 


Auflösung.  Der  Schlossturm  zu  Darm- 
stadt legt  in  jedem  Tag,  d.  h.  in  jedem 
Sterntag,  siehe  ErkL  740,  einen  Weg  S 
zurück,  dessen  Länge  gleich  dem  Um&og  des 
FaraUelkreises  ist,  welcher  durch  den  Schloss- 
turm geht,  also  die  gegebene  geographische 
Breite  (f  hat  (siehe  ErkL  726). 

Nach  der  in  Andeutung  zur  Aufgabe  1154 
aufgestellten  Gleichung  Bj): 
U  =z  2rn'C0S(p 

in  welcher  r  den  Erdradins,  U  den  Umfang 
eines  Parallelkreises  bedeutet,  dessen  geo- 
graphische Breite  =  qo  ist,  erhält  man  somit 
und  in  Bücksicht  der  in  der  Aufgabe  für  r 
und  qp  gegebenen  Zahlenwerte  für  den  Weg  S, 
welchen  der  Schlosstnrm  zu  Darmstadt  in 
einem  Sterntag  zurücklegt: 

a)  .  .  Sf=  2. 859,6. 7420. TT. cos 490  52' 20"  Meter 

Zur  Bestimmung  des  Weges  x,  welchen 
der  Schlossturm  in  einer  Sekunde  zurück- 
legt, muss  man  zunächst  feststellen,  wie- 
viele Sekunden  der  bürgerlichen  Zeitrech- 
nung zur  Zurücklegong  des  nach  Gleich,  a) 
zn  berechnenden  Wegs  S  erforderlich  sind. 

Da  nun  der  bürgerliche  Tag  24  Stun- 
den oder  =  24  •  60  Itfinuten  oder  =  24  • 
60  >  60  Sekunden  enthält,  und  da  der  Stern- 
tag xan  286  solcher  Sekunden  kürzer  als 
der  bürgerliche  Tag  ist  (siehe  Erkl.  740), 
so  braucht  der  Schlossturm  zur  Zurücklegung 
jenes  Weges  S  nur  (24  .  60  •  60  —  236) 
Sekunden  der  bürgerlichen  Zeitrech- 
nung; er  legt  somit  in  einer  Sekunde  den 
S 


*t 


Weg 


zurück. 


86164 

log  X  =  log  1719,2  -f- 1(^  7420  +  logw  -j- 

log  cos  490  52'  20"  —  log  86164 
Nun  ist: 

log  1719,2  =       3,2353264 
+  log  7420  =  +  8,8704039 
+  logTT  =  log  3,14159  =  +  0,4971499 
-h  log  cos  490  52'  20"  =  4-  9,8092191  —  10 

17,4120993  —  10 
—  log  86164  =  ->  4,9353259 

loga?  =      12,4767734  —  10 
oder: 

log  X  =        2,4767734 

7737 

mithin: 

nuuilog  X  =  299,76 


24-60-60  — 236 
Der  gesuchte  Weg  x,  welchen  der  Schloss- 
turm in  einer  Sekunde  zurücklegt,  wird 
also  bestimmt  durch  die  Gleichung: 

d;  .  .  .  :c—  24.60.60  —  236 

oder  in  Eilcksicht  der  Gleichung  a)  durch 
die  Gleichung: 

_2.859,6>7420'ff.coB4905y20^^ 
-^^  •  •  *^  —  24.60*60  —  236  ^""^^ 

Nach  nebenstehender  Hülfsrechnung  er- 
gibt sich  hieraus,  dass  der  Schlosstnim  zu 
Daniistadt  pro  Sekunde  einen  Weg  x  von 
299,76  Meter  zurücklegt. 
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"Angabe  1163.  Angenommen,  Leipzig 
und    Cassel    hnbua    genan    dieselbe    geogT>  ' 

Breite  ip  ^=  51*  18'  und  der  Unterscbiei  ihrer 
geographischen  Längen  betrage  i;.  ^  2"  52' 

30^.  Wie  weit  sind  diese  beiden  Orte  von  Andenttug.  Kan  beFedine  zoidclii 
einander  entfernt,  wenn  der  Radias  r  der  siehe  Figur  603,  ana  der  gegebenen  pn- 
Erde  zu  869,6  geogi-.  Meilen  angenommen  graphischen  Breite  »j  des  ParaUelkrei»«/";. 
nird?  anf   welchem    Leipzig    ond    Casgel   ürgn 

_,.        ,-„  mÜMen,  da  diese  Orte  gleiche  gMgt. 

Fignr  608.  3j.g(j^   y^^^^^  ^^^^^   gj.y    ^gfi).  ud 

ans  dem  Badins  r  der  Erde  d«ii  Ba- 
dius  p  des  Parallelkreises  DG,  mittfU  1 
der  Relation:  | 

a)  .  .  .  p  =  r-coav 
wie  in  Andentnng  zur  Anfgiibf  1154 
gesagt  wurde. 

Dann  bernckaichtige  man,  dass  ma 

Ton  dem   Ki-eisselctor  mCL  den  E* 

dins  e  (=  m  P  und  =  m  L),  eowif  Ji 

Centriewinkel   V    kennt,    ind^m  da 

selbe  das  Mass  des  Bogens  CJ.  od^ 

des  Bogens  C^  Zj ,  d.  i  der  gegel)i* 

L'nterschied  der  geogr.  Längen  (siet 

Erkl.  741  big  743a)  beider  SOdt^,  ift 

nnd  beachte,  dass  die  gesnchte  Etf- 

femoDg  X  der  Orte  C  und  L  gleich  dri 

in  Längeneinheiten  des  Badins  q  >u- 

gedrEtckten  Bogen  CL  ist 

BAI.  741.     Die  Lage  eines  Ortes  anf  der         Hiemach  nnd  nach   der  Erkl.  459  fM\ 

Erdoberfläche  ist  vollkommen  bestimmt  durch    man  zur  Berechnung  der  gesuchten  Bo?* 

dessen    geographische    Breite    (siehe    die   länffe  (7t  (=  a-)  die  Bestimmungsgleiclim?: 

Erkl.  723  und  726  nnd  durch  dessen  geogra-  ul  o  ^  ^ 

phische  Länge  (siehe  ErkL  712).  •»>  ■  ■  ■  ^:2e"  =  V*:«*» 

Erkl.  742.  Unter  der  geographischen 
Länge  eines  Ortes  versteht  man  den  Bogen 
des  Erdäquators ,  welclier  zwischen  einem  als 
fe%K,  angenommenen  Funkt  des  ErdSquators  und 

dem  DurchBChuittgpnnkt   des  Erdäqnators  und  | 

des  darcli  den  betreffenden  Ort  gehenden  Me- 
ridians liegt.  Ist  E.  B.  in  Figur  603  F  ein 
fester  Punkt  des  Erdäquatora  aq,  so  ist  der 
Bogen  FL,  die geo^aphische  Länge  dea  Ortes  L. 
der  Bogen  FC,  ist  die  geographische  Länge 
des  Ortes  C. 

Als  fester  Punkt  des  Erdäqnators  zur  Be-  * 

Stimmung  der  geographischen  Langen  wird  ge- 
wjihnlich  der  Dnrclischnitt  des  Erläquators  mit 
dem  durch  die  Insel  Ferro  gehenden  Ueridian 
angenommen;  dieser  Meridian  heisst  dann  der 
erste  Ueridian.  Die  Franzosen  nehmen  den 
SO"  weiter  westlich  von  Ferro,  darcli  die  St«m- 
worte  von  Paris  gehenden  Meridian  als  ersten 
Meridian  an.  Auf  den  Seekarten  ist  der  von 
den  Engländern  gewählt«,  17<i39'37,5"  Batlich 
von  Ferro  durch  die  Sternwarte  von  Oreenwich 
gehende    Meridian,    als    erster    Meridian  an- 

Die  geographische  Länge  wird  anf  dem 
Aequator,  vom  ersten  Meridian  ab,  immer  nach 
Osten  gerechnet. 
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iiil.  34Sa<  Der  Untergchied  der  geo- 
graphischen Langen  iweier  Orte  der 
ErdoberflSche  gibt  die  im  Winkelmasa  aui- 
geilrückte  Entfenmog  an,  in  welcher  die  durch 
jeue  Orte  gehenden  Meridiane  den  Aeqnator 
darchschneiden.  In  Figur  503  z.  B,  ist  C,  /,, 
der  Unterschied  der  geo^phiBclien  Längen 
der  Orte  C  und  L.  Im  WinkelmftBS  ist  der 
Bogen  CL  gleich  dem  Bogen  C,L,,  da  im 
Winkelmass  diese  Bogfen  gleich  dem  Nei- 
gnogswinkel  der  dnrcb  die  Orte  C  und  L 
^bmden  Ueridian^enen  sind. 


o)  Aufgaben,  in  wslchen  Bezug  auf  die  gegenseitige  Entfernung  ven  Himmels- 
kBrpern  genommen  ist 


Figni  504. 


•^ 


3i^- 


'^Aufgabe  1164.    Dei-  mittlere  schein- 
bare DuKhmesBer  der  SoDne,   vom  Mittel- 


pntllrt  der  Erde   au»  ge.elien,   sei  „  =  S2  .:„,'""°r*u-„  ,      v,  rT  ' IT  f  \ 

Minuten,  die  geocenlrhche  EMfemtins  der  5."!',  T.?T  "Sl^rÄ' *^^"' ''^V?"" 

Sonne  (»n  der  Erde)  , ei  .  =  206658«  geo-  "='"■  '*«  t' ß"S""^^^,t.''f,  ^1  *" 

graphlilie  Meaen;  ^che.  ist  hiermel,  der  ^<«";»1  ".«'«'«'  '^  9»»»™«l>e»>f  « tangieren, 

«.bre  Dnrchmesser  der  Sonne-  »    f ,  ■•".  ""    denselben  eingeseblosMne 
Winkel  a  der  gegebene  mittlere  scheinbare 

Ertl.  748.     Unter  geocentriseh  yersteht  DurchmesBer  der  Sonne  (siehe  Erkl.  744). 
man  in  der  Astronomie  alles  dag,  was  sich  auf         Ans  den  bei  a  und  b  rechtwinkligen  Diei- 

ilen  Hittelpunkt  der  Erde  beKieht,  im  Gegen-  ecken  EaS  und  EbS  erhfllt  man  l>ezw.: 
satz   zn  heliocentriscli,  worunter  man  alles  .     a  _  S 

das  versteht,  was  sich  ani  den  Mittelpunkt  der  ""  2"  —  T 

'°".ttJ*to'g.ocen.ri.cben   Entfeninng  '^  ""'»'  "ffl"  X'". 

eines   Himmelskörpers  Ton   der  Erde  versteht  ^  ß^e-sin  — 

man  die  Entfernung  des  Mittelpunkts  des  Him-      '  '  '  '  ^ 

meUkOrpers  von   dem  Hittelpnukt   der  Eide,  nach  welcher  Gleichung  man,  in  Rücksicht 

Bei    den  Berechnungen,   welche    sich   auf  den  ^^^  für  f  und  «  gejfebenen  Zahlenwerte,  den 

^r^J^.~Mri..ZFn\fr™rA.frh^?„"'  Halbmesser  R  der  Sonne  und   somit   auch 

:nÄ\^S^Sr^''"''"""^"" '"""'■  i^  ^r''^"  -f-  Durchmesser  2S  der 
Sonne  berechnen  kann. 
Erkl.744.  Da  sämtliche  Planeten,  also  auch         t^     «     ■    v,    .         -.rr.  ,,,,.■  i        M 
Sonne  und  Mond  in  verschiedenen  Zeiten  ver-         Da  -g  ein  kleiner  Winkel,  nämhch  =  -^ 

schiedene  Entfernungen  von  der  Erde  haben,  oder  =  16'  ist,  80  setze  man  bei  der  nnraeri- 
mithm  Ihr  scheinbarer  DurdimesserMverschie-     ^      Berechnung: 
denen  Zeiten  ein  verscbiedener  ist,   so  spricht  .    ,„,  *,_,     ,  ,„        ,, 

man  von  einem  mittleren  scheinbaren  Durch-  ""  ^^  =  arc  16   oder  =  16-arc  1 

messer  der  Planeten,  bezw.  von  einer  mitt-  wie  in  den  Erkl.  660  bis  662  gesagt  wurde, 

leren  Entfernung  der  Planeten  von  der  Erde.  (Siehe  die  Aufgabe  W^l  nnd  die  Erkl.  745.) 
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'^  Auiigabe  1166.    Der  mittlere  scheinbare        Andeutung.   Die  Anflösnn^  dieser  Aufgabe  ist 
Durchmesser  des  Mondes  sei  «  =  31'  6":  analog  der  Auflösung  der  Tongen  Aufgabe  llui. 
die    geocentiische  Entfenrnng    des   Mondes 
von  der  Erde  betrage  e  =  51166,8  geogr. 
Meilen;    welches    ist    hiernach    der    wahre 
Durchmesser  des  Mondes?  

*  Angabe  1166.    Unter  welchem  Winkel 
sieht  man  den  Dui*chmesser  der  Erde 

a)  vom  Mittelpunkt  des  Mondes  und 

b)  vom  Mittelpunkt  der  Sonne  aus, 
wenn  die  mittlere  geocentrische  Entfernung 
des  Mondes  von  der  Erde: 

e  =  61166,8  geogr.  Meüen  Andeutung.    Die  Auf  lösimg  dieser  Auf- 

,.        .^,        i.  v        *  .    u    t:i  *r  j      gäbe    ist  analog  der  Auflösung    der  Am- 

die  mittlere  heliocentnsche  Entfernung  der  |^^^  ^^^^     ^^  ^^^^^  ^  Bei^clinmig  der 

Erde  von  der  Sonne:  gesuchten  Gesichtswinkel  a  und  a,   bezv. 

e,  =  20666840  geogr.  Meüen  ^^  Relationen: 
und  der  Radius  der  Erde  r  =  859,6  geogi*.  „         ;. 

Meilen  angenommen  wird?  *^  •  *  *  ^"^"2~  ^  "7" 


und 


b)  ...  sin -~ 


2  e» 

Da  a  und  «j  nur  kleine  Winkel  sria 
können,  so  verfahre  man  bei  der  numerischen 
Berechnung  derselben,  wie  z.  B.  in  And**L- 
tung  zar  Aufgabe  1108  gesagt  wurde. 


Figur  605. 

.\    .Wl  l////y 


.'-"  «At^- 


f 


e 


"         ^7n\^' 


*  Aufgabe  1167.  Die  geocentrische  Ent- 
ieiiiung  der  Sonne  von  der  Erde  sei  e  = 
20665840  geogr.  Meilen;  der  scheinbare 
Durchmesser  der  Sonne  betrage  am  Mittel- 
punkt der  Erde  a  =  32  Minuten;   welches 

wird  hiernach  der  scheinbare  Durchmesser  x  • 

der  Sonne  an  einem  Punkt  der  Erdober-        Andeutung.    Aus  dem  bei  a  rechtxMnk- 
fläche  sein,  wenn  der  Radius  der  Erde  r  =  ij^^n  Dreieck ^Ja Ä  der  Fignr  505,  in  welche 
859,6  geogr.  Meilen  betrügt?  jj^  jg^de  E  im  Verhältnis  zur  Sonne  ^  viel 

zu  gross  angegeben  ist,  was  nur  den  Zw  t  d 
hat,  die  geometrischen  Beziehungen  erkenceii 
zu  lassen,  ergibt  sich  die  Relation: 
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Erkl«  74o*     Der  nach  nebenstehender  Glei- 
chnng  A): 


X  = 


e  —  r 


Minuten 


.     a         Sa 
sm-ö-  =  -=- 

^        ES      _ 
oder,    in    Bäcksicht,    dass    Sa  =  R   und 
ES  =  e  ist: 

sm^  =  - 

nnd  hieraus  erhält  man: 

a)  .  .  .  1?  =  e-sin-^ 

nach  welcher  Oleichnng  man,  in  Eücksioht 
der  für  e  und  a  gegebenen  Zahlenwerte,  den 
Radius  E  der  Sonne  berechnen  kann,  wie  in 
der  Andeutung  zur  Aufgabe  1164  gesagt 
wurde. 

Aus  dem  bei  b  rechtwinkligen  Dreieck  Ob  8 
ergibt  sich  femer: 

.    X        8b 


sin-3r-  ■= 


sich  ergebende  Wert  für  x,  für  den  scheinbaren 
Durchmesser  der  Sonne  von  einem  Punkt  der 
Erdoberfläche  ist  von  dem  gegeb.  Wert  des 
Winkels  a,  unter  welchem  der  Durchmesser  der 
Sonne  vom  Mittelpunkt  der  Erde  aus  erscheinen 
wird,  nur  um  sehr  weniges  verschieden;  des- 
halb kann  man,  ohne  einen  besonderen  Fehler 
zu  begehen,  die  in  der  Aufgabe  1164  gebrauchte 
Redeweise  „der  scheinbare  Durchmesser  der 
Sonne  vom  Mittelpunkt  der  Erde  aus  ge- 
sehen,^ welche  insofern  Anstoss  erregen  kann, 
als  man  vom  Mittelpunkt  der  Erde  aus  nicht 
sehen  kann,  gebrauchen. 


OS 


oder,   da  Sb  =^  B  und  OS  =  ES  —  EO 
oder  =  e  —  r  ist: 

b)  .  .  .  sm-zr  =z 

2  e  —  r 

Setzt  man  hierin   för  R  den  Wert  aus 
Gleichung  a),  so  erhält  man: 

c)  .  .  .  sm  -TT  = 

'  2  e  —  r 

X  ff 

Da  nun  sowohl  -^  als  auch  -^  nur  kleine 

Winkel  sind,  so  kann  man  nach  den  Erkl.  660 
bis  662: 


sin -|-  =  aic-|- oder  =^ 


arcT 


dessgleichen: 

sin -Q-  =  «"fc "2"  ^^^'  =  y  arc  1' 
setzen,  und  man  erhält  hiernach: 


-.arcl'  = 


e  —  r 


oder: 


mithin: 
A)  ..  . 


2  "" 


a 
'••■2 


e —  r 


Minuten 


nach  welcher  Gleichung  man,  in  Rficksicht 
der  für  ^,  a  und  /•  gegebenen  Werte,  den  ge- 
f^uchten  und  in  Minuten  ausgedrückten 
Winkel  ^,  unter  welchem  einem  Beobachter 
an  einem  Punkt  0  der  Erdoberfläche 
der  Durchmesser  der  Sonne  erscheint,  be- 
rechnen kann  (siehe  Erkl.  745). 
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*  Aufgabe  1168.  Wenn  der  Halbmesser 
der  Sonne  2a  Jt  ^  92500  geogr.  Meilen 
angenommen  ist,  nnter  welchem  Winlcel  wird 

einem  Beobacliterauf  dem  Merkur  der  DorcL-        

measer  der  Sonne  erscheinen,  wenn  die  mitt-   scheinbaren  Dnrchmesser  x,  onter  welfhat 

Jere  heliocenU'ische  Entfernung  des  Merkur   der  Dnrchmeaser  der  Sonne  einem  Beobartta 

zn  8  Millionen  Meilen  angenommen  wird?       aaf  dem  Merknr  erscheint,  analog  wie  a 

Andentung  zur  Anfgabe  1166  gesagt  wurde 


Andeutung.    Hau  berechne  iea  gesnchta 


"An^be  1169.  Welches  Resultat  er- 
hält man  bei  der  AnflSenng  der  vor^en  Anf-  Andeutung.  Die  AoflOsmig  dieser  Än^be  a 
gäbe,  wenn  sich  der  Beobachter  nicht  auf  analog  der  Auflösnng  der  Aufgabe  1166. 
dem  Merknr,  sondern  anf  dem  Neptun  be- 
finden wurde,  dessen  mittlere  Entfernung 
von  der  Sonne  nngefHhr  620  Millionen  Meilen 
betragt?  

"Angabe  1170.  "WeKhes  ist  die  geo- 
centrlsche  Entfernung  der  Sonne  von  der 
Erde,  wenn  die  Horizontalparallaxe  der  Sonne 
zu  8,85"  und  der  Erdradins  r  zn  859,6  geogr. 
Meilen  angenommen  wird? 


Andeutnus;.  Aus  dem  rechtwinklig«»  Drei- 
eck SA  S,  siehe  Figur  506  und  die  EriJ.  TW 
ergibt  sich  die  BeLation: 


Figur  506 
Scheinbarer  HoHiont 


und  hieraus  erhält  miuifür 
die  gesuchte  Entfemiuii 
der  Sonne  von  der  £rd« 

A). 


map 

Bei    der    oumerisibra 

Berechnung      berfickEicb- 

Erkl.  746.     Unter  Parallaxe  (griech.,  tige  man,  dass  p  ein  sehr  kleiner  Winkt: 

d.  h.   Abweichung)    versteht   man  im   allge-   ist,  setze  in  Gleichung  A)  nach  den  Eritl. 66(1 

meinen  den  Wmkel,  welchen  die  beiden  ge-   ijjg  662* 

raden  Linien  mit  einander  bilden,  die  man  von  ■      „  _  „     .  ,, 

zwei  Beobachttingsorten  ans ,  nach  einem   und  ^""P    —  »rcp       ,  '  — -P'^^^i^  „  „- 

demselben  Punkt  gezogen  denken  kann.  "'*"  =  P-O.OOOOOWWIJT 

In  der  Astronomie  unterscheidet  mau  zwei 
Arten  von  Parallaxen,  nümlicb: 

a)  Horizontalparallaxe,  auch  tägliche 
oder  Hauptparallaxe  genannt, 

b)  Hühenparallaxe,  auch  jährliche  Pa- 
rallaxe genannt. 

Unter  der  Horizontalparallaxe  versteht 
man  den  Winkel,  welchen  die  gedacht«  Verbin- 
dungslinie des  Erdmittelpunkts  mit  dem  Mittel- 
punkt eines  Gestirns  und  die  Qesichtslinie  eines 
Beobachters  bilden  und  zwar  in  dem  Augenblick, 
in  welchem  dem  Beobachter  das  Gestirn  am 
Horizont  ersclieiut.  Jene  Yerbindungslinie  ist 
0eich  der  geocentrischen  Entfernung,  welche  in 
jenem  Augenblick  das  Oestim  hat  (siebe  Erkl. 
713);  man  kann  auch  sagen:  die  Eorizontal- 
parallaic  ist  der  Winkel,  unter  welchem  der 
Radius  der  Erde  vom  Hittelpunkt  eines  Ge- 
stirns aus  erscheint. 

Unter  derHahenparallaxe  oder  der  jähr- 
liehen Parallaxe  versteht  man  den  Winkel, 
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welchen  die  beiden  nach  einem  Gestirn  gehenden 
Gesichtslinien  mit  einander  bilden,  die  Ton  zwei 
diametral  gegenüberliegenden  Punkten  der  Erd- 
bahn (der  Ekliptik)  ausgehen;  man  kann  auch 
sagen:  die  jährliche  Parallaxe  ist  der 
Winkel,  unter  welchem  einem  auf  einem  Gestirn 
gedachten  Beobachter  der  Durchmesser  der  Erd- 
bahn (der  Ekliptik)  erscheint 

Die  täglichen  Parallaxen  dienen  zur  Be- 
rechnung der  geocentrischen  Entfernungen  der 
Planeten.  Die  jährlichen  Parallaxen  dienen 
zur  Berechnung  der  geocentrischen  Entfernun- 
gen Yon  Fixsternen,  (üeber  die  Bestimmung 
der  Parallaxen,  welche  besonders  bei  den  Fix- 
sternen eine  sehr  schwierige  ist,  infolge  der 
Abberation  des  Lichtes,  findet  man  Ausführ- 
liches in  den  Teilen  dieser  Encyklopädie,  welche 
über  Astronomie  handeln.) 


*  Aufgabe  1171.      Die   Horizontalparall- 
axe p   des  Mondes  betrage  57'  2,07",  der        Andeutun«.    Die  Auflösung  dieser  Aufgabe 
Erdradius  r  =  859,6  geogr.  Meilen;  wie  kann  ist   analog   der  Auflösung  der  vorigen  Auf- 
man  hieraus   die   geocentrische  Entfernung  gäbe  1170;  man  setze  nach  den  Erkl.  660  bis  662: 
des  Mondes  von  der  Erde  berechnen?  sinp'  =  arc»'  oder  =  p«arcl' 

oder  =jp.  0,000290882 


"Angabe  1172.  Wie  gross  ist  die  täg- 
liche Parallaxe  der  Sonne,  wenn  angenommen 
wird,  dass  die  geocentrische  Entfernung  der 
Sonne  20000000  und  der  Radius  der  Erde 
r  =  859,6geogr.  Meilen  betrage? 


Andeutung.  Man  berechne  nach  der  in 
Andeutung  zur  Aufgabe  1170  aufgestellten 
Gleichung: 


&mp  = 


aus  r  und  e  den  Winkel  p,  verfahre  in  Rück- 
sicht, dass  p  ein  sehr  kleiner  Winkel  ist, 
wie  in  den  Ajideutungen  zu  den  Aufgaben  1107 
und  1108  gesagt  wurde. 


Aufgabe  1173.  Zur  Bestimmung  der  geo- 
centrischen Entfernung  des  Mondes  von  der 
Erde  wurden  im  Jahre  1751  gleichzeitig  von 
Lalande  in  Berlin  und  von  La  Caille  am 
Cap  der  guten  Hoffnung  die  scheinbaren  Zenith- 
distanzen  des  Mondes  zur  Zeit  seiner  Kul- 
mination beobachtet.  In  Berlin  ergab  sich 
für  die  Zenithdistanz  des  Mondes  z  =  53^ 
10'  1",  am  Cap  der  guten  Ho&ung  ergab 
sich  fdr  dieselbe  gj^  =  33®  37'  32".  Welches 
mass  hiemach  dazumal  die  Entfetnung  des 
Mondes  von  der  Erde  gewesen  sein,  unter 
der  Voraussetzung,  dass  der  Erdradius  r  = 
859,6  geogr.  Meilen,  die  geogr.  Breite  von 

Berlin,  welche  nördlich  ist,  cp  =  52®  23',  die  Andeutung.  In  Figur  507  stelle  der 
geogr.  Breite  des  Beobachtungsortes  am  Cap,  Kreis  um  M  den  durch  die  Beobachtungs- 
weiche südlich  ist,  q)i  =  33®  5'  betrage,  und  orte  B  (in  Berlin)  und  C  (am  Cap  der  guten 
dass  beide  Beobachtungsorte  in  einem  und  Hofihung)  gehenden  Meridiankreis  der  Erde 
demselben  Meridian  liegen?  dar,  aq  sei   der  Aequator  in  orthogonaler 


Ebene  Trigonometrie  in  ilirer  Anveaduig. 

Projektion  aof  die  Papierebene.  Der  Bogtt 
qB,  bezw.  der  zngehßrige  Cenferievinkd  i 
ist  die  geogr.  Breit«  des  Beobachtongeortes  6. 
welcher  in  der  nördlichen  Hemisphäre  lie^ 
•iC  bezw.  der  zogohörige  Centziewinkel  f. 
.  ist  die  geogr.  Breite  ia 

^'«"'  '^'  ■  BeobachtnngBortes  C,  »tJ- 

:^i^     cb«  In  der  BfldBcha  Ib- 
..<^^>       migpMre  liegt.  Fena  m 
.-'^'.■'''■'  P ^^'  gäeichseltig  too h 

,.-■''  .-^    '  ond    C   ans    beobachtftt 

_,-'  .  Hauet    (der    Uond)   nir 

.-'"'  .--  Zelt  seiner  EnlminatioD 

.,--■'      e  , -■'  (siehe  BrkL  7*7)  für  üt 

Orte  B  ■- C.  DieWinU 
Z5  P  nnd  Z,  C  i*  iind  I^^ 
dann  die  znr  Seit  jeoei 
Enlmination  beobachteia 
ZenithdietaazeB  de 
Planeten  (siehe  ErkL  Wo 
nnd  3£P(=  e)  ist  die  g«- 
suchte  geocentrische  Em- 

-  .  2  femnng  des  Planeten  n 

'  jener  Zeit. 

Zur   Beredmong  der- 
selben  kann    man   mit» 
anderem  (s.  die  Erkl.  Tl*- 
n.  750)  wie  folgt  Terfilrw 
Han  berechne  zunAchst,  siehe  Figor  W'- 
die  Winkel  x  nnd  i/  wie  folgt: 

ZwiBchm  den  Wlnkeb  des  Vierecks  PBJf'    i 
besteht  die  Bdatlon: 

x-|-y  +  (2Ä-*)  +  (2Ä-,-,)-f(v  +  T,l=lü   I 

Erkl.  T17.    Der  xn  einem  bestimmten  Ueri-  ond  hierans  erhält  man: 
diankieis  der  Erde  gehSrende  Meridiankreis  des  i\  xA-v  — 2-\-z-~(ft>-i-a\ 

Himmels    (siehe   Erkl.    721)    geht    dnrclt    den  '  ■  ■  ■     T»  T   >      vt  TV,' 

Zenith  (aiefae  Erkl  738)  eines  jeden  auf  jenem         Nach   dieser   Gleichung   ist  die   Soidd'  i 

Erdmeridiui    befindHcben   Beobachters;    er   ist  der  Winkel  x  ond  y  leicht  zu  bestimmsi. 

somit  auch  ein  Scheitelkreis  (siehe  Erkl.  T3S)  Die   Differenz   dieser  Winkel    lnmii   mu 

aller  der   auf   dem  betreffenden   Erdmeridian  folgendermassen  finden: 
befindlichen  Beobachter.  ,        ,      i-    .    ,         ,,n .,       j,    r,^,t 

Der  zn  einem  Meridian  der  Erde  gehörende         Ans  den  Dreiecken  PBH  md   PCMa- 

Meridian  des  Himmels  wird  auch  in  bezng  auf  «eben  sich  nach   der  Slnwregel    bezw.  4-  , 

jenen  Meridian  der  Erde  „Mittagskreis"  ge-  Relationen:  | 

nannt,  da  die  Sonne  in  dem  Augenblick,  in 
welchem  sie  in  diesen  Ueridi&n  des  Himmels  tritt,  a)  . 

ihren  höchsten  Stand  flber  dem  Horizont  eines 

jeden  der  in  dem  zngehürigen  Erdmeridian  be-  nnd 
nndlichen  Beobachter  erreicht,   oder,  wie  man 
zn  sagen  pflegt,  knlminiert  [daher  der  Name  b)  . 

£nlmination   für  den  Durchgang  der  Souue 
oder  eines  anderen  HimmelskörperB  durch  den  Berücksichtigt  man,  dass  nach  der  Erld.Sf 

Humuelamendiankreis   emes  bestimmten  Beob-  w"VM.v>...6«m«u,uB«>iuivii«Di  ijiw. 

Bchters],  somit  fllr  alle  Beobachter  anf  dem  ge-  a)  .  .  .  Biu(180^— -«)  =  sinz 

dachten  Brdmeridian  zn  jener  Zeit  „Mittag"  nnd  1 

ist,  indem  man  unter   Mittag  die   Zeit  des  ß)  ■  ■  ■  sin (180"  —  *,)  ^  sin.-, 

höchsten  Standes  der  Sonne  flber  dem  Ho-  ,      ,  ,    ,  „.  , 

rizoDt  versteht.  gesetzt  werden  kann,  so  erhält  maa  m  Bi» 

Dass  fllr  einen  Beobachter  auf  der  Erde  ein  sieht  dessen  nnd  wenn  man  jene  Gielchosf'    1 

Himmelskflrper,  z.B.  dieSonne.  ihren  höchsten  dnrch  Gleichung  b>  dividiert: 


FM 

= 

sin  (180t  _ 

=■> 

MB 

fänx 

Tm 

= 

sin  (180*- 

'.) 

MC 

siny 

Aufgaben  aus  der  mathematischen  Geographie  und  der  sphärischen  Astronomie.       847 

Stand  erreicht,  wenn  sie  in  den  Meridiankreis  sinar      siny 

des  Himmels  tritt,  welcher  nach  der  Erkl.  721  ^  —  ^j^  *  gin;^ 

zu  dem  Meridian    der  Erde  gehört,    welcher   q^qy- 
durch  den  Standpunkt  jenes  Beobachters  geht,  ^^^         ^^^ 

kann  man  sich  an  Figur  506  veranschaulichen.  c)  .  . 


tg' 

2 

tg- 

2 

tg 

t«: 

smv         sm^. 

In  dieser  Figur  bedeute  NWSO  den  Hori-         ^  .     .  _^^  .    ,  ^^^  „„«  ,.  ^^  t>„^«^^.v« 
zont  eines  Beobtchters  3f;  über  dem  Beobachter  ^    B™^*  ^^^^  \^S  »uf  d^ese  Proporüon 
erscheint  das  Himmelsgewölbe  als  eine  Halb-  den  in  der  Erkl.  119  angeführten  Snmmen- 
kngel  (diese  Halbkugel  hat  man  sich  unter  dem  und  Diflferenzensatz  in  Anwendung,  so  ergibt 
Horizont  zu  einer  vollständigen  Engel  ergänzt  sich  die  Relation: 
zu  denken,  wie  in  der  Figur  508  angedeutet  ist).  gj^^  _  g^^^       sin;?— sin^i 
Die  zu  dem  Horizont  senkrechte  und  durch  den                 -r- — .^  .      =   .^^_.    .^^ 
Standpunkt  des  Beobachters  M  gehende  Gerade                  smx-f  siny       smar-t-sinÄ^i 
(welche  durch  den  Mittelpunkt  der  Erde  geht,  oder,  wenn  man  noch  die  in  der  Erkl.  268 
siehe  Erkl.  747  a)  bestimmt  an  dem  scheinbaren  angeführte    goniometrisobe    Formel    in    An- 
Himmelsgewölbe   den    Zenith   und  den  Nadir  wendung  bringt: 
(siehe  Erkl.  738).    Der  grösste  Kreis  am  Himmel, 
dessen  Ebene,  siehe  Fig^  508,  durch  den  Nord- 
pol Np  der  Himmelsachse,  den  Zenith  und  durch 
den  Beobachtungsort  M  (bezw.  durch  den  Mittel- 
punkt  der  Erde)  .geht    ist  nach  vorstehendem       ^  ^  ^^^  ^^  Rücksicht,   dass 
der    Meridiankreis    (Mittagskreis)    des    Beob-  ^^.    ^k«^^^  ri^:«!,«««.  %\. 
achters  M.    Der  Durchschnitt  dieser  Kreisebene  ^^^  "^^^^  Gleichung  1): 
mit    dem   Horizont   gibt    die   genaue  Nord-              g +y  _  ^  +  ^i  —  (y  +  Vi) 
Südrichtung    am  Horizont  an;    die    in  if                 2                         2 
zu    NS  Senkrechte    gibt    die    genaue    Ost-  jgt; 
Westrichtung    am    Horizont    an.      (Siehe        *                                2^•^ 

^'^'  '^^■)  2)  .  .  .  tg^^^^  =       "^       ;g  +  r,-(y4-yt) 

Die  Sonne  (wie  auch  alle  übrigen  Gestirne)        *  *  '  2  ^  ^-\-^i  2 

scheint    tagt&glich,    wie    in    der  Figur  508  ^ 

durch  Pfeile  angedeutet  ist)  im  Osten  am  Hori-  nach  welcher  Gleichung  man,  aus  ^,  z^,  qi 

zont  aufzugehen,    sie  scheint  sich   über   den  und  q'^  die  Winkeldifferenz  x — //  berechnen 

Horizont  zu  erheben,  ihren  höchsten  Stand  j^gnn  (giehe  Erkl.  748). 
über  dem  Horizont   zu    erreichen,    wenn    sie        ^^g  ^^  nach   Gleichung  1)   für  xA-fj 

^^T.  ^  ""i'^L^i^  '''•  den  Mittagskreis  des  Beob-  .  j^  ergebenden  Wert  und  dem  nach  äei- 

achters  M  tritt,  sie  scheint  von  da  ab  wieder     ,  ®    «„^  ..    ^v^„j^„   iir^w. 

nach  dem  Horizont  im  Westen  hinabzusteigen  ^^^e  2)  för^^-y  sich^  ergebenden  Wert 
und  im  Westen  unterzugehen  (wobei  man  an-  K^ain  man  leicht  die  Winkel  a?  und  y  be- 
nehmen muss,  dass  sie  unterhalb  des  Hori-  stimmen. 

zontes  einen  ähnlichen  Kreisbogen  am  Himmel  Sind  hiernach  diese  Winkel  x  und  y  be- 
beschreibt, da  sie  am  andern  Morgen  wieder  rechnet,  so  kann  man  mittels  einer  der  vor- 
im  Osten  am  Horizont  erscheint).  stehenden  Gleichungen  a)  und  b),  in  welchen 

Die  sichtbaren  Bogen,  welche  scheinbar  PM  die  gesuchte  Entfernung  e,   MB  und 

die  Sonne  am  Himmel  täglich  beschreibt,  heissen  MC  den  bekannten  Radius  r  der  Erde  be- 

die  „Ta^ebogen",  die  unsichtbaren  (unter  deuten,  und  in  Rücksicht  der  Gleichungen  «) 

dem  Horizont)  die  „Nachtbogen."  und   ß),   leicht   die   gesuchte   Entfernung   e 

Da  man  unter  Zenithdistanz  im  allge-  berechnen,  wobei  man  nach  den  Erkl.  660 

meinen    den   Bogen    eines    Scheitelkreises  bis  662: 

(siehe   Erkl.  738)   versteht,   welcher  zwischen  sina:"  =  arca;"  oder  =  ar-arcl" 

dem   Zenith  und   einem  in   dem  Scheitelkreis  ,      .  .  , 

liegenden  Punkt  des  Himmels  vorsteht,  so  sind  öesgieicnen: 

hiemach  und  nach  vorstehendem  in  der  Fig.  508  siny"  =:  y.arc  1" 

die  Bogen  zwischen  dem  Zenith  und  den  Punk-  setzen  kann,  da,  wie  sich  ergeben  wird,  x 

tenCundC,,  die  Zenithdistanzen  der  Sterne  ^^  y  kleine  Winkel  sind  (siehe  auch  die 

C und  Sterne  C,  zur  Zeit  ihrer  Kulminationen,  -p-i-i  ^^q  „„ j  7 k n^ 

ihres  höchsten  Standes  über  dem  Horizont.  ^^^^'  ^*^  ^^   ^^"^• 

Diese  Zenithdistanzen  werden,  siehe  Fig.  508, 
durch  die  Winkel  z  und  z^  gemessen,  welche 
die  nach  dem  Zenith  gehende  Yisierlinie,  bezw. 
mit  der  Yisierlinie  bildet,  die  nach  dem  Punkt 
des  Meridians  gerichtet  ist,  in  dem  zur  Zeit 
seiner  Kulmination  der  betreffende  Himmels- 
körper steht. 


848  Ebene  Trigonometrie  in  ihrer  Anwendung. 

Figur  o08. 


Sädeit 


Nadir 

Erkl.  747  a«  Bei  der  Betrachtung  des  Him- 
melsgewölbes nimmt  man  den  scheinbaren 
Horizont  (siehe  Erkl.  738),  in  Bttcksicht,  dass  die 
Erde  selbst  im  Verhältnis  znm  ganzen  Himmels- 
gewölbe nur  sehr  klein  (ein  Punkt)  ist, 
stets  80  an,  als  ob  er  mit  der  durch  den  Mittel- 
punkt der  Erde  und  parallel  zu  jenem  schein- 
baren Horizont  gelegt  gedachten  Ebene,  durch 
welche  der  wahre  oder  astronomische  Hori- 
zont bestimmt  wird,  zusammenfalle. 

ErkL  748*      Da    .r  und   y    sehr    kleine 

Winkel  sind,  mithin  — 5-^  ein  noch  kleinerer 

Winkel  sein  muss,  so  setzt  man  bei  einer  nu- 
merisdien  Berechnung  nach  der  in  yorstehender 
Andeutung  aufgestellten  Gleichung  2): 

a)..t,(£=i^)"  =  arc(^)"  =  ^.arcl" 

wonach  jene  Gleichung  übergeht  in: 

b).  .  •-2--S^*    ,   *+«!    '^ 2 Sekunden 

Erkl*  749«  Man  kann  zur  Berechnung  der 
gesuchten  Entfernung  FM  (=  e\  siehe  Fig.  507, 
statt  wie  in  Andeutung  zur  Aufgabe  1173  ge- 
sagt, auch  wie  folgt  verfahren: 

Denkt  man  sich,  siehe  Figur  509,  B  mit  C 
verbunden,  so  kennt  man  von  dem  Dreieck  MBC 
den  Winkel  BMC^  indem: 

ist,  femer  kennt  man  die  Schenkel  MB  und  MC 
dieses  Dreiecks,  indem: 

MB  =  lÄC  =  r 
nämlich  gleich  dem  Erdradius  ist.    Man  kann 
somit,  wie  in  Auflösung  der  Aufgabe  64  ge- 
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S  Ixilialt: 

ä  Aufgaben  aus  der  mathematischen  Oeographie  und  der  sphftrischeu  Astronomie,  Fortsetsung.  —  Aufgaben, 
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S  Aufgaben,    in  welchen  Bezug  auf  die  Sonnenhöhe  genommen  ist. 


^_l     !_!_ 


Stuttgart  1887. 
Verlag  von  Julius  Maler. 


Das  vollständige  Inhaltsverzeichnis  der  bis  jetzt  erschienenen  Hefte  kann 
durch  jede  Buchhandlung  bezogen  werden. 


Preisgekrönt  in  Frankfurt  a.  M.  1881. 

PROSPEKT. 

Dieses  Werk,  welchem  kein  ähnliches  zur  Seite  steht ^  erscheint  monatlich  in  3 — 4 
Heften  zu  dem  blUigr^n  Preise  von  25  /^  pro  Heft  und  bringt  eine  Sammlung  der  wichtig- 
sten und  praktischsten  Aufgaben  aas  dem  Gesamtgebiete  der  Mathematik,  Physik, 
Mechanik,  math.  Geographie,  Astronomie,  des  Maschinen-,  Strassen-,  Eisenbahn-, 
Brficken-  nnd  Hochbaues,  des  konstroktiren  Zeichnens  etc.  etc.  und  zwar  in  ToUstftiidig 
gelöster  Form,  mit  rielen  Figuren,  Erklärungen  nebst  Angabe  und  Entwickelang  der 
benutzten  Sätze,  Formeln,  Regeln  in  Fragen  mit  Antworten  etc.,  so  dass  die  Losung 
jedermann  verständlich  sein  kann,  bezw.  wird,  wenn  eine  grössere  Anzahl  der  Hefte  er- 
schienen ist,  da  dieselben  sich  in  ihrer  Gesamtheit  ergänzen  und  alsdann  auch  alle 
Teile  der  reinen  nnd  angewandten  Mathematik  —  nach  besonderen  selbständigen  Kapiteln 
angeordnet  —  vorliegen. 

Fast  jedem  Hefte  ist  ein  Anhang  von  ungelösten  Aufgaben  beigegeben,  welche  der 
eigenen  Lösung  (in  analoger  Form  wie  die  bezüglichen  gelösten  Aufgaben)  des  Studierenden 
überlassen  bleiben,  und  zugleich  von  den  Herren  Lehrern  für  den  Schulunterricht  benutzt 
werden  können.  Die  Lösungen  hierzu  werden  später  in  besonderen  Heften  für  die  Hand  des 
Lehrers  erscheinen.  Am  Schlüsse  eines  jeden  Kapitels  gelangen:  Titelblatt,  Inhaltsverzeich- 
nis, Berichtigungen  und  erläuternde  Erklärungen  über  das  betreffende  Kapitel  zur  Ausgabe. 

Das  Werk  behandelt  zunächst  den  Hauptbestandteil  des  mathematisch-naturwissen- 
schaftlichen Unterrichtsplanes  folgender  Schulen:  Realschnlen  I.  und  II.  Ordn.,  gleich- 
berechtigten höheren  Bürgerschulen,  Privatsohulen,  Gymnasien,  Realgymnasien,  Pro- 
gymnasien, Schullehrer- Seminaren,  Polytechniken,  Techniken,  Bangewerksehalen, 
Gewerbeschulen,  Handelsschulen,  techn.  Torbereitungsschnlen  aller  Arten,  gewerbliche 
Fortbildnngsschnlen,  Akademien,  Universitäten,  Land-  und  Forstwissenschaftsaelinlen, 
Mllitttrschulen,  Torbereitnngs- Anstalten  aller  Arten  als  z.  B.  für  da»  Elfjährig- Frei- 
willige- und  Offlziers-Examen  etc. 

Die  Schiller,  Studierenden  und  Kandidaten  der  mathematischen,  technischen  uui 
naturwissenschaftlichen  Fächer  werden  durch  diese,  Schritt  für  Schritt  gelöste,  Aufgaben- 
sammlung immerwährend  an  ihre  in  der  Schule  erworbenen  oder  nur  gehörten  Theorien  etc. 
erinnert  und  wird  ihnen  hiermit  der  Weg  zum  unfehlbaren  Auffinden  der  Losungen  der- 
jenigen Aufgaben  gezeigt,  welche  sie  bei  ihren  Prüfungen  zu  lösen  haben,  zugleich  aber 
auch  die  Überaus  grosse  Fruchtbarkeit  der  mathematischen  Wissenschaften  vorgeführt. 

Dem  Lehrer  soll  mit  dieser  Aufgabensammlung  eine  kräftige  Stütze  für  den  Schul- 
unterricht geboten  werden,  indem  zur  Erlernung  des  praktischen  Teils  der  mathematischen 
Disciplinen  —  zum  Auflösen  Ton  Aufgaben  —  in  den  meisten  Schulen  oft  keine  Zeit  er- 
übrigt werden  kann,  hiermit  aber  dem  Schüler  bei  seinen  häuslichen  Arbeiten  eine  voll- 
ständige Anleitung  in  die  Hände  gegeben  wird,  entsprechende  Aufgaben  zu  lösen,  die  ge- 
habten Regeln,  Formeln,  Sätze  etc.  anzuwenden  und  praktisch  zu  verwerten.  Lust,  Liebe 
und  Verständnis  für  den  Schulunterricht  wird  dadurch  erhalten  und  belebt  werden. 

Den  Ingenienren,  Architekten,  Technikern  und  Fachgenossen  aller  Art,  Militär« 
etc.  etc.  soll  diese  Sammlung  zur  Auffrischung  der  erworbenen  und  vielleicht  vergessenen 
mathematischen  Kenntnisse  dienen  und  zugleich  durch  ihre  praktischen  in  allen  Bernfs- 
zweigen  vorkommenden  Anwendungen  einem  toten  Kapital  lebendige  Kraft  verleihen  un<] 
somit  den  Antrieb  zu  weiteren  praktischen  Yerwertnngen  und  weiteren  Forschungen  gebor. 

Alle  Buchhandlungen  nehmen  Bestellungen  entgegen.  Wichtige  und  praktische  Auf- 
gaben w^erden  mit  Dank  von  der  Redaktion  entgegengenommen  und  mit  Angabe  der  Kamen 
verbreitet.  —  Wünsche,  Fragen  etc.,  welche  die  Redaktion  betreffen,  nimmt  der  Verfasser, 
Dr.  Kleyer,  Frankfurt  a.  M.,  Fischerfeldstrasse  16,  entgegen,  und  wird  deren  Erledigutc 
thunlichst  berücksichtigt. 

Stuttgart.  Die  Yerlagshandlimg* 
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zeigt ,  die  Seite  B  C  dieses  Dreiecks  berechnen. 
Ist  diese  Seite  BC  berechnet,  so  kennt  man 
von  dem  Dreieck  BPC  die  Seite  BC  nnd  die 
derselben  anliegenden  Winkel,  letzteres  ans  dem 
Gnmd,  weü: 

/J  =  18<>>  — («  +  «) 
mid 

y=z  1800  -  («  +  ;8fi) 

ist  nnd  der  Basiswinkel  tt  des  gleicbschenk- 
ligen  Dreiecks  BMC  leicht  mittels  der  Relation: 

_  1800 -(y  +  yi) 
«- 2 

berechnet  werden  kann.  Man  kann  somit,  wie 
in  AnflGsnng  der  Aufgabe  117  gezeigt,  die 
Seiten  PB  nnd  PC  dieses  Dreiecks  BPC  be- 
rechnen. Sind  diese  Seiten  berechnet,  so  kennt 
man  von  jedem  der  Dreiecke  PBM  nnd  PCM 
die  Seiten  PB  nnd  MB  bezw.  PC  nnd  MC, 
sowie  den  von  denselben  eingeschlossenen  Winkel 
<iPBM=z  1800— «bezw.  <PClf=  1800—^,; 
wie  in  Auflösung  der  Angabe  118  gezeigt, 
kami  man  somit  ans  jedem  dieser  Dreiecke  die 
Seite  PM,  d.  i.  die  gesuchte  Entfernung  e  be- 
rechnen. 

Figur  509. 


4a 


t 


•■K 


./;•' 


ErU.  750*  Man  kann  auch  bei  Auflösung 
der  Anijg^abe  1178  wie  folgt  verfahren: 

Aus  den  Dreiecken  PBM  und  PCM  der 
Figur  507  ergeben  sich  nach  der  Sinusregel  die 
Relationen: 

sin:r  r 


und 


sin  (180  —  z)         e 
siny  r 


sin  (1800  — «,)  ""    e 

und  aus  diesen  Gleichungen  erhält  man  in  Rück- 
sicht, dass  nach  der  Erkl.  66: 

sin  (1800  —  2;)  =  sin^r 

sin  (1800  —  «j)  =  sm«?! 
Kleyer,  Ebene  Trigonometrie. 


und 
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ist,  und  dass  nach  den  Erkl.  660  bis  662,  weil  x 
nnd  y  nur  kleine  Winkel  sein  können: 

sina?"  =  arcar"  oder  =  rc-arcl" 
desgleichen: 

siny"  ==  arcy"  oder  =  y«arcl" 
gesetzt  werden  kann: 


X'VttV  — sin« 

e 

bezw. : 

y-arcl"  — sinsr. 

oder: 

a). 

r-sin« 
.  .  0?  =             ...    Sekunden 
«•arcl' 

und 

b)  . 

•  •  y  —    -  o»«i"    Sekunden 

nnd  aus  diesen  beiden  Gleichungen  erhftlt  man 
durch  Addition: 

,  r-sinÄ-f-r-sin«! 

1)  .  .  .  oT-fy  = e-^iXC^V' Soliden 

Da  femer  nach  der  in  nebenstehender  An- 
deutung aufgestellten  Gleichung  1)  auch: 

2)  .  .  .  «-fy  =  «  +  «1  — (<y)  +  <y),) 

ist,  so  ergibt  sich  aus  diesen  Gleichungen  1) 
und  2)  die  Belation: 

II      v-r  I  T-i/  e-arcl" 

und  hieraus  erhält  man  f&r  die  gesuchte  Ent- 
fernung e-. 

r(8in2f  +  8in«ri) 
e  •=.  -= — ■ ; j r= T77  LängeneinheSien 

oder,  wenn  man  noch  in  Bezug  auf  sin  «  4~  ^^^  ^i 
die  in  der  Erkl.  118  angefüllte  goniometrische 
Formel  in  Anwendung  bringt: 

2r.sin^*.cos^ 
A)    ...    c  =  ■= — j — j r= — —rn  Längeneinheiten  des  Radios  r 

in  welcher  Gleichung  man  für: 

(*  +  «i)  — (9  +  9i) 
die  Masszahl  zu  setzen  hat,  welche  man  erhält, 
wenn  man  den   durch  diese  Differenz   darge- 
stellten Winkel  in  Sekunden  ausdrückt. 


Aufgabe  1174.  Ein  Meteor  wird  von  einem 
Ort,  der  unter  <p  =  9®  nördlicher  Breite 
liegt,  genau  in  nördlicher  Richtung  9^37' 
über  dem  Horizont  beobachtet;  gleichzeitig 
wird  dasselbe  von  einem  Ort,  der  in  dem- 
selben Meridian  liegt,  aber  eine  nördliche 
Breite  <pj  =  37^  14'  hat,  genau  in  südlicher 
Sichtung  13^  12'  über  dem  Horizont  gesehen. 

Wie  weit  ist  das  Meteor  von  der  Erdober-  Andeutung.  In  Figur  510  sei  der  Kre^ 
fläche  entfernt?  (Radius  r  der  Erde  =  859,6  um  M  ein  Meridiankreis  der  Erde,  a^  sei 
geogr.  Meilen.)  die    zur    Papierebene    rechtwinklige    Pr^ 

jektion  des  Aeqnators,  A  und  J^   seien  # 
Orte,  welche  auf  jenem  Meridiankreis  d^ 
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Figur  510. 


m 


..^^ 
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Erde  liegen  und  deren  geogi^aphische  Breiten 
qA  und  qB  mit  gp  und  <P|  gegeben  sind. 
Die  durch  A  und  i^  senkrecht  zu  den  Erd- 
radien AM  und  BM  gelegt  gedachten  Ebe- 
nen, welche  tangierende  Ebenen  an  die  Erd- 
kugel sind  und  sich  in  ihren  zur  Papier- 
ebene  rechtwinkligen  Projektionen  als  die  ge- 
raden Linien  mm^  xoAjpq  projizieren,  stellen 
bezw.  die  Horizonte  der  Beobachter  in  A 
und  B  dar.  Ist  nun  G  das  Meteor  oder 
irgend  ein  Gestirn,  welches  dem  Beobachter 
in  A  genau  im  Norden,  dem  Beobachter  in  B 
genau  im  Süden  erscheint  so  muss  sich  das 
Meteor  in  der  Ebene  des  Meridiankreises  um 
M  befinden,  und  die  Winkel  a  und  /}  in  der 
Figur  510  müssen  die  gleichzeitig  gemesse- 
nen Winkel  sein,  unter  welchen  den  Beobach- 
tern das  Meteor  über  ihren  Horizonten  er- 
scheint 

Da  nun  in  dem  Viereck  MBGA  die 
Seiten  MB  und  MA  gleich  dem  Badius  r 
der  Erde,  der  Winkel  BMA  =  <p,  —  qp,  der 
Winkel  MBG  =  ^0^-\-ß  und  der  Winkel 
MAG  =  90^+«  ist,  da  also  diese  Stücke 
gemäss  der  Aufgabe  bekannt  sind,  so  kann 
man  zunächst  die  Entfernung  GM  berechnen, 
analog  wie  in  Andeutung  zur  Aufgabe  1173 
oder  in  den  Erkl.  749  und  750  gesagt  wurde. 
Die  gesuchte  Entfernung  GC  des  Meteors  G 
von  der  Erdoberfläche  findet  man  alsdann 
mittels  der  Relation: 


ac  =  GM  —  CM 

in  welcher  CM  gleich  dem  bekannten  Ba- 
dius r  der  Erde  ist. 


Aufgabe  1176.  Zwei  Beobachter  A  und  B 
haben  sich  mit  ihren  Winkelmessinstrumenten 
in  der  Entfernung  a  =  1,2  Meilen  in  dem- 
selben Meridian  aufgestellt. 

Für  den  Punkt  des  Erlöschens  einer  Stern- 
schnuppe hat  A  für  das  Azimut  a  =  107^ 
15'  16"  für  die  Stemhöhe  y  =  86^  4'  20", 
und  B  hat  für  das  Azimut  ß  =  25®  13'  26" 
gefanden. 

Wie  gross  ist  die  absolute  Höhe  des  ge- 
dachten Punktes  über  dem  Horizont,  wenn 
die  EjTÜmmung  der  Erde  wegen  der  kleinen 
gegenseitigen  Entfernung  der  Beobachter 
nicht  in  Betracht  gezogen  werden  soll? 


Andeutung.  In  der  Figur  511  sei  NS 
ein  Stück  des  Erdmeridians,  auf  welchem 
sich  die  Beobachter  A  und  B  in  der  gege- 
benen Entfernung  a  befinden.  Dieses  Stück 
NS  des  gedachten  Erdmeridians,  bezw.  das 
Stück  AB  desselben,  soll  gemäss  der  Auf- 
gabe, da  es  im  Verhältnis  zum  Umfai^  (zur 
Länge)  des  Erdmeridians  nicht  sehr  gross  ist, 
nicht  als  ein  Bogenstück  des  gedachten  Erd- 
meridians, sondern,  wie  in  der  Figur  511 
angedeutet,  als  ein  gerades  Linienstück  an- 
genommen werden. 

Ist  nun  M  die  bei  ihrem  Erlöschen  beob- 
achtete Sternschnuppe  und  man  denkt  sich 
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Figur  511. 


Sü( 
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dai*ch  Jf,  ^  und  den  Zenith  des  Beobaditers 
in  Ä  eine  Ebene  gelegt,  so  ist  dies  die  £beDe 
desjenigen  Scheitelkreises  des  Ä^  welcher 
durch  M  geht;  diese  Ebene  schneidet  den 

Horizont  HH^  des 
Ä  in  der  GendeD 
Ä  -4j.      Der   Win- 
kel, welchen  diese 
Gerade  ^^1  mit  der 
von  Ä    nach   dea 
Südpunkt  S  gehen- 
den Linie  ÄS  bildet 
ist  das  von  Ä  beob- 
achtete   Aamot  ß 
(siehe    ErkL   751) 
der    Stemschnappe 
bei  3f ,   besser  ge 
sagt:  dieser  Winke! 
ist  das  Mass  des  in 
A  beobachteten  Azi- 
muts von  Jf.    Der 
Winkel,  welchen  die 
in  dem  Horizont  dei 
Beobachters  Ä  lie- 
gende   Linie    ÄÄ^    mit    der    von    A  nach 
M  gehenden  Visierlinie  AM  bildet,  ist  die 
von  A  beobachtete  Höhe  y  der  in  Jif  be- 
findlichen  Sternschnuppe  (siehe   Erkl.  7511 
besser  gesagt:  dieser  Winkel  ist  das  Mass  der 
in  A  beobachteten  Stemhöhe  des  Sterns  3f. 
Denkt  man  sich  ebenso  durch  Jlf,  B  und  den 
Zenith  des  Beobachters  in  B  eine  Ebene  g^ 
Erkl.  751«     unter   dem    „Azimuf"   eines  legt,  so  ist  dies  die  Ebene  de^enigen  Scheitel- 
Stems  versteht  man  den  Bogen,  der  zwischen  Preises  des  J5,  welcher  durch  M  geht;  h 
dem  Sttdpmikt  des  Horizonts  eines  Beobwjhters  ^^  Horizonte  des  ^  und  des  ^  zusamm^ih 
und  dem  Duwhschmttspunkt  des  Horizonts  mit  ^^      ,^^       ^^  ^  kleines  Stück  eines 
demjenigen    Scheitelkreis    des   Beobachters  **"^"/"*"^ -^-^   ^  -^*^*         ^" 
liegt,  d^r  durch  jenen  Stern  geht    Das  Azimut  Mendians  ist    welches  ate  gerade  «ige 
wird  vom  Sttdpunkt  ab  nach  und  ttber  Osten  nommen  wird),  so  ist  /?,  analog  wie  m  J 
bis  18(K>  und  vom  Südpunkt  ab  nach  und  Aber  angegeben,  das  von  B  beobachtete  Azimut 
Westen  bis  180o  gezählt.    Kan  unterscheidet  der    Sternschnuppe    in  M    (der    Winkel  J 
demnach  östliches  und  westliches  Azimut,  würde  die  Sternhöhe  von  M  für  den  Beob- 
Durch  das  Azimut  eines  Sterns  und  der  achter  B  sein).     Der   Schnittpunkt  m  der 
Höhe  eines  Sterns  über  dem  Horizont,  d.  i.   ^^y^h  ^  und  jB  gehenden  horizontalen  Linie 
depenige  Bogen  des  durch  den  Stern  gehenden  ^^        ^  ^ »    f  ^  ^      Fusspunkt  des  Ter- 
Scheitelkreises ,  der  zwischen  dem  Schmttpunkt         J.,^  i'  i.  •  v  ^  ^  s  ä^ 

des  Scheitelkreises  mit  dem  Horizont  und  dem  Pendikels  welchen  man  sich  von  M  auf  da 
Stern  Uegt,  ist  die  Lage  eines  Sterns  in  Bezug  gemeinschafthchen  Horizont  der  Beobachter 
auf  den  Horizont  eines  Beobachters  für  eine  A  und  B  geföUt  denken  kann.  Mm  ist  also 
gewisse  Zeit  (siehe  Erkl.  747)  vollkommen  die  gesuchte  und  zu  berechnende  absolut« 
bestimmt.  Höhe  der  Sternschnuppe  bei  ihrem  Erlöscben 

in  M. 

Diese  Höhe  x  kann  man  wie  folgt  be- 
rechnen: 

In   dem  Dreieck  ABm  kennt  man  die 

Seite  2iB{=^  a),  den  Winkel  mBA  {=ß' 
und  den  Winkel  mAB  (=  2Ä  — a);  bwb 
kann  somit,  wie  in  Auflösung  der  Aufgabe  11  • 
gezeigt  wnrde,  die  Seite  Jlfn(=y)  dieses 
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Dreiecks  in  jene  gegebenen  Stücke  ansdrficken. 
Hiernach  kennt  man  von  dem  bei  m  recht- 
winkligen Dreieck  AmM  die  Seite  y  nnd 
den  Höhen  Winkel  y;  man  kann  somit,  wie 
in  Anflösnng  der  Aufgabe  4  gezeigt  wurde, 
aus  diesen  Stücken  die  gesuchte  Höhe  x  be- 
rechnen. 


geogr.  Meilen  der  Sonne  berechnen. 

Figur  512. 


Aufgabe  1176.  Man  soll  die  Entfernung 
des  unteren  Planeten  „Merkur'^  von  der 
Sonne,  ans  dem  Maximum  seiner  Elongation, 

welche  d  =  17^  54'  31"  sei,  und  aus  der        Andeutung.     In  Figur  512  sei  S  die 
geocentrischen   Entfernung    e  =  20665840  Sonne,  ab c  sei  die  Bahn  der  Erde,  in  welcher 

sich  die  Erde  um  die  Sonne  bewegt  Da 
nach  der  Erkl.  752  der  Merkur 
zu  den  sogenannten  unteren 
Planeten  gehört,  so  mnss  er 
irgend  eine  Stellung  innerhalb 
der  um  die  Sonne  S  gehenden 
Erdbahn  abc  haben;  angenom- 
men er  befinde  sich  in  M  und 
seine  Bahn  sei  durch  fgh  dar- 
gestellt Nach  der  Erkl.  753 
muss  für  das  Maximum  der 
*       \  Elongation,  wenn  sich  der  Merkur 

\  in  M  befindet,  die  Erde  sich  in  E 

\  befinden,  so  dass  das  Dreieck 
:  Q  EMS  ein  bei  M  rechtwinkliges 
:  ist.  Aus  diesem  Dreieck  erhält 
;  man  für  die  gesuchte  Entfernung 
.'  X  des  Merkui'  von  der  Sonne 
zu  jener  Zeit: 


a: 


'ff 


ain<f  =  — 

e 

und  hieraus  ergibt  sich: 

A)  .  .  .  «  =  «'Sinif 

nach  welcher  Gleichung  man,  in 
Bücksicht  der  für  e  und  ö  ge- 
gebenen Werte,  die  gesuchte  Ent- 
temung  x  berechnen  kann. 


Erkl«  752*  Die  Planeten  (vom  Griech., 
d.  h.  Wandelsteine)  sind  die  Himmelskörper, 
die  sich  wie  die  Erde  (welche  zu  den  Planeten 
zählt)  in  kreisförmigen,  nur  wenig  gegeneinander 
genei|^n  Bahnen  um  die  Sonne  bewegen  und 
ihr  l4icht  Ton  derselben  erhalten. 

Die  Hauptplaneten  sind  in  der  Beihenfolge 
ihres  Abstandes  von  der  Sonne:  Merkur,  Venus, 
Erde,  Mars,  die  kleinen  Planeten  (auch  Plane- 
toiden oder  Asteroiden  genannt),  Jupiter,  Saturn, 
Uranus,  Neptun. 

Die  Planeten  Merkur  und  Venus,  deren 
Bahnen  zwischen  der  Erdbahn  und  der  Sonne 
Hegen,  heissen  die  „unteren'^  Planeten;  die 
Übrigen  Planeten  heissen  die  ,.oberen*'  Pla- 
neten. (Siehe  die  Teile  der  Encyklopädie, 
welche  über  Astronomie  handeln.) 
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Erkl«  75S.  Unter  der  „Elongation"'  eines 
Planeten  versteht  man  den  Winl^el,  welchen 
die  von  der  Erde  nach  der  Sonne  gehende 
Linie  mit  der  von  der  Erde  nadi  jenem  Pla- 
neten gehenden  Linie  bildet  Die  Elongation, 
welche  also  nichts  anderes  als  die  scheinbare 
Entfernung  der  Sonne  Ton  einem  Planeten 
ist,  wird  am  grössten,  d.  h.  sie  erreicht  ihr 
Maximum ,  wenn  der  Planet  scheinbar  auf  die 
Erde  zuläuft,  wenn  also  jene  gedachte  Ver- 
bindungslinie des  Planeten  mit  der  Erde  Tan- 
gente an  die  Bahn  des  Planeten  ist,  wie  in  der 
Figur  612  durch  EM  angedeutet  ist       


Aufjgabe  1177.  Man  soll  die  Entfernung 
der  Sonne  von  der  Erde  aus  der  Entfernung 
e  =  51166,8  geogr.  Meilen  des  Mondes  von 
der  Erde  und  aus  dessen  Elongation  ö  = 
89®  51'  50''  zur  Zeit  des  ersten  oder  letzten 
Viertels  berechnen. 

Figur  513. 


ErkL  lU.  unter  „Mond""  Gat  luna)  ver- 
steht man  im  allgemeinen  jeden  Trabanten 
eines  Planeten  d.  i.  ein  Himmelskörper,  welcher 
sich  um  einen  Planeten  bewegt.  Im  engeren 
Sinn  versteht  man  unter  „Mond"  den  Tra- 
banten der  Erde,  d.  L  der  Himmelskörper, 
welcher  die  Erde  bei  ihrem  Umlauf  um  die 
Sonne  stets  begleitet  und  dabei  die  Erde  selbst 
umkreist.  Die  Bahn,  welche  der  Mond  bei 
seinem  Umlaiüf  um  die  Erde  durchläuft,  ist 
(wie  die  Bahnen  aller  Himmelskörper)  eine 
excentrische,  und  ist  um  ca.  50  20'  gegen 
die  Erdbahn  selbst  geneigt. 

Der  Mond  legt  seine  Bahn  um  die  Erde  in 
ca.  27  Tagen  7>/4  Stunden  zurfick,  welche 
ümlaufszeit  der  sogenannte  Mondmonat  aus- 
macht 

Dei^  Mond  hat  kein  eigenes  Licht  und  wird 
von  der  Sonne  beleuchtet  Stellt  in  der  Fig.  514 
S  die  Sonne,  ah  einen  Teil  der  Erdbahn,  E  die 
Erde  dar,  so  ist  in  der  Zeit,  in  welcher  sich  der 
Mond  zwischen  Sonne  und  Erde  befindet  (in 
welcher  er  sich  in  Konjunktion  befindet)  einem 
Beobachter  B  auf  der  Erde  der  unsichtbare 
Teil  des  Mondes  zugekehrt;  in  dieser  Stellung 
sagt  man,  es  ist  „Neumond''. 


Andeutung.  Siebt  ein  Beobachter  B  auf 
der  Erde  das  erste  oder  das  letzte  Viertel 
des  Mondes  (siehe  Erkl.  754),  so  mnssei 
Sonne,  Mond  und  Erde  die  durch  die  Fig.  513 

angedeutete  Stellnug  zu 
einander  haben,  es  mnsi 
nämlich  die  durch  E,  B 
und  M  gelegt  gedachte 
Ebene,  welche  in  der 
Figur  513  als  die  gerade 
Linie  EM  erscheint,  senk- 
recht auf  derYerbindoDgs- 
linie  SM  stehen,  indem 
diese  Ebene  die  Tren- 
nnngsljnie  des  von  der 
Sonne  beleuchteten  Tdb 
des  in  seinem  ersten 
Viertel  stehenden  Moc* 
des  und  des  unbeleuchteten  Teils  dessdbes 
enthält,  wie  in  der  Figur  angedeutet  ist,  es 
muss  also: 


iM-Mond 
iniiken  Viertel. 


sein. 


<^EMS  =  B  oder  =  90o 


Aus  dem  bei  M  rechtwinkligen  Dreieck 
ergibt  sich  die  Relation: 

cos  o  =  — 

X 

und  hieraus  erhält  man: 


A) 


C08(f 


nach  welcher  Gleichung  man,  in  Räckdcbi 
der  für  e  und  ö  (siehe  Erkl.  753)  gegebenes 
Zahlenwerte  die  gesuchte  Entfernung  x  be 
rechnen  kann.  Da  ä  einjiahe  bei9(f 
liegender  Winkel  ist,  so  setze  man  bei  einer 
numerischen  Berechnung  nach  Gleichung  A): 

co8<f  =  sin  (900  — if) 

und  beachte,  da  alsdann  sin  (90^  —  d)  eis 
kleiner  Winkel  ist,  im  weiteren  das  in  des 
ErkL  660  bis  662  Gesagte. 
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Hat  der  Mond  in  der  Bachtnng  des  Pfeils 
1.4  seines  Umlaufs  nm  die  Erde  vollendet  (bei 
welcher  Betrachtung,  der  Einfachheit  halber, 
die  Erde  als  feststehend  in  der  Figur  ange- 
nommen ist),  so  sieht  ein  Beobachter  JBj  anf 
der  Erde  einen  TeU  des  von  der  Sonne  beleuch- 
teten Mondes,  und  man  sagt,  der  Mond  ist 
zunehmend  und  steht  in  seinem  ersten 
Viertel  Hat  der  Mond  ein  weiteres  Viertel 
seines  Umlaufes  um  die  Erde  yoUendet  (in 
welcher  Stelle  er  sich  in  Opposition  befindet), 
so  sieht  ein  Beobachter  B,  auf  der  Erde  den 
ganzen  von  der  Sonne  beleuchteten  Mond,  und 
man  sagt,  es  ist  „Vollmond''.  Hat  der 
Mond  abermals  ein  weiteres  Viertel  seines  Um- 
laufes um  die  Erde  vollendet,  so  sieht  ein 
Beobachter  J?,  auf  der  Erde  wieder  nur  einen 
Teil  des  von  der  Sonne  beleuchteten  Mondes, 
und  man  sagt,  der  Mond  ist  abnehmend  und 
steht  in  seinem  letzten  Viertel,  wie  in  der 
Figur  514  angedeutet  ist  (siehe  Andeutung  68). 

Figur  514. 


Sonne 


V/To 


.og 


Neumond 

MoiidinCofij^ 


\ 
letztes  Viertel 

i  •  I  ^ 

MJynclien       ^^r^        MoiJ^jn  Opposition 

ErstesVJerUI 


LVollmond 


/a 


*  Aufgabe  1178.  Man  soll  die  Entfernung 
des  oberen  Planeten  „Jupiter**  von  der 
Sonne,  aus  seiner  jährlichen  Parallaxe 
P=  1 1<^  4'  50''  und  der  heliocentrischen  Entr 
femung  der  Erde  e  =  20665840  Meilen  be- 
stimmen. 


Andeutung.  In  Figur  515  stelle,  in  Rück- 
sicht der  Erkl.  752,  ^S'die  Sonne,  a&  die  Bahn 
der  Erde  E,  cd  ^%  Bahn  des  Jupiters  J 
dar.  Nach  dem,  was  in  der  Erkl.  746  über 
die  jährliche  Parallaxe  gesagt  ist, 
stellt  ^  EJE  die  jährliche  ParaUaxe  P 
des  Jupiters  dar.  Aus  dem  bei  S  recht- 
winkligen Dreieck  JSE  ergibt  sich  die  Re- 
lation: 

und  hieraus  erhält  man: 
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X  = 


t«^ 


2 

oder  nach  der  Erkl.  15: 

A)  .  .  .  .  :r  =  *'Ctg-Q- 

Nach  welcher  Gleichong  man,  inBückadu 
der  fOr  e  and  P  gegebenen  Zahlenwerte,  die 
gesuchte  Entfernung  x  des  Jnpiters  /  tob 
der  Sonne  S  berecbiien  kann. 

Figur  515. 
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'^  Aufgabe  1179.  Man  nimmt  an,  dass 
Stern  a  in  dem  Sternbild  des  Centaur  der 
Fixstern  ist,  welcher  sich  der  Erde  am 
nächsten  befindet  Welche  Entfernung  muss 
dieser  Fixstern  von  der  Erde  haben,  wenn 
dessen  jährliche  Parallaxe  P  =  0,96''  be- 

Q  ^  ''l^^l^^'''^'''''^  /^^^^™°^  ^^        Andeutung.    Die  Auflösung  dieser  Arf- 
Somie  20666840  geogr.  Meüen  ist?  ^^^  .^^  ^^^^  ^^^  Auflösung  der  voriga 

Aufgabe.  Stellt  in  Figur  515  J  doi  Stera  < 
in  dem  Sternbild  des  Centaur  dar,  so  erbält 
man  zur  Berechnung  der  g^esuchten  Ent- 
fernung JE  dieses  Fixsterns  von  der  Erdt 
aus  dem  bei  S  rechtwinkligen  Dreieck  Jt^ 
die  Eelation: 

.     P  e 

2  JE 

und  hieraus  ergibt  sich: 


A)  .  .  .  J£  = 


sin  2- 
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nach  welcher  Crleichnng  man,  to  Rücksicht 
der  für  e  nnd  P  gegebenen  Zahlenwerte,  die 
geanchte  Entfernung   JE   berechnen   kann. 

p 
Da-ä^gemAas  der  Aufgabe  ein  sehr  kleiner 

Winkel,  nSmlich  =  0,48"  Ist,  so  setze  man 
bei  der  nmnerischen  Berechnung  von  JE 
nach  den  Erkl.  660  bis  662: 

Bin 0,48"  =  »rcO,48"  oder  =  0,48-Rrc  1" 


oder 


''■  Aii:^be  1180.  Bei  einer  partiellen 
Sonnenflnstemis,  welche  zu  einer  brätimniten 
Zeit  nnd  an  einem  bestimmten  Ort  beob- 
achtet wnrde,  hatten  Sonnen-  nnd  Hond- 
scbeibe  scheinbar  gleichen  Durchmesser, 
die  VerflnsteniQg  der  Sonne  betrug  9  Zoll, 
Der  wievielte  Teil  der  Sonnenscheibe  war 
ZOT  Zeit  jener  beobachteten  Sonnenfinsternis 
noch  sichtbar? 


n  Erkl.  !I>5.  Die  OrOsse  einer  partiellen 
SonnenfiaBternis  (üebe  Krkl.  756)  wird  bestimmt, 
indem  man  den  scheinbaren  Durchmesser  der 
SonDenscheibe  in  zwOlf  gleiche  Teile  teilt, 
einen  solchen  Teil  einen  Zoll  nennt,  nnd  dann 
angibt,  vieviele  solche  Teile,  solcher  mithin: 
Zolle  von  der  Mondscheibe  verdeckt  (rerdunkelt 
oder  Terfinstert)  werden.  0^^,. . 


Andsutong.  Bei  einer  ; 
erscheint  es  einem  Beobachter  aaf  der  Erde, 
als  ob  die  Mondscheibe  M  aaf  der  Sonnen- 
scheibe S  läge.  In  Figur  516  stelle  der 
Kreis  nm  S  die  scheinbare  Sonnenscheibe, 
der  Kreis  nm  M  die  scheinbare  Mondscheibe 
dar.  Biese  beiden  Kreise  haben  einen  nnd 
denselben  Radius  R,  da  Sonow-  nnd  Mond- 
scheibe scheinbar  gleichen  Dorchmesser 
znr  Zeit  der  beobachteten  Sonnenflnstemls 
hatten.  Teilt  man  den  Darchmesser  GD  der 
Sonnenscheibe  in  zwSlf  gleiche  Teile,  so 
stellt  ein  solcher  Teil  nach  der  Erkl.  755  einen 
der  in  der  Aufgabe  erwähntes  Zolle  dar. 
Da  gen^s  der  Anfgabe  die  beobachtete 
Sonnenfinsternis  !)  Zoll  betrug,  so  mnss  nach 
der  Erkl.  755  der  Rand  der  Mondscheibe 
durch  den  9.  Teil  des  Durchmessers  BG 
gehen,  wie  in  der  Figur  516  angedeatet  ist. 
Das  den  bdden  gleichen  Kreisen  um  S 
und  M  gemeinsame  FlSchenstöck  ABCD  Ist 
der  von  dem  Mond  bedeckte  Teil  der  Sonnen- 
scheibe. Für  den  Inhalt  F  desselben  erhält 
miin  nach  der  in  Andeutung  zur  Aufgabe  1038 
aufgestellten  GI«lchnng  A),  und  in  Rücksicht, 
daas  in  der  Figur  516  die  beiden  Kreise  ein- 
ander gleich  sind  (vergleiche  hiermit  die 
Figur  390)  nnd  dass: 


'^Ät^C^'^AMC 


oder: 
F=   ' 
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mithin: 

a)  .  .  .  F  =  -jgg 2PBma 

Da  nun  der  ganze  Inhalt  S  der  Sonnen- 
Scheibe  nach  der  £rkl.  487: 

b)  .  .  .  S  =  S^n 

ist,   so  erhält  man  für  den  Inhalt  P^  des 
noch  sichtbaren  Teils  AGCB  der  Sonne: 

oder  in  Rücksicht  der  Gleichung  a): 
Erkl.  756«     Eine  Sonnenfinsternis  r  W-an  \ 

findet  statt,   wenn  für  einen  Beobachter  auf  F,  =  ¥?^n  —  [         JS^sinal 

der  Erde,  der  Mond  zwischen  dem  Beobachtongs-  V   ^^  J 

ort  auf  der  Erde  nnd  der  Sonne  steht,  indem  oder: 

dadurch  die  Sonne  von  dem  Mond  (welcher  ein  f  =  -^^'^-I^Q  __  R^un    .  ß^äna 

nichtlenchtender  Körper  ist)  verdeckt  wird.  ^  180  180     ' 

Man  sagt,   es  ist  zentrale  Sonnenfinsternis,  mithin: 

wenn  die  Mittelpunkte  der  Sonnenscheibe  und  B-n  {ISO — a) 

der    Mondscheibe    mit    dem    Beobachtungsort  c)  .  .  .  F,  = rgg -+-  -B*  ans 

(bezw.  mit  dem  Mittelpunkt  der  Erde)  in  einer  ^^       ^ 

geraden  Linie  liegen.     Haben   hierbei   die        Aus  den  Gleichungen  b)  und  c)    ei^ibt 

onnen-  und  die  Mondscheibe  gleichen  schein-  sich  für  das  Verhältnis  des  Inhalts  J^^  des 

baren  Durchmesser,  so  wird  die  ganze  Sonnen-  noch   sichtbaren  Teils   der  Sonne    zn    d^i 

Scheibe  von  derMondscheibe  verdeckt,  verfinstert,  ganzen  Inhalt  S  der  Sonnenscheibe: 

und  man  sagt,  es  ist  totale  Sonnenfinsternis;  /Rin (190 a)  \ 

ist  hingegen  bei  jener  zentralen  SonnenfinstemiB         F, :  S  =  ( --^ — ^^ + 12*  sin  a  1 :  B^m 

der  scheinbare  Durchmesser  des  Mondes  kleiner  \         ^^  y 
als  der  scheinbare  Durchmesser  der  Sonne,  so  und  hieraus  erhält  man  nach  gehörig'er  Be- 
sagt man,  die  Sonnenfinsternis  ist  eine  ring-  dnktion: 
förmige  (die  Sonne  erscheint  als  ein  leuchten-                                    flSO  —  a       sina  1 

der  Bing).     Man    sagt,    es   ist   partielle  d)  .  .  .  F,  =  j  -  ^^ 1 -^  |  •  S 

Sonnenfinsternis,    wenn   die  Mittelpunkte  der  ^  -^ 

Sonnen-  und  der  Mondscheibe  mit  dem  Beob-        Die  gesuchte  Zahl  x,  welche  angibt,  der 

achtungsort  (dem  Mittelpunkt  der  Erde)  nicht  wievielte  Teil  der  ganzen  Sonnensch^be  znr 

in  gerader  Linie  liegen;  hierbei  können  die  Zeit  der  beobachteten  Sonnenfinsternis  noch 

scheinbaren  Durchmesser  der  Sonnen-  und  Mond-  sichtbar  war,  ist  also: 
Scheiben  gleich  oder  auch  ungleich  sein  .qI.  . 

(siehe  Anmerkung  68).  A)  .  .  .  a:  =  -^^^y^  +  ^ 

Nach  dieser  Gleichung  kann  man,  in  Rock- 
sicht, dass  a  die  Anzahl  der  Grade  6^ 
Winkels  ÄSC,  siehe  Figur  516,  bedeuten 
X  berechnen,  sobald  a  bekannt  ist.  D&t 
Winkel  a  kann  man  aber  wie  fol^  berechnes: 

In  dem  rechtwinkligen  Dreieck  AJS 
der  Figur  516  ist: 

^  =  R  oder  =  6  Zoll  (siehe  Eikl.  755) 

SJ  =  — g—  oder  =  y  oder  ==  1^  Zoll 

und  _ 

a        SJ 


cos 


2         SÄ 
nnd  hieraus  ergibt  sich: 

A  V  r  «        1»5 

A,)  .  .  .  cosy  =  -^ 

nach  welcher  Gleichung  man  den  Winkel  a 
berechnen  kann. 


Antraben  aus  der  mathematischen  Geogpraphie  imd  der  Bpbftiischen  Astronomie.       859 


d)  Aufgaben,  in  welchen  Bezug  auf  die  Sonnenhöhe  genommen  ist. 

*  Angabe  1181.  Ein  auf  horizontaler 
Ebene  stehender  Tnrm  von  a  =  36|88  m 
Höhe  wirft  einen  Schatten  von  b  = 
25,72  m  Länge;  unter  welchem  Winkel 
treffen  in  diesem  Augenblick  die  Sonnen- 
strahlen die  Erdoberfläche? 


Figur  617, 


Erkl«  757*  In  Rücksicht  der  grossen 
Entfernung  der  Sonne  Ton  der  Erde,  welche 
nach  der  Aufgabe  1164  Aber  20000000  geogr. 
Heilen  beträgt,  kann  man  die  von  der  Sonne 
ausgehenden  und  zur  Erde  gelangenden  Sonnen- 
stnSilen  ids  unter  sich  parallel  annehmen, 
was  bei  den  in  diesem  Abschnitt  enthaltenen 
Aufgaben  stets  berücksichtigt  werden  muss. 

Erkl.  758«  Infolge  der  steten  Rotation  der 
£rde  um  ihre  Achse  (siehe  die  Erkl.  716  u.  747) 
treffen  die  Sonnenstrahlen  den  Horizont  eines 
bestimmten  Beobachters  in  jedem  Augenblick 
unter  einem  anderen  Winkel.  Die  Sonnen- 
höhe (siehe  die  ErkL  747  und  761),  d.  i.  der 
Winkel,  unter  welchem  die  Sonnenstrahlen  einen 
bestimmten  Horizont  treffen,  ist  somit  in  jedem 
Augenblick  eine  andere. 

Erkl.  759.  Das  in  der  Aufgabe  1181  yor- 
srefahrte  Problem  soll  schon  600  y.  Chr.  durch 
Thaies  yon  Milet,  allerdings  in  anderer  Fassung 
und  unter  der  Annahme,  dass  die  Erde  eine 
ruhende  Ebene  ist,  über  welcher  sich  die  Sonne 
täglich  erhebt,  gelöst  worden  sein.  


Andeutung.  Denkt  man  sich  durch  die 
Achse  des  von  der  Sonne  beleuchteten  Turmes 
in  der  Hauptrichtung  des  Schattens,  welchen 
dieser  Turm  auf  die  horizontale  Ebene  wirft, 
auf  welcher  er  steht,  eine  vertikale  Ebene 
gelegt,  so  enthält  diese  Vertikalebene  ids 
Durchschnittsflgur  das  durch  die  Figur  517 
dargestellte  rechtwinklige  Dreieck  ABC, 
in  welchem  die  Kathete  BC  gleich  der  ge- 
gebenen Höhe  a  des  Turmes,  die  Kathete  AC 
gleich  der  in  einem  bestimmten  Augen- 
blick gemessenen  Schattenlänge  b  des  Turmes 
(siehe  die  Erkl.  757  und  758)  ist;  die  Hypo- 
tenuse AB  dieses  Dreiecks  wird  gebildet 
durch  die  in  jenem  Augenblick  die  ober- 
sten Grenzen  des  Turmes  tangierenden  Sonnen- 
strahlen. Der  Winkel  a  dieses  Dreiecks  ist 
der  Winkel,  welchen  in  jenem  Augenblick 
diese  Sonnenstrahlen  mit  der  Erdoberfläche 
bilden.  Zur  Berechnung  dieses  Winkels  er- 
gibt sich  aus  dem  rechtwinkligen  Dreieck  A  CB 
die  Relation: 

A)  .  .  .  tga  =  y 

Nach  welcher  Gleichung  man,  in  Rück- 
sicht der  für  a  und  b  gegebenen  Zahlen- 
werte, den  gesuchten  Winkel  a  berechnen 
kann  (siehe  Erkl.  759). 


''Aufgabe  1182.     Wie  hoch   steht    die 
Sonne,  wenn  der  Schatten  eines  Mannes 

a)  gleich  der  halben 

und     b)  gleich  der  doppelten 

Länge  des  Mannes  ist? 


Andeutung.  Die  Auflösung  dieser  Aufgabe  ist 
analog  der  Auflösung  der  vorigen  Aufgabe  1181. 
Man  berechne  den  Winkel  a  in  Figur  517, 
wenn  in  dieser  Figur  einmal: 


a). 


'=1 


ein  andermal: 

b)  ...  5  =  2a  ist 


*  Aufgabe  1183.  Welche  Länge  hat  der 
horizontale  Schatten  eines  a  =  35  m  hohen 
Turmes,  wenn  die  Sonnenhöhe  a  =  23^  SO' 
beträgt? 


Andeutung.  Die  Auflösung  dieser  Auf- 
gabe ist  im  allgemeinen  analog  der  Auf- 
lösung der  Aufgabe  1181.  Von  dem  recht- 
winkligen  Dreieck    ABC    der   Figur    517 
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kennt  man  den  Winkel  a,  derselbe  ist  gl«tk 
der  gegebenen  SoDDenbSbe  (s.  die  ErkL  TSSi 
und  die  Kathete  a;  man  kann  wmit  u- 
dieeen  Stacken  leicht  die  Kathete  6,  d.  L  die 
gesnclite  Schattenlüog«  de^  Tnimea  berecliu 


AlU^be  1184.  Am  Fubs  eines  Berges 
steht  ^e  Tnrm;  derselbe  wirft  za  einer 
bestimmtAD  Zeit  einen  Schatten  vcn  a  ^= 
8,4  m  L&nge  auf  die  Böschung  des  Berges. 
Welche    Höhe  hat   dieser  Tnrm,   wenn  an 

jener  Stelle  die  BSsehung  des  Berges  unter         .    ,     .  »,    ,  -■■,,. 

einem  Winkel  «  =  28«  40'  gegen  die  durch   „«;^"*"'^-    ^  ^'^  "•*  ^^"^^ 

den  Fnsspunkt  des  Tarms  |elegt  gedachte  ?%^'^,^"""^'  °"*  ^"^^  f^  ^^ 

Horizonüaebene  ansteigt,  und  wenn  in  dem  des   Hanptschattens ,   welch^  der  Tnnn  u: 

Augenblick,  in  welchem  der  Schatten  des  ^«  Bflschimg  des  Berges  wirft,  ^Verakt 

Turmes   jene    gegebene  Lunge  a   hat,    die  !^™«  ^J?^'/"*  ^*''^''  ^'T,.^**™^^ 

Sonnenhöhe,  äT  der  WlnkS,  welcheli  die  ^f^^  ^^b  J^'  V'^^^Vt^y^"  Süft 

Sonnenstrahlen  mit  jener  Horizontolebene  bU-  i^^  ""/i,^^^*/'"^?*?  ^^' 

den,  ß  =  460  gg'  beträgt?  *^^  TK^^a^'    ^  t^  ^?^  ^^^f 

^  ^  BC   gleich    der   gegebenen    Lftnge   a  oe 

Schattens  des  Tnnnes  auf  die  Böschimg  de 

Berges,  te  ist  der  gegebene   Winkel,  sn'a 

welchem  die  Böschung  gegen   die  doidi  i 

gehende  Horizontalebene  ansteigt,  mid  ,3  ic 

der  gegebene  Winkel,    unter    welchtn  dii 

SonneusUnhlen  in  dem  gedachten  Aagenblkt 

jene  Horizontalebene  treffen.     Wie  in  /tit 

lösung  der  Aufgabe  117  gezeigt,  kann  ui 

ans  diesen  Stucken  die  Seite  BD  des  J)ii- 

ecks  BCD  berechnen.    Ist  diese  Sdie  \*  \ 

redinet,  so  kennt  man  von  dem  bei  B  reciv 

winkligen  Dreieck  ABD  die  Seite  BD.  »n  \ 

den  Winkel  ß;  man  kann  somit,  wie  in  AiJ- 

lösung  der  Aufgabe  3  gezeigt,  hieraus  \ää: 

die  gesuchte  Höhe  x-  des  Tannes  bereclmti 


Ao^iaben  ans  der  mathematücheD  Geographie  und  der  sphäiischen  Aatroiioiitie.       861 
Figur  519. 


!Nw-- 


*  An^b«  1185.  Welches  mnsB  die  Bi-eite 
des  Scbattais  einer  A  =  5  m  hohen,  auf 
horizontaler  Ebene  stefaenden  nnd  in  nord- 
südlicher  Bichtun^  sich  hinziehenden  Maaer 

in  dem  Augenblick  sein,  in  welchem  sich  die        Andeutung.     In   Pignr  51(1   stelle  AB 

Sonne  genan  im  Südosten  befindet  nnd  die  die  anf  horisontaler  Ebene  stehende  Uaner 

Sonnenstrahlen  nnter  dem  Winkel  a  =^  54"  45'  diir,  welche  sich  in  der  Nordsfidrichtnng  hin- 

jene  Horizontalebene  treffen?  zieht.  Die  durch  irgend  einen  Pnnkt,  wie 
z.  B.  C,  des  Fnsspnnktes  der  Maaer  zn  XS 
gezogene  Senkrechte  WO  gibt  anf  der  Hori- 

ErU.  740.    Die  Bichtnng,  in  welcher  die  zontalebene,  auf  welcher  sich  die  Maner  be- 

Sonne  steht,   wenn  sie  ihren  hüchsten  Stand,  findet,  die  Ostwestrichtong an,  nnd  die  durch  (7 

ihren  Kulminationspunkt  erreicht  hat,  wenn  sie  gezogene  Linie  .V-S„   welche  den  Winkel 

8,ch  aUo   iu   dem  m^dsmendkn   eines   be-  ^(,g  ^^^^^^^    ^^^      ^  ^      ^^  ^gO  ^ 

et munten  Ortes  befindet,  heisst  -Sodgegend  o„,     .  .,     ,        ".  .,        =■    i      ii_  Ui  *^ 

dieses  Ortes,  die  ent^enges^tzte  Jord-  Södost-Nordwestnchtung  li.r  den  Pnnkt  C  an. 
(tegend'idiehierznsenkrechteBichtnng.wodie        Steht  die  Sonne  genan  Im  Südosten  (siehe 

SomteamHorizontanligeht,heisst„OBtgegend'',  ErkL  760)   nnd   treffen   die   Sonnenstrahlen 

die  dieser  entj;egengeeetste  „Westgegend-*.  die  Horizontalebene,  anf  welcher  die  Maner 

Dementspre(£end  nennt  man  die  Pnnkte,  in  steht,  nnter  dem  Winkel  a,  nnd  man  denkt 

welchen  der  Uiumielsmeridian  eines  Ortes  den  sich  dnrch  irs:end  einen  beliebigen  Fnss- 

Horizont  desselben  scheinbar  schneidet,  bezw.  ^^^^  j^r  Maner,  z.  B.  dnrch  jenen  Pnnkt  C 

Std-  nnd  Nordpnnkt-  (erster«  Iwp  •"  der  ^^  Vertikalebene  nnd  zwar  in  der  Südost. 

Süd-,  letzterer  m  der  Nord(fegend).    Die  Verbm-  ,, , ._i»i,t i ,    „„  ,-i.in* =ii» 

duDKslinie   dieser  beiden  P^te  heisst  „Mit-  Nordwestnchtung  gelegt,  so  erhalt  man  &Ue- 

tagslinie".  Denkt  man  sich  dnrch  den  Beobach-  mal  ein  rechtwinkliges  Dreieck,  welches  dem 

tnngsort  eine  Senkrechte  zur  Miltagslinie  (znr  rechtwinkligen  Dreieck  DCF  kongruent 

SOd-NoTdrichtnn^]  dieses  Ortes  gezogen,  so  trifft  ist;   man  erhält  nämlich  jedesmal  ein  rech^ 

dieselbe  den  Horizont  bezw.  in  den  sogeuHimten  winkligesDreieck,in  welchem  die  eine  Kathete, 

Ost-  nnd  Westpnnkten  (ersterer  liegt  in  der  wie  CD,  gleich  der  Höhe  h  der  Mauer  igt, 

Ost-^letetHer  in  »1er  Westgegend)  jq  welchem  die  andere  Kathete,  wie  CF,  mit 

h«™*  .V  ii.^"t««u^.iri''1^s"Hr  der  Hypotenuse  den  Winkel  «  büdet,  unter 
neiBsen  die  UanptweltKecenden:  die  and-,  ,  ^  '^  i.  r,  .  ,,  ■  nn  n 
Nord-,  Ost.  nSd  WertpLrte  heiasen  die  5,«^'''^  ^^  Sonnenstrahlen  wie  DF,  die 
Kardinalpunkte  des  Horizonts  nnd  werden  Horizontalebene  m  dem  gedachten  Augen- 
allgemein,  bezw.  mit  S,  N,  0  und  W  bezeichnet,  blick  treffen,  and  In  welchem  jene  zwdte 
wie  in  der  Fignr  520  angedeutet  ist.  Kathete,  wie  CF,  mit  der  Ostweetrichtong, 
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ÄnB  den  Gleichoogen  a)  und  b)  folgt  die 
Relation: 

A)  .  .  .  a?  =  a  V2  •  tgc 

nach  welcher  Gleichung  man  die  gesachtt 
Höhe  X  des  Turmes  aus  der  g^ebeaen 
Schattenlänge  a  und  dem  gegebenen  £1^ 
vationswinkel  e  berechnen  kann. 


*  Aufgabe  1188.  Die  geographische  Breite 
der  Universitätsstadt  Giessen  im  Grossherzog- 
tum Hessen  ist  cp  ==  50^  35'  17"  (nördüch). 
Wie  lang  muss  der  horizontale  Schatten  des 
a  =  45  m  hohen  Turmes  der  alten  Kirche 
St  Pancratii  zu  Giessen  sein,  und  zwar: 

a)  am  wahren  Mittag  des  längsten  Tages 
und 

b)  am  wahren  Mittag  des  kürzesten  Tages,  Andeutang.  Der  längste  Tag  für  dk 
wenn  die  Schiefe  der  Ekliptik  rund  zu  23^  30'  Universitätsstadt  Giessen  findet  statt,  wenü 
angenommen  wird?  sich  die  Sonne  am  weitesten  von  dem  Himands- 

äquator  entfernt  hat,  und  zwar,  da  Gießs» 

n  1.1    -A^      T%  •      1   .      T  V      •  Äuf  der  nördlichen  Hemisphäre  der  Erife 

Erkl.  ^61.     Den  zweimal  im   Jahr  em-  ^^  ,  .  j^    g  j^j  ^jgx  nach  dem  Nordpol 

tretenden  Zeitpunkt,  m  weldiem  die  Sonne  am  "'««'  v«*^"«^**"-  »^wi  "«^'"  «c.«*  x  v     y 

weitesten  von  dem  Himmelsfiquator  entfernt  ^^^  Himmelsachse   zu,   wenn  sich  also  die 

ist,  nennt  man  Sonnenwende  oder  Solsti-  Sonne,  wie  in  den  Erkl.  761  und  762  geear^ 

tium,  da  von  dem  Tag  ab,  an  welchem  ein  ist,  in  dem  Sommersolstitium  befindet, 
solcher  Zeitpunkt  eintritt  (und  die  Sonne  sich        Für  den  Turm  der  Kirche  St.  Pancratii 

scheinbar  in  einem  Parallelkreis,  einem  Wende-  zu  Giessen  findet  wahrer  Mittag  an  jenes: 

kreis  des  Himmels  bewegt,  siehe  die  Erkl.  715  längsten  Tag  statt,  wenn  die  Sonne  genai 

747  und  762),  die  Sonne  nach  dena  Aequator  d^  i^    ^^m  Meridiankreis    des   Himmels   stdit 

S^zu^Ärs?^^^^^^^^  dessen  Ebene  durch  je^^^  T^  geht  (sid. 

Zeitpunkte  fallt  mit  dem  21.  (22.)  Juni  der  S^^-  ^^'    Da  m  diesem  Augrenbhck  d« 

bürgerlichen  Zeitrechnung  zusammen  und  heisst  -Bogen  jenes  gedachten  Meridians ,   wdcöcr 

Sommersolstitium,   der  andere  jener  Zeit-  zwischen  der  Sonne  und  dem  HimmdsfiqiHUir 

punkte  fällt  mit  dem  21.  (22.)  Dezember  zu-  liegt,  gleich  der  Ekliptikschiefe  a  (=  23^  Z(^ 

sammen  und  heisst  Winter  so  Istitlum.    Zur  ist,  und  da  nach  der  in  der  Erkl.  764  auf 

Zeit  des  Sommersolstitiums  ist  der  Tage-  gestellten  Gleichung  3)  die  Aeqnatorhöht 

bogen  ^der  Sonne  am  grössten  und  der  be-  (d.   i.    die    Erhebung    des    Aeqnators    öbe: 

teeffende  Tag  ist  der  längste;  zur  Zeit  des  ^^^  Horizont  eines  Ortes,  siehe  Erkl.  T64 
Wmtersolstitiums  ist   der  Taireboiren   der     i.i.jrr,         ^j  t.-  ^., 

Sonne  am  kleinsten  und  der  bereifende  Tag  ^^'9}  ^^^  Komplement  der  geographisch.: 

ist  der  kürzeste  (siehe  die  Erkl.  747  u.  762).  Breite  «p  des  Kirchturms  zu  (jiessen,  al8ö  = 

90®  —  (f  ist,  so  erhält  man  für  die  SoBDfi:- 

Krkl.  762.    Bei  Betrachtung  der  in  voriger  höhe  a  am  wahren  Mittag  des  Kirchturmes  zc 

Erklärung  erwähnten  scheinbaren  Bewegung  Zeit  des  Sommersolstitiums  (amlängst^iTai! 

der  Sonne  um  die  Erde  nimmt  man  am  besten  a)  .  .  .  a  =  (900 9>)  +  ^ 

an,  dass  die  Erde   um  ihre  Achse  (als  feste  *««    ^:^1™  \it7:«i,-i  a^^    v^w..«^«» 

Achse)  rotiere  und  dass  sich  die  Sonne  in  einer  ^.Z^^»  ^^^  ™^  «»    *^    ^^?^^ 

Bahn    (der  Sonnenbahn    oder  Ekliptik ,    siehe  ^^^^  ^  ^^  Turmes  kann  man ,   wie  m  ^^ 

Erkl.  735)  bewege,  welche  gegen  den  Himmels-  deutung  zur  Aufgabe  1183  gesa^,  leicht  & 

äquator  um  die  Ekliptikschiefe  geneigt  ist.  Länge  des  Schattens  berechnen,  welchen  dsr 

Li  Figur  522  stelle  der  Punkt  M  die  Erde  Kirchturm  zur  Zeit  des  wahren  Mittags  ^ 

bezw.  einen  Beobachter  auf  der  Erde  dar  (siehe  längsten  Tag  wirft 
Erkl.  747  a),  welche  um  ihre  Achse  von  Westen         j^  gan^  analoger  Weise  kann  man  de 

na^h  Osten  roüere;  .yiTÄO  sei  der  astrono-  Schatten  berechnen,  welchen  der  Kirchfifft 

mische    Horizont    dieses    Beobachters    (siehe  « J^l^  "    ij^^      ilTi. «1.^*77  t^^ 

Erkl.  747  a);  ^^  stelle  den  Himmelsäquator  und  «»  wahren  Mittag   des  kürz  est  en  Ijf^ 

KL  die  scheinb  are  Bahn  der  Sonne  (die  Eklip-  ^"^"^^  ^®^  ^^  berücksichtigt,  dass  zu  dieser 

tik)dar.    Hat  die  Sonne  bei  ihrem  scheinbaren  ^^^^  ^^  Sonne  um  den  Bogen  s  des  Mei> 

Lauf  um  die  Erde  den  Punkt  L  ihrer  Bahn  erreicht,  dians  nicht  über  dem  Aeqoator,   sondst 

welcher  am  weitesten  vom  Aequatorag  nachdem  um  den  Bogen  e  unter  dem  Aequator  Cn^ 


Preisgekrönt  in  Frankfurt  a.  M.  1881. 


Der  ausführliche  Prospekt  und  das  ausführliche  In- 

lialtsyerzeichnis  der  „vollständig  gelösten  Aufgabensammlung 
von  Dr.  Ad.  Kleyer"  kann  von  jeder  Buchhandlung,  sowie  von 
der  Verlagshandlung  gratis  und    portofrei   bezogen  werden. 

Bemerkt  sei  hier  nur: 

1).  Jedes  Heft  ist  anfgeschnitten  and  gut  brochiert,  am  den  sofortigen  and  dauern- 
den Gebraach  za  gestatten. 

2).  Jedes  Kapitel  enthält  sein  besonderes  Titelblatt,  Inhaltsverzeichnis,  Berichtigangen 
and  Erklärangen  am  Schiasse  desselben. 

3).  Anf  jedes  einzelne  Kapitel  kann  abonniert  werden. 

4).  Monatlich  erscheinen  3 — 4  Hefte  za  dem  Abonnementspreise  von  25Pfg.  pro  Heft 

5).  Die  Beihenfblge  der  Hefte  im  nachstehenden,  karz  angedeateten  Inhaltsverzeich- 
nis ist,  wie  aus  dem  Prospekt  ersichtlich,  ohne  jede  Bedeutung  fftr 
die  Interessenten. 

6).  Das  Werk  enthält  Alles,  was  sich  überhaapt  aaf  mathematische  Wissenschaften 
bezieht,  alle  Lehrsätze,  Formeln  and  Regeln  etc.  mit  Beweisen,  alle  praktischen 
Aafgaben  in  vollständig  gelöster  Form  mit  Anhängen  angelöster  analoger  Aaf- 
gaben  and  vielen  vortrefflichen  Figaren. 

7).  Das  Werk  ist  ein  praktisches  Lehrbuch  für  Schüler  aller  Schulen,  das 
beste  Handbuch  ftlr  Lehrer  and  Examinatoren,  das  vorsüglichste  Iiehrbuob 
zum  Selbststudium,  das  vortrefflichste  Nachschlagebuch  für  Fachlente  and 
Techniker  jeder  Art. 

8).  Alle  Bachhandlangen  nehmen  Bestellungen  entgegen. 


Das  vollständige 

Inhaltsverzeichnis 

der  bis  jetzt  erschienenen  Hefte 

kann  durch  jede  Buchhandlung  bezogen  werden. 


Halbjährlich  erscheinen  Nachträge  über  die  inzwischen  neu  erschienenen  Hefte. 


Dmok  Yon  Carl  Hammer  In  Stuttgart, 
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OßO     n^A^  '    f|    jf^^l  I    Ebene  Trigonometrie. 

OOO.     neit;"      1    «'«^H       Fort8.r.Heft867.- Seite  8G5-e 


Forts.  Y.  Heft  367.  —  Seite  8G5— 880. 

Mit  18  Figuren. 


Vollständig  gelöste 


Aufgaben  -  Sammlung 


-  nebst  Anhängen  ungelöster  Aufgaben,  für  den  Schul-  &  Selbstunterricht  — 

mit 

j  ingaba  nnd  EBtilcUnng  der  beintzten  Sätze,  Fomeln,  Rogeln  io  Fragen  snd  intiorten 

'*  erl&utert  durch 

viele  Holzschnitte  &  lithograph.  Tafeln, 

aas  allen  Zweigen 
der  Be^henkimsty  der  niederea  (Algebra,  Planimetrie,  Stereometrie,  ebmen  n.  sphAriBchen 
Trigonometrie,  synthetischen  GeometriiB  etc.)  n.  hlHiereii  Mafliematik  (höhere  Analysis, 
Differential-  o.  Integral-Rechnnng,  analytische  Geometrie  der  Ebene  u.  des  Banmes  etc.);  — 


(ans  allen  Zweigen  der  Physik^  Meehanik^  Grapliefttatik,  Chemie,  Oeediale,  Nautik^ 
mathemat.  Geographie,  Astronomie;  des  Masehmen-.  Strabea-,  Eisenbahn-»  Wasser«, 


IBrüeken-  a.  Hoehban's;  der  Konstraktionslehrea  als:  darsteU«  Geometrie»  Polar-  o. 
Parallel-PerspeetiTe,  Sehattenkonstmktioaen  etc.  eta 
-  für 

Schmer,  Studierende,  EandidateB,  Lehrer,  Techniker  jeder  Art«  Milit&rs  etc. 

zum  einzig  rielitigen  und  erfolgreielien 

Studium,  znr  Forthülfe  bei  Schnlarbeiten  und  zur  rationellen  Verwertung 

der  exakten  Wissenschaften, 
herausgegeben  yon 

I  Dr.  Adolph  KJeyer^ 

»  Mathematiker,  vereideter  kOnigl.  prenu.  Feldmeeier,  vereideter  groidi.  heitleoher  Geometer  I.  KlMte 

91  in  Frankfurt  a.  IL 

S  unter  Mitwirkung  der  bev&hrtesten  Kräfte. 


Ebene  Trig^onometrie. 

I  Fortsetzung  von  Heft  367.  —    Seite  865—880.     Mit  18  Figuren. 

I  IzLiialt: 

ZI 

9  Aufgaben  ane  der  mathemaÜBcheD  Geographie  und  der  sph&riiohen  Astronomie,  Fortaetaung.  —  Aufgaben, 

9  in  welchen  Beaug  auf  die  SonoenhOhe  genommen  ist,  Fortaetanng.  —  Vermiaohte  Aufgaben  aus  verschiedenen 
■  Zweigen  der  Physik  nnd  der  Technik. 

B 

51 - 

l  Stattgart  1887. 

l  Verlag  von  Julius  Maier. 


Das  vollständige  Inhaltsverzeichnis  der  bis  jetzt  erschienenen  Hefte  kann 
durch  jede  Buchhandlung  bezogen  werden. 


Preisgekrönt  in  Frankfurt  a>  M,  1881. 

PROSPEKT. 

Dieses  Werk,  welchem  kein  Ähnliches  zar  Seite  steht,  erscheint  monatlich  in  3—4 
Heften  zu  dem  billigen  Preise  Ton  25  ^  pro  Heft  und  bringt  eine  Sammlung  der  wichtig- 
sten und  praktischsten  Aufgaben  ans  dem  Gesamtgebiete  der  Mathematik ,  Physik, 
Mechanik,  raath.  Geographie ,  iBtronomie)  des  Mascldnen-y  Strassen- ^  EisenbaliB-, 
Brficken-  nnd  Hochbanes,  des  kenstraktlTen  Zeiehnens  etc.  etc.  und  zwar  in  ToUstindi? 
gelöster  Form  9  mit  yielen  Figuren ,  Erklärungen  nebst  Angabe  und  Entiriekelang  der 
benutzten  Sätze,  Formeln,  Regeln  in  Fragen  mit  Antworten  etc.,  so  dass  die  iMung 
jedermann  verständlich  sein  kann,  bezw.  wird,  wenn  eine  grossere  Anzahl  der  Hefte  er- 
schienen ist,  da  dieselben  sich  in  ihrer  Gesamtheit  ers^nzen  und  alsdann  auch  alle 
Teile  der  reinen  und  angewandten  Mathematik  —  nach  besonderen  selbständigen  Kapi- 
teln angeordnet  —  vorliegen. 

Fast  jedem  Hefte  ist  ein  Anhang  von  ungelösten  Aufgaben  beigegeben,  welche  der 
eigenen  Lösung  (in  analoger  Form,  wie  die  bezüglichen  gelösten  Aufgaben)  des  Studierendec 
überlassen  bleiben,  und  zugleich  von  den  Herren  Lehreni  für  den  Schulunterricht  benutzt 
werden  können.  —  Die  Lösungen  hierzu  werden  später  in  besonderen  Heften  für  die  Hand  des 
Lehrers  erscheinen.  Am  Schlüsse  eines  jeden  Kapitels  gelangen:  Titelblatt^  InhaltBTerzeieh- 
nis,  Berichtigungen  und  erläuternde  Erklärungen  über  das  betrelTende  Kapitel  zur  Ausgabe 

Das  Werk  behandelt  zunächst  den  Hauptbestandteil  des  mathematisch-naturwissen- 
schaftlichen Unterrichtsplanes  folgender  Schulen:  Bealsehnlen  L  nnd  U.  (hrd.,  glelcli 
berechtigten  höheren  Bflrgersehnleny  PriTatsehnlen,  Gymnasien,  Realgymnasien 9  Pr«- 
gymnasien,  Schullehrer- Seminaren ,  Polytechniken,  Teeliniken,  Bangewerkseholeo, 
Gewerbeschulen,  Handelsschulen,  teohn.  Yorbereitnngsschnlen  aller  Arten,  gewerbliche 
Fortbildungsschulen,  Akademien,  UnlTersitäten ,  Land-  nnd  Forstwisseasehaltsachukii, 
Militärschulen,  Yorbereitnngs- Anstalten  aller  Arten  als  z.  B.  für  das  Eii^fthrig-Frel- 
willige-  nnd  Offlziers-Examen,  etc; 

Die  Sehiiler,  Studierenden  und  Kandidaten  der  mathematischen,  technischen  nsd 
naturwissenschaftlichen  Fächer,  werden  durch  diese,  Schritt  für  Scliritt  gelöste,  AufgabeD- 
sammlung  immerwährend  an  ihre  in  der  Schule  erworbenen  oder  nur  gehörten  Theorien  etc. 
erinnert  und  wird  ihnen  hiermit  der  Weg  zum  unfehlbaren  Auffinden  der  Lösungen  der- 
jenigen Aufgaben  gezeigt,  welche  sie  bei  ihren  Pr&fungen  zu  lösen  haben,  zugleich  aber  and 
die  flberaus  grosse  Fruchtbarkeit  der  mathematischen  Wissenschaften  yorgeführt. 

Dem  Lehrer  soll  mit  dieser  Aufgabensammlung  eine  kräftige  Stfttae  für  den  Schul- 
unterricht geboten  werden,  indem  zur  Erlernung  des  praktischen  Teiles  der  mathematisciieL 
Disziplinen  —  zum  Auflösen  TOn  Aufgaben  —  in  den  meisten  Schulen  oft  keine  Zeit  er- 
übrigt werden  kann,  hiermit  aber  dem  Schüler  bei  seinen  häuslichen  Arbeiten  ^ne  toU- 
ständige  Anleitung  in  die  Hände  gegeben  wird,  entsprechende  Aufgaben  zu  lÖ8e%  die  gre- 
habten  Kegeln,  Formeln,  Sätze  etc.  anzuwenden  und  praktisch  zu  Terwerten.  Lust,  Liebe 
und  Yerständnis  für  den  Schul-Üuterricht  wird  dadurch  erhalten  und  belebt  werden. 

Den  Ingenieuren,  Architekten,  Technikern  und  Fachgenossen  aller  Art^  Milit&i> 
etc.  etc.  soll  diese  Sammlung  zur  Auffrischung  der  erworbenen  und  yielleicht  Tergessenec 
mathematischen  Kenntnisse  dienen  und  zugleich  durch  ihre  praktischen  in  aUen  Bemfe^ 
zweigen  Torkommenden  Anwendungen  einem  toten  Kapitale  lebendige  Kraft  verleihen  ui^ 
somit  den  Antrieb  zu  weiteren  praktischen  Yerwertungen  und  weiteren  Forschnn^en  gehtL. 

Alle  Buchhandlungen  nehmen  Bestellungen  entgegen.  Wichtige  und  praktische  Auf- 
gaben werden  mit  Dank  von  der  Redaktion  entgegengenommen  und  mit  Angabe  der  Naznti 
verbreitet  —  Wünsche,  Fragen  etc.,  welche  die  Redaktion  betreffen,  nimmt  der  Verfasser, 
Dr.  Kleyer,  Frankfurt  a.  M.  Fischerfeldstrasse  16,  entgegen  und  wird  deren  Urledigucr 
thunlichst  berücksichtigt. 

Stuttgart.  Die  Terlagshandluiig. 


Anfigabeii  ans  dei  mathematiBchen  Geographie  und  der  aphfiriacben  Aatronoinie.       ggg 

Nordpol  Sp  hin  entfernt  ist,  bo  steht  täs  im  WintsreolsÜtium)  steht,  daae  also  die  Sonnea- 

SominenoLrtitiQin  des  Beobachters  M;  hat  sie  höhe  a,  am  wahren  Hittag  des  Eirchtormee 

den  Punkt  K  ihrer  Bahn  erreicht,  welcher  am  ^m  Zeit  des  Wintersolstitiums  (am  kürzesten 

weitest«!  vom  Aequatot  nach  dem  Südpol  Sj.  Tag)  ffleich  der  «m  «  verminderten  Aeqna- 

hm  entfernt  ist,  BO  steht  aie  im  WmterBolBlitinm.  »„~?ijf„  /ano         \  i^t     j— .„  »i=«  «i-  ji^o.» 

Die  Zeit,  wel^B  die  Sonne  braucht,  bis  sie  die  ^'^''^''^.<?^ °r  »^  "*',^*  '^'*  ^  ^^*^ 

ganze  Bahn  Ä'L  einmal  scheinbar  durchlaufen  Än^enblick  die  bonnenhöhe: 


hat,  nennt  man  ein  Soi 


■  enjahr. 


Erkl.  IM.  Ist,  siehe  Figur  C  , 
auf  der  Erdoberfläche  (der  Engel  am  3f),  aq  der 
Erdttqnator,  also  AQ  der  Aequator  dea  schein- 
baren Himmelsgewölbes,  tmd  ist  «z,  der  dnridi 
s  gehende  Famlelkreis  der  Erde,  so  iat  der 
Bogen  zg  die  geosraphiache  Breite  dea 
Ortes  z,  welche,  im  Winkelmaaa  ausgedruckt, 
Bleich  dem  Winkel  ip  nnd  ancb  gleich  dem 
Bogen  ZQ  des  dem  Ort  e  angebarenden  Himmels- 
meridians  ist,  welcher  cwischen  dem  Zenith  Z 
und  dem  Himmelsäqnat«r  AQ  liegt. 

ErU.  7U.  Ist,  siebe  Pignr  SSS,  NS  der 
astronomische  Horizont  eines  Beobachters  Jtf 
{tdehe  Erlil.  747  a),  Zder  Zenith  desselben  nnd 
J^'derHinunelsSqnator,  so  ist  der  im  Winkel- 
mass  ansgedrackte  Bogen  ^^  nach  der  ErU.  768 
gleich  der  geographischen  Breite  y  des 
Beobachten  M. 

Dieser  Bogen  <p  (die  geographische  Breite) 
beträgt  mit  der  AequatorhShe  y,  d.  i.  der 
Bogen  SQ  dea  Himmelsmeridiana,  der  zwiachen 
dem  Horizont  NS  nnd  dem  Eimmelsäquator  A  Q 
liegt,  zusammen  90°,  in  Zeidieni 


beträgt. 


b)  . 


=  im-<p)~t 


a). 


=  90» 


c)  . 


=  900 


Aus  den  Qleichnngen  a)  bis  c)  e^bt  sich: 

1)  .  .  ,  <p  =  ^ 

d.  h.  „die  geographische  Breite  <f  eines 
Ortes  iat  gleich  der  Polhdhev  dieses  Ortes"; 

2)  ...  y  =  90"  —  V 

d.  h.  „fUr  einen  bestimmten  Horizont  ist 
die  AeqnatorhGhe  y  gleich  der  Ergän- 
zung der  Polhöhe  V-  «n  90»''; 

'^^  8)...r  =  9O0_v 
(].  h.  „fflr  den  Horizont  eines  bestimmten 
Orte»  auf  der  Erde  ist  die  Aequator- 
höhe  jf  gleich  der  Ergänzung  der  geo- 
graphischen Breite  tp  des  betreffenden 
Örtea  tn  900". 

Die  durch  die  Oleichnngen  l)  bia  3)  ausge- 
Irückten  Beziehungen  dienen  dazu,  die  geo- 

KlersT,  Sbese  TriBOnometrie. 


Np,..5-" 


Der  Bogen  ZQ,  d.i.  die  geographische  Breite 

S,  belrftgt  femer  mit  dem  Bogen  Zifp  (^  p). 
a  Ewieiäen  dem  Zenith  des  Beobachters  M  nnd 
dem  Nordpol  Np  der  Bimmelsachse  liegt,  zn- 
sammen  90",  in  Zeichen: 

)t)  .  .  .  ip  +  e~W 
Femer  beträgt  der  Bogen  q  mit  dem  Bogen 
SpN  (=:  V)t  der  zwischen  dem  Nordpol  Np  nnd 
dem  Horizont  NS  des  Beobachters  M  liegt, 
d.  i.  die  sogenannte  PolhOhe  v  (d.  i.  die  Erbe- 
bang  des  Nordpols  Ober  den  Horizont  eines  Beob- 
achters), ebenfalls  zusammen  90°,  in  Zeichen: 


-Sp 
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graphische  Breite  eines  Ortes  und  die 
Aequatorhöhe  desselben  ans  der  PolhOhe 
zu  bestimmen.  Diese  Polhöhe  selbst  kann 
mittels  eines  Winkelmessinstrumentes,  sobald 
die  Lage  des  Nordpols  der  Himmelsachse  be- 
kannt ist,  gemessen  werden.  Der  Nordpol  der 
Himmelsachse  fällt  mit  dem  Stern  (Polarstern 
alsdann  genannt)  zusammen,  der  an  der  schein- 
baren Umdrehung  des  Himmelsgewölbes  von 
Osten  nach  Westen  (siehe  Erkl.  747)  keinen 
Teil  nimmt  und  unbeweglich  stets  an  derselben 
Stelle  am  Himmelsgewölbe  zu  yerbleiben  scheint. 


"^  Aufgabe  1189.  Eine  h  =  15,8  m  hohe 
Säule  wirft  an  einem  Ort  zur  Mittagszeit  der 
Tag-  und  Nachtgleichen  einen  Schatten  von 

h  =  19,95  m  Länge;  wie  kann  man  hieraus  ,  Andeutung.  Zur  Zeit  der  Tag- und  Nacht- 

die  geographische  Breite  des  Ortes  berechnen,  grl^ichen  steht  die  Sonne  im  Aequator  (siebe 

Erkl.  765)  zur  Mittagszeit  an  dem  Ta? 
an  welchem  eine  Tag-  und  Nachtgleicbe  statt- 
findet, steht  die  Sonne  im  Himmelsmeridiiü 

Erkl.  766.     Den  zweimal  im  Jahr  ein-  des    Beobachters    und    im    Himmelsäquato: 

tretenden  Zeitpunkt,  in  welchem  die  Sonne  im  (siehe  Erkl.  762),   die  Sonnenhohe  a  i< 

Himmelsäquator  steht,  nemit  maii  Tag-  und  gjg^  ^^  dieser  Zeit  gleich  der  Aequat.r- 

Nachtgleiche   oder  Aequmoktium,  da  an  i,»i,.  ^   /c'^i,^  t?«%i   »tU^x   „  j        .  \       , 

dem  Tai.  an  welchem  ein  solcher  Zeitpuiikt  ein-  ^/^®  ^  (j^^f^^  ^^^^  ^^4)  «nd  zwMchen  dei 

tritt  (und  in  welchem  scheinbar  die  Sonne  sich  Aequatorhdhe  y  und  der  gesuchten  geogra- 

in  dem  Himmelsäquator  bewegt,  siehe  ErkL761  Frischen  Breite  q)  besteht,  n&ch  der  Gla- 

u.  762)  die  Tage-  und  Nachtbogen  der  Sonne  chung  3)  in  ErkL  764  die  Relation: 
(siehe  Erkl.  747) ,  also  auch  Tag   und  Nacht  a)  .  .  .  y  =  900  —  w 

einander  gleich  sind.    Der  eine  dieser  Zeit-         •»!■_„   v^^^u«^   u:^««..«i.        •     •      *    j 

punkte  fällt  mit  dem  21.  März   der  bürger-  ,     ^^  berechne  hiernach,   wie  in  Anda- 

Uchen  Zeitrechnung  zusammen  und  heisst  Früh-  J^".?  ^^  Autgabe  1181  gesagt  ist,  aus  Ä  um 

liuKsäaninoktium,   der  andere  iener  Zeit-  «>,  die  Sonnenhöhe  a,  d.i.  für  jene  besrtinuctt 


punkte  fällt  mit  dem  22.  September  zusammen  Zeit  die   Aequatorhöhe  y.     Dann 

und  heisst  Herbstäquinoktium.  man  mittels  vorstehender  Gleichung  a)  aus 

(=  a)  die  gesuchte  geographische  Breite 

des  Ortes. 


*  Aufgabe  1190.  Der  Zeiger  einer  Son^ien- 
uhr  (in  der  Astronomie,  griechisch  Gnomon 
genannt) ,  welcher  a  =  120  cm  hoch  ist, 
warf  zur  Zeit  des  Sommersolstitiums  einen 
Schatten  von  b  =  22,5  cm  Länge,  zur  Zeit 
des  Wintersolstitiums  warf  derselbe  einen 
Schatten  von  b^  =  189,23  cm  Länge.    Man 

soll  aus  diesen  Angaben  berechnen,  wie  hoch  Andeutung.  Bezeichnet  man  den  Winkel 
zu  jener  Zeit  die  Sonne  stand  und  welches  unter  welchem  zur  Zeit  des  Sommersolsv 
die  Ekliptikschiefe  ist.  tiums,  siehe  Erkl.  761,  die  Sonnenstiahk 

die  Horizontalebene    eines    Beobachtern 
bezw.  eines  Gnomons,  dessen  Zeiger  vertika 

Erkl.  766.  In  Figur  524  stellt  AM  einen  steht,  der  also  nach  dem  Zenith  des  Ba'^ 
auf  horizontaler  Ebene  stehenden  Gnomon  achters  gerichtet  ist  (siehe  Erkl.  766  und  d» 
dar.    Älittels  eines  solchen  kann  man,  wie  in  Figur  524),  treflfen,  d.  i.  die  Sonnenhöhe  zr 

f-JW^\^^f'  *°«^^?T'  I^^cJ^V^'q ^^^^'"  Zeit  des  Sommersdstitiums,  mit  a  und  t- 
hme  NS  bestimmen,  mdem  man  die  Spitze  des   „^t^v,^^*.  ««^  ^,>         j^^«^il       m^  V  ,    i 

Schattens  des  vertikalen  Zeigers  MA,  wenn  sie  5?^<^^»et  "^^^J^^^  a,  denselben  Winkel  od- 

Vormittags    auf   einen    der    konzentrischen  die  Sonnenhöhe  zur  Zeit  des  Winters  oh:: 

Kreise,  z.  B.  in  a,  b  und  c  zu  liegen  kommt,  tiums,  so  bestehen  nach  dem  in  Andeanis: 

markiert,  desgleichen  die  Spitze  des  Schattens,  zur  Aufgabe  1181  Gesagten,    zwischen  i' 

wenn   sie   Nachmittags    auf  diese   Kreise,  Höhe    a    des    Gnomons,    den    betre^'^d- 
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z.  B.  in  Ol,  fr,  und  c^  zu  liegen  kommt,  markiert,  Schattenlängen  b  und  b^  und  jenen  Winkeln 

dann  die  Bogen  aa„  bh^  und  ccj  halbiert,  und  zwr  Zeit  der  Solstitien,  bezw.  die  Eelationen: 
berücksichtigt,    dass    diese    Halbiernngspunkte 
Punkte  der  Mittagslinie  (der  Südnordrichtung)  A)  .  . 

sein  müssen. 

und 


tg«  =  y 


B)  .  .  .  tga,  = 


a 


nach  welchen  Gleichungen  man,  in  Rück- 
sicht der  für  a,  5  und  b^  gegebenen 
Zahlenwerte,  die  gesuchten  Sonnen- 
höhen a  und  ccj  berechne  kann. 

Berücksichtigt  man  nunmehr,  dass 
zwischen  der  zur  Zeit  des  Sommer- 
solstitiums  stattfindenden  Sonnen- 
höhe a,  der  Aequatorhöhe  y  und  der 
Erhebung  der  Sonne  über  den  Hünmels- 
äquator  zu  jener  Zeit,  d.  L  die  Ekliptik- 
schiefe «,  die  Eelation  besteht: 

a)  .  .  .  a  =  y  -[-  € 
(siehe  Figur  522,  die  Erkl.  764  und  die 

Andeutung  zur  Aufigabe  1188) 

und  dass  für  denselben  Horizont 
zwischen  der  zur  Zeit  des  Winter- 
solstitiums  stattfindenden  Sonnen- 
höhe tti,  der  Aequatorhöhe  y  und  der 
Erhebung  des  Himmelsäquators  über 
der  Sonne  zu  jener  Zeit,  d.  L  die 
Ekliptikschiefe  «,  die  Relation  besteht: 

b)  ,  .  .  aj  =  y  —  e 

so  ergibt  sich  hieraus,  bezw.  aus  den  Glei- 
chungen a)  und  b): 

«!-[-€=  a  —  £ 
2£  =  a  —  a, 

oder: 


C) 


Nach  welcher  Gleichung  man  die  Ekliptik- 
schiefe e  aus  den  nach  Gleichungen  A)  und 
B)  zu  berechnenden  Sonnenhöhen  a  und  a^ 
bestimmen  kann. 


3)  Vermischte  Aufgaben  aus  verschiedenen  Zweigen  der  Physik  und  der  Technik. 

"**  Aufgabe  1191.  Auf  einen  materiellen 
Punkt  Ä  wirkt  nach  einer  bestimmten  Rich- 
tung eine  Kraft  R  von  12  kg.  Diese  Kraft 
R  soll  durch  zwei  rechtwinklig  zu  ein- 
ander wirkende  Seitenkräfte  P  und  Q  ersetzt 
werden,  von  welchen  die  Kraft  P  in  einer 

Richtung  wirkt ,  die  mit  der  Richtung  der  Andeutung.  Stellt,  siehe  Figur  525  und 
Kraft  R  einen  Winkel  aj  =  38® 40' 26"  büdet;  die  Erkl.  767  und  768,  die  Strecke  ÄD  ihrer 
wie  gross  muss  jede  dieser  Kräfte  P  und  Q  Richtung  und  ihrer  Länge  nach  bezw.  die 
sein?  Richtung  und  Grösse  (siehe  Erkl.  769)  der 

gegebenen  und  auf  den  materiellen  Punkt  Ä 
wirkenden  Kraft  R  graphisch  dar,  und  ist 
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Figor  535. 


«A 


D.y 


.^d 


; >T, 


Erkl.  767.  Ein  Satz  aus  der  Mechanik 
heisst : 

„Wird  eine  auf  einen  materiellen  Punkt 
oder  auf  einen  Punkt  eines  starren  Körpers 
wirkende  Kraft  B  ihrer  Grösse  nach 
(ihrer  geleisteten  Arbeit  nach,  s.  Erkl.  768) 
und  ihrer  Richtung  nach,  bezw.  durch 
Länge  u.  Lage  einer  bestimmten  Strecke 
grapMsch  dargestellt,  so  kann  man  diese 
Kraft  R  stets  durch  zwei  andere  Kräfte 
Fu,Q  [Seitenkräfte  oder  Komponenten  ge- 
nannt, und  zwar  im  Gegensatz  zu  jener  Kraft, 
welche  Eesultante  heisst],  ersetzen,  deren 
Grössen  (geleistete  Arbeiten)  und  Rich- 
tungen, bezw.  durch  die  Längen  und 
Lagen  der  zwei  aneinanderstossenden 
Seiten  eines  solchen  Parallelogramms  be- 
stimmt sind,  in  welchem  die  durch  den 
gemeinschaftlichen  Endpunkt  dieser  beiden 
Seiten  gehende  Diagonale  gleich  jener 
Strecke  ist^  durch  deren  Länge  und  Lage 
im  allgemeinen  jene  Kraft  R  graphisch 
dargestellt  wurde." 

Dieser  Satz  ist  eine  ümkehrung  des  in 
der  Mechanik  unter  dem  Namen  „das  Gesetz 
vom  Parallelogramm  der  Kräfte"  be- 
kannten Satzes: 

„Wirken,  siehe  Figur  526,  zwei  Kräfte  P 
und  Q  (Seitenkräfte  oder  Komponenten  genannt), 
deren  Richtungen  und  Intensitäten  (Stärken, 
Grössen  oder  geleistete  Arbeiten),  bezw.  durch 
die  Richtungen  und  Längen  der  Strecken  AB  und 
A  C  dargestellt  sind,  unter  einem  beliebigen  Win- 
kel a  auf  einen  Punkt  A  eines  starren  Körpers, 
so  können  diese  beiden  Kräfte  (in  Bezug  auf  die 
von  ihnen  gemeinschaftlich  geleistete  Ar- 
beit) durch  eine  einzige  Kraft  R  (Resultante 
genannt)  ersetzt  weäen,  die  ihrer  Richtung 
und  Intensität  (geleisteten  Arbeit)  nach,  bezw. 
durch  die  Lage  und  Länge  der  Diagonale  AD 
des  über  den  Linien  AB  und  AC  konstruierten 
Parallelogramms  ACDB  bestimmt  isf 

(Siehe  Anmerkung  63,  bezw.  die  Teile  der 
Encyklopädie,  welche  über  Mechanik,  speziell 
die  Statik  und  Dynamik  handeln.) 


ttj  der  gegebene  Winkel,  welchen  die  Rich- 
tung Ah  der  auf  den  Punkt  A  wiiieod 
gedachten  Kraft  P  mit  der  Richtnng  der 
Kraft  R  bildet,  und  man  zieht  Ac  senk- 
recht Ah,  DB  parallel  Äc  und  DC  pa- 
rallel Ab,  so  erhält  man  das  Kräfteparallelc- 
gramm  ÄBDC,  dessen  Seitenlangen  AI 
nnd  ^C  die  zu  bestimmenden  Grössen  der 
rechtwinklig  zu  einander  wirkenden  Kiälte 
Pund  Q,  welche  bei  gleichzeitiger  Wir- 
kung auf  den  Ponkt  Ä  die  Kraft  R  ersetzen, 
graphisch  darstellen. 

Für  die,  allgemein  durch  P  nnd  Q  be- 
zeichneten Grössen  der  Kräfte  P  und  V 
erhält  man  aus  den  rechtwinkligen  Dmecken 
ABD  und  ÄCD  bezw.: 

A)  .  .  .  P  =  i^-COS«!  Kilognuam  |  /g  gjy^5| 


I 


S?^         ^       x>  f    und  769; 

B)  .  .  .  ß  =  £-cosa,  „  J  ' 

nach  welchen  Gleichungen  man,  in  Bück- 
sicht der  für  R  und  a^  gegebenen  Zahlen- 
weite  nnd  in  Rücksicht,  dass  o^  =  90*^— t'i 
ist,  die  Grössen  P  und  Q  der  mit  denselbeii 
Buchstaben  bezeichneten  Kräfte  P  nnd  i^ 
berechnen  kann. 


Figur  526, 


...X. 


Erkl.  768.  In  den  Aufjgaben  1191  bis  1196 
ist  die  Grösse  (Intensität)  einer  Kraft  durch 
ein  Gewicht  (nämlich  durch  Kilogramm)  aus- 
gedrückt, wobei  man  ganz  allgemein  unter  dem 
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Gewicht  den  Druck  versteht,  welchen  ein 
Körper  auf  seine  Unterlage  infolge  der  An- 
ziehungskraft der  Erde  ausübt. 

In  der  Mechanik  wird  die  Grösse  einer 
sog.  Kraft  gemessen  durch  die  von  ihr  ge- 
leistete Arbeit.  Als  Einheit  der  Arbeit 
(als  Arbeitseinheit)  dient  das  Kilogramm- 
Meter  (=  kgm),  worunter  man  die  Arbeit  ver- 
steht, die  verbraucht  (oder  geleistet)  wird, 
um  in  der  Zeiteinheit,  d.  i.  eine  Sekunde,  . 
die  Lasteinheit,  d.  L  ein  Kilogramm,  die 
Wegeinheit,  d.  L  ein  Meter,  hoch  zu  heben. 

Li  der  Technik  spricht  man  vielfach  noch 
von  sog.  Pferdekräiten;  eine  solche  Pferde- 
kraft ist  =  75  jener  Arbeitseinheiten 
oder  =  75  Kilogramm-Meter. 

(Ausführliches  über  das  Messen  von  Kräften 
findet  man  in  dem  Teil  dieser  Encyklopädie, 
welche  speziell  über:  „die  Masse  in  der  Me- 
chanik^ handelt.) 

Erkl.  769.  Ist  in  der  Aufgabe  1191  die 
Grösse  der  Kraft  R  in  die  Arbeitseinheit, 
nämlich  in  Kilogramm-Meter  ausgedrückt 
(siehe  Erkl.  768),  so  drücken  die  nach  um- 
stehenden Gleichungen  A)  und  B)  für  P  und  Q 
sich  ergebenden  Werte  die  von  den  Kräften  P 
und  Q  zu  leistenden  Arbeiten  aus,  und 
zwar  ausgedrückt  in  jene  Arbeitseinheit, 
das  Kilogramm-Meter.  


Figur  527. 


Aufgabe  1192.  Auf  einen  materiellen 
Punkt  A  wirken  zwei  Kräfte  P  und  Q 
xmtev  einem  Winkel  a  =  52'  20'  36".  Die 
Grösse  der  Kraft  P  ist  =  50  kg,  die  der 
Kraft  ^  =  36  kg.  Diese  beiden  auf  den 
Punkt  Ä  gleichzeitig  wirkenden  Kräfte  sollen 
durch  eine  einzige  Kraft  ersetzt  werden; 
in  welcher  Richtung  mnss  diese  Kraft  auf 

den  Punkt  A  wirken  (in  Bezug  auf  die  Andeutung.  Stellt,  siehe  Figur  527, 
Richtungen  jener  beiden  Kräfte),  und  welches  Ab  die  Richtung  der  auf  den  Punkt  A 
muss  die  Grösse  dieser  Kraft  sein?  wirkenden  Kraft  P,  -4  c  die  Richtung  der 

auf  den  Punkt  A  wirkenden  Kraft  Q    dar 
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Aufgabe  1193.  Drei  auf  einen  materiellen 
Punkt  A  wirkende  Kräfte  P^,  Pg  und  P^, 
deren  Grössen  bezw.  2088i  927  und  1815  kg 
seien,  wirken  nach  verschiedenen  aber  in  einer 
und  derselben  Ebene  liegenden  Richtungen; 
welche  Winkel  müssen  diese  Eichtungen  mit 
einander  bilden,  damit  der  Punkt,  auf  welchen 
sie  wirken,  im  Gleichgewicht  bleibt,  damit 
sich  also  die  von  den  £*ei  Kräften  geleisteten 
Arbeiten  aufheben. 


welche  Bichtungen  den  gegebenen  Wmkd  a 
bilden;  stellen  femer  AB  und  AC  bezw. 
die  Grössen  der  Kräfte  P  und  Q  graplü&ck 
dar,  so  stellt  nach  der  Erkl.  767  die  L9cg$ 
der  Diagonale  AB  des  über  BAC  kcs- 
struierten  Parallelogramms  die  Grosse  i 
einer  dritten  Kraft  E  (der  sog.  BesoltanU) 
graphisch  dar,  durch  welche  Kraft  jece 
beiden  Kräfte  P  und  Q  ersetzt  werdeo 
können.  Die  Winkel  /}  und  /  stellen  die 
Winkel  dar,  welche  die  Richtung  dieser  dritten 
Kraft  B  mit  den  Richtungen  der  Kräfte 
P  und  Q  bilden  müssen.  Da  man  z.  B.  voo 
dem  in  der  Figur  527  dargestellten  Dreieck 
ACB  die  Seiten  AC{=  q\  CD  (=  F)  imd 
den  von  denselben  eingeschlossenen  Wiokd 
(180^  — a)  kennt,  indem  ^C  die  graphiMi! 
dargestellte  und  durch  Q  bezeichnete  Qrösss 
der  Kraft  Q  und  CD  (=  AB)  die  durch  /' 
bezeichnete  Grösse  der  Kraft  P  graphisch 
darstellt,  indem  femer  nach  der  Erld.  3S5 
<^DCA'\-^BAC=l%{fi,  i^&o<^DCA^ 
180^  —  a  ist,  so  kann  man  hieraus,  wiek 
Auflösung  der  Aufgabe  118  gezeigt  wnid«; 
die  Seite  AD^  d.  i.  die  graphisch  dargestellte 
durch  E  bezeichnete  Grösse  der  Kraft  l 
desgleichen  die  Winkel  /  und  ß  berecbceL 
welche  die  Richtung  dieser  Kraft  E  mit  dta 
Richtungen  der  Kräfte  Pw.Q  bilden  mfisstr. 
damit  jenes  auch  stattfinden  kann. 


Andeutung.  Sollen,  siehe  Fignr  52>. 
die  auf  den  Punkt  A  wirkenden  &äfte  /; 
Pf  und  P3,  deren  Richtungen  die  Winkel  a . 
«2  und  03  mit  einander  bilden  und  derea 
Intensitäten  bezw.  durch  die  Längen  d^' 
Strecken  Ap^,  Ap^  und  Ap^  daigestel' 
sind,  sich  dias  Gleichgewicht  halten,  f 
muss  irgend  eine  der,  drei  Kräfte,  z.  B.  ü' 
Kraft  P^  in  entgegengesetzter  Bichtusf 
wirken,  als  die  Resultante  B  der  beii^ 
anderen  Kräfte  Pj  und  Pg  und  mass  ilr^ 
Intensität  nach  gleich  jener  Resultante-^ 
sein.  Die  Lage  der  Richtungen  der  cj-i 
Kräfte  P^,  P,  und  P3  zu  einander  mQSs>! 
sein,  dass  jenes  stattfindet.    In  Egur  52^ 

muss  also  A  r  oder  E  =  Ap^  oder  — '  \ 
sein,  femer  muss: 

«3  +  i^l   =  «2  +  ^. 

Bein. 
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Fignr  528. 


Da  man  z.  B.  von  dem  Dreieck  Ap^^ 
die  drei  Seiten  Ap^  (=  Pg),  p^r  (=p  Ap^^ 
oder  =  Pj)  nnd  Ar  (=  R  oder  =  P3)  kennt, 
indem  diese  Strecken  bezw.  gleich  den  gra- 
phisch dargestellten  Intensitäten  der  einzehien 
Kräfte  sind,  so  kann  man  die  Winkel  ß^  nnd 
ß^  dieses  Dreiecks  berechnen,  wie  in  Auflö- 
sung der  Aufgabe  119  gezeigt  wurde.  Die 
Winkel  «2  ^^^  ^9  ^^"in  man  alsdann  im  wei- 
teren mittels  der  vorstehenden  Relation: 

«s  +  /^i  =  ««  +  A 

und  mittels  der  aus  der  Figur  sich  ergeben- 
den Relation: 

«8  +  /',+/».  +  «.  =  3600 

aus  den  berechneten  Winkeln  ß^  und  ß^  leicht 
bestimmen. 


Aufgabe  1194.  Zwei  Kräfte  P^  und  P,, 
welche  auf  ehien  materiellen  Punkt  A  unter 
dem  Winkel  a^  =  24^  18'  22"  gleichzeitig 
wirken,  haben  die  Intensitäten  von  16,45 
und  von  23,08  kg.  Welche  Richtung  muss 
eine  dritte  Kraft  R  in  Bezug  auf  die  Rich- 
tungen jener  Kräfte  haben,  und  welches  muss 
die  Intensität  derselben  sein,  damit  sie  jenen 
Kräften  das  Gleichgewicht  hält,  oder  damit 
sie  in  derselben  Zeit  dasselbe  leistet,  als  jene 
beiden  Kräfte  zusammen? 


Andeutung.  Die  Auflösung  dieser  Auf- 
gabe ist  analog  der  Auflösung  der  Auf- 
gabe 1193;  man  berechne,  siehe  Figur  528, 
wie  in  Andeutung  zur  Aufgabe  1192  gesagt, 
aus  ai,  P|  und  P,  die  Resultante  R  dieser 
Kräfte  und  die  Winkel  ß^  und  /Sg*  welche 
die  Richtung  dieser  Resultante  mit  jeder  der 
Richtungen  der  gegebenen  Kräfte  P|  und  P3 
bildet;  beachte  diann,  dass  die  gesuchte  Elraft 
P3  =  P  und  dass: 


und 
ist. 


«,  =  1800  -  ß, 
«4  =  1800  -  ft 


-'Aufgabe  1195.  Gegen  eine  horizon- 
tale Ebene  ist  eine  andere  Ebene  um  den 
Winkel  a  =  32®  14'  10"  geneigt;  auf  letz- 
terer  wird  eine  Kugel  von  P  =  25  kg  Ge- 
wicht aufgesetzt;  mit  welcher  Kraft  strebt 
diese  Kugel  jene  schiefe  Ebene  hinabzu-  _.  ^?^*"*»!"8' 
rollen  und  welchen  Druck  übt  sie  auf  diese  2^??^!?]* 
Ebene  ans? 


In  Figur  520    sei    BAC   der 

einer    Vertikalebene    mit    einer 

Horizontalebene  AC  und  einer  um  den  Winkel  a 

gegen  diese  Horizontalebene  geneigten  anderen 
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Figur  529. 


(schiefen)  Ebene  AB,  K  sei  die  Kngel,  dere:i 
Gewicht  B  gegeben  ist. 

Das  Gewicht  B  der  Kugel  stellt  im  allg^ 

m  e  i  n  e  n  die  Grösse  der  Schwerkraft  (AnziehnDg^ 

kraft)  der  Erde  dar,  weldie  auf  die  Kugel  wiitt 

und  bestrebt  ist,  die  Kugel  in  yeitiloler  oder 

lotrechter  Richtung  nach  der  Erde  zn  ziefaeB: 

die  Grösse  und  Bi<£tung  dieser  Kraft  ist  in  der 

Figur  529  durch  die  Länge  der  lotrechtei 

Strecke  Kc  (=  R)  graphisch  dargestellt: 

diese  Krait  kann  man  nach  dem  Gesetz 

vom  Parallelogramm  der  Kräfte  in  zve 

Seitenkräfte  (Komponenten)  zerlegt  da- 

ken,  von  welchen  die  eine  ihrer  Bid- 

tnng  nach  senkrecht,  die  andere  ihrs 

Bi(£tung  nach  parallel  zur  sduefs 

Ebene  AB  wirkt. 

Die  Sichtungen  und  Intensitäten  diesei 
Seitenkräfte  sind  in  der  Figur  529  duid 
die  Richtungen  und  Längen  der  n  iB 
senkrechten,  bezw.  parallelen  Strecken  JTi 
(=  Q)  und  Ka  (=  P)  graphisch  darge- 
stellt. 

Die  Grösse  der  zur  schiefen  Ebene  if 
parallel  wirkend  gedachten  Komponente 
P  ist  gleich  der  Grösse  der  Kraft,  nit 
welcher  sich  £e  Kugel  JS'jene  Ebene  hinab  r. 
bewegen  strebt  (allerdings  ohne  Rücksicht  de 
Reibung  und  des  Luftwiderstandes)  und  die 
Grösse  der  zur  schiefen  Ebene  AB  senkrec]}! 
wirkend  gedachten  Komponente  Q  ist  gleii 
der  Grösse  des  Druckes ,  welchen  die  Engel  l 
auf  die  sdiiefe  Ebene  AB  ausübt. 

Berücksichtigt  man,  dass  in  der  Figor  5^ 

"Kc  _\_AC 

7ä±^AB 
ist,  dass  also  nach  der  Erkl.  293: 

'^Kca  =  <^  BAC  oder  =  a 
und  auch: 

<^  cKh  =  a 

ist,  wie  in  der  Figur  529  angedeutet,  so  erbäh 
man  aus  den  bei  a,  bezw.  bei  b  rechtwinkliges 
Dreiecken  Kac  und  Kbe  zur  Berechnnog  dti 
gesuchten  Grössen  jener  Kräfte  F  und  Q: 

A)  .  .  .  P=  £-sina  ) 
und  [  (siehe  ErkL  5ö' 

B)   .   .   .   C  =  Ä«C08«   J 

nach  welchen  Gleichungen  man,  in  Eficksi'i' 
der  für  R  und  a  gegebenen  Zahlenwerte,  c»i 
in  Rücksicht,  dass  £e  Grösse  der  Kraft  B  t 
Kilogramm  ausgedrückt  ist,  die  Grössen  der  i 
Kilogramm  ausgedrückten  Kräfte  P  nnd  (>  1^^ 
rechnen  kann. 


*  Aufgabe  1196.  ElnWeghateineSteignng 
von  a  =  32^  40';  auf  demselben  befindet  sich 
ein  belasteter  Wagen  von  R  =  2000  kg  Ge- 
wicht; welche  Kraft  ist  erforderlich,  um  den 
Wagen  an  dem  Hinabrollen  zu  verhindern, 
wenn  die  Reibung  unberücksichtigt  bleibt? 


Andeutung.    Man  berechne,  s.  Fig.  o: 
wie  in  Andeutung  zur  vorigen  Aufgabe  II? 
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gesagt  wurde,  aus  B  nnd  a  die  Kraft  P, 
nnd  beachte,  dass  die  GrSsse  der  Kraft, 
welcbe  den  Wagen  (daa  Gewicht  R)  an  dem 
Hinabrollen  verbinden!  boII,  mindestens  gleich 
der  OrSsse  der  Kraft  sein  mnss,  mit  welcher 
der  Wagen  die  schiefe  Ehene  hinabrollen 
würde,  dass  sie  aber  eine  Richtung  haben 
muss,  die  der  Richtong  jener  Kraft  P  ent- 
gegengesetzt Ist. 

'Angabe  1197.  Ein  segelndes  Schiff  wird 
von  einem  Wind  fortgetrieben,  dessen  Ge- 
schwindigkeit v  ^  4  m  pro  Sekunde  betiSgt; 

wie    gross    wird    die   Geschwindigkeit    des 

Schiffes  sein,  wenn  das  Segel  mit  der  Richtung  Andeutung.  In  Fig.  6ä0  aei  ^  £  die  Bichtnng 
des  Windes  einen  Winkel  a  =  70°  40*  nnd  ^^^  Schiffes,  SS,  sei  die  Sreüung  des  Segels, 
mit  der  Bichnmg  des  Schiffes  einen  Winkel  yenn  es  nut  der  SchiffBritog  '«^  ffemäsi  der 

o ßit,  ,,-1  LiiS-to  Anigabe  den  wmkel  ß  bildet,  nnd  WO  sei  die 

p  —  t>i    10    miaet.  Bichtnng  des  Windes,  welcher  mit  der  Bichtnng 

des  Segels  SS,   gemäss 
„.        _-.  der  Anfgabe  den  Winkel 

P'S"'  ^^-  «  bildet 

Stellt  die  Strecke  ITO 
ihrer  Richtung  nndL  äuge 
nach  bezw.  die  Bichtnng 
und  die  durch  die  Qe- 
schwindigkeitr  des  Win- 
des ausgedrückte  Grüsse 
der  Windeekraft  gra- 
phisch dar  (siehe  ErkL 
770),  so  kann  man  diese 
Kraft  nach  dem  Gesetz 
vom  Parallelogramm  der 
Kräfte  in  zwei  recht- 
winklig zu  einander 
wirkende  Komponenten 
zerl^  denken,  von  wel- 
chen die  eine  parallel, 
die  andere  senkrecht 
zn  dem  Se^el  SS,  wirkt, 
wie  in  der  Figur  530, 
bezw.  durch  die  Strecken 
Wb  nnd  Wa  graphisch 
angedeutet  ist.  Ton  die- 
sen beiden  Komponenten 
flbt  nur  die  zu  dem  Se- 
gel SS^  senkrechte  Komponente  Wa  <,=  y) 
eine  Wirkung  aus,  indem  die  uidere  als  pa- 
rallel dem  Segel  keine  Wirkung  auf  dasselbe 
ansttben  kann. 

Ftlr  diese  bei  der  Bew^:nng  des  Schiffes 
nur  io  Betracht  kommende  Komponente  y  er- 
gibt sich  ans  dem  bei  a  rechtwinkligen  Dreieck 
WaO  die  Belation: 

a)  .  .  .  y  =  csin«  (Siehe  Erkl.  60) 
Senkrecht  auf  das  Segel  wirkt  also  der 
Wind  mit  einer  Kraft  y,  die  nach  vorstehender 
Gleichung  a)  in  die  gegebene  Geschwindigkeit  v 
des  Windes  ausgedrückt  werden  kann. 

Diese  senkrecht  auf  das  Segel  wirkende 
Kraft  y  sei  ihrer  Biditnng  nnd  Grösse  nach  in 
der  Figur  581  dnrch  die  Bichtnng  nnd  Lünge 
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ErU.  7W.  Unter  der  GeBchnindierkeit 
eines  in  gleichförniiger  Bewegung  teflndlichen 
Körpers  verstellt  man  den  Weg,  welchen  der 
KGrper  in  der  Zeiteinheit  (in  der  Sekunde) 
zurücklegt.  Da  die  Geschwindigkeit  eines  in 
Bewegnng  hefindlicben  Körpers  unter  sonat 
gletchbleibenden  Umständen  nm  so  grösser  ist, 
je  grösser  die  Kraft  ist,  welche  dem  Körper  die 
BewegQcg  erteilt,  so  kann  man  die  Grässe 
einer  Kraft  durch  die  Geschwindigkeit  aus- 
drücken, welche  sie  einem  Körper  erteilt. 


der  Strecke  W.O^  gn- 
pbisch  dargestellt  Die»; 
Kraft  y  kann  man  naih 
dem  Gesetz  Tom  Panl- 
lelogramm  der  Krfifte  b 
zwei  rechtwinklig  in 
einander  wirkende  Kom- 
ponenten zerlegt  denkec, 
von    welchen    die    eint 
parallel,  bezw.  in  der 
Bichtung    Ate    Scbiffei. 
die  andere  aber  senk- 
recht zu   dieser   Bjeb- 
tung  wirkt,  wie  in  da 
Fignr  631,  bezw.  iaici 
die  Strecken  W^b,  nirf 
W,  a,    graphisdi    ange- 
dentet  ist.     Ton  dienet 
beiden  Komponenten  Übt 
die  zn    der    SchiArich- 
tung  senkredite  Eompc- 
nente    ff\a^     keinen 
Einflnsa  aof  die  Fortbewegung  des  Schiffes  is 
der  Richtnng  AS  ans.  während  die  Kompo- 
nente W,b,  (=x  auch  =  0,0,),    als    in   dd 
SchifFsriohtnng  wirkend,  die  Fortbewegung  dc5 
Schiffes  in  der  Richtung  AB  verorzacLt. 
Da  in  der  Figur  531: 


0,6, 


AB 


mithin  nach  der  Erkl.  293 : 

■<6,0,ir,  =:^AO,S  oder  =  ß 
ist,  so  ergibt  sich  ans  dem  bei  b,  rechtwink- 
ligen Dreieck: 

\>)  .  .  .  x  =  ysin^  (siehe  ErkL  50) 
Ans  den  Gleichungen  a)  nnd  b)  erhfilt  nian 
somit  für  die  in  die  gegebene  Geschwindigkeit  - 
des  Windes  aasgedrückte  Grösse  der  Kraft  .r. 
mit  weldiei  das  Schiff  unter  den  g^ebenen 
Umständen  fortgetrieben  wird,  allgemein-. 
A)  .  .  .  j:  =  r. sinn- sin j! 


*  Anfgalie  119B.  An  den  Fensterscheiben 
eines  mit  der  Geschwindigkeit  v  ^  25  m  pro 
Sekunde  auf  horizontaler  Balin  fahrenden 
EisenbahnzDges  laufen  die  Regentropfen  unter 
einem  Winkel  a  =  26**  gegen  den  unteren 
Rand  der  Scheiben  liin;  welche  lotrechte 
Fallgeschwindigkeit  haben  die  Regentropfen 
von  dem  Angenblick  ab,  In  welchem  sie  auf 
die  Fensterscheiben  fallen? 


Andeutung.  In  Fignr  532  stelle  die  Biebinnf 
der  Strecke  TA  die  Richtnng  eines  an  eicer 
Fensterscheibe  des  Eisenbahnzages  hitilanfend>  i 
Regentropfens  dar;  die  Länge  B  dieser  Strecv? 
sei  gleich  dem  Weg,  welchen  der  Hegentropfui 
in  einer  bestimmten  Zeit,  z.  B.  in  der  Sekno'j-: 
zurücklegt,  sie  sei  also  gleich  der  Geschwin<iiL;- 
keit  V,  mit  welcher  der  Regentropfen  an  äa 
Scheibe  fortläuft;  die  Grösse  der  Kraft,  weKl»? 
auf  den  Tropfen  T  in  der  Richtung  TA  wirh 
(gemessen  durch  diese  Geschwindigkeit  r),  w^.ni 
somit  durch  die  Länge  S  {=  r)  der  Strecke  TJ 
graphisch  dargestellt.  Diese  Kraft  B  kuin  ili.o 
nach  dem  Gesetz  vom  Parallelogramm  der  Krifi-. 
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wie  in  der  Figur  582  an- 
gedeutet, ia  zwei  zn  ein- 
ander rechtwinklig 

wirkende  Seiteukrifte 

zerlesen,  von  welchen 
die  ane  TB  (=  P)  eine 
lotrechte  Richtvag 
hKt  und  von  welchen  die 
andere  TG  (=  Q)  eine 
wagerechte,  der  Be- 

wegnngBrichtnng  des 
ZngCB  entgegenge- 
setzte Richtung  hat. 
Von  diesen  heiden  Kräf- 
ten F  und  Q,  welche, 
auf  den  Regentropfen  T 
gleichzeitig  eine  Sekunde 
wirkend  gedacht,  die 
Wirkung  der  Kraft  R 
ersetzen,  ist  die  anf  den 
Regentropfen  T  lot- 
recht wirkende  Kraft 
P  die  gesuchte. 

Ans  dem  hei  B  recht- 
winkligen Dreieck  TBA, 
in  welchem  a  der  gege- 
bene Winkel  iBt,  anter 
welchem  der  Regentropfen  T  nach  dem  horizon- 
talen Band  der  Pensterscfaeibe  in  Wirklichkeit 
hinlSnfl,  ergibt  sich  die  Relation: 

A)  .  .  P=  if'Binn  (liehe  Erkl.  50) 
nach  welcher  Qleichung  man,  in  Rttcksicht  der 
für  B  (=  v)  and  d  gegebenen  Zabtenwerte,  die 
in  die  Geschwindigkeit  c  anagedrUckt«  GrSsse 
der  lotrecht  wirkenden  Kraft  P,  d.  i.  die  ge- 
sDChte  lotrechte  F  all  Kesch wind jgkeit  des  Regen- 
tropfen!, berechnen  kann. 


'  Aufgabe  1199.  Die  StromaclineUigkeit 
eines  Flusses  betragt  i>  ^  1,02  m  pro  Seknnde; 
ein  Kahn,  welcher  quer  fiber  den  Flnss  fBhrt, 
hat  eine  Geschwindigkeit  von  v,  ^  0,6  m  pro 
Sekunde;  wie  gross  ist  der  Winkel,  nm  wel- 


Andeutung.     Auf  den  K&hn,  bezw.  anf 


chen  de;  Kahn  von  seiner  Qne.Tichtong  ab-  ^"^^  «^«f  *"°^*  ^  desselben,  s.  Fig. ! 
gelenkt  wird?  wirkenzwei  zn  einander  senkrechte  Kräfte, 

*  nämlich  der  Strom  in  der  Richtung  KB  des 

Flnssea  und  die  den  Kahn  quer  iiher  den 
FlnsB  treibende  Kraft  des  Schiffers  (Rude- 
rers etc.)  in  der  Richtung  KA;  infolge  dieser 
gleichzeitigen  Einvrirkung  dieser  Kräfte  auf 
den  Punkt  K  wird  dei-  Punkt  K  nach  dem 
Oeaetz  vom  Parallelogramm  der  Kröfte  die 
Richtung  KC  annehmen,  wenn  die  Strecke 
KB  die  hl  die  Geschwindigkeit  v  (=  1,03  m> 
des  Stroms  ansgedrilckte  treibende  Kraft  des 
Stroms,  KA  aber  die  in  die  Geschwindigkeit 
i>,  (=  0,6  m)  des  Kahns  ansgedrfickte  Kraft 
des  Schiffers  graphisch  darstellt. 

Ans  dem  bei  A  rechtwinkligen  Dreieck 
KAC  ergibt  sich,  in  Rücksicht,  dass  ~AC  = 
KB  oder  ^  o  ist,  die  Relation: 


Ebene  Tiigonometrie  in  ihrer  Anwendnog. 

Ä)  .   .   .    tg:r  =  -f 


Dach  welcher  Gleichung  man,  in  RückHcli 
der  fflr  f  aad  t■^  gegiebeDen  Zahlenwote 
den  gesuchten  Winkel  x  berechnen  kann. 
unter  welchem  der  Ksbn  von  seiner  Qiier- 
riclitiuig  KA  abgelenkt  wird. 


Anfgabe  1200.  Die  Arme  eioes  geraden 
zweianiügen  Hebels  sind  a  =  2,8  und  6  = 
5,4  dm  lang,  an  dem  Endpunkt  des  kürzeren 
Armes  a  wirkt  eine  Kraft  P  ^  50  kg  anter 
dem  Winkel  a  =  116"  40';  unter  welchem 
Winkel  muss  eine  Kraft  Q  von  25  kg  an 
dem  Endpunkt  des  grSsseren  HebeUrmes  b 
wirken,  damit  sich  beide  Krnfte  P  und  Q 
das  Gleichgewicht  halten? 


Andentnng.  In  Fig.  5S4  stelle  ABässi 
geraden  zweiarmigen  Hebel  dar,  desm 
Unterstätzungsponkt  in  C  liegt,  dessen  Anie 
AC  und  BC  bezw.  die  gegebenen  Läoga 
a  nnd  b  haben.  An  dem  Endpunkt  A  ifi 
kleineren  Annes  a  wirkt  die  Kraft  P  (denc 
Grösse  im  Gewicht  ansgedrfickt  ^  50  tg  iü' 
nnter  dem  Winkel  a  gegen  den  Ann  a:  t 
dem  Endpunkt  B  des  grSsseren  Annes  B'. 
wirkt  die  Kraft  Q  (deren  Grösse  im  Gt^^' 
ansgedrückt  ^  25  kg  ist)  nnter  einem  solch«i 
(zn  berechnenden)  Winkel  x,  daas  sich  beid' 
Kräfte  P  nnd  Q  das  Gleichgewicht  baltfc 

Zur  Berechnnng  des  Winkels  x  verWü' 
man  wie  folgt: 

Denkt  man  sich  von  dem  Unterstötznfip 
pnnkt  C  die  Perpendikel  m  ond  m  anf  £■ 
Verlangerungen  der  Richtungen  PA  uti 
(^B  der  Krflfte  P  nnd  V  geßllt.   so  halt« 
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sich  nach  der  Erkl.  771  die  Kräfte  P  nnd  ^ 
das  Gleichgewicht,  wenn  zwischen  jenen 
Perpendikehi  m  nnd  n  nnd  den  durch  P 
nnd  Q  bezeichneten  Grössen  der  Kräfte  P 
nnd  Q  die  Relation  besteht: 

Erkl.  771«    Ein  Satz  aus  der  Mechanik  heisst :  a)  .  .  .  m  •  P  =  n  •  (^ 

P^n«^«Va™i^^  w\t!^if  *![A"fl?Ä^  d.  h.  wenn  die  Momente  (statischen  Momente) 

eines  (zweiarmigen)  Heoels,  so  halten  sich  ,    .,      tt^ua      •      j        i  »^v.  «»«j 

diese  Kräfte  dal  Gleichgewicht,  wenn  das  ^^^^^  ^^^®  einander  gleich  sind. 

Produkt  aus  der  Grösse  der  einen  Kraft        Setzt  man  in  diese  Gleichung  für  m  nnd  n 

und  dem  senkrechten  Abstand  der  die  aus  den  rechtwinkligen  Dreiecken  ADC 

Bichtung  dieser  Kraft  vom  ünterstützungs-  und  BFC  bezw.  sich  ergebenden  Werte: 

punkt  des  Hebels   (das   sog.   Moment 

dieser  Kraft)  gleich  ist  dem  Produkt  aus  w  =  a-sin  (2J2  —  «)  1 

der  Grösse  der  anderen  Kraft  und  dem  ^^^  .  f  (s^®^®  E'^-  ^^) 

senkrechten    Abstand    der    Richtung  n  =  6-sin(2i?  — a?)  ) 

dieser  Kraft  von  dem  üntersttttzungspunkt  ^^^  ^^  Rücksicht  der  Erkl.  66 : 

des  Hebels  (also  gleich  ist  dem  Moment 

dieser  Kraft).«  b)  .  .  .  m  =  a-sin« 

(Ausführliches  hierüber  findet  man  in  den  ^^^ 

Teilen  der  Encyklopädie,  welche  über  Mechanik,  c)  .  .  .   n  =  &-8ina? 

speziell  über  die  Statik  fester  Körper  handeln.)  g^  ^^^It  man  in  Bezug  auf  den  gesuchten 

Winkel  x  die  goniometrische  Bestimmungs- 
gleichung: 

a-8in«-P=  ft-sinaf'O 

und  hieraus  ergibt  sich: 

o-sina-P 
A)  .  .  .  smap  =  — ^^ — 

nach  welcher  Gleichung  man,  in  Rücksicht 
der  für  a,  b,  P,  Q  und  «  gegebenen  Zahlen- 
werte, den  gesuditen  Winkel  a:,  unter  welchem 
die  Kraft  Q  gegen  den  Hebelarm  h  angreifen 
muss,  damit  sich  beide  Kräfte  Pund  ^  unter 
den  gegebenen  Bedingungen  das  Gleich* 
gewicht  halten,  berechnen  kann. 

Figur  534. 


bX^x 
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Aufgabe  1201.  Zwei  materielle  Punkte  A 
und  B  bewegen  sich  von  einem  und  demselben 
Ort  0  aus  nach  zwei  unter  dem  Winkel 
«  =  38^  21'  42"  zu  einander  geneigten  Rich- 
tungen; der  Punkt  Ä  legt  pro  Sekunde  v  = 
4,2  m,  der  Punkt  B  legt  pro  Sekunde  t- ,  = 
8,5  m  zurück;  welche  Entfernung  werden 
diese  beiden  Punkte  nach  f  ==  22  Sekunden 
von  einander  haben? 


Figur  535. 


Andeutung.  Der  von  dem  Ort  O  vas- 
gehende  Punkt  A,  siehe  Figur  535,  legt  ge- 
mäss der  Aufgabe  pro  Sekunde  v  (=  4^^  n 
zurück,  nach  t  (=  22)  Sekunden  hat   er  sc- 

mit  einen  Weg  OA^  von  v  •  t  H^er  zurück- 
gelegt Der  von  demsdben  Ort  O  aiBagpdiende 
Punkt  B  bewegt  sich  gemäss  der  Aufgabe 
in  einer  unter  dem  Winkel  a  (=  38^21'  42"? 

gegen  OA^  geneigten  Bahn,  und  legt  ac: 
derselben  pro  Se^nmde  v^  (=  3,5)  Meter, 
also  in  t  (=  22)  Sekunden  einen  Weg  OB. 
von  i'i  •  t  Meter  zurück.  Die  gesuchte  £d> 
femung  AiBi  der  beidoi  Punldbe  naeh  jenes 
t  Sekunden  sei  durch  x  bezeichnet.  Da  nas 
von  dem  Dreieck  O^j^j  die  zwei  Seita 
OAi {=V't Meter)  und  OB^ (=  «T  ^  Meter 
sowie  den  von  denselben  eingescblosseno: 
Winkel  a  kennt,  so  kann  man  zur  Berech- 
nung der  gesuchten  Entfernung  x  verfahreiL 
wie  in  einer  der  Auflösungen  1  bis  3  da 
Aufgabe  118  gezeigt  wurde. 


Au%aba  1202.  Man  soll  die  Länge  des 
Halbschattens  einer  h  =  8,4  m  hohen  Stange 
berechnen,  welche  von  einem  Körper  be- 
leuchtet wird,  der  eine  solche  Stellang  zu 
jener  Stange  hat,  dass  die  von  dem  obersten 
Punkt  desselben  aus-  und  durch  die  Spitze 
der  Stange  gehenden  Lichtstrahlen  die  durch 
deren  Fusspunkt  gelegt  gedachte  Horizontal- 
ebene unter  eiuem  Winkel  a  =  38^  40'  treffen, 
und  dass  die  von  dem  untersten  Punkt  jenes 
leuchtenden  Körpers  aus-  und  durch  die 
Spitze  der  Stange  gehenden  Lichtstrahlen 
jene  Horizontalebene  unter  dem  Winkel  ß  = 
21®  35'  treffen. 


Andeutung.  Stellt  in  Figur  536  A:- 
die  auf  horizontaler  Ebene  senkrecht  stehend^ 
Stange  und  L  den  leuchtenden  Körper  dar 
und  denkt  man  sich  durch  AB  nnd  L  ebt 
Ebene  senkrecht  zu  jener  Horizontalebefr' 
gelegt,  so  liegen  in  dieser  Verdkalebene  ^- 
von  dem  höcl^ten  Punkt  a,  bezw.  von  d*": 
niedersten  Punkt  h  des  leuchtenden  Körper?  > 
ausgehenden  Lichtstrahlen,  welche  durch  tr 
Spitze  A  gehen  und  bezw.  jene  Horizoini' 
ebene  unter  den  gegebenen  Winkeln  a  u&i ' 
treffen,  wie  in  der  Figur  586  ang'edeatet  i^ 
ebenso  liegen  in  dieser  Ebene  die  vob 
und  h  kommenden  Lichtstrahlen,  welche  cr: 
Fasspunkt  B  der  Stange  treffen« 

Nach  dem  in  der  Erkl.  772  Gesagten  ?> 
der  Teil  B  C  des  Schattens  der  Stange,  welci  * 
zwischen  den  Lichtstrahlen  a  C  und  bB^tz 
den  Kernschatten  der  Stange  dar:  feit'' 
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stellt   der   Teil   des   Schattens  der  StaDge, 

welcher  zwischen  den  Lichtstrahlen  aC  nnd 

bD  liegt,   den   Halbschatten  der  Stange 

Figur  536.  dar,  deseen  Länge  x  berechnet  werden  soll. 

Diese  Lange  x  kann  man 

wie  folgt  berechnen: 

Von  dem  bei  B  recht- 
winkligen Dreieck  ABC 
kennt  man  die  Kathete  h 
und  den  Winkel  a;  man 
erhält  aus  diesem  Dreieck: 


Da  hiemach  y  als  be> 
kannt  voransgesetzt  wer- 
den darf,  so  kennt  man 
von  dem  schiefwinkligen 
Dreieck  Ä  CD  die  Seite  y. 
sowie  die  Winket  ACD 
(=2R~a),  ADC{=ß) 
nnd CAD{=a—ß,  siehe 
Erkl.113);  nach  dem  Sinns- 
satz  er^ht  sich  aas  diesem 
Dreieck: 

Erkl.  772.     Die  auf  emen  uadnrcbsichtigen        '  b)  .  .  .  .  —  =  sin  (n  —  ß) 

Körper    fallenden    Lichtstrahlen    kömien    sich  ^  '*"p 

hbter  dem  KOrper  nicbt  (oder  nnr  znm  Teil)         Aus    den  Oleichnngen   a)  nnd   b)    ergibt 
weiter  verbreiten.    Den  Baum  hinter  einem   sich  für  x  die  Bestimmnng^leichnng: 
beleuchteten  Körper,  inweJchem  eine  weitere  Ver-  Ä-sinfa  — Äl 

breitnng  der  LiohtatrableE  nicht  stattfindet,  nennt   A)  .  .  .  x^ — .  ■    ■  ■. — ~ 
man  im  allgemeinen  denSchatten  des  Körpers.  smo-smjJ 

Geben  die  anf  einen  Kürper  fallenden  Licht-   nach  welcher  Gleichung  man,    in  Rücksicht 
strahlen  olle  von  einem  Punkt  aus  (oder  sind   der  fdr  A,  a  nnd  |8  gegebenen  Zahlenwerte, 
dieselben  parallel,  wie  gewßhnliob  die  Sonnen-    ^g  gesuchte  Länge  x  des  Halbschattens 
strahlen  angenommen  werden  weldie  einzelne   ^g,  gtange  berechnen  kann. 
Gegenstände  anf  der  Erdoberfläche  treffen), 
so  wird   der  Schatten  des  Körpers  von  der 
Gesamtheit  der  Lichtstrahlen  begrenst,  welche 
den  Körper  bertlhren. 

In  Fignr  537  z.  B.   ist  Figur  537. 

der  hinter  der  Kugel  M 
liegende  nnd  dnnkel  scbat- 
tierte  Kanm  der  Schatten       g  ^-- 

der  Kugel  M,  wenn  ange-      ^^ ^^ 

nommen wird,  das* dieLicht-      ^fp"--^--- ^^ 

strahlen,  welche  die  Kugel  M  '^•-- 

belenchten,  alle  von  einem 

Punkt  S,   oder  von  einem 

KOrp er  kommen,  der  sehr  klein  im  Verhältnis 

za  dem  von  ihm  beleuchteten  Körper  ist  (oder 

auch  sehr  weit  von  demselben  entfernt  ist). 

Hat  der  leuchtende  Körper  im  Verhältnis  zu 
einem  von  ihm  beleuchteten  Körper  eine  grössere 
Ausdehnung,  so  nnterscheidet  man  ausser  jenem 
Schatten  noch  einen  zweiten  Schatten,  den  sog. 
Halbschatten  nnd  zwar  im  Gegensatz  zu 
jenem  Schatten,  welcher  der  Kernschatten 
genannt  wird. 


Ebene  TiigonometTie  in  ihrer  Amvendung. 
Figur  638. 


Der  Eernschatten  ist  der  hinter  dem  be- 
leuchteten Kürper  liegende  Haniu,  in  welchen 
dnrchans  kein  Lichtatiahl  von  dem  leuchtenden 
EOrper  gelangen  kann;  der  Halbschatten  ist 
der  hinter  dem  helenchteten  Esrper  liegende 
Kaum,  in  «eichen  noch  ein  Teil  der  von  dem 
leuchtenden  Körper  ausgehenden  Lichtstrahlen 
geUtigeD. 

Ist  z.  B.  in  der  Figur  538  S  eine  leuchtende 
Engel,  E  eine  kleinere  undurchsichtige  Engel, 
welche  von  5  beleuchtet  wird,  so  stellt  ABC 
den  Eernscbatten  dar,  d.  i.  der  ßauni  hinter 
der  Engel,  in  welchen  darchaas  kein  Lichtatrabl 
gelangt;  femer  ist  der  nm  diesen  Eernscbatten 
Hegende  Rauio  ACBFDA,  in  welcbeo  noch 
ein  Teil  der  von  S  ausgebenden  Lichtstrahlen 
(z.  B.  die  von  a  nnd  b  ausgehenden  Lichtstrahlen) 
gelangen,  der  Halbschatten  der  Engel  E. 

Denkt  man  sich,  siehe  Fig.  538,  senkrecht  zur 
Zentrallinie  SE  die  Ebene  V  F,  gelegt,  so  erhalt 
man  den  Schatten,  welchen  die  Engel  E  auf  diese 
Ebene  V  V,  wirft  und  wie  er  in  der  Figur  589 
dai^estellt  ist  In  dieser  Figur  539  stellt  der 
schwarze  Kreis  den  Daichschnitt  jeuer 
Ebene  VV,  mit  dem  Eernscbatten  dar; 
das  bonzectriache  hellere  Ringstück  stellt  den 
Dorchscbnitt  jener  Ebene  KF,  mit  dem 
Halbschatten  der  Engel  E  dar. 

Wie  sich  aus  den  Figuren  688  nnd  539 
ergibt,  wird  der  Eernachatten  TOn  allen 
denjenigeo  von  dem  leuchtenden  EOrper 
ausgehenden  nnd  den  anderen  Eörper  be- 
rtihrenden  Lichtstrahlen  begrenzt,  welche 
sich  Ewiscben  den  beiden  Körpern  nicht 
schneiden,  während  der  Halbschatten 
einesteils  von  allen  denjenigen  von  dem  leacb- 
tenden  EGrper  ausgehenden  und  den  anderen 
Körper  berührenden  Lichtstrahlen  begrenzt 
wird,  welche  sieb  zwischen  den  beiden 
EOrpem  schneiden,  andemteils  TOn  dem 
Kemschattea  selbst  begrenzt  wird. 

(Ansftthrlicbes  ttber  die  Wirknog  des  Lichtes 
findet  man  in  den  Teilen  der  Enc;kIopädie, 
"eiche  Ober  die  Fortpflanzung  des  Lichtes 

dein,  siehe  Anmerkung  63.)  


Preisgekrönt  in  Frankfort  a.  M.  1881, 

Der  ausführliche  Prospekt  nnd  das  ausführliche  Inhalts- 
verzeichnis der  „Yollständig  gelösten  Anfgabensammlimg  Yon 
Dr.  Ad,  Kleyer"  kann  Ton  jeder  BucUiandlnng,  sowie  Yon  der 
Verlagshandlnng  gratis  und  portofrei  bezogen  werden. 

Bemerkt  sei  hier  nur: 

1).  Jedes  Heft  ist  aufgeschnitten  und  gut  brochiert  am  den  sofortigen  und  dauern- 
den Gebrauch  zu  gestatten. 

2).  Jedes  Kapitel  enthält  sein  besonderes  Titelblatt,  Inhaltsverzeichnis,  Berichtigungen 
und  Erklärungen  am  Schlüsse  desselben. 

8).  Auf  jedes  einzelne  Kapitel  kann  abonniert  werden. 

4).  Monatlich  erscheinen  3—4  Hefte  zu  dem  AbonnementspreiBO  von  25  Pfg.  pro  Heft 

5).  Die  Beihenfölge  der  Hefte  im  nachstehenden,  kurz  angedeuteten  Inhaltsver- 
zeichnis ist,  wie  aUB  dem  Prospekt  ersiohtUoh,  ohne  jede  Bedeutung 
für  die  Interessenten. 

6).  Das  Werk  enthält  Ailes,  was  sich  überhaupt  auf  mathematische  Wissenschaften 
bezieht,  alle  Lehrsätze,  Formeln  und  Regeln  etc.  mit  Beweisen,  alle  praktischen 
Aufgaben  in  vollständig  gelöster  Form  mit  Anhängen  ungelöster  analoger  Auf- 
gaben und  vielen  vortrefflichen  Figuren. 

7).  Das  Werk  ist  ein  praktiBChes  Lehrbuch  für  Sohüler  aUer  Schulen,  das 
beste  Handbuch  für  Lehrer  und  Examinatoren,  das  vorzüglichste  Lehrbuch 
8um  Selbststudium,  das  vortreffUchste  Nachschlagebuch  für  Fachleute  und 
Techniker  jeder  Art. 

8).  Alle  Buchhandlungen  nehmen  Bestellungen  entegen. 


Das  vollständige 

Inhaltsverzeichnis 

der  bis  jetzt  erschienenen   Hefte 

kann  durch  jede  Buchhandlung  bezogen  werden. 

Halbjährlich  erscheinen  Nachträge  Über  die  inzwischen  neu  erschienenen  Hefte. 
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Vollständig  gelöste 

Aufgaben  -  Sammlung 

-  nebst  Anhängen  ungelöster  Aufgaben,  für  den  Schul-  &  Selbstunterricht  — 

mit 
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PROSPEKT. 


Dieses  Werk,  welchem  kein  ähnliches  zur  Seite  steht,  erscheint  monatlich  in  3 — 4 
Heften  zu  dem  billigen  Preise  Ton  25  ^  pro  Heft  und  bringt  eine  Sammlung  der  wichtig- 
sten und  praktischsten  Aufgaben  aus  dem  Gesamtgebiete  der  Mathematik ,  Physik, 
Mechanik,  math.  Geographie,  Astronomie,  des  Maschinen-,  Strassen-,  Eisenbahn-, 
Brücken-  und  Hochbaues,  des  konstrukÜTen  Zeichnens  etc.  etc.  und  zwar  in  Tollstindig 
gelöster  Form,  mit  Tiden  Figuren,  Erklärungen  nebst  Angabe  und  Entwickelmg  der 
benutzten  Sätze,  Formeln,  R^eln  in  Fragen  mit  Antworten  etc.,  so  dass  die  Lösung 
jedermann  verständlich  sein  kann,  bezw.  wird,  wenn  eine  grössere  Anzahl  der  Hefte  er- 
schienen ist,  da  dieselben  sich  in  ihrer  Gesamtheit  ergänzen  und  alsdann  auch  alle 
Teile  der  reinen  und  angewandten  Mathematik  —  nach  besonderen  selbständigen  Kapi- 
teln angeordnet  —  vorliegen. 

Fast  jedem  Hefte  ist  ein  Anhang  von  ungelösten  Aufgaben  beigegeben,  welche  der 
eigenen  Lösung  (in  analoger  Form,  wie  die  bezüglichen  gelösten  Aufgaben)  des  Studierenden 
aberlassen  bleiben,  und  zugleich  von  den  Herren  Lehrern  far  den  Schulunterricht  benutzt 
werden  können.  —  Die  Lösungen  hierzu  werden  später  in  besonderen  Heften  für  die  Hand  des 
Lehrers  erscheinen.  Am  Schlüsse  eines  jeden  Kapitels  gelangen:  Titelblatt,  InludtsTerBeich« 
nis,  Berichtigungen  und  erläuternde  Erklärungen  über  das  betrelTende  Kapitel  zur  Ausgabe. 

Das  Werk  behandelt  zunächst  den  Hauptbestandteil  des  mathematisch-natorwisBeD- 
Bchaftlichen  Unterrichtsplanes  folgender  Schulen:  Realschulen  L  und  II.  Ord.,  gleich- 
berechtigten höheren  Bfirgerschulen,  Prijatschulen,  Gymnasien,  Bealgymnaslen,  Pr«- 
gjmnasien,  Schnllehrer- Seminaren,  Polytechniken,  Techniken,  Bangewerkschiilen, 
Gewerbeschulen,  Handelsschulen,  techn.  Torbereitungsschulen  aUer  Arten,  gewerbliche 
Fortbildungsschnlen,  Akademien,  Universitäten,  Land-  und  Forstwissensehaftsschulen, 
Militärschnlen,  Torbereitnngs-Anstalten  aller  Arten  als  z.  B.  für  das  Ei^|ährig-Frei- 
wiUige-  und  Offlziers-Examen,  etc. 

Die  Schüler,  Studierenden  und  Kandidaten  der  mathematischen,  technischea  und 
naturwissenschaftlichen  Fächer,  werden  durch  diese,  Schritt  für  Schritt  gelöste,  Aufgaben- 
sammlung immerwährend  an  ihre  in  der  Schule  erworbenen  oder  nur  gehörten  Theorien  etc 
erinnert  und  wird  ihnen  hiermit  der  Weg  zum  unfehlbaren  Auffinden  der  Lösungen  der- 
jenigen Aufgaben  gezeigt,  welche  sie  bei  ihren  PrOfüngen  zu  lösen  haben,  zugleich  aber  auch 
die  überaus  grosse  Fruchtbarkeit  der  mathematischen  Wissenschaften  vorgefahrt 

Dem  Lehrer  soll  mit  dieser  Aufgabensammlung  eine  kräftige  Stfltie  for  den  Schul- 
unterricht geboten  werden,  indem  zur  Erlernung  des  praktischen  Teiles  der  mathemaüschen 
Disziplinen  —  zum  Auflösen  von  Aufgaben  —  in  den  meisten  Schulen  oft  keine  Zeit  &- 
tbrigt  werden  kann,  hiermit  aber  dem  Schtder  bei  seinen  häuslichen  Arbeiten  eine  voll- 
ständige Anleitung  in  die  Hände  gegeben  wird,  entsprechende  Aufgaben  zu  lösea^  die  ge« 
habten  Regeln,  Formeln,  Sätze  etc.  anzuwenden  und  praktisch  zu  verwerten.  Lust,  Liebe 
und  Verständnis  für  den  Schul-Unterricht  wird  dadurch  erhalten  und  belebt  werden. 

Den  Ingenienren,  Architekten,  Technikern  und  Fachgenossen  aller  Art,  Militärs 
etc.  etc.  soll  diese  Sammlung  zur  Auffrischung  der  erworbenen  und  vielleicht  yergeasecen 
mathematischen  Kenntnisse  dienen  und  zugleich  durch  ihre  praktischen  in  aUeii  Beraf»- 
zweigen  vorkommenden  Anwendungen  einem  toten  Kapitale  lebendige  Kraft  verlmhen  ncd 
lomit  den  Antrieb  zu  weiteren  praktischen  Verwertungen  und  weiteren  Forschungen  geben. 

Alle  Buchhandlungen  nehmen  Bestellungen  entgegen.  Wichtige  und  praktische  Auf- 
gaben werden  mit  Dank  von  der  Redaktion  entgegengenommen  und  mit  Angabe  der  Namra 
verbreitet.  —  Wünsche,  Fragen  etc,  welche  die  Bedaktion  betreffen,  nimmt  der  Yeriasser. 
Dr.  Klejer,  Frankfurt  a.  M.  Fischerfeldstrasse  16,  entgegen  und  wird  deren  Erledigorc 
thunlichst  berflcksichtigt. 

Stuttgart  Die  Yerlagsluuidlimg. 
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*  Aufgabe  1203.  Auf  einer  ebenen  Fläche 
von  bestimmter  Grösse  fallen  die  Sonnen- 
strahlen senkrecht  auf;  die  Belenchtong, 
welche  hierdurch  jene  ebene  Fläche  erhält, 
habe  die  Stärke  (Intensität)  1 ;  welches  muss 
die  in  diese  Ehielt  ausgedrückte  Beleuch- 
tongsstärke  derselben  ebenen  Fläche  sein, 
wenn  die  Sonnenstrahlen  diese  Ebene  unter 
dem  Winkel  a  =  32^^  48'  22"  treffen? 


Figur  540. 


ErU.  778«  Denkt  man  sich,  siehe  Figur  540, 
in  einem  Punkt  A,  in  welchem  ein  Liditstrahl  LA 
eine  ebene  Fläche  mn  trifft,  die  Linie  AB  senk- 
recht zu  dieser  ebenen  Fläche  errichtet,  so  heisst 
diese  Linie  ^J^  das  Einfallslot;  die  durch  das 
Einfallslot  und  den  Lichtstrahl  bestimmte  Ebene 
pq  heisst  „Einfallsebene'';  der  in  dieser 
Ebene  liegende  Winkel  /9,  gebildet^  von  dem 
Lichtstrahl  und  dem  Einfallslot,  heisst  „Ein- 
fallswinkel'^. 

ErU.  774«    Ein  Gesetz  aus  der  Optik  heisst: 
„Die  Beleuchtungsintensitäten  einer  und 
derselben  ebenen  Fläche  sind  propor- 
tional den  Kosinus  der  Einfallswinkel  der 
Lichtstrahlen." 

Fallen  die  Sonnenstrahlen  einmal  unter  dem 
Winkel  a  auf  eine  ebene  Fläche,  ein  andermal 
unter  dem  Winkel  «,  auf  dieselbe  Fläche, 
und  bezeichnet  man  die  Stärke  der  jeweiligen 
Beleuchtungen  bezw.  mit  t  und  t\,  so  besteht 
nach  diesem  Satz  die  Eelation: 

i :  tj  =  cos  a  :  cos  «j 

(Siehe  Anmerkung  63,  bezw.  die  Teile  der 
Encyklopädie,  welche  über  Optik  handeln.) 


Auflösung.    Fallen  auf  eine  Ebene  die 
Sonnenstrahlen    senkrecht ,    so    fällt    das 
Einfallslot  eines  jeden   dieser  Strahlen  mit 
dem  betreffenden  Lichtstrahl  zusammen  (siehe 
Erkl.  773).    Der  Einfallswinkel  dieser 
Strahlen  ist  somit  =  0^  (siehe  Erkl. 
778).  Fallen  auf  eine  Ebene  die  Sonnen- 
strablen  unter  dem  Winkel  a  auf,  wie 
der  Strahl  LA  in  Figur  540,  so  ist 
der  Einfallswinkel  ß  =  90<>  — «. 
Ist  nun  die  Intensität  der  Beleuch- 
tung einer  ebenen  Fläche,  wenn  die 
Sonnenstrahlen  senkrecht  auf  dieselbe 
faJlen,  wenn  der  Einfallswinkel  also  =^  0^ 
ist,  =  1  und  wird  die  Intensität  der 
Belenchtung  derselben  ebenen  Fläche, 
wenn   die  Sonnenstrahlen   unter  dem 
Winkel  a  auf  dieselbe  fallen,  wenn 
also  nach  vorstehendem  der  Einfalls- 
winkel =  90^  —  a  ist,  mit  x  bezeichnet, 
so  besteht  nach  dem  in  der  Erkl.  774 
angeführten  optischen  Gesetz  die  Re- 
lation: 
a)  .  .  .  1 :  ir  =  cos  00 :  cos  (ÖOO  —  a) 

Berticksichtigt  man,  dass  nach  der 

Erkl.  99: 

cos  00  =  1 

und  dass  nach  der  Erkl.  19: 

cos  (900  —  a)  =1  sina 

ist,  so  geht  in  Eücksicht  dessen  Gleichung  a) 
über  in: 

1 :  x  =:  1 :8ina 
und  hieraus  erhält  man  allgemein: 

A)  .  .  .  X  =  sina    jener  Intensit&tseinbeiteii 

oder  in  Rücksicht  des  für  a  gegebenen  Wertes: 

o;  =  sin  320  40^  jener  Intensit&tseinheiten 

Nimmt  man  den  Wert  für  sin  82®  40'  aus 
einer  trigonometrischen  Tafel,  so  erhält  man: 

1)  .  .  .  rv  =  0,53975   jener  Intensitatseinheiteu 

Fallen  die  Sonnenstrahlen  unter  dem  Winkel 
32®  40'  auf  die  gedachte  ebene  Fläche  auf, 
so  ist  also  die  Beleuchtung  derselben  nur 
0,53975 mal  so  stark,  als  wenn  sie  senk- 
recht auf  jene  Ebene  fallen. 


Kleyer,  Ebene  Trigonometrie. 
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Ebene  Trigonometrie  in  ihrer  Anwendung. 


*  Aufgabe  1204.  Die  Stärke  der  Be- 
lenchtung  einer  ebenen  Fläche,  auf  welche 
die  Sonnenstrahlen  senkrecht  fallen,  sei 
unter  welchem   Winkel   müssen   die 


t\ 


Sonnenstrahlen    auf   dieselbe    ebene    Fläche 
fallen,  wenn  sie: 


und 


a) 
b) 


c) 


1 
nur^ 

1 
ntir^ 


Andeutung.  Die  Auflösung  dieser  Anfgak 
ist  analog  der  Auflösung  der  vorigen  Au^ibe 
1203;  man  benutze  das  in  der  fokl.  774  u- 
geführte  optische  Gesetz. 


allgemein  nur  —  mal 


n 


80  stark  beleuchtet  sein  soll? 


*  Aufgabe  1205.  Auf  eine  ebene  Fläche 
fallen  parallele  Lichtstrahlen  unter  dem 
Winkel  a  ==  46®;  die  Entfernung  der  Licht- 
quelle, von  wdcher  die  als  unter  sich 
parallel  angenommenen  Lichtstrahlen 
kommen,  sei  a  =  500  m.  Wenn  nun  die 
Lichtquelle  von  der  Ebene  die  Entfernung 
h  =  1000  m  hat,  unter  welchem  Winkd 
müssten  alsdann  die  unter  sich  parallel 
angenommenen  Lichtstrahlen  die  Ebene  treffen, 
damit  die  Beleuchtungsstärke  dieselbe  wie 
vorher  sei? 

Erkl«  775.    Ein  Gesetz  aus  der  Optik  heisst: 

„Die  Beleuehtungsintensitäten  einer  be- 
leuchteten Fläche  nehmen  (unter  sonst 
gleichbleibenden  Umständen)  in  dem  Ver- 
hältnis ab,  in  welchem  das  Quadrat  der 
Entfernung  der  Lichtquelle  wächst." 

Befindet  sich  einmal  in  der  Entfernung  d, 
ein  andermal  in  der  Entfernung  d^  von  einer 
Fläche  ein  leuchtender  Körper  und  bezeichnet 
man  die  Intensität  (Stärke)  der  in  beiden  Fällen 
hervorgerufenen  Beleuchtimg  der  Fläche  bezw. 
mit  i  und  t'i ,  so  besteht ,  unter  sonst  ganz 
gleichbleibenden  Umständen  und  unter  der 
Voraussetzung,  dass  d,  grösser  als  d  ist, 
nach  vorstehendem  Gesetz  zwischen  d^  d^,  i 
und  »j  die  Beziehung: 

(Siehe  Anmerkung  68,  bezw.  die  Teile  der 
Encyklopädie,  welche  über  Optik  handeln.) 


Andeutung.  Bezeichnet  man  die  Inteosh 
tat  der  Beleuchtung  der  ebenen  Fläche,  wenn 
die  Lichtstrahlen  unter  dem  Winkel  a  =  45' 
auffallen  und  der  leuchtende  Körper  die  Ent- 
fernung a  (=  500  m)  hat,  mit  t ,  und  be 
zeichnet  man  die  Intensität  der  B^enchtuM 
derselben  ebenen  Fläche,  wenn  die  lich:- 
strahlen  unter  dem  Winkel  x  auffallen  vsi 
der  leuchtende  Körper  die  grössere  £r! 
femung  h  (==  1000  m)  hat,  mit  t\,  so  besteh: 
in  Rücksicht,  dass  die  Einfallswinkel  äe: 
Lichtstrahlen  (wie  in  Auflösung  der  Ac- 
gäbe  1203  gezeigt,  siehe  Erkl.  773)  haf 
=  90®  —  a  und  =  90*  —  a:  sind,  nach  des 
in  der  Erkl.  774  angeführten  optischen  (k 
setz  die  Relation: 

a)  .  .  .  t:ti  =  co8(900— «):co8(900-x 

Femer  besteht,  in  Rücksicht,  dass  gecä»* 
der  Aufgabe  die  Entfernung  b  grösser  v 
die  Entfernung  a  ist,  nach  dem  in  dt- 
Erkl.  775  angefülirten  optischen  Gesetz  t 
weitere  Relation: 

b)  .  .  .  f :  tj  =  62 :  aS 

Da  nun  der  Winkel  x  so  gross  sein  ^ 
dass  die  Beleuehtungsintensitäten  t  nnd  tj  ei: 
ander  gleich  sind,  so  besteht  noch  die  weitt:- 
Relation: 

c)  .  .  .  *  =:  t'i 

In  Rücksicht  der  Gleichung  c)  sind  i 
Quotienten  i :  f\  in  den  Gleichung<ai  a)  nBd 
einander  gleich  und  daher  ergibt  sich  -• 
den  Gleichungen  a)  nnd  b),  wenn  man  t 
nach  der  Erkl.  19: 
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imd 


cos  (900  —  «)  =  sina 


cos  (900  —  x)  ^  sina? 

setzt;  für  o:  die  goniometrische  Bestimmungs- 
gleichong: 

sina '.sind?  =  &*:  a^ 
nnd  hieraas  erhält  man: 

a**8ina 


A)  .  .  .  sin»  = 


52 


nach  welcher  Gleichimg  man,  in  Rücksicht 
der  für  a,  5  nnd  a  gegebenen  Zahlenwerte, 
den  gesachten  Winkd  x  berechnen  kann. 


*  Aufgabe  1206.  Welchen  Inhalt  hat  die 
Bodenflache  des  regalär  gebauten  16-eckigen 
National-Oirkas  (Cirqae  national)  in  den  ely- 
säischen  Feldern  (Champs  ^lys4es)  zu  Paris, 
von  welchem  jede  Seite  eine  Länge  von  6,12  m 
hat? 

Figor  541. 


Andeatong.  Die  Bodenfläche  des  16-ecki- 
gen National-Cirkns  bildet  ein  reguläres  16- 
Eck,  siehe  Figur  541,  dessen  Seite  s^^  =  6,12  m 
misst.  Nach  der  in  Aufgabe  978  vorgefahrten 
Belation  8)  besteht  zur  Berechnung  des  ge- 
suchten Inhalts  FjQ  dieses  regulären  16-Eck8 
die  Relation: 


1800 
16 


A)...F.e  =  ^'-ctg 

nach  welcher  Gleichung  man,  in  Rücksicht 
des  für  8^^  gegebenen  Zahlenwertes,  den 
gesuchten  Inhadt  der  Bodenfläche  jenes  regu- 
lär gebauten  Cirkus  berechnen  kann,  analog 
wie  in  den  Andentungen  zu  den  Aufgaben 
981  und  982  gesagt  wurde. 


*  Angabe  1207.  Der  Fussboden  eines 
Saales  hat  die  Gestalt  eines  regulären  Poly- 
gons; der  Rand  desselben  ist  mit  Trapezen 
ausgetäfelt,  deren  jedes  an  der  längeren 
Parallelseite  a  =  4,41  m ,  an  der  kürzeren 
Seite  b  =■  3,675  m  misst,  während  jede  der 
nicht  parallelen  Seiten  c  =:  2  m  lang  ist. 
Wie  viel  Seiten  hat  der  Saal  und  vde 
weit  sind  die  Ecken  des  Saales  vom  Mittel- 
punkt desselben  entfernt? 


Andeutung.  In  Figur  542  sei  ÄBDC 
eines  der  Trapeze,  aus  welchen  der  Rand, 
der  sog.  Fries,  des  Fussbodens  des  regalär 
gebauten  Saales  gebildet  ist  Die  äusseren 
Seiten  der  Trapeze  bilden  ein  reguläres  Poly- 
gon, dessen  Seitenzahl  dieselbe  ist  als  ^e 
desjenigen  regulären  Polygons,  welches  von 
den  inneren  Seiten  der  Trapeze  gebildet  wird. 

Bezeichnet  man  den  zu  einer  jenen  paral- 
lelen Seiten  AB  oder  CD  gehörigen  Centrie- 
winkel  mit  a,  so  ergibt  sich  jene  Seiten- 
zahl X  aus  der  Relation: 


Oß)    .«••17  — 


3600 


Zur  Bestimmung  des  Winkels  a,  welcher 
noch  unbekannt  ist,  ziehe  man  in  Figur  542 
MH  senkrecht  AB,  CFxmd  DG  parallel 
MH. 


Ebene  Trigonometrie  ia  ilurer  Anvrendimg. 


Wie  leicht  ans  der  Figur  erelchtUch,  ist: 
-^  ACF  =  -^  AMB  oder  =  ~ 


Aus  dem  bei  F  rechtwinkli^eii  AFC 
(oder  aus  dem  diesem  kongmenten  Dreieck 
BGB)  erhält  man  somit  nnd  in  Bücksichi, 
dasB; 

AC  =  ^h  oder  =  c 
ist,  die  Bel&tion: 


M 


b). 


ie 


nat^  welcher  Gleichmig:  man,  in  Bfii^sicht 
der  f&T  a,  h  und  c  g^ebenen  Zahle&wert«, 
den  Centrienlnlcel  a  berechnen  kann. 

Verwandelt  man  diesen  hiemach  zn  be- 
rechnenden Winkel  in  Grad  und  dividien 
damit  nach  Gleichnng  a)  in  360  (oder  venru 
delt  man  dsn  Winhel  a  In  Hlonten,  baEW.  in  Sekunden. 
nnd  dividiert  damit  in  380.60,  bezw.  In  360. 60. gut. 
BO  erhält  man  die  gesuchte  Seitenzahl  x  de* 
regulären  Polygons,  welches  den  Fnsabodea 
des  Saales  bildet  (damit  zugleich  anch  die 
Anzahl  der  Trapeze,  ans  welchen  der  Fries 
dieses  Fussbodena  hergestellt  ist). 

Ist  einmal  der  Winkel  a  berechnet 
so  kann  man  leicht  aus  den  reehtwink- 
ligen   Dreiecken    MHB   und   MB^D,    in 


welchen  bezw.  BH  ^  -e"  " 


iDH,  =  -, 


die  Strecken  MB  und  MD,  d.  s.  die  ge- 
suchten £ntfemungeu  der  Ecken  der  Tra^ei/e 
(dra  Saales)  von  dem  Mittelpunkt  des  Saale:, 
berechnen. 


'Aufgabe  1208,  Der  Querschnitt  des 
Dachstuhls  eines  sog.  Satteldaches  bildet  ein 
gldchschenkliges  Dreieck;  die  Grundfläche 
des  Daches  hat  eine  Breite  von  a  ^  7,5  m 
nnd  der  Dachwiukel  soll  a  ^  42"  werden; 
welche  Länge  mäsaen  die  Dachsparren  von 
der  Traufe  bis  zum  Forst  haben? 


Andentimg.  Stellt  in  Fignr  543  ACE 
einrai  QnerscDidtt  des  Satteldaches  dar,  s# 
ist,  siebe  die  Erkl.  776  bis  781,  die  Grund- 
linie .^£  des  gleichschenkligen  Dreieci; 
ABC,  die  gegebene  Breite  a  der  Grund- 
fläche des  Daches,  der  Winkel  CAB  {«de: 
CBä)  ist  der  gegebene  Dachwinkel  o.  Denk: 
man  sich  die  Dachhöhe  CD  geßlUt,  e«  er- 
hält man  die  rechtwinkligen  Dreiecke  AI" 
jmdBDC,  aus  jedem  derselben  eil^t  nun 
zur  Berechnung  der  gesnchtoo  Libige  A'' 
(=  -s,  oder  BC  =  s)  emes  der  Dacfasparp-H 
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von  der  Traufe  A  (B)   bis   zum   First  0 
die  Eelation: 


oder: 


cos  ß  =  — :  8 

et 


Erkl.  776*     Jedes  Dach  besteht  aus  zwei 
Hauptbestandteilen,  nämlich  aus  d^r  äusseren 


A) 


2-cosa 

DeckerDTcheindeckung  genannt,  und  dem  °*c^  welcher  Gleichung  man,  in  Rücksicht 
Gerüste,  welches  als  Stütze  der  Dacheindeckung  der  für  a  und  a  gegebenen  Zahlenwerte,  die 
dient  und  Dachstuhl  genannt  wird.  Sparrenlänge  8  berechnen  kann. 

(Ausführliches  über  Dachkonstruk- 
tionen findet  man  in  den  Teilen  dieser  Figur  543. 
Encyklopädie,  welche  über  Hochbau 
handeln,  siehe  Anmerkung  68.)  C 


Erkl.  777«  Unter  einem  Sattel- 
dach (oder  einem  zweihängigen  Dach) 
versteht  man  ein  solches  Dach,  wel- 
ches aus  zwei  in  der  sogenannten 
Forstlinie  (auch  Forst  oder  First 
genannt,  siehe  £rkl.  778)  zusammen- 
stossenden  Dachflächen  besteht,  wie 
das  durch  die  Figur  543  im  Querschnitt 
dargestellte  Dach. 


Erkl.  778.  Unter  der  Dachtraufe 
oder  Traufe  versteht  man  die  untere 
Linie  einer  Dachfläche;  unter  Forst 
oder  First  versteht  man  die  oberste 
Linie,  in  welcher  die  Längsseiten  der 
Dachflächen  zusammenstossen. 


Erkl.  779.  Unter  Dachhöhe  versteht  man 
die  Senkrecht«  von  dem  Forst  auf  die  Grund- 
fläche des  Daches,  welche  durch  das  Gebälk 
gebildet  wird. 


Erkl.  780.  Unter  Abfall,  Bösche  oder 
Dachwinkel  versteht  man  den  Winkel,  welchen 
die  Dachfläche  mit  der  Grundfläche  des  Daches, 
dem  Gebälk  bildet. 


Erkl.  781.  Die  Sparren  eines  Daches, 
allgremein  Dachsparren  genannt,  bilden  die 
Unterlage,  auf  ^welcher  die  Holzverschalung 
(Lattung)  befestigt  wird,  die  zur  Befestigung 
der  Dachziegel  (Schiefer  oder  sonstigen  Deck- 
materials)  dient;  je  zwei  der  Sparren  liegen  in 
einer  (vertikalen)  £bene,  sitzen  mit  dem  unteren 
£nde  auf  einem  und  demselben  horizontalliegen- 
den Balken  (Bundbalken  genannt)  und  stossen 
mit  ihren  oberen  Enden  aneinander  (wobei  sie 
aaf  verschiedenartige  Weise  miteinander  befestigt 
werden). 
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*Aiif^be  1309.     Die  Oefbongeii  einer 
Brücke  mit  flachen  Bogen  haben  je  eine 

Spannung  von  s  =  12,5  m;  welche  Länge         .    .     ^  <-    „    ,     o-  ,^r, 

hat  jeder  der  Brückenbogen,  wenn  die  Höhe    ,    Andeutong.     SteUl  in  Fignr  544  ACE 
eines  solchen  BoeenB  A  =  3,2  m  misst?  ^^^    Querschnitt    eines    der   BröckenboBra 

dar,   so  iat,   siehe  die  ErkL  782  bis  784. 
Figur  544.  -^B  die   gegebene  Spannimg  ■, 

der  Bogen  ACB  ist  ein  Boga 
des  Kreises  sm  M  und  CD  iü 
die  gegebene  Höhe  h.  Zur  Be- 
rechnung der  gesuchtcD  L^  x 
des  Bogens  ACB  verfahre  imd 
wie  folgt: 

Man  berechne  zoidcbstmitidt 
der  aas  dem  bei  D  rechtvint- 
ligen  Breieck  ADM  äA  »- 
gebenden  Relation: 


.  =  (-i.)>(.-». 


B)    . 

den  Badins  r  des  dem  B«fa 
A  CB  zugehörigen  Kreises  nm  ü. 
Ist  hiernach  r  berechnet,  so  be- 
rechne man  mittels  der  ans  jenen 
DreiecksichergebendenBdäiiciii: 

den  Centriewinkel  «;  dann  b*- 

summe  mtm  mittels  der  Relativ 

c)  .  .  .  bogjlCfl:2rn  =  ^:3W 

Erkl.  762.    Unter  einem  flachen  Gewölbe    *ie  Länge   des   Bogena   ACB,   wie  in  te 

(Brückenbogen)  versteht  man  einen  solchen,  bei  ÄuflÜBtmg  znr  Aufgabe  801    gezeigt  wuiJt. 

welchem  der  Qoersohnitt  der  inneren  Wölbung 

(anch  untere Gewälbeflflche  genannt)  ein  flacher 

Ereiabogen  (anch  einfacher  Stichbogen  ge- 
nannt), nämlich  ein  solcher  Ereishogen  is^  der 

kleiner  als  em  Halbkreis  ist.    In  Figur  544 

iat  ACB  der  Querschnitt  der  inneren  Wölbnng 

eines  Bogen»  der  durch  diese  Figur  dargeatellten 

Brtlcke.     Dieser   Querschnitt   iat  ein   (flacher) 

Bogen  des  Ereisea  um  U. 

(Auaführlichea  üher  BrQcken  und  GewSlbe 

Hberhaupt,  findet  mau  in  den  Teilen  der  Ency- 

klopSdie,  welche  Ober  Brüclienhau,   Gewölbe- 

bau  etc.  handeln,  siehe  anch  Anmerkung  63.) 

Erkl.  788.  Unter  der  Spannung,  Weite 
oder  der  Sprengung  eines  Gewölbes  (z.  B 
eines  Brflckenfaogens),  verateht  man  die  Gnt- 
femtmg  der  aog.  Kämpfer,  d.  s.  die  Teile 
(wie  A  und  B  in  Figur  644)  der  Pfeiler  oder 
der  Widerlager,  an  welchen  das  Gewölbe 
(der  Bogen)  beginnt. 

ErU.  181.  Den  höchsten  Punkt  (wie 
z.  B.  den  Punkt  C  in  Figor  544)  einea  Ge- 
wGlbes  nennt  man  den  Scheitel  oder  den 
Schlnaa  des  OewGlbea.  Die  Erhebung  (wie 
CD  in  :E^nr  544)  des  Scheitels  einea  GewSlbea 
über  die  Kämpfer  heisst  die  Höhe,  auch  Pfeil- 
höhe des  Gewölbes. 
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'^  Angabe  1210.  Die  obere  Breite  eines 
Grabens  misst  b  =  7,8  m»  die  untere  Breite 
s  (Sohlbreite)  =  3,2  m  und  die  Breite  der 
Böschung  (die  Böschungslinie  misst  b^  = 
2,8  m;  wie  gross  ist  der  Neigungswinkel  der 
Böschung  (der  Böschungswinkel),  und  welches 
ist  die  Tiefe  des  Grabens? 


Figur  545. 


Andeutung.  Denkt  man  sich  senkrecht 
zur  Längsrichtung  des  Grabens  eine  vertikale 
Ebene  gelegt,  so  erhält  man  das  durch  die 
Figur  545  dargestellte  Querprofil  des  Grabens. 

In  dieser  Durchschnittsfigur  bedeutet: 

ÄB  =  b  die  obere  Breite, 

CD  =  ^  die  untere  Breite  oder  die  Sohl- 
breite, 

AC  =  BD  =  6|  dieBreite  der  Böschung, 
auch  Böschungslinie  ge- 
nannt, 

DH=CG  =  g  die  rechtwinklige  Pro- 
jektion der  BöschungsHnie  auf 
die  durch  die  Sohle  gehende 
horizontale  Ebene,  auch  An- 
lage   oder  Böschungs- 
grundlinie genannt, 
<^BDH=^^ACG  =  a  den  Neigungswinkel 
der  Böschung,  anchBöBohangs- 
winkel  genannt, 

BH=ÄG  =  t  die  Tiefe  des  Grabens; 
die  (kongruenten)  rechtwinkligen  Dreiecke 
BHD  und  AGC  heissen  die  Bösehungs- 
dreiecke. 

Aus  der  Figur  ergibt  sich  die  Eelaüon: 

b  =  g  +  8  +  g 

und  hieraus  erhält  man: 

9,)  .  .  .  g  =  — 2 — 

Aus  jedem  der  (rechtwink- 
ligen) Böschungsdreiecke  ergeben 
sich  die  Relationen: 


c)  . 

und 
d). 


cos«  ^  -~ 

*1 


Setzt  man  in  den  Gleichungen  c)  und  d) 
den  Wert  für  ^  aus  Gleichung  a)  ein,  so 
erhält  man  bezw.: 

2&, 


A)  .  . 

.  cos« 

= 

und 

B)  .  . 

.  t 

V 

b-s 


•r)' 


nach  welchen  Gleichungen  man,  in  Rücksicht 
der  für  9,  6  und  b^  gegebenen  Zahlenwerte, 
den  gesuchten  Böschungswinkel  a  und  die 
gesuchte  Tiefe  t  des  Grabens  berechnen  kann. 
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*  Angabe  1211.    Die  Breite  eines  Eisen- 

bahndammes  misst  ^  =  10,2  m,  seine  Böschongr        .  .    .  t\-     *  üi«         a- a  /  v, 

hat  eiaen  NelgimgswiBkel  « '=  350  28'  nnS  ^  ^"0?  der  AuÄTr  ÄÄ 

eine  Breite  von  b^  =  15,08  m;  wie  gross  ist  vergleiche  die  Figuren  öS  und  646. 
die  Breite  der  Basis  s,  und  welches  ist  die 
Höhe  h  des  EiBenbafandammes? 

Fignr  546. 


j I>    fl      H 


*  Angabe  1212.  Die  eine  Böscbung  eines 
Eisenbahndammes  hat  einen  Neigungswinkel 
a  =  28®  56'  40"  und  eine  Breite  b^  =  9,38  m; 
die  andere  Böscbung  hat  einen  Neigungswinkel 
«1  =  52®  10'  8";  welches  ist  die  Breite  ft, 
dieser  Böscbung? 


Andeutung.  Aus  dem  rechtwinkligi» 
Dreieck  AGÖ,  siehe  Figur  547,  ergibt  sich 
die  Relation  : 

a)  .  .  .  A  =  &i*sina  (siehe  ErkL  50) 

Femer  ergibt  sich  aus  dem  rechtwinkligei 
Dreieck  BHD  die  Eelation: 

b)  .  .  .  ft,  =  -r^  (siehe  Erkl.  42) 
'  '        smaj   ^  ' 

Aus  den  Gleichungen  a)  und  b)  folgt: 

nach  welcher  Gleichung  man,  in  Bücksieh: 
der  für  dj,  a  und  a^  gegebenen  Zahlenwert« 
die  gesuchte  Breite  b^  der  ander^i  Böschusg 
des  Eisenbahndammes  berechnen  kann. 


Figur  547. 


Gr7--9-- 


D 


-Sv^H 
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*  Aufgabe  1813.  Die  Bösdnmgen  eines 
Grabens,  dessen  obere  Breite  b  =  lfi2  m 
misst,  haben  eine  Neigung  a  =  98^  56'  58'^ 
gegen  den  Horizont.  Dem  Ange  eines  Beob- 
achters, welches  sich  in  einer  Entfernung 
von  c  =  1,2  m  vom  oberen  Band  des  Grabens 
und  in  einer  vertikalen  Erhebung  von  d  == 
0,75  m  befindet,  verschwindet  gerade  der 
Boden  des  Grabens ;  wie  kann  man  aus  diesen 
Angaben  die  Tiefe  des  Grabens  berechnen? 

Figur  548. 


Erfcl.  785.     Aus  der  nebenstehenden  Glei- 
chung f)  erhält  man  t  wie  folgt: 

d:c  =  t:(h  —  ^ctga) 

et  ^  d'h  —  d't'Ctga 

C't-\-d-t-ctga  =  d'b 

t(c-\-d'Ctga)  =:  d'h 


mitbin: 


t  = 


d^h 


c-\'d-ctg<t 


Andeutung.  In  Fig^r  548  sei  ACDB 
das  Querprofil  des  Grabens  (d.  L  die  Durch- 
schnittsfigur einer  senkrecht  zur  Längsrich- 
tung des  Grabens  durch  denselben  gelegt 

gedachten  Vertikalebene). 
Li  der  horizontalen  Ent- 
fernung BF  =  e  vom 
Rand  des  Grabens  in  der 
Höhe  FJ  (==  d)  befindet 
sich  das  Auge  eines  Beob- 
achters, welchem  der  Boden 
des  Grabend  gerade  ver- 
schwindet, dessen  Seh- 
strahlen also  gerade  die 
äusserste  Grenze  des  Bo- 
dens trefi'en,  wie  mittels 
der  durch  B  gehenden  Ge- 
raden JC  in  der  Fig.  548 
angedeutet  ist  Fällt  man  B  H  und  ^Ä  G  senk- 
recht zur  Strecke  CD,  bezw.  zu  deren  Ver- 
längerungen, so  erhält  man  die  kongruenten 
rechtwinkligen  Dreiecke  AGC  und  BEB 
(Böschungsdreiecke  genannt),  in  welchen  a 
den  Neigungswinkel  (den  sog.  Böschungs- 
winkel) der  Böschungslinien  ÄC  und  BD 
gegen  den  Horizont  darstellt,  und  in  welchen 
BH  (=  AG)  die  gesuchte  Tiefe  t  des 
Grabens  ist.  Bezeichnet  man  die  Breite 
(Sohlbreite)  CD  des  Bodens  des  Grabens 
(der  Sohle)  mit  s,  die  horizontale  Projektion 
(auch  Anlage  der  Böschungsgrundlinie  ge- 
nannt) DE  oder  (7(7  mit  p,  so  besteht,  da 

GE=  AB  oder  =  b  ist,  die  Relation: 

8  +  2g  =  h 
oder: 

a)  .  ,  .  a  =  6  —  2g 

Aus  dem  rechtwinkligen  Dreieck  BRD 
ergibt  sich  die  Relation: 

b)  .  .  .    g  z=z  t-ctgtt  (siehe  Erkl.  43) 

und  aus  der  Aehnlichkeit  der  Dreiecke  JFB 
und  BEC  erhält  man  die  weitere  Relation: 

c)  .  .  .  die  =z  t:  (s-j- g) 

Aus  den  Gleichungen  a)  und  b)  ergibt 
sich  zunächst: 

d)  .  .  .  s  =  t  —  2t'Ctga 

Setzt  man  die  Werte  für  s  und  g  aus 
den  Gleichungen  a)  und  d)  in  Gleichung  c), 
so  erhält  man  in  Bezug  auf  x  die  Bestim- 
mungsgleichung: 

f)  .  .  .  d:c=z  r.  (6  — 2^ctg«-|-^ctga) 
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und  aus  dieser  Gleichung  ergibt  sich  nach 
der  Erkl.  785 : 

—         ^'^ 

nach  \velcher  Gleichung  man,  in  Böcksidt 
der  für  6,  c,  c?  und  a  gegebenen  Zahlen- 
werte,  die  gesuchte  Tiefe  t  des  Grabens 
berechnen  kann. 


Aufgabe  1314.  Bei  der  Ausholzung  eines 
auf  horizontaler  Ebene  befindlichen  Forstes 
soll  darauf  gesehen  werden,  dass  die  Stämme 
der  stehen  bleibenden  Bäume  eine  gegen- 
seitige Entfernung  von  a  =  1,5  m  haben; 
welche  Entfernung  müssten  alsdann  die  Baum- 
stämme haben,  wenn  sich  der  Forst  auf  einem 
Bergabhange  befindet,  der  eine  Neigung  a  =■ 
35^  40'  gegen  den  Horizont  hat,  und  wenn 
bei  der  Aiuholzung  desselben  jener  Verord- 
nung entsprochen  werden  soll? 

Figur  54». 


Andeutung.  Sind,  siehe  Figor  549,  ^ 
und  By  zwei  Bäume  eines  Forstes,  welcher 
sich  auf  der  horizontalen  Ebene  B.E<^  he 
findet,  so  soll  deren  Entfernung  der 
Verordnung  gemäss  a'(=  1,5  m)  betragen 
Steht  der  Forst  auf  einem  Bergabhang  HIa 
der  um  den  Winkel  a  gegen  jene  Horizontal« 
ebene  geneigt  ist,  und  soll  bei  der  AusholzGL? 
jener  Verordnung  entsprochen  werden,  so  mn^s 
die  horizontale  Entfernung  der  Bäame  l 
und  A  gleich  jener  horizontalen  Ent- 
fernung AyBy,  also  •=  a  sein.  Zur  Bestii* 
mung  der  Entfernung  x  der  auf  dem  Abbau: 
RB  befindlichen  Bäume  A  und  B  ergibt  sich 
aus  dem  bei  C  rechtwinkligen  Dreieck  AQl 
die  Belation: 


A) 


X  =. 


a 


cosa 


(siehe  ErkL  47) 


nach  welcher  Gleichung  man,  in  Rucksic'x 
der  für  a  und  a  gegebenen  Zahlenvert^ 
die  gesuchte  Entfernung  a;,  welche  nach  lier 
Ausholzung  irgend  zwei  Bäume  des  da 
Abhang  bedeckenden  Forstes  haben  vom/r. 
berechnen  kann. 


*  Aufgabe  1216.  Eine  Strasse  führt  unter 
einem  Winkel  «  =  8®  42'  auf  eine  Anhöhe; 
wieviel  ^/o  Steigung  hat  diese  Strasse? 

Figur  650. 


Andeutung.  Denkt  man  sich  durch  irg«:'' 
einen  Punkt  A  der  Strasse  eine  horizonti- 

Ebene  und  senkrecht  i\ 
dieser  durch  die  LSof^ 
richtung  der  Strasse  cic 
zweite  Ebene,  eine  \€r'r 
kalebene  gelegt,  so  nr* 
hält  diese  Yertikalebt^r 
die  durch  die  Figur  rO 
dargestellte  Dnrchschnir*; 
figur,  in  welcher  <i5i'* 
der  gegebene  Wintel  f 
ist,  unter  welchem  die  Strasse  auf  die  A^ 
höhe  führt. 
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£rkl.  786.  Man  sagt:  eine  Strasse  (ein 
Weg  etc.)  hat  p  Prozent  Steigung,  bezw. 
hat  ein  Qefälle  yonp^/o,  wenn  bei  einer  Ent- 
fernung von  100  irgend  welcher  Längen- 
einheiten zweier  Punkte  der  Strassenachse 
der  eine  derselben  um  p  jener  Längenein- 
heiten höher,  bezw.  tiefer  liegt  als  der 
andere. 


Zur  Bestimmung  der  gesuchten  und  in 
Prozenten  auszudruckenden  Steigung  der 
Strasse  beachte  man,  dass,  wenn  nach  der 
ErkL  786  AB  (=  c)  hundert  Längen- 
einheiten misst,  BC  (=  h)  die  gesuchte 
und  in  Prozenten  auszudrückende  Steigung 
darstellt;  setzt  man  somit  in  der  aus  dem 
bei  C  rechtwinkligr^n  Dreieck  sich  er- 
gebenden Eelation: 

Ä 

sma  =  — 
c 

c  =  100  und  h  =  x,  so  erhält  man  für  die 
gesuchte  Steigung  x: 
A)  .  .  .  d?  =  100* sin  a  Prozent 
nach  welcher  Gleichung  man,  in  Rücksicht 
des  für  a  gegebenen  Zahlenwertes,  die  in 
Prozenten  ausgedrückte  Steigung  be- 
rechnen kann. 


*Aiiijgabe  1216.  Eine  Landstrasse  hat 
5^/o  Steigung;  wie  gross  ist  ihr  Neigungs- 
winkel? 


Andeutung.  Die  Auflösung  dieser  Auf- 
gabe ist  analog  der  Auflösung  der  vorigen 
Aufgabe  1215;  ist  in  Figur  550: 

c  ^  100  irgend  welcher  Längeneinheiten 

und 

A  z=  5  derselben  Längeneinheiten 

SO  hat  die  Strassenachse  AB  5^/o  Steigung. 
Aus  dem  rechtwinklige  Dreieck  ACB  er- 
gibt sich  die  Relation: 


sma  =  — 

c 


oder: 
A)  .  . 


sma  = 


o 


100 


nach  welcher  Gleichung  man  leicht  mittels 
einer  trig.  Tafel  (oder  mittels  einer  log.-trig. 
Tafel)  den  gesuchten  Winkel  «  berechnen 
kann. 


*  Angabe  1217.  Zwei  Strassenlinien  (Ab- 
stecklinien,  Spuren  oder  Tracenzweier  Strassen) 
bUden  einen  Winkel  a  =  40^  36'  20''  mitein- 
ander; diese  Strassenlinien  sollen  durch  eine 
knmune  Linie  (eine  Kurve)  und  zwar  durch 
einen  Kreisbogen,  dessen  Radius  r  =  35  m 
misst,  miteinander  stetig  verbunden  werden, 
d.  h.  so  verbunden  werden,  dass  die  Strassen- 
linien Tangenten  an  die  Kurve  sind;  man 
soll  die  Lage  der  sog.  Kurvenanfangspunkte 
in  Bezug  auf  den  Durchschnittspunkt  der 
Strassenlinien,  sowie  die  Länge  der  Kurve  be- 
rechnen. 


Andeutung.  In  Figur  551  stellen  AF 
und  CP  die  Strassenlinien  dar,  die  sich  unter 
dem  gegebenen  Winkel  et  in  P  schneiden,  und 
welche  durch  den  Kreisbogen  BSD,  dessen 
Radiu&  r  gegeben  ist,  so  verbunden  sind,  dass 
die  Strasse^lMen  ^Pund  CP  Tangenten 
an  den  Kreisbogen  BSD,  bezw.  an  den 
Kreis  um  M  sind. 
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Figur  561. 


iP 


X^' 


*  Aufgabe  1218.  Die  Verlängerungen 
zweier  Strassenlinien  bilden  einen  Winkel 
«  =  40^  36'  20"  miteinander;  diese  beiden 
Strassenlinien  sollen  mittels  einer  Kurve 
und  zwar  mittels  eines  Kreisbogens,  dessen 
Eadius  r  =:  35  m  misst,  so  verbunden  wer- 
den, dass  die  Strassenlinien  Tangenten  an 
den  Kreisbogen  sind. 

Später  ergab  sich,  dass  bei  diesem  Ent- 
wurf (der  sog.  Tracierung)  die  die  Strassen- 
linie  verbindende  Kurve  (Krümmung)  be- 
sonderer örtlicher  Umstände  halber  zu  weit 
herausrücken  würde,  und  es  soll  deshalb 
der  Scheitel  der  Kurve  gegen  den  Scheitel 
der  vorher  projektierten  Kurve  um  a  =:  2,5  m 
zurnckverlegt  werden:  welches  muss  alsdann 
der  Eadius  des  die  Kurve  bildenden  Kreis- 
bogens sein? 


Da  PB  und  PD  Tangenten  von  das 
Punkt  P  an  den  Kreis  um  Jf  sini 
so  ist  nach  der  Erkl.  465 : 


PB  =  PD  oder  =  x 


und 


-^  ^PJf  =  <^  DPM  oder  = 


a 


und 

<^  MBP  =  <^  MDP  oder  =  90' 

Aus  jedem  der  kongruenten  rechT- 
winkligen  Dreiecke  MBP  und  MD!' 
ergibt  sich  die  Relation: 


A) 


a 


a;  =  r-ctg-Q-  (siehe  Erkl.  43^ 


nach  welcher  Gleichung  man,  in  Rück- 
sicht der  für  r  und  a  gegebenen  Zahlen- 
werte,  die  gesuchte  Entfernung  x  der 
Kurvenanfangspunkte  B  nnd  D  von 
dem  Punkt  P  berechnen  kann. 
Da  femer  in  dem  Viereck  BMDP: 

ß=z  1800— c 

ist,'  also  leicht  bestimmt  werden  kann, 
so  kann  man  aus  ß  und  r  die  gesuchte 
Länge  des  Bogens  BSD  (der  Kmrti 
berechnen,  wie  in  Auflösung  der  Aai- 
gabe  801  gezeigt  wurde. 


Andeutung.  In  Figur  552  seien  Ah 
und  CD  die  Strassenlinien,  deren  Verläcz^ 
mngen  sich  unter  dem  gegebenen  Winkele 
schneiden,  und  welche,  wie  zuerst  vorgeseh-* 
(projektiert)  war,  durch  den  dieselben  V-«- 
rührenden  Kreisbogen  BSD  des  Kreis-s 
um  M  (dessen  Eadius  gegeben  ist)  Pf: 
bunden  sind. 

Der  Bogen  Pj-SiDj  des  Kreises  um  A/j 
dessen  Radius  x  bestimmt  werden  soll.  ^" 
der  Verbindungsbogen  der  beiden  Strassf? 
linien,  der  ebenfalls  diese  Strassenlinien  \^ 
rührt,  dessen  Scheitel  S^  aber  gegen  -i^* 
Scheitel  S  jenes  ersten  Verbindimgsbc^' 
um  a  (=  2,5  m)  zurückliegt. 

Zur  Bestimmung  des  ge«ucht«n  Badic>  * 
kann  man  wie  folgt  verfahren: 
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Figur  552. 


Ans  dem  bei  D^  rechtwinkligen 
Dreieck  ergibt  sich  die  Eelation: 

und  hieraus  erhält  man,  in  Rück- 
sicht, dass  M^D^^=  X  ist: 


a)  .  .  .  -p  =  Plfj-sin-^ 

Femer  ergibt  sich  aus  der  Figur: 

«)  .  .  .  PM[=:PM+MM[ 

oder,  da,  wie  sich  aus  dem  recht- 
winkligen Dreieck  PMD  ergibt: 

/J)  .  .  .  PM  =  — ^  (siehe  ErkL42> 

sin-^ 

und   da,    wie    aus   der   Figur  er- 
sichtlich: 


oder: 


Jb  Ji j  —  Jttj  (5)j  —  ikf  jSj 


y)  .  .  .  JfJfcfi  =z  X  —  (r  —  a) 

ist: 

r 


b)  .  .  .  PM,  z= 


a 

sm-^ 


-j-a?  — (r-a> 


Erkl.  787.    Aus  nebenstehender  Gleichung  c) 
ergibt  sich  x  wie  folgt: 

r  =  __-.sin  — +  a;.sm-^  — r.sm-^  + 


sin-g- 


asm 


2 
a 

2" 


Aus  den  Gleichungen  a)  und  b) 
folgt: 

nnd  hieraas  ergibt  sich  nach  der  ErkL  787  r 


<•) 


A)  .  .  .  .  a;  =  r  + 


osm-n- 


a  .     a    .        .     a 

r  —  xsin  -Q-  =  r —  r-sm-^  +  asm  — 

r  (^1  -  8in  1)  =  r  (l  -  Bin -J)  +  a  sin -J 
uithin : 


1  —  sin 


X  =  r--(- 


.     a 

asm-^ 


nach  welcher  Gleichung  man,  in  Rücksicht 
der  für  r,  a  und  a  gegebenen  Zahlen  werte, 
den  gesuchten  Radius  x  des  neaen  Verbin- 
dungsbogens  berechnen  kann. 


l-sin-g. 


Aufgabe  1219.  Die  Endpunkte  ^  und  £ 
weder  yorgesehenen  (projektierten)  Eisenbahn- 
inien  (Tracen,  auch  Spuren  der  gedachten 
lisenbahnen  genannt)  AC  und  BD,  siehe 
'i^ur  553,  sollen  durch  eine  krumme  Linie, 
nd  zvirar  durch  eine  sog.  5-Eurve,  welche 
US  Bogen  zweier  sich  gegenseitig  berühren- 
er  Kreise  besteht,  deren  Radien  r  und  r^ 
i  dem  Verhältnis  2:3  stehen,  so  verbun- 
en  werden,  dass  jene  Eisenbahnlinien  Tan- 
enten  an  diese  krumme  Verbindungslinie 
jid  (oder  wie  man  zu  sagen  pflegt,  dass 
Lese    krumme  Verbindungslinie  jene  Eisen- 
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bahnlinien  stetig  verbindet).   Dorch  Messung 
worden  bestimmt: 

a)  die  Länge  a  =  950  m  der  geraden 
Verbindangslinie  der  Endpnnkte  A 
nnd  B  der  Eisenbahnlinien, 

b)  der  Winkel  a  =  182^23'  16",  welchen 
die  Eisenbahnlinie  CJ  mit  der  Ver- 
bindangslinie AB  bildet  und 

c)  der  Winkel  ß  =  151®  20'  34",  welchen 
die  Eisenbahnlinie  DB  mit  der  Ver- 
bindungslinie AB  bildet. 

Man  soll  aus  diesen  Messungen  die  Eadien 
r  und  r,  der  Kreisbogen  berechnen,  durch 
welche  jene  Ä'-Kurve  bestimmt  ist. 

Figur  558. 


Andeutung.  In  Figur  558  seien  A(. 
und  BD  die  Eisenbahnlinien,  deren  End- 
punkte A  und  B  durch  die  krumme  Vct- 
bindungslinie  AFB  so  verbunden  sind,  da>^ 
der  Teil  AF  dieser  Kurve  ein  Bogen 
des  Kreises  um  M  (mit  dem  Radius  n 
ist,  welcher  die  Eisenbahnlinie  AC  in  ^4  be- 
rührt ,  und  dass  der  Teil  B  F  jener 
Kurve  ein  Bogen  des  Kreises  um  M^  (mit 

dem  Eadius  r^)  ist,  weicht:! 
die  Eisenbahnlinie  DBm^fs. 
Endpunkt  B  und  d^  Eres 
um  If  in  ^  berührt 

Der  durch  den  Punkt  i 
gezogene  Radius  MA  i^^ 
Kreises  um  M  muss  nad 
der  Erkl.  464  senkrecli: 
zu  ACj  desgleichen  id3<§ 
M^B  senkrecht  zu  hf- 
sein.  Die  VerbindungsUni^ 
MM^  (die  Zentrale  derbeid^ 
Kreise)  muss  nach  der  £ri. 
617  durch  den  Beruhrongv 
punkt  F  dieser  beiden  Kth^ 
gehen. 

Die  gesuchten  Badieo 
und  r^  kann  man  unter  and- 
rem wie  folgt  berechnen: 

Gemäss  der  Aufgabe  i-^ 
steht  die  Relation: 
r :  rj  =  2 :  3 
Hieraus  ergibt  sich: 

a)  •  •  •  »"i  =  y  »• 

Aus   der   Figur   b:vs  •^• 
gibt  sich: 

y=i<^BAC'^^MA' 

oder: 

a)  .  y  =  «  —  90» 

und  ' 

oder: 

^)  .  .  .  J  =  /f^900 

nach  welchen  Gleichungen  man  f  und  d  ItM 
bestimmen  kann. 

Aus  dem  Dreieck  MAG  ergiht  sich  ari- 
der Sinusregel,  wenn  man  den  Winkel  v^* 
chen  die  Zentrale  MM^  mit  der  Verbindixr* 
linie  AB  durch  c  bezeichnet: 


MG  :r  =  smy  :8me 
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oder: 

r-mny 


h)  .  .  .  MG  = 

sine 

In  analoger  Weise  ergibt  sich  aus  dem 
Erkl.  788«    Der  nebenstehenden  Gleichung:  Dreieck  M^BG: 

2  / .       ,    3    .    .\  .  :r7-rr        r,*sin<f 

.  .  .  8m€=  y(siny  +  -2  sincTj  c)  .  .  .  M^Q  —     '^^ 

kann  man  eine  logarithmisch-bequemere  Form        Durch  Addition  der  Gleichungen  b)  und  c) 
geben,  wie  folgt:  erhält  man: 

2/.        .    3sin<r.siny\  TFTi  x^iTri         r-siny     ,   r,  •  sincT 


A) 


.  28inyA   ,  88in<f\ 


sinc 
oder,  da: 


|r=^(8iny  +  |-sin^) 


und  hieraus  erhält  man: 


Setzt  man  nunmehr  nach  der  Erkl.  140:  ^8^*                                        ,                 . 

Q-:«-t  jv               .             r-smy   ,    r.-smo 

l>  •  •  •  IS-  =  ^"'  '  "  nSif +  -^2^7- 

80  erhält  man-  ^®^^  ™^  ^^®™   ^®^  ^^^  ^^  ^i   *^® 

p  .  Gleichung  a),  so  ergibt  sich: 

sin€= — i-^(l  +  tg«i;')  ,    3            r.Binv    ,    3r      sinJ 

oder,  da  nach  der  Erkl.  141:  ,_         ^              ^™'           2       siuf 

*  oder: 

Ij-tg«,/,  =  6 

ist: 

g.  .      _     2smy 

"''~    5008^1/;    .  ^)  _     8in*  =  -|-C8iny+A8incr'j 

Hat  man  also  nach  Gleichung  1)  den  Httlfs-  ^  \             ^         J 

Winkel  ip  berechnet,  so  kann  man  nach  Glei-  nach  welcher  Gleichung  man,  in  Eücksicht 

chung  2)  den  Winkel  £  berechnen:  der  nach  den  Gleichungen  a)  und  ß)  leicht 

zu  berechnenden  Winkel  ö  und  /,  den  Winkel  e 

Erkl.  789.    Aus  nebenstehender  Gleichung  i)  zui^chst  berechnen  kann  (siehe  Erkl.  788). 

erhält  man :  ^^8  dem  Dreieck  MÄ  G  ergibt  sich  femer : 

oder-"*'*"^^  ^ ''""'' ^'"^^^"^'''*^"^^'"^*^  I^:if^  =  sin[2iJ-(£  +  y)]:sin£ 

g  und  hieraus  erhält  man,  in  Rücksicht,  dass: 

gesetzt:  nnd  dass  nach  der  Erkl.  66: 

a.sin«  =  r.8in(€  +  y)  +  -|-r.8in(€  +  <r)  sinpÄ- («  +  y)]  =  8in(e  +  y) 

^  ist: 

Diese  Gleichung  in  Bezug  auf  r  aufgelöst,  -j— -  __  r.8in(*  +  y) 

gibt  der  Reihe  nach:  i;  ...  -A Cr  —          g^- 

2a.8in«  =  2r.Bin(«  +  y)  +  3r.8in(£  +  ir)  in  analoger  Weise  erhält  man  aus  dem 

r.[28in(6  +  y)  +  3.8in(€  +  cr)]  =  2a.8m£  Dreieck  M^BG: 

oder:  r,.%mU  +  d) 

1)             r^                 ^^'""^  g)...5(?- gj^ 

28in(€  +  y)  +  38m(€  +  cr)  Addiert  man  die  Gleichungen  f)  und  g), 

80  erhält  TTiA.li  * 

Erkl.   7»0.     Sind    in    der  Figur  553    die  -—-._-    '  r-sin  (f +  y)  +  ;-,8in(€  +  (r) 

Radien  r  und  r^  einander  gleich,  so  verein-  AG  -\-BQ  = -r- 

facht  sich  die  Aufgabe  wesentlich.  :,       ,                  j       *    ..    u 

Sind  die  Kreisbogen,  aus  welchen  die  S-  oder,  da  gemäss  der  Auigabe; 

Kurve  besteht,  einander  gleich,  so  muss  die  h)  .  .  ,  AO  -\-BO  z=za 

Verbindungslinie  AB  durch   den   sogenannten  ist: 

AVe  n  d  e  p  n  n k  t  der  5-Kurve  A  FB  gehen  (siehe  .                    r  •  sin  («  +  y)  +  r,  sin  («  +  J) 

die  beiden  folgenden  Aufgaben).  i)  .  .  .  «  = g— 

Setzt  man  hierin  nach  Gleichung  a):       « 

3 
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so  erhält  man  in  Bezug  auf  r  eine  Bestim* 
mungsgleichnng ,  aas  welcher  sich  nach  der 
ErM.  789: 

T>x  ^ 2a^8in€ 

^-^  •  •  "  2Bin(«+y)  +  38in(€  +  *) 

ergibt.  Nach  dieser  Gleichung  kann  man,  in 
Eücksicht  des  nach  Gleichung  A)  zu  berechneD- 
den  Winkels  e,  in  Rücksicht  der  für  ^  und  ^^ 
aus  den  Gleichungen  a)  und  ß)  sich  er- 
gebenden Werte  und  in  Rücksidit  des  för  a 
gegebenen  Zahlenwertes,  den  gesuchten  Ba- 
dius  r  berechnen;  den  Radius  r^  kann  maa 
alsdann  nach  Gleichung  a)  berechnen  (siehe 
Erkl.  790). 


Aufgabe  1220.  Die  Eisenbahnlinien  AC 
und  BL,  siehe  Figur  554,  sind  durch  die 
6'-Kurve  AFB  stetig  verbunden  (siehe 
Aufgabe  1219),  welche  aus  zwei  Kreisbogen 
besteht,  die  zwei  Kreisen  mit  gleichen  Radien  r 
angehören.    Durch  Messung  wurden  bestinunt : 

ÜB  =  a  =  2050  m 

«  =  380  26'  32" 
fl  =  1620  0'  14" 

AVie  gross  muss  der  Radius  r  sem? 


Andeutung.  Maa  verfahre  in  analoger 
Weise,  wie  in  Andeutung  zur  Aufgabe  1215* 
gesagt  wurde,  indem  man,  siehe  Figur  554, 
zunächst  den  Winkel  e  berechnet,  welchen 
die  Zentrallinie  der  beiden  gleichen  Kreise 
um  M  und  M^  mit  der  Verlängerung  der  Ver- 
bindungslinie Ä  B  des  Anfang-  und  des  Eod- 
punktes  der  /9-Kurve  bildet  (siehe  ErkL  Wn 


Figur  564. 


r''"    iT--— 


*  Aufgabe  1221.  Zwei  parallele  Eisenbahn- 
linien AC  und  BDy  siehe  Figur  555,  sind 
durch  eine  5'-Kurve  verbunden,  welche  aus 
zwei  gleichen  Kreisbogen  besteht.  Durch 
Messung  wurden  bestimmt: 


und 


AB  =:  a  =  1232  m 


a  =  1220  36'  44" 

Wie  gi'oss  muss  der  Radius  eines  jeden 
der  Kreisbogen  sein? 


Andeutung.      Man    bestimme    znnäc>  *. 
siehe   Figur   555,   den  Winkel  ß;  beach:.- 

dann,   dass  BF=^  AF=^  y  ist,  dass  la 

somit  von  jedem  der  gleichschenklige- 
Dreiecke  MAF  und  M^BF  die  Bads  ari 
die  Basiswinkel  ß  kennt  (siehe  ErkL  T&«"». 
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—  nebst  Anhängen  ungelöster  Aufgaben,  für  den  Schul-  &  Selbstunterricht  - 

mit 
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Das  vollständige  Inhaltsverzeichnis  der  bis  jetzt  erschienenen  Hefte  kann 
durch  jede  Buchhandlung  bezogen  werden. 


Preisgekrönt  in  Frankfurt  a.  M.  1881. 

PROSPEKT. 

Dieses  Werk,  welchem  kein  ähnliches  zur  Seite  steht ,  erscheint  monatlich  in  S— 4 
Heften  zu  dem  billigen  Preise  von  25  ^  pro  Heft  und  bringt  eine  Sammlung  der  vichti;- 
Bten  und  praktischsten  Anfgafoen  ans  dem  Gesamtgebiete  der  Mathematik ,  Phjsik, 
Mechanik,  math.  Geographie,  Astronomie,  des  Masohinen-,  Strassen-,  Eisenbabn-, 
Brtteken-  und  Hoehbanes,  des  konstraktiren  Zeichnens  etc.  etc.  und  zwar  in  Tollst&ndi? 
gelöster  Form,  mit  yielen  Figaren,  Erklärangen  nebst  Angabe  und  Entfriekelong  der 
benutzten  Sätze,  Formeln,  Regeln  in  Fragen  mit  Antworten  etc.,  so  dass  die  Losung 
jedermann  verständlich  sein  kann,  bezw.  wird^  wenn  eine  grössere  Anzahl  der  Hefte  er- 
schienen ist,  da  dieselben  sieh  in  ihrer  Gesamtheit  ergänzen  und  alsdann  auch  all? 
Teile  der  reinen  und  angewandten  Mathematik  —  nach  besonderen  selbständigen  Kapiteln 
angeordnet  —  vorliegen. 

Fast  jedem  Hefte  ist  ein  Anhang  von  nngelOsten  Aufgaben  beigegeben ,  welche  de: 
eigenen  Lösung  (in  analoger  Form  wie  die  bezüglichen  gelösten  Aufgaben)  des  Studierenden 
überlassen  bleiben ,  und  zugleich  von  den  Herren  Lehrern  für  den  Schulunterricht  benut?! 
werden  können.  Die  L(isnngen  hierzu  werden  später  in  besonderen  Heften  für  die  Hand  des 
Lehrers  erscheinen.  Am  Schlüsse  eines  jeden  Kapitels  gelangen:  Titelblatt,  Inhaltsverzeich- 
nis, Berichtigungen  und  erläuternde  Erklärungen  über  das  betreffende  Kapitel  zur  Ausgabe. 

Das  Werk  behandelt  zunächst  den  Hauptbestandteil  des  mathematisch-naturwisseo- 
Bchaftlichen  ünterrichtsplanes  folgendec  Schulen:  Realsehnlen  I.  nnd  IL  Ordn.,  gleich- 
berechtigten  höheren  Biirgerscholen,  Privatschnlen,  Gymnasien,  Realgymnasien,  Pro- 
gymnasien, Schnllehrer- Seminaren,  Polytechniken,  Techniken,  Baogewerkschnlen, 
Gewerbeschulen,  Handelsschulen,  techn.  Yorbereitnngsschnlen  aller  Arten,  ^ewerbücbc 
Fortbildnngsschnlen,  Akademien,  Universitäten,  Land-  nnd  Forstwissenschaf tsschnlen, 
Militärschnlen,  Yorbereitnngs- Anstalten  aller  Arten  als  z.  B.  für  das  Einjährig- Fhm- 
willige-  und  Offtziers-Examen  etc. 

Die  Schüler,  Studierenden  und  Kandidaten  der  mathematischen,  technischen  nri 
naturwissenschaftlichen  Fächer  werden  durch  diese,  Schritt  fllr  Sehritt  gelöste,  Aufgaben- 
sammlung immerwährend  an  ihre  in  der  Schule  erworbenen  oder  nur  gehörten  Theorien  etr. 
erinnert  und  wird  ihnen  hiermit  der  Weg  zum  unfehlbaren  Auffinden  der  Lösungen  der- 
jenigen Aufgaben  gezeigt,  welche  sie  bei  ihren  Prüfungen  zu  lösen  haben,  zugleich  aber 
auch  die  überaus  grosse  Fruchtbarkeit  der  mathematischen  Wissenschaften  vorgeführt. 

Dem  Lehrer  soll  mit  dieser  Aufgabensammlung  eine  kräftige  Stütze  für  den  Schh- 
Unterricht  geboten  werden,  indem  zur  Erlernung  des  praktischen  Teils  der  mathematischtn 
Disciplincn  —  zum  Auflösen  von  Aufgaben  —  in  den  meisten  Schulen  oft  keine  Zeit  er- 
übrigt werden  kann,  hiermit  aber  dem  Schüler  bei  seinen  häuslichen  Arbeiten  eine  voll- 
ständige Anleitung  in  die  Hände  gegeben  wird,  entsprechende  Aufgaben  an  lösen,  die  sr^* 
hebten  Regeln,  Formeln,  Sätze  etc.  anzuwenden  und  praktisch  zn  verwerten.  Lust,  Liejf 
nnd  Verständnis  für  den  Schulunterricht  wird  dadurch  erhalten  und  belebt  werden. 

Den  Ingenieuren,  Architekten,  Technikern  und  Fachgenossen  aller  Art,  Militär 
etc.  etc.  soll  diese  Sammlung  zur  Auffrischung  der  erworbenen  und  vielleicht  vergesseoe:! 
mathematiscben  Kenntnisse  dienen  nnd  zugleich  durch  ihre  praktischen  in  allem  Beruf««- 
zweigen  vorkommenden  Anwendungen  einem  toten  Kapital  lebendige  Kraft  verleihen  nr. : 
somit  den  Antrieb  zu  weiteren  praktischen  Verwertungen  nnd  weiteren  ForschuBgen  gel»r. 

Alle  Buchhandlungen  nehmen  Bestellungen  entgegen.  Wichtige  und  praktische  Auf- 
gaben worden  mit  Dank  von  der  Redaktion  entgegengenommen  und  mit  Angabe  der  Kam^: 
verbreitet.  —  Wünsche,  Fragen  etc.,  welche  die  Redaktion  betreffen,  nimmt  der  Ve^fas^»": 
Dr.  Kleyer,  Frankfurt  a.  M.,  Fischerfeldstrasse  16,  entgegen,  und  wird  deren  ErleiUzir-: 
thunlichst  berücksichtigt. 

Stuttgart.  Die  Yerlagshandliins:. 
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Figur  555. 


'^  Aufgabe  1282.  Die  Radien  zweier 
Eiemenscneiben  sind  r  =  3  m  und  r^  =  1  m, 
die  Entfernung  ilirer  Mittelpunkte  ist  c  =  6  m. 
Man  soll  die  Länge  des  um  diese  Riemen- 
scheiben gehenden  Treibriemens  berechnen. 


Andeutung.  In  den  Figuren  556  und  557 
seien  die  äussersten  Kreislinien  um  if  und  M^ 
die  Umfange  zweier  Riemenscheiben,  über 
welche  in  sich  selbst  zurücklaufende  Riemen 
gelegt  sind,  die  zur  üebertragung  der  Be- 
wegung einer  der  Riemenscheiben  auf  die 
andere  Riemenscheibe  dienen  (daher  auch 
Treibriemen  genannt  werden,  siehe  Erkl.  791). 
Soll  die  Bewegung  beider  Riemenscheiben 
in  gleichem  Sinne  erfolgen,  wie  in  der 
Figur  556  durch  Pfeile  angedeutet,  so  müssen 
die  Teile  der  Treibriemen,  welche  zwischen 
den  beiden  Riemenscheiben  (zwischen  den 
sog.  Ablaufstellen  der  Riemen)  liegen, 
äussere  Tangenten  an  die  Riemenscheiben 
(auch  Rollenscheiben  genannt)  sein;  ein  solcher 
Riemenbetrieb  heisst  ein  offener  Riemen- 
betrieb.   Soll  hingegen  die  Bewegung  beider 


Figur  556. 
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Eiemenscheiben  in  entgegengesetzten 
Sinne  erfolgen,  wie  in  der  Figor  557  durch 
Pfeile  angedeatet,  so  müssen  die  Teile  dei 
Treibriemen,  welche  zwischen  beiden  BiemeD- 
Scheiben  (zwischen  den  sog.  Ablaufs  teilen 
der  Riemen)  liegen,  innere  Tangenten  as 
die  Riemenscheiben  sein;  ein  solcher  Riemen- 
betrieb  lieisst  ein  geschränkter  oder  ge- 
kreuzter Riemenbetrieb. 


Figur  557. 


Zur  Berechnung  der  gesuchten  Länj- 
der  um  die  beiden  Riemenscheiben  gebeni*^' 
und  in  sich  selbst  zurückkehrenden  Tr^i  - 
riemen  kann  man  wie  folgt  verfahren: 

In  den  Figuren  556  und  557  sind  At 
und  Ä^  B^  Tangenten  an  die  beiden  äusserst'^ 
Kreise  um  M  und  if| ,  deren  Radien  b^r*- 
=  r  und  rj  gegeben  sind;  in  jeder  di-^ 
Figuren  ist  AB  =  -^j^j  oder  bezw.  =■  t 
(siehe  die  Erkl.  614  und  615). 

Für  die   gesuchte  Länge   x   der 
riemen    ergibt  sich    aus   den   Fignren  y 
und  557  allgemein: 

a)  .  .  .  x  =  2t  +  hogBCB^  +  hogADAi 

in  welcher  Gleichung  die  Länge  t  der  T« 
genten  AB  und  A^B^^  sowie  die  Lasi' 
der  Bogen  BCB^  und  ADA^  noch  zu  ( 
stimmende  Grössen  sind. 

Zieht  man  in  den  Figuren  556  und  ' 
M^F  parallel  AB  bis  zum  IhirchßcLir 
mit  dem  Radius  MA  (bezw.  mit  dessen  V^ 
längerung  in  Figur  557),  und  bezeichne?  r. 
den  Winkel,  welchen  die  gegebene  CvLt 
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linie  c  der  Kreise  am  M  nnd  M^  mit  jenem 
Badias  MA  bildet,  mit  et,  so  ergeben  sich 
ans  dem  bei  F  rechtwinkligen  Dreieck  MFM^, 
in  Rücksicht,  dass  in  beiden  Fignren  556 
nnd  557: 

Erkl.791.  Riemenscheiben  oder  Riemen-  S^F  =  5Z  oder  =  t 

räder  dienen  dazn,  die  drehende  Bewegung  und  dass  in  der  Figur  556: 

eines  Rades  (oder  einer  Welle)  einem  anderen  --—      ~ — 

Rad  (oder  einer  anderen  Welle)  durch  auflegte  ^^  =  -"-^"~  ^-^ 

Riemen,    welche  in  sich  selbst  mrücUanfen,  =z  MÄ M^B  oder  =  r  —  r^ 

d.  h.  ohne  Ende  sind,  zu  übertragen  oder  mit-  .    -ra,.  „«  ccf,  «v«- 

zuteüen.  ^  Figur^57  abw«:     

Sind  die  Entfernungen  beider  Wellen  nicht  MF  =  MA  -f-  FA 

sehr  gross,  so  bedient 'man  sich,  statt  jener  i^r^  .    --  p     ,  , 

Riemen  (oder  Schnuren   und  Drahtseüe)   vor-  =MA'\-M,B  oder  —r  +  r, 

zugsweise  der  verzahnten  Räder  (Zahn-  oder  ist,  bezw.  die  Rel&tionen: 

Kammräder  genannt).  b)  .  .  .  f  =  csin«  (s.  Erkl.  50)  ^ 

(Siehe  die  Teile  der  Encyklopädie,  welche  r  — r,  l  ^^^^^^  "^ 

über  Maschinenbau  und  Maschinenlehre  handeln).  1)  ...  cos«  =  — ^  j  aus  Fig.  556 

und 

b,)  .  .  .  f  =  c-sin«  (s.  Erkl.  50)  \ 

'  ergeben  sich 


la)  .  .  .  cos«  =  — I-i  J  aus  Fig.  557 


ErkL  792.    Sind  die  in  der  Anfg:abe  1283  Berücksichtjgft  man  ferner,  dass  in  beiden 

erwähnten  Biemenacheiben  gleich  gross,  ist  Figuren   656    nnd   557    der    Centriewinkel, 

^!Lr  TJi'^  vereinfacht  sich  die  Auflösung  ^^i^j^er  ^  dem  Bogen  ADA^  gehört  =  4i? 

dieser  Aufgabe  wesentlich.  _  ^^  ^^^  _  2  Kg^o  _  „/,  *^da88  in   der 

Figur  556  der  Centriewinkel,  welcher  zn 
dem  Bogen  BCB^  gehört  =  2a  und  dass 
in  Figur  557  der  Centriewinkel,  welcher  zu 
dem  Bogen  BCBi  gehört  =  (4Ä  — 2«) 
oder  =  2  (ISO**  —  a)  ist,  wie  in  den  Figuren 
entsprechend  angedeutet,  so  erhält  man  hier- 
nach und  nach  der  Erkl.  461  für  die  Längen 
dieser  Bogen: 

c)  .  .  .  hogADA^  (in  beiden  Fignren)  =  rn-  — — —^ — - 

d)  .  .  .  hogBCB^  (in  Figur  556)  =  r^n 


und 

d,)  .  .  .  bog^C-ß,  (in  Figur  567)  =  r^n 


1800 
2(1800  — «0) 


1800 

In  Rücksicht  der  Gleichungen  b),  c)  nnd  d) 
erhält  man  aus  der  allgemeinen  Glei- 
chung a)  für  die  Länge  x  des  Treibriemens 
bei  offenem  Riemenbetrieb,  wie  durch  die 
Figur  556  dargestellt: 

^      .      ^  2.aO    .  2(1800— «0) 

'     *       1800    I  1800 

oder: 

«0  1800 g/fi 

A)  .  .  .  a:  =  2c.sin«  +  — .r,7rH — rn 

in  welcher  Gleichung  a  ein  Winkel  ist,  der 
nach  Gleichung  1)  mittels  der  Relation: 

A.)  .  .  .  coso  = 1- 

c 

ans  den  gegebenen  Grössen  r,  r^  nnd  c  be- 
rechnet werden  kann. 


Ebene  Trigonometrie  in  ihrer  Anwendung. 

Id  BückBicht  der  Gleicbnngen  b,),  <.i 
imd  d,)  erh&lt  man  ans  der  allgcmetiiet 
Gleichnnj^  a)  für  die  Läage  ar,  des  TmV 
riemenB  bei  geschränktem  oder  gekreni- 
tem  Biemenbetrieb,  wie  dnrcb  die  Figiii55? 
dargestellt: 
-  ,  2(180o-aO)  8(180»-.^ 
^  -  2<-8m«-|-r.« jg^5 -\-r„ ^^^j- 

oder: 


oder  auch: 

B)  .  .  .  X,  =Sc.«in«H-^52J^<'-+'-> 
in  welcher  Gleichnog  «  ein  Winkel  ist,  in 
nach  Gleichung  la)  mittels  der  Relaüoii: 

B,)  .  .  .  cosa  =  *'"'"''' 

ans  den  gegebenen  Grössen  r,  r,  und  c  kr 
reebnet  werden  kann  (siehe  ErkL  792). 


Aufgab«   1323.     Einem   Beobachter    aof 
einem   Schiff    erscheint  in   der   West-Süd- 

Westrichtnng  ein  Lenchttarm   in  der  Ent-  i 

ferunng  von  a  =  Vit  Seemeilen  unter  dem 

w^''''  ,^»r-,*'^°  ^*'  S'^'S  v^  ^*'*".'^''*'"«:        Andontung.    Ist,  siebe  Fignr  558,  B  i- 

\Vie  viel  Meilen  mass  das  Schiff  gerade  nach   q^  ^^^  g^^^      /.   der  miT  a  =  45  ?- 

Südwesten  «egeln,  damit  der  Leuchttonu  im  ^^^^^  ^^^  ^^^  g^^j^  entfernte  Lenehctr 

Norden  stehe.  (gj^^g  ^^  ^^^j^  ^^  jgj  ß   ^^^  g^^,^: 

Winkel,  unter  welchem  der  Anfgnbe  p^- 

das  Scbiff  gegen  die  Sttdrichtang  B-'^  '  | 

scheint.    Soll  nun  das  Schiff  geradf  >:< 

Südwesten  segeln,  so  mass  es  seiuf  t- 

tong    in    der    den    rechten    Winkel    "  ■' '  i 
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halbierenden  geraden  Linie  BSto  nehmen 
(siebe  Erkl.  760),  soll  es  ferner  nur  soweit 
segeln,  dass  der  Leuchtturm  L  in  der  Nord- 
richtung erscheint,  so  muss  es  bis  an  den 
Punkt  B^  segeln,  dessen  Verbindungslinie 
B^L  mit  L  parallel  der  Nord-Südrichtung 
NS  ist  Man  erhält  hiemach  das  Dreieck 
BLBu  in  welchem  BL  =  a: 

<^  LB^B  =  <^  B^BS  oder  =  45o 
<^LBB^=^ß  —  ^o 

und 

<^-B,Ir5  =  2i?— 450  — 05  — 450)  oder 

=z2R  —  ß 

ist.  Nach  dem  Sinussatz  ergibt  sich  hiemach 
aus  diesem  Dreieck  für  die  gesuchte  Ent- 
femung  BB^  (=  x)  die  Bestimmungsglei- 
chung: 

^  _  sin  (StE  —  fi) 
o  "~        sin  45*^ 

und  hieraus  erhält  man,  in  Eücksicht,  dass 
nach  der  Erkl.  66;  * 

8in(2B  — /f)  =  sin^ 

und  dass  nach  der  Erkl.  216: 

8in45o  =  4-  V^ 


ist: 


a'iiiiß 

V2 


oder: 


2a.sinÄ     .           2l/2.a8in^ 
.T  = ^—  oder  =  — -r= z±- 

V2  V2  •  \/2 

mithin:  ^ 

A)  .  .  .  a:  =  a  \/2  •  sin^ 

nach  welcher  Gleichung  man,  aus  a  und  ß 
die  gesuchte  Strecke  x  berechnen  kann. 


*  Aufgabe  1224.  In  einem  bestimmten 
Augenblick  ist  auf  eine  gewisse  Stelle  eines 
t?  =  12,5  m  pro  Sekunde  zurücklegenden 
Schifi'es  ein  Geschütz  so  gerichtet,  dass  Ge- 
schütz- und  Schiftsrichtung  senkrecht  zu 
einander  stehen.  Unter  welchem  Winkel  muss 
das    Geschützrohr    gedreht    werden,    damit 

das  Geschoss,  welches  eine  Geschwindigkeit  Andeutung.  In  Figur  559  sei  S  der 
von  i?  =  560  m  pro  Sekunde  liat,  jene  SteUe  p^^k^  eines  in  Bewegung  befindlichen  Schiffes, 
des  Schiffes  trifft?  auf  welchen  das  Geschütz  K  so  gerichtet 

ist,  dass  Schiffsrichtung  und  Geschützrohr- 
richtnng  senkrecht  zu  einander  sind,  wie 
in  Figur  angedeutet. 

SoU  nun  ein  von  dem  Geschütz  K  abge- 
gebenes Geschoss  das  in  Bewegung  befind- 
liche Schiff  in  dem  Punkt  S  treffen,  so  kann 
die  Geschützrohrrichtung  KS  nicht  beibe- 
halten werden,  indem  sich  bis  zu  der  Zeit, 
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in   welcher   ein  Geschoss   bei  S  ankomiot. 

äieBer  Pnnkt  S  des  Schiffes  infolge  d«r  B>- 

we^ODg  desselben  bereits  an  einem  anderer. 

in  der  Schiffsrichtung  gelegenen  Ort  htMn 
würde.  Deshalb  mass  das  G^- 
Bchützrohr  nm  einea  Bolrhrn 
Winkel  x  nach  der  Sctiiffsris'b- 
tDDg  gedreht  werden,  daml  m 
derselben  Zeit,  in  welcher  d-r 
Punkt  S  des  Schiffes  z.  B.  ii 
Sj  ankommt,  auch  ein  Gegcho^^ 
des  Geschützes  ^  in  S,  u- 
kommt;  in  diesem  Fall  vM- 
das  Oescboss  genaa  den  Pnnln ' 
des  Schiffes  (im  Ort  Ä,l  trefft 
Hat  hiernach  der  Ponki  ' 
des  Schiffes  genülss  der  Asfp- 
in  einer  Seknnde  den  We^  >\- 
oder  p  (^  12,5  m)  zurSckgelrr 
I  so  muss  das  Geschoss  io  d^i- 
selben  Zeit,  also  ebenfiU»  in 
einer  Sekunde,  doi  Weg  E^. 
oder  »i  (^  560  m)  znrSeklej':- 
Aus  dem  bei  S  rerbiwint 
Kgeu  Dreieck  ergibt  sich  eou' 
znr  Berechnung  des  gesnchi-t 
Winkels  x: 

A)  .  .  .  sinar  =  - —  ' 

nach  welcher  Gleichung  man,  in  Käck^ri 
der  für  v  und  f,  gegebenen  Zahlenweitp.  i-  , 
Winkel  X,  um  welchen  das  Geschütirl  ' 
gedreht  werden  mnse,  berechnen  kann. 


Aa^b«  ISJiS.  Ein  feindliches  Schiff 
wird  von  den  Führern  zweier  in  einer  gegen- 
seitigen Entfernung  von  a  =  800  i^  am 
Strand  aufgestellten  Geschütze  A  und  B 
beobachtet.  Der  GeBchÜtzführer  bei  A  beob- 
achtet die  Abweichung  des  Schiffes  und  des 
Geschützes  B  von  der  dnrch  die  Uagnet- 
uadel  angegebenen  Nardrichtang  nnd  findet 
für  beide  eine  östliche  Abweichung  und  zwar 
für  das  Schiff  eine  solche  von  6  =  10"  40' 
nnd  fBr  das  Geschütz  B  eine  solche  von  öj 
=  112*  30';  der  Geschützführer  bei  B  beob- 
achtet eine  westliche  Abweichung  Ä,  =  12* 
20'  des  Schiffes  von  der  durch  eine  Hagnet- 
nadel angegebenen  Nordrichtnog. 

Welche  Entfeinnng  muss  nach  diesen  An- 
gaben das  Schiff  von  jedem  der  Geschütze 
A  nnd  B  haben? 


Andeotang.  In  Fignr  560  seien  A  ml^ 
die  am  a  (^  800  m)  von  einander  entf«n!:-< 
Geschütze;  NS  uni  X,Si  seien  die  von  w 
Hagnelnadel  angegebenen  Nordrichtong'-r.  i* 
A  und  B,  P  sei  das  Schiff,  8  sei  dir  '4- 
liche  Abweichung  des  Schiffes  nnd  f,  ^ 
j)stll<die  Abweichung  des  Geschützes  6  ^ 
der  Nordrichtnng  bei  dem  Geschna  i 
schliesslich  sei  6^  die  westliche  Abw«i<  M 
des  Schiffes  von  der  Nordrichtimg  bei  i« 
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Erkl.  TM.     Ein    planimetriBcher   LebrsaU  Oeschötz  B;  x  und  y  seien  bezw.   die  ge- 

heiast:  snchten  Entfemongen  des  Schiffes  von  den 

„Werden  rwei  Parallelen  von  einer  dritten  Geschützen  A  nnd  B. 
Geraden  dnrdiscbmtten,   so    betragen  je         y^^  ^^^  Dreieck  ABP  kennt  man   die 

iwei  der  innereo  Oegenwinkel  zusammen  „         — —  ,  ,    ,      „..,,„,„ 

2B  oder  1800."  Beite  AB  =  a{=  800  m),  den  Winkel  PAB 

Hach  dieeemSatz  mn»  in  der  Fignr  ööOi  t~  «)'.*5?«1^«  •?' "*'4l'^'' j=  ^v"  ^^""^ 

J- w-<H4-.^W  BJ —  2R  oder  —  180"  ^^  Winkel  PBA   (=|3),   derselbe  Ist  = 

^4.V4JJ+<^J^,Äa_2B  oder- 180»  ^jy' B^ -^T^jS^odernachder Erkl. 793 

-tN.BA  =  3R-^NAB  oder  =  2Ä-<r.  =  2Ä-Ä,  -«^  Man  kann  somit  ans  diesen 

gg^  Stßcken  die  gesnchten  Entiemangen  ir  nnd  y 

(Siehe  die  Teile  der  Encyklopädie.  welche  berechnen,  «ie  in  Anflösong  der  Aufgabe  117 

über  Planimetrie  bandeln.)  gezeigt  würde. 

Fignr  560. 


Ansähe  1226.  Ein  Beobachter  sieht  bei 
einem  Gewitter  wie  ein  Blitz  von  einer 
Wolke  In  gerader  Richtung  In  ein  Hans  ein- 
schlagt nnd  beobachtete,  dass  der  Sehwinkel 
der  geradlinigen  Bahn  des  Blitzes  a  —  46°  30' 
war,  dass  die  Zeit  zwischen  Blitz  nnd  Donner 
t  =  18",    die   Oaner    des   Donners    selbst 

/,  =2  SekoBden  tatmg.  Wie  bmn  mn  i^omOv.  In  Figor  561  sd  W  d.r 
aas  dimm  A»g.bendie  LmgB  de.  von  de»  „„  ,,„„  ÄujhW  beotochl.te  Punkt  einer 
Bbtz  dniebeüten  Wege,  .owie  die  Ent-  Welke,  wn  welchem  an.  der  Blitz  in  gerader 
fernnng  de.  Han.e.  von  den  Beobaebto  be-  jj,^^  ^  ^^  p^l  jj  ^„  «Hnnee. 
reebnen,  m  welele.  d.r  Blitz  eingeKtlagea  ,te„prj,j,  a«,  In  dui.elb«  eln.ehlug;  „  .ei 
"  der  Sehwiniel,  anter  welchem  dem  Beobachter 

die  geradlinige  Bahn  WH  des  Blitzes   er- 
schien. 

Von  dem  Uoment  des  (sichtbaren)  Anf- 
lenchtens   des   Blitzes   bei   W   bis   za  dem 
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Uoment,    in    welchem    der    Anfang   des 

Donners    (d.  i.    der    den   Blitz   begletUade 

Scliall)  ZQtn  Ohr  des  Beobachters  gelangte. 

vergingen  t  (=18)  Sekunden;    da  nnn  der 

Schall  pro   Sebnnde   333  m  zorücklegt,  » 

masBte  der  Anfang  de» 

Donners,  bis  er  von  IT 

znn    Ohr    des    BeoV 

achtere    B    gelangte, 

etnen  Weg  von  t  -  333 

Meter  znriicklegen. 

Von    dem    MompBi 
des    (sichtbaren)    Ein- 
schlagens   des   Bliue^ 
bei    H    bis    zn     äea 
Moment,    in    welcbes: 
das  Ende  des  Donnen 
znm    Ohr    des    Beob- 
achters gelangte,  \a- 
gingen,  da  jener  Uo- 
ment infolge  der  jmis- 
sen      Geschwindigkeit 
des  Blitzes    mit    dem 
Koment  des  Anümch- 
tens  bei  W  als  znaam- 
menfallend      angfaiom- 
men  werden  kamt  (ia- 
dem  Anfleachten    nnl 
Einschlag«!  des  Blitze^ 
scheinbar  in  demselben  Moment   erfolgt' 
und  die  Daner  des  Donners  ^,  (^=  2")  betrag. 
im  ganzen  (/-|-f,)   Sekunda;    da   nnn  de: 
Schall  pro  Sekmide  333  m  zurücklegt,  tv 
mnsste  das  Ende  des  Donners,  bis  es  von  B 
za  dem  Ohr  des  Beobachters  B  g^langft«,  da: 
Weg  {t  +  li)  ■  333  Meter  zurücklegen. 

Für  die  gesuchte   Lfinge   x    der    gerad- 
linigen Bahn  des  Blitzes  ergibt  eich  somi' 
aus  dem  Dreieck  WHB  nach   dem   Proje^- 
tioDssatz : 
:  ((-333)*+[(i  +  (,)-333]*-a.(.333.((-)-*,>-833-(;c-= 

oder: 
=  833*  [li  +  (t  +  (,)«  —  2(. (t  -t-  (,)  C08o] 

mithin: 
=  333  V-  +  ('  +  'i)»—  »' ((  +  (,) cos«  Meter 

nach  welcher  Gleichang  man,  in  BücksicL: 
der  für  /,  (,  nnd  a  gegebenen  Werte  di- 
gesachte  Länge  x  berechnen  kann. 

Für  die  gesachte  Entfemnn^  BJSi  = 
des  Beobachters  B  von  dem    Hans   H,  t 
welches  der  Blitz  einschlng,  ergibt  sieh  ac 
der  Figur  561: 
B)  .  .  .  y  =  ((-!-/,)-338  Meter 
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Aateabe  12S7.  Aaf  einem  Billard,  dessen 
Läng:e  D  =  2,4  m  und  deBseo  Breite  a  ^ 
1,2  m  misat,  befinden  eicli  zwei  BfUle  (Kn- 
grein  von  Elfenbein),  ein  roter  Ball  R  nnd  ein 
weisser  Ball  W;  der  Ball  £  steht  genau  in 
der  Mitte  des  BiJlarda,  der  weisse  (der  sog. 
Spielball)  hat  von  einer  der  Längsseiten  des 
Billards  eine  senkrechte  Entfernung  x  = 
0,85  m  nnd  von  einer  der  Br^tseiten  eine 
senkrechte  Entfernung  t/  =  0,72  m.  Ein 
Spieler  will  durch  dnen  centralen  Staes  auf 
den  weissen  Ball  W,  denselben  so  in  Be- 
wegung setzen,  dass  dieser  Ball  W,  nachdem 
er  der  Beihe  nach  an  drei  aufeinanderfolgen- 
den Seiten  (Bande  des  Billards)  angeschlagen, 
eich  also  der  Reibe  nach  in  vier  Richtnngen 
bewe^  hat  (oder  wie  man  zu  sagen  pflegt, 
qaadrnpliert  hat),  schliesslich  den  in  der 
Mitte  des  Billards  stehenden  roten  Ball  triA. 

Unter  welchem  Winkel  gegen  die  Bande,  Andeutung.  In  Figur  562  stelle  ABCD 
an  weldie  der  Ball  zuerst  anschlagen  soll,  ^aa  Billard  dar,  dessen  Länge  AD  (oder  BC) 
muss  das  Queue  (d.  i.  ein  besonden  angefertig-  =  ö  nnd  dessen  Breite  A  B  (oder  CD)  =  a 
ter  Stock,  welches  sich  der  Spieler  zam  Stoss  sei-  I^  der  Mitf«,  d.  i.  in  dem  Durchschnitt 
anf  den  Spielball  bedient)  gerichtet  werden,  der  Diagonalen  des  Rechtecks,  welches  die 
oder  was  dasselbe  ist,  unter  welchem  Winkel  Spielflache  des  Billards  bildet,  befindet  sich 
geg^a  jene  Bande  mnss  der  in  Bewegung  gemäss  der  Aufgabe  der  rote  Ball  Ä.  IT  sei 
gesetzte  Ball  »'  anschlagen,  damit  er  den  der  Spielball,  der  von  der  Längsseite  BC 
vorgeschriebenen  Weg  durchläuft  und  schliesB-  <^e  gegebene  senkrechte  Entfernung  x,  von 
lieh  den  roten  Ball  Ä  trifft?  der  Breitseite  CD  die  gegebene  senkrechte 

Entfernung  y  habe.  ^  sei  das  Queue  des 
Spielers,  das,  da  der  Stoss  gegen  den 
Ball  Il'ein  centraler  sein  soll,  so  gerichtet 
sein  mnss,  dass  die  Längsachse  des  Queues 
horizontal  Ist  und  in  ihrer  gedachten  Ver- 
längerong  genau  dnrch  den  Hitt«lpunkt  des 
Spielballs  W  geht.  Bei  dieser  Lage  des 
Queues,  welche  der  Spieler  dem  Queue  zu 
geben  hat,  wird  sich  der  Ball  If^  nach  einem 
Stoss  mittels  des  Queues  anf  denselben,  ge- 
rade in  der  Richtung  der  Längsachse  des 
Queues  fortbewegen  und  z.  B,  an  der  Längs- 
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bände  BC  unter  einem  Winkel  a  anseUa^, 
welcher  gleich  dem  Winkel  ist,  welchen  die 
Richtung  des  Queues  mit  jener  Bande  bildet. 
Soll  nach  jenem  Stoss  der  Ball  TF  gemäss 
der  Aufgabe  quadrupUeren  und  den  M  R 
treffen,  so  muss  er  den  in  der  Fignr  562 
durch  WJT\  W^  W^R  angedentetea  Weg  zo- 
rücklegen  (siehe  Erkl.  797). 
Erkl.  794.     Bewegt  sich  eine  (elastische)        Zja  Berechnung  des  gesuchten  Winkels «, 
Kugel  m  einer  solchen  Riditung  gegen  eine  welchen  hierbei    die   Achtung  des  Qüeaes 
elastische  Ebene  (wie  z.B.  gegen  die  Bande  ^{^  j^^  t5„„j^   nn  i>nj  u 

eines  Billards),  welche  unter  dem  Winkel  a  5'^  ^f  ^*°^®  ^.?..  ^"f  ^°  °'''*®'  ^^"".'^ 
gegen  diese  Ebene  geneigt  ist,  so  prallt  die  f^^'^^'l^^?  .^®^  Winkels  a,  unter  welchem 
Kugel  von  der  Ebene  ab  und  nimmt  eine  andere  der  Call  W  in  der  Richtung  WT{\  gegen  die 
Richtung  an,  die  (unter  bestimmten  Bedingungen)  Bande  BC  anschlagen  muss,  beachte  mi 
einen  solchen  Winkel  mit  der  Ebene  bildet,  der  zunächst  folgendes: 
gleich  jenem  Winkel  a  ist.  Nach  dem  in  der  Erkl.  794  angefahrten 

Dieses  Gesetz  kann  man  auch  kurz  wie  folgt  Gesetz  ist  (unter  den  gegebenen  Umständen 

ausdrücken:  . ,     .     der  Winkel  a,  unter  welchem  der  Bafl  an 

„Der  Wmkel,  unter  welchem  eme  auf  hon-  j.  -p^^j^  j>n\^^  umJ*  i  •  l  j  \r- vi 
zontaler  Ebene  sich  bewegende  Kugel  gegen  ^^,,??f.*^®  ^,^  anschlägt,  gleich  dem  Winbl 
eine  elastische  vertikale  Ebene  anschlägt,  ist  ^  '^  i  ^>  ^^®'*  welchem  er  abprallt;  hieraacji 
(unter  bestimmten  Bedingungen)  gleich  dem  ^^^  ^,  ^  ^\  l'f  2  ebenfalls  =  a  sein.  Da 
Winkel,  unter  welchem  die  Kugel  von  dieser  nun  a  ein  spitzer  Winkel  des  rechtwinkligem 
Ebene  abprallf  Dreiecks  W^BW^  ist,    so    muss    in  dieses! 

Bei  Annahme  dieses  Gesetzes  muss  die  Kugel  Dreieck  W^  TF^-ß  =  90®  —  a  sein,  d.  h.  der 
in  ihrer  Bewegung  gegen  die  elastische  Ebene  in  w^  unter  a  abgeprallte  Ball  muss  an  di« 
einer  Kraft  folgen,  deren  Richtung  (horizontal)  folgendeBande^^unter  dem  Winkel  90«-. 
durch  den  Mittelpunkt  der  Kucrel  und  den  An-  ui  xt    1.  j  vT  2v       n 

Schlagpunkt  geht,  die  Kugel  ielbst  darf  also,  anschlagcm.  Nach  dem  vorhin  erwähnten  Ge 
wie  man  sich  beim  Billardspiel  auszudrücken  ^*2  prallt  der  Ball  m  TF,  unter  demselbeD 
pflegt,  keinen  Effekt  haben,  d.  h.  das  Queue,  Winkel  90®  ^a  ab,  und  schlägt  unter  dat 
mit  welchem  der  der  Kugel  die  Bewegung  er-  Winkel  a  in  W^  an  die  Bande  ÄD  an  (di 
teilende  Stoss  ausgeführt  wird,  muss  so  ge-  in  dem  rechtwinkb'gen  Dreieck  TT^jir 
halten  werden,  dass  die  Richtung  desselben  mit  -^  A  Tf  g  W^  ein  Komplementwinkd  de^ 
der  durch  jene  beiden  Punkte  bestimmten  Rieh-  Winkels  Ä  W^  W.  oder  des  Winkels  ^ 
tung  zusammenfällt,  dass  der  Stoss  cen  tri  seh  _^  ^^^  ^^^^y  \^  Gemach  der  Ball  a 
(central)  und  nicht  excentrisch  ist.  ^.      a^**^    •d««^*.     a  n    :..  wr        *       j_ 

Die  durch  einen  excentrischen  Stoss  auf  die  ^f.  ^^^"^  ^*?1®^^^  '"^  ^»  "^^l  ^"^ 
Kugel  hervorgerufene  Wirkung  heisät  Effekt.      Winkel  a  anschlägt,   so  muss  er  auch  naa 

jenem  Gesetz  unter  demselben  Winkel  s 
in  Tf  3  abprallen,  und  schliesslich,  w^m  jeser 
Winkel  u  entsprechend  gewählt  wurde. 
in  R  ankommen. 

In   Rticksicht  der  in  der   Aufgabe  ge 
gebenen   Stellung    der   beiden   Bälle  ä: 

V  ,,   -AS     T^         X.  A     r«  1 1  i&  ^^^  Billard  kann  man  diesen  Winkel  a  ^i^ 

Erkl.  795.    Da  nach  der  Erkl.  15:  ^^^^^  berechnen: 

tg «  = Aus  dem  bei  F  rechtwinkligen  Dreiwk 

^*8^«  WFM\  ergibt  sich  die  Relation: 

ist,  so  ergibt  sich  hieraus,  dass:  a)  .  .  .  m  =  ^-ctg«  (siehe  ErkL  43) 

ist  tgcctg«  - 1  p^^  j^^  ^^^  ^  ^g  Senkrechte  BG  a^ 

AD  und  berücksichtigt  man,  dass  nach  der 
Erkl.  376: 

2 

ist,  so  ergibt  sich  aus  dem  hierdurch  t- 
haltenen  rechtwinkh'gen  Dreieck  RGW^  ir 
Relation: 

b)   .  .  .  s  =  --  .  ctgo  (siebe  Erkl.  4^ 
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h 


ctg 


Da  ÄG  =  -^  ist,  so  ergibt  sich  ans  der 
Fignr  562: 

oder  in  Encksicht  der  Gleichung  b): 

Ferner  ergibt  sich  aus  der  Fignr  562,  da: 

Erkl.  79«.    Nebenstehende  Gleichung  3)  in  ß^  _.  ^ 

Bezug  auf  ctgit  aufgelöst,  gibt  der  Beihe  nach:   ^^ 

-^ctga  +  ac1g«-|-;rctg«  =  A-^[,__y  Yc  =  WH  oder  =  y 

^  ^  ist: 

n  =  b  —  m  —  y 

oder  in  Kücksicht  der  Gleichung  a): 
«  (Z'J-lfL+^^  =  T^  -y  b)  .  .  .  M  =  b «-x.Ctg«^y 

(3a        \        3^  Aus  dem  rechtwinkligen  Dreieck  W^BW^ 

—  +  j:j  =  —  -  y  ^^^Yii  sich  ferner: 

mithin:  p  =:  ntga  (siehe  Erkl.  4ft) 

-ö — y  oder  in  Rücksicht  der  Gleichung  b): 

IfL-L-a-  j>  =  ft.tg«  — x.ctga-tgo  — y-tg« 

oder  nach  der  Erkl.  795: 

c)  .  .  .  ^  =:  h'tgtt  —  X  —  y*tga 

Da  femer  in  Fignr  562: 

Zß  =  a 
also: 

q  =  a-p 

ist,  so  ergibt  sich  hieraus  und  in  Rücksicht 
der  Gleichung  c): 

d)  .  .  .  3  =:  «  —  6'tg«-f-«-f-y'tga 

Erkl.  797.    Um  mit  dem  Ball  W^  nach  den        ^^g  ^em  rechtwinkligen  Dreieck  W^ÄW. 
m   der  Aufgabe  1227  gegebenen  Bedbgungen         -v.    .  i^  weiter- 

den  Ball  Ä,  siehe  Figur  562,  zu  treffen,  nach-  ^^^^^  ^^^^  weiier. 
dem  er  quadmpliert  hat,  kann  man  denselben  r  =  g*ctga  (siehe  Erkl.  48) 

nicht  an  die  Lftugsbande  BC,  sondern  an  die  r  =  a*ctga  — dtga*ctgci4-^ctga-|-ytgiK>ctga 
andere  Längsbande  AD  des  Billards  anschlägt      ,  .    ,      v  1 1    »7^« 

Die  Berechnung  des  Winkels  «j,  unter  welchem  ^^^^  "^^^  ^®^  ^™-  ^^''• 
in  diesem  Fall  der  Ball  an  die  erste  Bande  an-  2)  .  .  .  r  =  a-ctg« —  h-\-x-QXga'\-y 

schlagen  muss,  ist  analog  wie  in  nebenstehender 

Andeutung  für  den  durch  die  Figur  562  an-        Setzt  man  nunmehr  den  Wert  für  r  aus 
gedeuteten  Fall  gesagt  wurde.  dieser  Gleichung  in  Gleichung  1),  so  erhält 

man  schliesslich  in  Bezug  auf  a  die  gonio- 
metrische  Bestimmungsgleichung: 

nnd  aus  dieser  Gleichung  ergibt  sich  nach 
der  Erkl.  796: 

"2 y 

^) ^*««  =  3a     .  
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nach  welcher  Gleichung  man,  in  Efickucht 
der  ffit  a,  b,  X  und  y  gegebenen  Zahlen- 
werte,  den  gegnohten  AVinkel  a  berechnen 
kann,  nnter  welchem  der  Bali  Tf  an  die  Längs- 
bände  BC  anschlageu  mass,  damit  er,  nach- 
dem er  qnadrapUert  hat,  den  Ball  R  trifft 
(Biehe  ErkL  797). 


Anmerkung  64.  Wie  in  den  Anmerkungen  61  and  63  erwühnt,  bähen  die  Toretehenden 
Aufgaben  ans  der  angewandten  Mathematik  nur  den  Zweck,  an  einzelnen 
Beispielen  zn  zeigen,  wie  die  goniometriscben  nnd  trigonometrischen  Sätze  und 
Formeln  zur  Lösnng  wichtiger  Probleme  ans  anderen  WisBenecbaften  benutzt 
werden,  sie  haben  Bomit  zugleich  den  Zweck,  dem  Studierenden  die  Wichtigkeit 
der  trigonometrischen  Lehren  darznthnn  und  ihn  anzuspornen,  liem  Stadiom  der 
Geometrie,  von  welcher  die  Trigonometrie  nnr  ein  besonderer  Zweig  ist,  die 
grCsstmögliche  Aufmerksamkeit  za  widmen. 

Weitere  trigonometrische  Aufgaben  aus  der  angewandten  Mathematik  smd 
in  den  Teilen  dieser  EncyklopHdie  enthalten,  welche  über  besondere  Zweige  der 
exakten  Naturwissenschaften  und  der  Technik  liaudeln. 
Anmerkung  65.  Aufgaben  und  Sätze  über  Vierecke  und  Vielecke,  welche  mittels 
trig.  Sätze  gelöst,  bezw.  hergeleitet  werden.  Bind  in  diesem  Buch  nur  in  beschränkten 
Mass  aufgenommen,  da  solche  in  ausführlicher  Weise  in  den  Teiloi  dieser 
Eucjklopädle  enthalten  sind,  welche  iiber  Polygonometrie  haudeln. 

Aufgaben  und  Sätze  über  Körper,  welche  mittels  trig.  Sätze  gelQst,  bezw. 
hergeleitet  werden,  sind  in  ausführlicher  Weise  in  den  Teilen  dieser  Encr- 
klopädie  enthalten,  welche  9ber  Stereometrie,  Körperberechnnngen  und  fifaer 
die  sphärische  Trigonometrie  handeln. 

Aufgaben  und  Sätze  Über  den  Einfluss  fehlerhafter  trigonometrischei 
Daten  auf  Resultate,  sind  in  den  Teilen  dieser  Encyklopädle  enthalten,  welche 
über  die  Ausgleichungsrechnungen  handeln. 

Aufgaben  nnd  StÜze  über  die  Konstruktion  trigonometrischer  Ans- 
dräcke  sind  in  den  Teilen  der  Encjklopädie  enthalten,  welche  Sber  „Konstrok- 
tionsaufgaben,  gelöst  mit  trigonometrischer  Analysis",  handln. 

Aufgaben  und  Sätze  fiber  die  Bestimmung  von  Masima  und  Minima  mittels 
trig.  Sätze  sind  in  den  Teilen  der  Encjklopädie  enthalten,  welche  über  Uasima 
und  Minima  handeln. 


Formelnverzeichnis, 

eine  Zasaiienstellang  der  wichtigsten  der  in  diesem  Bacli 

entwiclLelten  Formeln. 


A)  Grundformeln  über  das  Dreieck. 

1)  Grundformeln  zur  Berechnung  des  rechtwinkligen  Dreiecks  aus  gegebenen 

Seiten  und  Winkeln. 

a)  Gegeben  die  beiden  Katheten,  siehe  Figrar  1. 

Fignr  1. 
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b)  Gegeben  eine  Kathete  und  die  Hjpotennse, 
siehe  die  Fignren  2  nnd  8« 
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c)  Gegeben  eine  Kathete  und  ein  Winkel,  siehe  die  Figuren  4  big  7. 

Figur  4. 
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Seite  17 


siehe  Erkl.  49, 
Seite  19 


Figur  5. 


d)  Gegeben  die  Hjpotennse  nnd  ein  Winliel, 
siehe  die  Figuren  8  und  9. 

Figur  8. 
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Preisgekrönt  in  Frankfurt  a.  M.  1881. 


Der  ausführliche  Prospekt  und  das  ausführliche  In- 

lialtsyerzeichnis  der  „vollständig  gelösten  Aufgabensammlung 
von  Dr.  Ad.  Kleyer^*  kann  von  jeder  Buchhandlung,  sowie  von 
der  Verlagshandlung  gratis  und   portofrei   bezogen  werden. 

Bemerkt  sei  hier  nur: 

1).  Jedes  Heft  ist  aufgeschnitten  nnd  gnt  hrochiert,  nm  den  sofortigen  nnd  dauern- 
den Gebranch  zn  gestatten. 

2).  Jedes  Kapitel  enthält  sein  besonderes  Titelblatt,  Inhaltsverzeichnis,  Berichtigungen 
nnd  Erklärungen  am  Schlüsse  desselben. 

3).  Auf  jedes  einzelne  Kapitel  kann  abonniert  werden. 

• 

4).  Monatlich  erscheinen  3 — 4  Hefte  zn  dem  Abonnementspreise  von  25Pfg.  pro  Heft. 

5).  Die  Beihenfolge  der  Hefte  im  nachstehenden,  knrz  angedeuteten  Inhaltsverzeich- 
nis ist,  wie  ans  dem  Prospekt  ersichtUoh,  ohne  jede  Bedeutung  fttr 
die  Interessenten. 

6).  Das  Werk,  enthält  AUes,  was  sich  überhaupt  auf  mathematische  Wissenschaften 
bezieht,  alle  Lehrsätze,  Formeln  und  Regeln  etc.  mit  Beweisen,  aUe  praktischen 
Aufgaben  in  vollständig  gelöster  Form  mit  Anhängen  ungelöster  analoger  Auf- 
gaben und  vielen  vortrefflichen  Figuren.  - 

7).  Das  Werk  ist  ein  praktisches  Lehrbuch  ffir  Schüler  aUer  Schulen,  das 
beste  Handbuch  für  Lehrer  und  Examinatoren,  das  vorzüglichste  Lehrbuch 
zum  Selbststudium,  das  vortrefflichste  Nachschlagebuch  für  Fachleute  und 
Techniker  jeder  Art. 

8).  Alle  Buchhandlungen  nehmeft  Bestellungen  entgegen. 


Das  vollständige 

Inhaltsvorzoichnis 

der  bis  jetzt  erschienenen  Hefte 

kann  durch  jede  Buchhandlung  bezogen  werden. 


Halbjährlich  erscheinen  Nachträge  über  die  inzwischen  neu  erschienenen  Hefte. 


Dmok  Ton  Gftrl  Hammer  In  Stuttgart. 
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Ebene  Trigonometrie. 

Heft  375.  —  Seite  913—928. 

Hit  84  Figux«ii. 


Vollständig  gelöstö 

Aufgaben-  Sammlung 

—  nebst  Anhängen  ungelöster  Aufgaben,  fGr  den  Schul-  &  Selbstunterricht  - 

mit 

in^be  und  EntilcUimg  der  benutzten  Sitze,  Fomeln,  Regeln,  In  Fragen  nnd  Antworten 

erl&atert  durch 

viele  Holzschnitte  &  lithograpL  Tafeln, 

anB  allen  Zweigen 

der  Rechenkunst^  der  niederen  (Algebra,  Planimetrie,  Stereometrie,  ebenen  n.  Bphärischen 
Trigonometrie,  synthetisdien  Geometrie  etc.)  o.  höheren  Mathematik  (höhere  Analysis, 
Differential-  n.  Integral-Rechnong,  analytische  Geometrie  der  Ebene  n.  des  Raumes  etc.);  — 
aus  allen  Zweigen  der  Physik ,  Mechanik ,  Graphostatik,  Chemie.  GeodSsie,  If antik, 
mathemat.  Geographie,  Astronomie;  des  Maschinen-,  Stnissen-,  ifisenlHihn-,  Wasser-, 
Brtteken-  u.  Hochban's;  der  Konstmktlonsleliren  als:  darstelL  Geometrie,  Polar-  u. 

Parallel-Persp^rtilTe,  SchattenkonstmktlonMi  etc.  etc. 

für 

Schüler,  Studierende,  Kandidaten,  Lehrer,  Techniker  jeder  Art,  Militärs  etc. 

zum  einzig  riciitigen  und  erfolgreiclien 

Studiiun,  znr  Forthfilfe  bei  Schularbeiten  und  zur  rationellen  Verwertung 

der  exakten  Wissenschaften, 

herausgegeben  von 

Dr.  Adolpb  lUeyer^ 

Matbemfttiker,  Tereideter  kOnlgl.  prenat.  Feldmesser,  vereideter  groeah.  heaaiaoher  Oeometer  I.  Kl»Bae 

in  Frankfurt  a.  H. 
unter  Mitwiri^ung  der  bewährtesten  Erftfte. 


Eibene  Trig^onometriee 

Fortsetzung  von  Heft  375.   —    Seite  913—928.    Mit  34  Figuren. 

Inhalt: 

TrigonomctrischoB  ForaielDverzeichiiia,  Fortsetzuug.  —  Giundrormeln  zur  Berechnung  des  gleicbscbenkligen, 
des  rechtvrjnklig-gleichscbenkligcu  und  des  gleichseitigen  Dreiecke.  —  Uülfsfoimelu,  -welche  Kur  Berecltunng 
des  schiefwinkligen  Dreiecks  erforderlich  sind.  —  Grundfornieln  zur  Berechnung  des  ecbiefwinkl.  Dreiecks. 


Stuttgart  1887. 
Verlag  von  Julius  Maler. 


Da$  vollständige  Inhaltsverzeichnis  der  bis  jetzt  erschienenen  Hefte  kann 
durch  jede  Buchhandlung  bezogen  werden. 


Preisgekrönt  in  Frankfurt  a.  M.  1881. 

PROSPEKT. 

Dieses  Werk,  welchem  kein  äliuliches  zur  Seite  steht,  erscheint  monatlich  in  S— 4 
Heften  zu  dem  billigren  Preise  von  25  ^  pro  Heft  und  bringt  eine  Sammlung  der  wichii?- 
Bten  und  praktischsten  Aufgaben  ans  dem* Gesamtgebiete  der  Mathematik,  Phj^ik, 
Mechanik,  math,  Geographie,  Astronomie,  des  Masehinen-,  Strassen-,  Eisenbalin-, 
Brücken-  nnd  Hochbaues,  des  konstrakti?eu  Zeichnens  etc.  etc.  und  zwar  in  Tollstäudiir 
gelöster  Form,  mit  yielen  Figaren,  Erklärungen  nebst  Angabe  und  Entwiekelnng  der 
benutzten  Sätze,  Formeln,  Regeln  in  Fragen  mit  Antworten  etc.,  so  dass  die  Lösud? 
jedermann  verständlich  sein  kann,  bezw.  wird,  wenn  eine  grössere  Anzahl  der  Hefte  er- 
schienen ist,  da  dieselben  sich  in  ihrer  Gesamtheit  ergänzen  und  alsdann  auch  alle 
Teile  der  reinen  und  angewandten  Mathematik  —  nach  besonderen  selbständigen  Kapiteln 
angeordnet  —  vorliegen. 

Fast  jedem  Hefte  ist  ein  Anhang  von  ungelösten  Aufgaben  beigegeben ,  welche  der 
eigenen  Lösung  (in  analoger  Form  wie  die  bezüglichen  gelösten  Aufgaben)  des  Studierenden 
überlassen  bleiben,  und  zugleich  von  den  Herren  Lehrern  für  den  Schulunterricht  benutzt 
werden  können.  Die  Lösungen  hierzu  werden  später  in  besonderen  Heften  für  die  Hand  des 
Lehrers  erscheinen.  Am  Schlüsse  eines  jeden  Kapitels  gelangen:  Titelblatt,  Inhaltsverzeich- 
nis, Berichtigungen  und  erläuternde  Erklärungen  über  das  betreflfende  Kapitel  zur  Ausgabe. 

Das  Werk  behandelt  zunächst  den  Hauptbestandteil  des  mathematisch-naturwissec- 
schaftlichen  Unterrichtsplanes  folgender  Schulen:  Realschulen  I.  und  II.  Ordn.^  gleich- 
berechtigten höheren  Bürgerschulen,  Privntschnlen,  Gymnasien,  Realgymnasien,  Pro- 
gymnasien, Schullehrer- Seminaren,  Polytechniken,  Techniken,  Baogewerkschnlen, 
Gewerbeschulen,  Handelsschulen,  techn.  Yorbereitungsschulen  aller  Arten,  gewerbliche 
Fortbildungsschulen,  Akademien,  Universitäten,  Land-  nnd  Forstwissensehaftssehulen, 
Mllitärschulen,  Torbereitungs- Anstalten  aller  Arten  als  z.  B.  für  das  Einjährig- Frei- 
willige- nnd  Offlziers-Exanien  etc. 

Die  Schüler,  Studierenden  und  Kandidaten  der  mathematischen,  technischen  nnd 
naturwissenschaftlichen  Fächer  werden  durch  diese.  Schritt  für  Schritt  gelöste,  Aufgaben- 
sammlung immerwährend  an  ihre  in  der  Schule  erworbenen  oder  nur  gehörten  Theorien  etc. 
erinnert  und  wird  ihnen  hiermit  der  Weg  zum  unfehlbaren  Auffinden  der  Lösungen  der- 
jenigen Aufgaben  gezeigt,  welche  sie  bei  ihren  Prüfungen  zu  lösen  haben,  zugleich  aber 
auch  die  überaus  grosse  Fruchtbarkeit  der  mathematischen  Wissenschaften  vorgeführt. 

Dem  Lehrer  soll  mit  dieser  Aufgabensammlung  eine  kräftige  Stütze  für  den  Schul- 
unterricht geboten  werden,  indem  zur  Erlernung  des  praktischen  Teils  der  mathematische'! 
Disciplinen  —  zum  Auflösen  von  Aufgaben  —  in  den  meisten  Schulen  oft  keine  Zeit  er- 
übrigt werden  kann,  hiermit  aber  dem  Schüler  bei  seinen  häuslichen  Arbeiten  eine  vo..- 
ständige  Anleitung  in  die  Hände  gegeben  wird,  entsprechende  Aufgaben  zn  lösen,  die  ge- 
habten Regeln,  Formeln,  Sätze  etc.  anzuwenden  und  praktisch  zu  verwerten.  Lust,  Liebr 
und  Verständnis  für  den  Schulunterricht  wird  dadurch  erhalten  und  belebt  werden. 

Den  Ingenieuren,  Architekten,  Technikern  und  Fachgenossen  aller  Art,  Militär-» 
etc.  etc.  soll  diese  Sammlung  zur  Auffrischung  der  erworbenen  und  vielleicht  vergessenen 
mathematischen  Kenntnisse  dienen  und  zugleich  durch  ihre  praktischen  in  allen  Ber<tf5- 
zweijren  vorkommenden  Anwendungen  einem  toten  Kapital  lebendige  Kraft  verleihen  hl  i 
somit  den  Antrieb  zu  weiteren  praktischen  Verwertungen  und  weiteren  Forschungen  gebea 

Alle  Buchhandlungen  nehmen  Bestellungen  entgegen.  Wichtige  und  praktische  Aü- 
gaben  werden  mit  Dank  von  der  Redaktion  entgegengenommen  und  mit  Angabe  der  Nam?:. 
verbreitet.  —  Wünsche,  Fragen  etc.,  welche  die  Redaktion  betreffen,  nimmt  der  Verfasser 
Dr.  Kleycr,  Frankfurt  a.  M.,  Fischerfeldstrasse  16,  entgegen,  und  wird  deren  Erledigjri. 
thunlichst  berücksichtigt. 

Stuttgart.  Die  Yerlagshandlnng:. 
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Die  Bedeatung 
der  Buchstaben 
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F  bedeutet  den 
Inhalt  des  be- 
treifend.  Drei- 
ecks. 


2)  Grundformeln  zur  Berechnung  des  gleichschenkligen  Dreiecks  aus 
gegebenen  Seiten  und  Winkeln  und  der  gegebenen  Höhe. 

a)  Gegeben  ein  Schenkel  nnd  die  BasiSy  siehe  Flgar  10« 
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b)  Gegeben  die  Basis  nnd  die  HOhe,  siehe  Figur  11. 

Figur  11. 
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914        Zasammenstellong  der  wichtigsten  der  in  diesem  Bach  entwickelten  Formeln. 

c)  Gegeben  ein  Schenkel  und  die  Höhe,  siehe  Figor  12. 
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d)  Gegeben  der  Scheitelwinkel  nnd  die  Basis,  siehe  Figur  Ift, 
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e)  Gegeben  ein  Basiswinkel  nnd  die  Basis,  siehe  Figor  14. 

Figur  14. 
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f)  Gegeben  der  Scheitelwinkel  nnd  ein  Schenkel,  siehe  Fignr  15. 
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g)  Gegeben  ein  Basiswinkel  und  ein  Schenkel,  siehe  Figur  16. 
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h)  Gegeben  der  Scheitelwinkel  und  die  Höhe,  siehe  Figur  17, 

Figur  17. 
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i)  Gegeben  ein  Basiswinkel  und  die  Höhe,  siehe  Figur  18. 

Figur  18. 
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a^  b  Vi  h;  a  n.  ß 
ergibt  sich  aus 
den  beigegebe- 
'  nen  Figuren. 

F  bedeutet  den 
Inhalt  des  be- 
treffend. Drei- 
ecks. 


J 


3)  Grundformeln  zur  Berechnung  des  rechtwinklig-gleichschenkligen 

Dreiecks  aus  gegebenen  Seiten  und  der  gegebenen  Höhe. 

a)  Gegeben  die  Hypotenuse,  siehe  Figur  19. 

Figur  19. 


Formel  73. 


Formel  74. 


Formel  75.   F  = 


&2 


siehe  Auflösung 

der  Aufgabe  112,  < 

Seite  44 


Die  Bedeutung 
der  Buchstaben 
Of  b  und  h  ergibt 
sich  aus  der  bei- 
gegebenen 
Figur. 

F  bedeutet  den 
Inhalt  des  be- 
treffend. Drei- 
ecks. 
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b)  Gegeben,  eine  Kathete,  siehe  FJgor  20. 

Fignr  20. 


Formel  76.     b  =  a  V2 

2  V2 


Formel  77.     h  =:  -— 


Formel  78.    F  =  ~ 


02 

2 


siehe  Auflösang' 

der  Aufgabe  IIS, 

Seite  45 


Formel  79.    h  =  2h 

Formel  80.   a=ih\/2 
Formel  81.  F=hi 


c)  Gegeben  die  Höhe,  siehe  Figor  21. 

Figur  21. 

6 


siehe  Auflösang 
der  Aufgabe  114,  < 
Seite  46        1 


Die  Bedentong 
der  Baehfitaben 
o,  h  und  h  ergibt 
sieb  aas  den  bei- 
gegebenen  Fi- 
guren. 

F  bedeutet  da 
Inhalt  des  le- 
trelTend.  Drei- 
ecks. 


4)  Grundformeln  zur  Berechnung  des  gleichseitigen  Dreiecks  aus 

der  gegebenen  Seite  und  der  HShe. 

a)  Gegeben  die  Seite,  siehe  Figur  22« 

Fignr  22. 
A 


Formel  82.    h 
Formel  88.   F 


TV3 


siehe  Auflösung 

der  Aufgabe  115, 

Seite  47 


b)  Gegeben  die  Höhe,  siehe  Fignr  28, 

Fignr  23. 

A 


Ol  _ 

Formel  84.     a  =  -^V^ 

o 

Formel  86.    F=z:^  \/3 


siehe  Auflösung 

der  Aufgabe  116, 

Seite  48 


^...„ ^ 


Die  Bedentns^ 
der  Boehstabce 

a  und  h  ersibt 

sich  was  den  bei- 

gegrebenen 

FfsnreD. 

F  bedeutet  dcc 
Inhalt  des«  b^' 
treffend.  Pre-- 
ecks. 
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5)  HUIfsformeln,  welche  zur  Berechnung  des  schiefwinkligen  Dreiecks 

erforderlich  sind. 


Formel  86«     a :  5 :  r  :=  sina :  sin/? : sin;^) i) 

oder: 

a  b  c 


Formel  86  a*  _    .   ^  —    . 

sin  CK        srn/f        sin^ 

Formel  86b.  a:b  =z  sinn  :  sin^  \  i) 
Formel  86c«  a:c  =  sina : 8m>^    | 
Formel  86 d.  b:c  =  smß : any  ) 


siehe  Antw.  auf  Frage  18 

und  Antw.  anf  Fraire  19, 

Seite  51 


siehe  Erkl.  80,  Seite  51 


*)  Durch  die  Formeln  86  bis  8)d  wird  der  sog.  Sinnsregel  Aus- 
druck verliehen  (siehe  Antwort  auf  Frage  18.  Seite  51). 


Formel  87.  «  =  ft-cosy  +  cco«/»  y)  g,ehe  Antw.  auf  Frage  18 
Formel  SIa*  b  =z  a'COBy-{-C'COBa  \  und  Antw.  auf  Frage  20, 
Formel  87b.  c  =  a'COBß-^-b'COBu  J 


Seite  57 


*)  Durch  die  Formeln  87  bis  87b  wird  der  sog.  Kosinasregel 
Ausdruck  verliehen  (siehe  Antwort  auf  Frage  18,  Seite  ol). 


Formel  88. 

«2 

=  &2  +  c2- 

-a&c- 

cosa 

Formel  88  a. 

fo2 

—  fl2  +  c2- 

■2ac. 

009/9 

Formel  88  b. 

r2 

=  a2  +  6«- 

-2ab 

•cosy 

}' 


und  Antw.  auf  Frage  22, 
Seite  59 


*>  Durch  die  Formeln  88  bis  88b  wird  dem  sog.  ProjektlonH- 
oder  dem  Carnot sehen  Satz  oder  dem  allgemeinen  pythagorei- 
schen Lehrsatz  Ausdruck  verliehen  (.siehe  Antwort  auf  i-Yage  21, 
Seite  59). 


Formel  88c.  0«  =  (b  — c)«  +  46c.Biii«-^ 


Formel  88  d.  a«  =  (6  —  c)«  +  (^2 sin  ^ 
Formel  88e.  a«  =  (6  +  c)«  —  4 ft c- cos«  4 


VbcJ 


Formel  88  f.  a^  = 


Formel  88  gr.  a^  = 


Formel  88h.  a«  = 


(b  +  c)«  —  (scoB--  /FcY 
p  +  c  +  2coB~  YbcX 

(b  +  c-2coB-^  Vbe\ 

[(6+c)Bin  JjV  [(&-c)cos  Jj 


Formel  881.   fe«  =  (a  —  c)«  +  4  a  c  sin« 
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Formel  88  k.  5«  =  (a  —  c)«  +  ^2Biii|-  "/acY 

ß 


Formel  881.   b«  =  («  -j-  c)s  —  Aac  cos« 
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Formel  88  m.  fe«  = 


Formel  88ii.  bt  = 


Formel  88  o.  b^  = 


{a  +  c)^'-  /^2coB-g-  V<ic\ 

( a  +  c  +  2co8  -^  \/äcY 

f  a  +  c  — 2coB^  V^) 
[(a  +  c)Bin|]+[(a--c)coB.A]' 
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Figor  24. 


Die  Bedeutung  der  Bttchstabe»  a,  b 

'  und  c;  a^  ß  und  j'  ergibt  sich  aus 

der  Figur  24. 
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Formel  88p.  'c«  =  (a  —  &)«  +  Aah  sin2-|- 
Formel  88  q.  c^=2(a--  6)2  +  (2sin^  V^hj 
Formel  88 r.  c«  =  (a  +  6)2  —  4a6  cos«  -|- 
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Formel  88  s 
Formel  88  t 
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>     t-i 


.    c2=:(a  +  6)2  — ^2cos-^Va6J 

.   c2=  ^a  +  6  +  2cos-|- V^ä6V 

^a  +  6  — 2co8  l^l/^j 

Formel  88 n.  c2  =  \{a  +  6)  sin  |^  jV  [(a  —  6)  cos  ^J" 

*)  Die  Fonneln  88  c  bis  88u  sind  Umformmigcn  der  Fonneln  88 
bis  88b  (siehe  Erkl.  101,  Seite  61).  

«  _  Ä  «  _L  «  \  5) 

Formel  89.      (a  +  6) :  c  =  cos  —^ :  cos  -~-^ 


Formel  89a.  (a  +  c)  :  6  =  cos ^^-^^ : cos ^^^ 
Formel  891).  (6 -[- c) :  a  =  cos  ^-^ ;  cos  ^^^ 


siehe  Autwort    auf 

Frage  21  und  Ant- 

'woit  auf  Frage  23, 

Seite  66 


Die  Bedeutimg  der  Biiclistab€B 
'  a,  b  nnd  e;  a,  /9  -and  }r  ergibt 
sich  aus  der  Figur  24. 


Formel  90.      (a  ~  6) :  c  =  sin  — ^  :  sm  — ~- 


Formel  90a.   (a  —  c)  :  6  =  sin  ^-^ :  sin  ^^^^ 
Formel  90b.  (6  —  c)  :  a  =  sin  ^-^ :  sin  ^-^ 


siehe  Antwort  auf 
Frage  21  und  Ant- 
wort auf  Frage  24, 
Seite  69 


*)  Durch  die  Formeln  89  bis  89b  und  90  bis  90b  wird  den  Moll- 
weide sehen  Sätzen  Ausdruck  verliehen  (siehe  Antwort  auf  Frage  21, 
Seite  59).  __— 


Formel  91.      («  +  6)  :(a  — 6)  =  tg-^  : ig  —^ 
Formel  91a.  (a  +  c):{a  —  c)  =  tg^^^Y^:tg^^~ 
Formel  91b.  (6  +  c) :  (6  —  c)  =  tg^i^ :  tg  ^^ 


o  g  Sf- 

9  S  O 

«)  Durch  die  Formeln  91  bis  91  b  wird  dem  sog.  Tangenten- 
Satz  Ausdruck  verliehen  (siehe  Antwort  auf  Frage  21,  Seite  59). 


6)  Grundformeln  zur  Berechnung  des  schiefwinkligen  Dreiecks  aus 

gegebenen  Seiten  und  Winkeln. 

a)  Gegeben  eine  Seite  nnd  zwei  Winkel,  siehe  die  Figuren  25  bis  8S« 

Figur  25. 
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eeks. 


\ 


Gnmdformeln  über  das  Dreieck. 


919 


Formel  96.      6  -|-  c  =  a  •  cob  ^-^ :  cos-^^    i  siehe  Auflösung  2 

Ä  -i_        (    ^®^  Aufgabe  117, 
Formel  OOa.   &  -  c  =  a-sin  ^^^ :  sin^i^    '         Seite  77 
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FigüT  27. 


Figur  28. 


Die  Bedeutung 
der  Buchstaben 
o,  h  und  c;  a,  /} 
und  7  ergibt  sicli 
^aus  den  beigege- 
benen Figuren. 

F  bedeutet  den 
Inhalt  des  be- 
treffend. Drei- 

OvSS« 
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Formel  128.      ^  =  2  22  —  («  +  y) 

Formel  124.      a  =  — ; 

smy 

TO         t  tarn        r       c«8in(a  +  y) 
Formel  125.      b  = P^ — ^—^ 

siny 

•ra         1  <-*«       T^       c*«Binff-sin  (a  +  ^) 

Formel  126.     F  = ^    .    ^ — '  -^ 

2-8my 

Formel  126a.   a  +  6  =c«co8^^^^:co8""^^ 
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Formel  126b.    a  —  6  =  osin ^^-^ : sin^^i^ 


Formel  127.      «  =  2B  —  (/*  +  y) 
Formel  128.      „^'J^Stt^} 

Formel  129.      b  =  ^^5!^ 

siny 

w^       1  toA       n       c2-8in^»8in(/?  +  y) 

Formel  180.     F  =. ^. — '    '  ^^ 

28my 

Formel  180a.   a  +  6  =  c-cob  —^ :  cos      '  '^ 
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Figur  80. 
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b)  Gegeben  zwei  Seiten  und  der  TÖn  beiden  eingeschlossene  Winkel, 

siebe  die  Figuren  84  bis  36. 

Formel  181.     «  +  ^  =  2i?  —  y 


Formel  181a.  ig 

Formel  182. 
Formel  188.    F  = 


a  —ß  __  a 
~2~  " 


a-\-h 


tg 


2 


ah 


siehe 

die  Auflösung  1 

der  Aufgabe  118, 

Seite  82 


Statt  der  Formel  132  kann  man  auch  die  Formel: 

Formel  184.     c  =  V'(a  +  &  +  »»)(ö  +  &  — »») 
in  welcher  Formel 

Formel  184  a.  m  =  2  l/öTJ  •  cos  -^ 

ist;  oder  die 

Formel  186.     c  =  ^^^^^ 

C08(^ 
in  welcher  Formel  (p  einen  Hülfswinkel  bedeutet,  der 

""" ""                           9Bm|       _ 
Formel  185a.   tgw  = i—  V^a& 

ergibt;  oder  die 

Formel  186.      c  =  (a  +  &)  •  cos  y 

in  welcher  Formel  tp  einen  Hülfe  Winkel  bedeutet,  der 

2C08-& 


siehe  Erkl.  139, 
Seite  86 


sich  aus 


Formel  18fta.  siD<^  = 


2      -/-7 


Vah 


a-\-h 
ergibt,  benutzen. 

Statt  der  Formeln  131  und  131  a  kann  man  auch  die 

Formel  187.      tg«  =      gs^^y 

®  h  —  a«co8y 

oder  die 

Formel  188.     tga  =  -r-y ^ 

^  Bin  (y  —  y) 

in  welcher  Formel  (p  einen  HülfiBwinkel  bedeutet,  der 
sich  aus 

Formel  188  a.  ctgtp  = 


siehe 

die  Auflösung  2 

der  Aufgabe  118, 

Seite  85 


*) 


a*8my 

&'8my 

rt  —  6»co8y 


ergibt;  und  die 

Formel  189.     tg/9 

oder  die 

Formel  140.     tg/.  =   ^^Y'^\ 

^'^       8m(y  —  (f) 

in  welcher  Formel  9?  einen  Hülfswinkel  bedeutet,  der 
sich  aus 

Formel  140  a.  ctgy  =  ^;^— 

ergibt,  benutzen. 

^  Sind  die  Winkel  a  und  B  mittels  der  vorstehend 
angetliliTten  Formeln  berechnet,  so  kann  man  auch  zur 
Berechnung  der  dritten  Seite  e  statt  der  Formeln  132, 
1^4,  135  und  136  eine  der  Formeln: 


siehe 

die  Auflösung  3 

der  Aufgabe  118, 

Seite  88 


Formel  141. 

oder: 

Formel  142. 

oder* 

Formel  148. 
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Formel  144. 

benutzen. 
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«4-^       «  —  ß 
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c  =  (a  — 6).sm— ^:8m— g— 


siehe  Erkl.  148^ 
Seite  89  . 


Figur  34. 


— ar 


^ 


Die  Bedeutung  der  Buchstaben  «, 

h  und  e;  a,  ß  und  y  ergibt  sich  aus 

der  beigegebenen  Figur  34. 

F  bedeutet  den  Inhalt  des  betreffen- 
den Dreiecks. 
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Formel  145.     «  +  y  =  2Ä  —  /J 
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Formel  146.      b=  \/ai  +  c^--  2ae'C09ß 
Formel  147.    F  =  -  -  •  sin  ß 

Statt  der  Formel  146  kann  man  auch  die  Formel : 

Formel  148.     h  =  Via  +  c+m)  {a+c-^m) 
in  welcher  Formel 

/ —  ß 

Formel  148a.  m  =  2y  ac-cos  - 

ist;  oder  die 

Formel  149.    b  =  ^"^ 

C08<p 

in  welcher  Formel  9  einen  Hülfswinkel  bedeutet,  der 
sich  aus 

28in4         _ 
Formel  149a.    tg«)  = Vf^c 

ergibt;  oder  die 

Formel  150.    &  =  (a  +  c)  •  cos  y 

in  welcher  Formel  9  einen  Hülfswinkel  bedeutet,  der 
sich  aus 


siehe  Erkl.  155, 
Seite  92 


Formel  150  a.  aiaip  = 


2  cos  -^ 


a-j-c 


'  l/«c 


siehe  Erkl.  155, 
Seite  92 


ergibt,  benutzen. 

Statt  der  Formeln  145  und  145  a  kann  mau  auch 
die 

Formel  151.    tg«  =  - — — — -r 

c  —  a  cos/j 

oder  die 

^         «  ^we^     ^  sin^-sin«) 

Formel  152.    tgo  =  -r-~ \ 

*  sm  (/3  —  <p) 

in  welcher  Formel  <p  einen  Hülfswinkel  bedeutet,  der 
sich  aus 

c 

Formel  152  a.    ctg^  = 


ergibt;  und  die 
Formel  158.    tgy  = 

oder  die 


asin^ 
c-aiiiß 
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a  —  c  coBß 


n         1  t-^      *  sm^siny 

Formel  lo4.    tgy  =  -r-rr — ^ 

smO?  — <^) 

in  welcher  Formel  <p  einen  Hülfswinkel  bedeutet,  der 
sich  aus 

Formel  154  a.    ctgw  =.  — r— - 

^  ^        c  smß 

ergibt,  benutzen. 

*)  Sind  die  Winkel  a  und  /  mittels  der  vorstehend 
angeführten  Formeln  berechnet,  so  kann  man  auch  zur 
Berechnung  der  dritten  Seite  b  statt  der  Formeln  146, 
148,  149  und  150  eine  der  Formeln: 


siehe  Erkl.  155, 
Seite  92 


Formel  155. 

Formel  150. 
Formel  157. 

Formel  168. 

benutzen. 
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siehe  Erkl.  155, 
Seite  92 


Figur  35. 


Die  Bedeutung  der  Baehstabei 
b  und  c;  Oy  ß  und  y  ergibt  sich  iv 
der  beigegebenen  Figur  £. 

F  bedeutet  den  Inhalt  des  betrefft 
den  Dreiecks. 
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Formel  161.    jP  =  -5-  •  sin  « 

statt  der  Formel  160  kann  man  anch  die  Formel: 
Formel  162.  a  =  VJfi  +  c-f  w)(6-t-c  — m) 
in  welcher  Formel 

Formel  162a.  m  =:  2 \/ 6c -008-^ 

ist;  oder  die 

Formel  168.    a  =  -^^ 

cos  (f 

in  welcher  Formel  (p  einen  Hülfewinkel  bedeutet,  der 
sich  aus 

281I1-Ö-       

Formel  168a.  tg(p  =  -r — -  Vhc 

0  —  c 

ergibt;  oder  die 

Formel  164.     a  =  (6  -f-  c)  •  cos  y 

in  welcher  Formel  (p  einen  HlUfewinkel  bedeutet,  der 
sich  aus 

2cosf     „ 
Formel  164a.  sin«)  =  1— r —  Vhe 

D-f-C 

ergibt,  benutzen. 

Statt  der  Formeln  159  und  159  a  kann  man  auch 

die 

b  sina 

Formel  166.     tgß  = rrrr- 

^  c  —  ocosa 

oder  die 

1  ^/»Ä      ..   *       sin  «•  sin  (p 

Formel  166.     tgß  =  -r-z ^ 

^'^       sin(a— y) 

in  welcher  Formel  ^  einen  Hülfswinkel  bedeutet,  der 
sich  aus 

Formel  166  a.  ctg^  = 

lind  die 

Formel  167.     tgy  = 

oder  die 

1  ^«ß      X            sin«' sin«) 
Formel  168.     tgy  =  -r-; ^ 

^^        8m(a  — y) 

in  welcher  Formel  97  einen  Hülfewinkel  bedeutet,  der 
sich  aus 

Formel  168  a.  ctgy  =  — r— - 

"  ^        c  sm  ce 

ergibt,  benutzen. 

*)  Sind  die  Winkel  ß  und  /  mittels  der  vorstehend 
angefahrten  Formeln  berechnet,  so  kann  man  auch  zur 
Berechnung  der  dritten  Seite  a  statt  der  Formeln  160, 
162,  163  und  164  eine  der  Formeln: 

,  ^^^  ft-sin« 

Formel  169.     a  = 


siehe  Erkl.  156, 
Seite  93 


siehe  Erkl.  156, 
Seite  93 


^sina 

csina 
b  —  c  cos  a 


') 


siehe  Erkl.  156, 
Seite  93 


Formel  170.     a  = 


smß 

C'sina 

siny 


Formel  171.     a  =  (h-^c)-  cos  ^  -  :  cos  ^-^ 


Formel  172. 

benutzen. 


a  =  (b  —  c).8m  '—^  :  sin^-^ 


siehe  Erkl.  156, 
Seite  98 


Die  Bedeutung  der  Buchstaben  a^ 

b  und  e;  a,  ß  und  /  ergibt  sich  aus. 

der  beigegebenen  Figur  36. 

F  bedeutet  den  Inhalt  des  betreffen- 
den  Dreiecks. 


924        Zosammenstellang  der  wichtigsten  der  in  diesem  Bach  entwickelten  Formeln. 


Formel  178.    cos«  =  — ~rv 

2oc 

Formel  174.    cos/J  =  — 4^ 

2ac 

fl2  -i-  [,2  —  f  2 

Formel  175.    cosr  =  —   ^    , — 

'  2ab 

Statt  dieser  Formeln  kann  man  anoh,  wenn: 

2         "• 
ist,  die  Formeln: 

a  __  '^/(8—h){s  —  c) 
""  V  bc 


c)  Gegeben  die  drei  Seiten^  siehe  die  Fignr  87. 

?>2  J.  />2 ni      \  \ 


siehe  Aof  lösung 

der  Aufgabe  119, 

Seite  94 


Formel  17; 


Formel  176.    sin  — 

177.    sin  .^- = -l/^IEMEi) 
2         V  ac 

Formel  178.    «in  |- =  ^/^i^^E^ 

2         V  ao 

oder  die  Formeln : 


siehe  Erkl.  160, 
Seite  96 


Formel  179.    cos  ^  =  v/fiL""-^ 

2         f        bc 

Formel  180.    cos^-  =  V  ^^ 

2  y         a 


{8-^J) 
C 

8(8  —  C) 

b~~ 


siehe  Erkl.  161, 
Seite  97 


') 


Formel  181.    cos  -^ 

oder  die  Formeln:  , 

2      / 

Formel  182.    sina  =  ^  y  8 (8—a)(8—b)(s—c) 

oc  siehe 

Q Erkl.  162 

Formel  188.     einß  =  —  Ys{8^a)(8-b){8-c)\    «eite  99* 

ac 

2    f 

Formel  184.    sin  y  =  —  y  « («  -  a)  (« —&)(«-  c) 


oder  die  Formeln: 


Formel  185. 


(g  --  6)  (g  -  c) 


p.™dm  «A  =  Y^«^£)^ 


siehe 
.    Erkl.  164, 
Seite  100 


•  ^^t"^ 


Formel  187 

oder  die  Formeln. 

Formel  188.    tg-^  =. -I-a/^^^^BkE^ 

^  2        8-ay  8 

Formel  189.    \jg? -  ^  J^xf^E^^ME^ 

^  2        «-6V  « 

)   tg  y  -~  ^  -■/(g-«)(g-fc)(g^) 

*  2        s-cV  8 


siehe 
,    Erkl.  165, 
Seite  101 


Formel  190.    .« 

2 

diesen  Formeln  188  bis  190: 


oder,  wenn  man  in 


9 


Figur  37. 


Die  Bedeutung  der  Buchstaben  a,  &u  ^. 
a,  ßVi.  Y  ergibt  sich  aus  der  Figur  J 

8  bedeutet  die  halbe   Summ«  d-: 

drei  Seiten  o,  b  vl.  e, 
also : 


r 


Grundfoxmeln  über  das  Dreieck. 


setzt,  die  Formeln: 

Formel  191.    tg  -"-  =  — ~  - 

2         s  —  a 

Formell02.    tg  ^  = -— [— 


y  ^ 


r 


siehe  Erkl.  166, 
Seite  102 


Formel  198.    tg-^-  = 

('}  siehe  die 
ErW.  IJOu  171, 
,      ,  oeite  104 

benutzen. 

^  Bei  Benutzung  der  Formeln  176  bis  194  ist  wohl 
ZQ  beachten,  dass: 

a  +  b-\-e 

ist. 


925 

Die  Bedeutnng  der  Buchstaben  «» 

b  u.  c;  a^  ß  n.  Y  ergibt  sich  ana 
der  Figur  37. 

F  bedeutet  den  Inhalt  des  betreffen- 
den Dreiecks. 

r  bedeutet  den  Radius  des  dem  be- 
treffenden Dreieck  umbeschri»- 
b  e  n  e  n  Kreises ;  man  hat  für  den- 
selben: 


=v^ 


—  o)(»  — M(»  — c) 


4   bedeutet    die  halbe   Summa 

der  drei  Seiten  a,  b  u.  e, 
also: 

a-f  ft-f  c 


d)  Gegeben  zwei  Seiten  nnd  der  der  grösseren  dieser  Selten  gegenüberliegende  Winkel> 

siehe  die  Figuren  88  bis  48. 

Figiir  38. 


Formel  195.     sin  /}  = 


b'Sm  a 
a 

sina 


Formel  196.     sm  y  =  -^  \/  (a«  —  (b  sin  «)2  -| ,j-^ — 


oder: 


sma 


d*  sin  2a 


Porniel  19ea.   sin  /  =    —  \/(a  +  6  sin  a)  (a  —  6  siu  a)  H g- 


F'ormel  197.      c  =  V^ää^T&^lnä)«  +  ft-cos  « 

oder: 
j'ormel  197  a.   c  =  '\/(a  +  b  sin  «)  (a  —  &  sin  «)  -j-  &•  cos  a 

•^ormel  198.    F  =  .-^—  v^  as  —  (6  sin  u)^-\ ^ — 

oder: 
^onnell98a.  F  = 


S) 


siehe  Auf- 
lösung der 
Aufgabe  lao, 
Seite  107 


6  sin  CK 


&2sin2c( 


b —  V  (a  -[-  6  sin  «)  («  —  b  sin  «)  -|- ^^ 

»)  Bei  Anwendung  der  Formeln  185  bis  198  a  wird  vorausgesetzt,  dass 
ie  Seite  a  grösser  als  die  ^eite  b  ist. 


Die  Bedeutung  der 
Buchstaben  a,  b 
und  c;  a,  ß  und  / 
ergibt  sich  aus  der 
Figur  S8. 

F  bedeutet  den  In« 
halt  des  betreff! 
Dreiecks. 


326        Znaammenstellung  der  wichtigsten  der  in  diesem  Bach  entwickelten  Formeln. 


Fignr  39. 


rormel  199.     sin  a  = 


(/  •  sin  ß 


Formel  200.     sm  y  =  -^ \/ 6^5  —  (a  sin ß)^  +      ^^ 

oder: 
Formel  200  a.  siny  =  —^  y{jb  +  a  sin  /?)  (fe  —  a  sin  ^)  +  —^h^ 

Formel  201.      c  =  |/&2  —  (^  sin/S)« +«•  cos /J 

oder: 
Formel  201a.   c=  VQ>  +  er  sin/J)  (fe  —  a  sin^)  +  a  •  cos/J 

Formel  202.    F=.  ^  V^.^^  (asin/?)2  +  .^-!j^ 

oder: 
Formel  202  a.  F=:  ^^  \/(&  +  a  sin/J)  (6  -  a  sin«  +  i^?£ 

")  Bei  Anwendung  der  Formehi  199  bis  202  a  wird  vorausgesetzt,  dass 
die  Seite  6  grösser  als  die  Seite  a  ist. 


9 


') 


siehe 
Erkl.  182, 
Seite  113 


Die  Bedentimg  dr^ 
Bachstaben  «.  i 
und  c;  o,  ß  und  ; 
ergibt  sicli  ans  l^. 
'  Figuren  38  md  4. 

.r  bedeutet  den  .i 
halt  des  betni? 
Dreiecks. 


C  •  SIU  ff 

a 
sinn 


l/a-'— (csina)2  + 


c*sin2a 


Formel  208.    sin^^  = 

Formel  204.    sin^  = 

oder: 
Formel  204a.  sin^  =  — -  /(a  +  c  sin o)  («"-  c  sin«)  + 

Formel  205.      l  =  VaS  — (csina)«  -]-  c •  cos « 

oder: 
Formel  205a.  6  =  V («  + 1' sin «)  (a  —  c^ a)  -f-c-cosa 


csin2tt 
2a 


m 


Formel  206.    F  = 
oder: 


rsma 
"~2~ 


csina 


Va«— (csino)2  + 


c2sin2a 


c2sin2a 


Formel  200 a.  F  =  — — -  \/(a  +  c  sino)  (a  —  c  sin«)  + 

«  4 

;i-    a  -i.^^  Bei  Anwendung  der  Formeln  208  bis  206  a  wird  vorausgesetzt,  dass 
die  Seite  a  grosser  als  die  Seite  e  ist.  »         ri  ^ 


siehe 
Krkl.  183, 
Seite  113 


I 


r 


Grandformeln  über  das  Dreieck. 
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Fignr  41. 


Formel  207.     ana  =  ^l^L 

c 

Formel  208.      sin/?  =  -^  Vc^  -  (»  siny)«  +  --^f^^ 
oder: 


2c 


asiii2>^ 


Formel  208  a.  sin^  =  —~-  \/(c  -f-  a  siny)  {c  —  a  siny)  +      o 

Formel  209.  &  =  V^c2  —  (asiny)^  -|-  a^cosy 

oder: 

Formel  200  a.  6  =  ^/(c  -|-  a  siny)  (c-^a  siny)  -|-  a •  cosy 


^•) 


öf  sin  V     

Formel  210.     F  =  — — ^  -/(c«  —  a  sin  y)2  -{- 

-  A 


a2  8in2}^ 


oder: 


a2  8in2;' 


Formel  210a.  F  =  — *^ \/(c  +  a  sin y)  (c  —  a  sin y)  +  ^^-^- ' 

**)  Bei  Anwendnng  der  Formeln  207  bis  210a  wird  vorausgesetzt,  dass 
die  Seite  c  grösser  als  die  Seite  a  ist. 


siehe 
Erkl.  184, 
Seite  114 


Fignr  42. 


Formel  211.  sm  y  =  —  ^-  - 

0 

^  1  a^a         .  sinÄ    , c-sin2Ä 

Formel  212.  sm  «  =  — z-^  \/h^  —  (c  sin ß)'+    ~],i 

oder: 

w^         ,  _-_         .  sin  i5    , c  sin  2/9 

Formel  212  a.  sm  «  =  -y^  y  (&  -|-  c  sin  ß)  (h  —  c  sin  /?)  H g-y - 


Formel  218.     a  =  "/j«—  (csS^  +  c-cos  ^9 

oder: 
Formel  218a.  a=  ^/(i  +  c sin /J)  (&  —  c  sin ßj  +  c-cos ß 

„         1  iMj      T^       c9mß    j. c^  sin  2/9 

Formel  214.    F  =  —^  \/2^2  —  (c  sin  ß)^  -f-  — j  — 

oder: 

■c»^        1  ai  j       Ti       c  sin  Ä    ._ c*  sin  2ä 

Formel  214a.  -P  =    -^   -  \/(6  +  r  sin  /?)  (5  -  c  sin  ß)  +  — ^^  - - 

*■)  Bei  Anwendung  der  Formeln  211  bis  214  a  wird  vorausgesetzt,  dass 
clie  Seite  fc  grösser  als  die  Seite  c  ist. 


121 


siehe 
Erkl.  185, 
Seite  114 


Die  Bedeutung  der 
Buchstaben  a,  b 
und  c;  a,  ^  und  y 
ergibt  sich  ans  den 
Figuren  41  und  42. 

F  bedeutet  den  In- 
halt des  betreff. 
Dreiecks. 


928         Znsammenstelliing  der  wichtigsten  der  in  diesem  Buch  entwickelten  Formeln. 

Figur  48. 


Formel  216.     am  ^  -=  ■        ' 


c 


&*8in2/ 
2c~~ 


Formel  216.     sin  «  =  — -  \/c^  —  (6  sin  y)2  + 

c 

oder: 

sin  y 

Formel  216a.  sin  «  =  — -  \/(c  +  6  sin y)  (c  —  6  sin y)  +  --g 


hän2y 
c 


Formel  217.     a  =  Vc^  —  {b  sin y)« -f  ft-cos y 
oder: 


18 


) 


Formel  218.    F  = 


Formel  217  a.  a  =  Y(c  ^-  6  sin  yj  ^c  —  fe  sm  y)  +  6  cos  y 

ftsiny    , .  fc^sinSy 

--^l/c2-(6siny)2  + j-^ 

oder: 

«         .  ^-^       «      &siny    , .   6*sin2y 

Formel  218a.  i^  = -- ^-^  \/(c  +  6  sin  y)  (c  -  fc  sin  y)  +  —  ^^ 

")  Bei  Anwendnnff  der  Formeln  215  bis  2töa  wird  vorausgesetzt,  dass 
die  Seite  e  grösser  als  die  Seite  b  ist. 


siebe 
Erkl.  186, 
Seite  114 


DieBedentimgirr 
Bucbstabeii  «,  h 
Qnd  e;  a,  ß  mi}> 
ergibt  sieb  ans  der 
Figv43. 

jr*  bedeutet  dea  Ii- 
balt  des  betrtf 
Dreiecks. 


e)  Gegeben  zwei  Selten  und  der  der  kleineren  dieser  Selten  gegenttberliegende  Winkel, 

siehe  z.  B.  die  Flgnr  44. 

Fignr  44. 


.-'^s 


Man  benutze,  wenn,  wie  z.  B.  in  Figur  44  angedeutet,  die  Seiten  a  und  ^ 
sowie  der  der  kleineren  dieser  Seiten,  nämlich  der  der  Seite  h  gegenüberliegende 
Winkel  p  gegeben  ist,  die  unter  d)  angeführten  Formeln  199  bis  202a  (Teigieiibe 
die  Figur  44  mit  der  Figur  39),  oder,  wenn  die  Seite  a  die  kleinere  Seit«  i^t 
und  der  Winkel  a  gegeben  ist,  die  unter  d)  angeftlhrten  Formeln  195  bis  19S» 
oder  wenn  zwei  andere  Seiten  und  der  der  kleineren  gegenttberliegende  WinXt 
gegeben  sind,  die  entsprechenden  der  unter  ä)  angeführten  Formeln  203  bis  218:^. 
beachte  hierbei  jedoch,  dass  nach  den  Erkl.  180  und  189  der  goniometnscba 
Funktion  Sinus  eines  jeden  der  beiden  zu  berechnenden  Winkel  zwei,  zwischen  " 
und  1800  liegende  Winkelwerte  entsprechen;  siehe  die  Auflösung  der  Aufgabe  1:^1 
Seite  116. 


Preisgekrönt  in  Frankfurt  a.  M.  1881. 


Der  ausführliche  Prospekt  und  das  ausführliche  In- 

haltsyerzeichnis  der  „vollständig  gelösten  Aufgabensammlung 
von  Dr.  Ad.  Kleyer"  kann  "von  jeder  Buchhandlung,  sowie  von 
der  Verlagshandlung  gratis  und   portofrei  bezogen  werden. 

Bemerkt  sei  hier  nur: 

1).  Jedes  Heft  ist  aufgeschnitten  and  gut  hrochiert,  um  den  sofortigen  and  dauern- 
den Gebrauch  zn  gestatten. 

2).  Jedes  Kapitel  enthält  sein  besonderes  Titelblatt,  Inhaltsverzeichnis,  Berichtignngen 
und  Erklärungen  am  Schlüsse  desselben. 

3).  Auf  jedes  einzelne  Kapitel  kann  abonniert  werden. 

4).  Monatlich  erscheinen  3 — 4  Hefte  zu  dem  Abonnementspreise  von  25Pfg.  pro  Heft. 

5).  Die  Beihenfolge  der  Hefte  im  nachstehenden,  knrz  angedeuteten  Inhaltsverzeich- 
nis ist,  wie  aus  dem  Prospekt  ergichtUoh,  ohne  jede  Bedeutung  für 
die  Interessenten. 

6).  Das  Werk  enthält  AUes,  was  sich  ttberhanpt  anf  mathematische  Wissenschaften 
bezieht,  alle  Lehrsätze,  Formeln  und  Regeln  etc.  mit  Beweisen,  alle  praktischen 
Aufgaben  in  vollständig  gelöster  Form  mit  Anhängen  ungelöster  analoger  Auf- 
gaben und  vielen  vortrefflichen  Figuren. 

7).  Das  Werk  ist  ein  praktisches  Lehrbuch  für  Schüler  aUer  Schulen,  das 
beste  Ebndbuch  fOr  Lehrer  und  Examinatoren,  das  Torzuglichste  Iiehrbuoh 
zum  Selbststudium,  das  Tortrefflichste  Nachschlagebuch  für  Fachleute  und 
Techniker  jeder  Art. 

8).  Alle  Buchhandlungen  nehmen  Bestellungen  entgegen. 


Das  vollständige 

Inhaltsverzeichnis 

der  bis  jetzt  erschienenen  Hefte 

kann  durch  jede  Buchhandlung  bezogen  werden. 


Halbjährlich  erscheinen  Nachträge  Über  die  inzwischen  neu  erschienenen  Hefte. 


Draok  Ton  Carl  Hammer  in  Stottgait. 
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51 
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Ebene  Trigonometrie. 

^rt8.  V.Heft  376.  —  Seite  929—944. 

Mit  8  Figuren. 


M 


.  ,  '  ...1 L-L- 


/-fß 


RA 


R 


H 


<XL 


ty-'A-'^» 


■N  *••       -  y. 


VollstänSF  gelöste 


Aufgaben  -  Sammlung 

-  nebst  Anhängen  ungelöster  Aufgaben,  fGr  den  Schul-  &  Selbstunterricht  — 

mit 

Angabe  imd  EntwlcUnng  der  benutzten  Sfltze,  Formeln,  Regeln  in  Fragen  nnd  Antworten 

erl&utert  durch 

viele  Holzschnitte  &  lithograpL  Tafeln, 

aus  allen  Zweigen 
der  Reehenkmisty  der  niederen  (Algebra,  Planimetrie,  Stereometrie,  ebenen  o.  sphAriBchen 
Trigonometrie  9  synthetischen  Geometrie  etc.)  u.  höheren  Mafhematlk  (höhere  Analysis, 
Differential-  u.  Integral-Bechnnng,  analytische  Geometrie  der  Ebene  u.  des  Baumes  etc.);  — 
ans  allen  Zweigen  der  Physik^  Meehanik^  Graphostatik,  Chemie.  GeodSsie,  Nantiky 
matiiemat.  Geographie,  Astronomie;  des  maschbien-y  Straftien-)  Eisenbahn-,  Wasser-, 
Brieken-  u.  Uochbau's;  der  Konstmktionslehren  als:  darsteU«  Geometrie,  Polar-  n. 

ParaUel^-PerspectiTe,  Schattenkonstmktionen  etc.  etc. 

fOr 

SchtQer,  Stndierende»  Kandidaten,  Lehrer,  Techniker  jeder  Art,  Milit&rs  etc. 

zum  einzig  richtigen  und  erfolgreichen 

Studium,  znr  Forthülfe  bei  Schularbeiten  nnd  zur  rationellen  Verwertung 

der  exakten  Wissenschaften, 

herausgegeben  von 

Dr.  Adolph  Kleyer^ 

Mathtmatiker,  yereideter  kOnlgl.  prtiisa.  Feldmeater,  rereideter  grosth«  hestisoher  Gcometar  I.  Klane 

in  Frankfurt  a.  M. 
9nter  Mitwirkung  der  bew&hrtesten  Erftfte. 


Eibene  Trig^onometrie. 

Fortsetzung  von  Heft  376.  —    Seite  929-944.     Mit  8  Figuren. 

Inhalt: 

FormelQTorzoichnii} ,  Fortsetzung.  —  Beioodere  Formeln  über  das  Dreieck. 


'   -  r  -■'  .  r  ., '  . 


Stuttgart  1S87. 
Verlag  von  Julius  Maier. 


Das  vollständige  Inhaltsverzeichnis  der  bis  jetzt  erschienenen  Hefte  kann 
durch  jede  Buchhandlung  bezogen  werden. 


Besondere  Fonneln  über  das  Dreieck. 


929 


B)  Besondere  Formeln  über  das  Dreieck. 

1)  Besondere  Formeln  über  das  recKtwinklige  Dreieck. 

a)  Formeln,  dnrch  welche  Beziehungen  zwischen  den  Radien  der  einem  rechtwinkligren 
Dreieck  nm-,  ein-  nnd  anbeschriebenen  Kreise,  den  Seiten  nnd  Winlceln  des 

Dreiecks  ausgedruckt  werden. 

Fignr  45. 
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4)  Besondere  Formeln  über  das  scKiefwinklige  Dreieck. 

a)  Formeln,  durch  welche  Beziehnngen  zwischen  dem  Radius  des  einem  Breieck  nm- 
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ausgedrückt  werden. 
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b)  Formeln,  durch  welche  Beziehnngen  i wischen  dem  Radius  des  einem  Dreieck  um- 
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c)  Formeln,  durch  welche  Besiehnngen  s wischen  dem  Radias  des  einem  Dreieck  un- 
beschriebenen Kreises,    den  Winkeln,    sowie  den  durch    die  Höhen  gebildet« 

Seitenabschnitten  des  Dreiecks  ausgedrückt  werden. 

Figor  49. 
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und  r  ergibt  sich  aus  der  Figur  49. 
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(Siehe  Figur  ^2,  Seite  614). 


welche  Beziehungen  zwischen  dem  Badins  des  einem  Breieck  ein* 
.reises,  den  Seiten  und  Winkeln,  sowie  dem  Inhalt  des  Dreiecks  aus- 
gedruckt werden. 
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Die  Bedeutung  der  Buchstaben  a,  6,  c,  a,  /3,  y  und  ^  ergibt 

sich  aus  der  Figur  51. 

8  bedeutet  die  halbe  Summe  der  drei  Seiten,  also: 

a  +  fc-l-c 

•  = 2~ 

Der  Buchstabe  F  bedeutet  den  Inhalt  des  Dreiecks 
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1)  Formeln,  durch  welche  Beziehungen 
beschriebenen  Kreises,  den  Winkeln 
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zwischen  dem  Radius  des  einem  Dreieck  ein* 
und  der  Höhe  des  Dreiecks  ausgedrückt  werden. 
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siehe  AiiflÖsnne 

der  Aufgabe  906C 

Seite  623 


Die  Bedeutung  der  BnehsUbei  ", 
ß  und  /  ergibt  sich  aus  der  Figni  M. 

^  bedeutet  den  Radius  des  d«i!i 
Dreieck  einbeschriebenei 
Kreises. 

ha,  hh  und  hc  bedeuten  bezv.  <ii« 
zu  den  Seiten  a,  h  und  c  >irs 
Dreiecks  gehörigen  Höhen. 


m)  Formeln,  durch  welche  Beziehungen  zwischen  den  Badien  der  einem  Dreieck  an* 
beschriebenen  Kreise,  den  Seiten  und  Winkeln,  sowie  dem  Inhalt  des  Dreiecks  ao^* 

gedrückt  werden. 
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Die  Bedeutung  der  Buehstaben  o,  b,  c,  «x,  ,s  c! 
/  ergibt  sich  ^us  der  Figur  52. 

Qa,  Qh  und  Qc  bedeuten  die  Radien  der  ':i 
dem  Dreieck  anbeschriebenen  Kr-i-v; 
welche  besw.  die  Seiten  a,  6  und  e    - 
rühren  (siehe  Figur  363,  Seite  6M): 

s  bedeutet  die  halbe  Summe  der  drei  ^j*  i 
also: 

•  = 5 

F  bedeutet  den  Inhalt  des  Dreiecks. 
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siehe  Anilösong 

.  der  Aufgabe  d50, 

Seite  050 
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Die  Bedentung  der  Buchstaben  o,  b 

und  c^  a^  ß  und  /  ergibt  sich  ans 

der  Figur  52. 

gai  gb  und  ^6  bedeuten  die  Radien 
der  drei  dem  Dreieck  anbe- 
sohriebenen  Kreise,  welche 
bezw.  die  Seiten  a,  b  und  r  be- 
rühren (siehe  Fig.  363,  Seite  654); 

8  bedeutet  die  halbe  Summe  der 
drei  Seiten,  also: 
a-\-b-\-c 
*  = 2 

F  bedeutet  den  Inhalt  des  Dreiecks 


n)  Formeln,   durch  welche  Bezlehnngen  zwischen  den  Badien   der  einem  Dreieck  an- 
beschriebenen  Kreise  und  den  Höhen  des  Dreiecks  ausgedruckt  werden. 
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siehe  Auflösung 

der  Aufgabe  958, 

Seite  666 


Die  Buchstaben  ga^  gb  und  ge  be- 
deuten die  Radien  der  dem  Dreieck 
anb  es  chrieb  enen  Kreise,  welche 
bezw.  die  Seiten  o,  b  und  c  berühren 
(siehe  Figur  363,  Seite  654) 

Die  Buchstaben  ha,  hb  und  ^0  be- 
deuten   die   Höhen    des    Dreiecks, 
welche  bezw.  zu  den  Seiten  a,  b 
und  c  des  Dreiecks  gehören. 
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siehe  Auflösung 
der  Aufgabe  958, 
Seite  668 


Die  Buchstaben  Qa,  Qb  und  ^e  b«- 
deuten  die  Radien  der  dem  Dreieck 
anbeschriebenen  Kreise,  welcb« 
bezw.  die  Seiten  o,  b  und  e  bernhreB 
(siehe  Figur  983,  Seite  654) 

Die  Buchstaben  ha,  hb  und  ^e  be- 
deuten   die    Höhen    des   Dreiecke, 
welche  bezw.  zu  den  Seiten  ahntit 
e  des  Dreiecks  gehören. 


o)  Formeln,  durch  welche  Beziehungen  zwischen  den  Radien  der  einem  Dreieck  am., 
ein-  und  anbeschriebenen  Kreise,  sowie   den  Winkeln,  den  Seiten,  dem  Inhalt 
und  den  Höhenabschnitten  des  Dreiecks  ausgedrückt  werden. 
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siehe  Auf- 
lösung der 
Anf^abe956, 
Seite  662 
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siehe  Auf- 
lösung der 
Aufgabe957, 
Seite  663 


a,  6  und  c  bedeuten  die  drai  Seiten  de« 
Dreiecks; 

a,  ^  und  V  bedeuten  die  diesen  Seite:: 
bezw.  gegenübediaeenden  Winkel 

F  bedeutet  den  Inhalt  des  Dreiecks 
r  bedeutet  den  Radius  des  umbe5clI^.^ 
benen  Kreises; 

^  bedeutet  den  Badins  des  einge- 
schriebenen KreJaes; 

Qaj  Qb  und  Qe  bedeuten  die  Radien  d^i 
dem  Dreieck  anbeschriebenen 
Kreise,  welche  bezw.  die  Seiten  & 
b  und  c  berühren,  wie  die  Flgnr^ 
Seite  fö4  zeigt. 
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siehe  Auflösung 

der  Aufgabe  951, 

Seite  655 


siehe  Anflösaog 

der  Aufgabe  952, 

Seite  fö7 


siehe  Auflösung 

der  Aufgabe  953, 

Seite  659 


a,  b  und  c  bedeuten  die  drei  Seiten 
des  Dreiecks; 

a,  ß  und  /  bedeuten  die  diesen 
Seiten  bezw.  gegenüberliegenden 
Winkel; 

F  bedeutet  den  Inhalt; 

9  bedeutet  die  halbe  Summe  der 
drei  Seiten,  also : 

'  -         2 
r  bedeutet  den   Radius    des  um- 
beschriebenen Kreises; 

Q  bedeutet  den  Radius  des  ein- 
beschriebenen  Kreises; 

ga,  Qb  und  Qe  bedeuten  die  Ra- 
dien der  dem  Dreieck  an  be- 
schriebenen Kreise,  welche 
besw.  die  Seiten  a,  b  und  e  be- 
rühren, wie  die  Fig.  368,  Seite  654. 
zeigt. 


942         Zasammeiistellnng  der  wichtigsten  der  in  diesem  Buch  entwickelten  Formeln. 


Formel  881a. 
Formel  881b. 


^    __ QQaQb 


gb 


Formel  882.     ^a  —  e  = 


QaQb  —  QQa  —  QQb 

QQaQc 

QaQe —  QQa  —  QQc 

a 

2  "*"  2 


siehe  Anflösong 

der  Aufgabe  958, 

Seite  659 


.      a    ,     a 

8.tg-^8m-5- 


Formel883a.   Qb  —  Q 


Formel  882  b.  Qe  —  g  = 
Formel  888.     Qa  +  Qb  = 

m 

Formel  888a.  ga-j-gc  = 

Formel  888  b.   gb-j-Qe  = 
Formel  884. 


cos  -^  cos  -$■ 
g.tgf  smf 

COS  -g-  COS  -§- 

^  «.tg|^8in|^ 

ä      ß~ 

cos  2"  <^8  2 


a 


COS  -j  cos  -^ 

ß 

«•COS-|- 
cos  2-  COS  ^ 

«•cos  ~ 
cos  -^  cos  ^ 


ga  +  gb  +  ge  —  g  = 


8 


Formel  885. 


cos  -^  cos  ^  cos  -|^ 
ga*  gb'  gc  '=^ 

a  8  y 

abc'COs  -^  cos  -^  cos  -- 

A  a  2 


Formel  886.     g'gw  gb*ge  = 


«•atc'Sm--  sm-j  sm ~ 

iS  2s  2a 


Formel  887. 
Formel  887  a. 
Formel  887  b. 

Formel  888. 
Formel  888  a. 
Formel  888  b. 


ga 


gb  +  ge  2 

-^^^?-  =  tg«  ^ 

ga-j-ge  2 

_?^-_^  =  tg2il 
^a  +  ^&  2 


siehe  Anflösnng 

» der  Aufigahe  955, 
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siehe  Auflösung 

>  der  Aufgabe  954, 

Seite  660 
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siehe  Auflösung 

der  Aufgabe  959, 

Seite  668 


a,  b  und  e  bedeuten  die  drei  Seit^i 
des  Dreiecks; 

a,  ^  und*/  bedeuten  die  diesen  Sei- 
ten bezw.  gegenllberiiegeDda 
Winkel; 

F  bedeutet  den  Inhalt; 

s  bedeutet  die  halbe  Summe  der  dir! 
Seiten,  also: 

g  +  t  +  c. 

ha'i  hb'  und  hc'  bedeuten  dieAr- 
schnitte  der  drei  Hohen  des  Iiv! 
ecks,  welche  zwischen  den  g- 
meinschaftlichen  Durchschnitt 
punkt  und  beaw.  den  Scfaeit«^ 
der  Winkel  a,  ß  und  y  ^^  ^^' 
eckfl  liegen,  wie  in  Figur  «- 
Seite  934  angedeutet  ist; 

r  bedeutet,  den  Radius  des  sx 
beschriebenen  Kreises; 

^  bedeutet  den  Radius  de^  tr 
beschriebenen  Kreises: 

ga^  gb  und  ge  bedeuten  die  ^bL< 
der  dem  Dreieck  anbesehr:- 
benen  Ereiae,  welche  bezw.;.- 
Seiten  a,  b  und  c  berähren,  « * 
die  Figur  H63,  Seite  6&*,  zeir 
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p)  Formeln,  darch  welche  Beziehungen  zwischen  den  Entfernungen  der  Mitte Ipnnitte 
der  einem  Dreieclt  um-,  ein-  und  anbeschriebenen  Kreise,  den  Radien  dieser  Kreise, 

sowie  den  Winiteln  des  Dreiecks  ausgedrückt  werden« 
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siehe  Auflösung 

der  Aufgabe  977, 

Seite  684 


r  und  q  bedeuten  die  Radien  der 
Kreise,  welche  einem  Dreieck 
bezw.  um-  und  einbeschrie- 
ben  sind. 

^aj  ^2»  und  Qe  bedeuten  die  Radien 
der  Kreise,  welche  einem  Dreieck 
anbeschrieben  sind  und  bezw. 
die  Seiten  a,  h  und  e  desselben 
berühren. 

M  bedeutet  den  Mittelpunkt  des 
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punkte  der  dem  Dreieck  anbe- 
schriebenen Kreise,  welche 
bezw.  die  Seiten  a,  h  und  e  be- 
rühren. 


<j)  Formeln,  durch  welche  Beziehungen  zwischen  der  Summe  oder  DilTerenz  der  drei 
Seiten  eines  Dreiecks,  den  Winkeln  und  Seiten  des  Dreiecks  ausgedriickt  werden. 
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a 

cos- 

siehe  Erkl.  344, 
Seite  319 

Formel  847  a. 

a'\-b  —  c 
b 

— 

2  sin  ^  cos  f^ 

3 
cos^- 

Foinnel  847  b. 

a-\-h  —  c 
c 

— 

2  sui  ^  sm  !, 
cos-^ 

Formel  847  r. 

a  ~  b-\-  c 
a 

— 

^cos-^siii"^ 

a 

COS  TT 

a,  h  und  c  bedeuten  die  drei  Seiten 

eines  Dreiecks; 
a,  ß  und  /  bedeuten  bezw.  die  Jenen 

Seiten  gegenüberliegenden  Winkel 

des  Dreiecks. 
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Formel  347 d. 


Formel  347  e. 


Formel  347  f. 


Formel  347  g. 


Formel  34711. 


Formel  348. 


a  —  h-^-c 

b 

a  —  h  +  c 

c 

—a  +  b  +  c 

a 

— a-j-b-^-c 

b 

a  +  b  +  c 

c 

a-j-b  —  c 

a-f-  b-\~c 


28m-2-8m-^ 

smf 
2sin^co8^ 

cos|- 
2sin-^8in-|- 

a 

2cos-^8m-|- 

cosf 

2cos~sin^ 

cos-|^ 
ß       a 


siehe  Erkl.  344, 
Seite  319 


o,  b  und  c  bedeuten  die  drei  Seiten 

eines  Dreiecks, 
er,  ß  und  y  bedeuten  bexw.  die  jenri 

Seiten  gegenfiberhegenden  Wii  k<'! 

des  Dreiecks. 


r)  Formeln,  dnrch  welche  Beziehungen  zwischen  den  Hdheu,  den  Selten  and  den  Winkeln 

eines  Dreiecks  ans^edrflclct  werden. 


Formel  349.  a:b  =  hbiK 

Formel  349a.  a:c  ==  heiha 

Formel  349b.  b:c  =ihc:hb 

Formel  350.  &ma  :  sin/?  =  ht :  ha 

Formel  360a.  sina :  siny  =.  hc :  ha 

Formel  350h.  sin/9 :  siny  =  /^e  :  ^» 


siehe  Erkl.  285, 
Seite  248 


Formel  351. 

Formel  352. 
Formel  353. 

Formel  354. 


he  = 


he  ^= 


ctga  +  ctgß 
c-smasmß 


smy 


'^'  =  2iS^H^"~''^+''"'']l 


siehe  Auflösung 

der  Aufgabe  38& 

Seite  249 


siebe  Auflösung 

der  Aufgabe  349, 

Seite  233 


^ha^'hb^  +  ha^'he^  —  hb^-he^ 
''''®"  ""  2ha^'hb'hc 

^  1  oe>f  a         ha^'hb^  +  hb^-hc^  —  ha^-he^ 

Formel  354  a.    cos/S  =: '      ^  , — ; 

^  2hb*'ha'he 

«  lociK  ha^'hc^  +  hb^'hc^  —  ha^'hb'^ 

Formel  354  b.    cosy  =  -= — - — '      ^  , — ; 

zhc^'ha'hb 


öcs 


'S  ® 


Formel  355. 


.     -  ha-^hc 

smß  =  -  ~- — 
a-\-  c 


Formel  355  a.    siny  = 


hg  -\-  hh 
a-^-b 

Formel  355  h.    sina  =  ^ftA" 

b-\-c 


siehe  Auflösung  der  Aufg.  528, 
Seit«  343 

auch  die  Auflösung  der  Auf- 
gabe 598,  Seite  379, 

und   die  Auflösung    der  Auf- 
gabe 879,  Seite  596 


Formel  356.      («  +  ^  "r  c)  (  —  +  y  +    " )  =    siehe  Auüösung 


der  Aufgabe  882, 
Seite  598 


Die  Buchstaben  o,  b  und  e  bedectca 
die  drei  Seiten  eines  Dreiecks; 

die  Buchstaben  a,  ß  und  /  bedem^a 
beew.  die  diesen  Seiten  gegesöb^ 
liegenden  Winkel  des  Dreieck-. 

die  Buchstaben  ha,  hh  und  Ac  b^ 
deuten  die  bezw.  zu  den  Seitea  x 
h    und    c    gehörigen    Höhen    >^ 
Dreiecks. 


in  Fraiüdart  a.  M.  1881. 


Der  ausführliche  Prospekt  nnd  das  ausführliche  luhalts- 
yerzeichnls  der  „ToUständig  gelösten  Aufgabensammlung  Yon 
Dr.  Ad,  Kleyer"  kann  Yon  jeder  ßucUiandlung,  sowie  Yon  der 
Verlagshandlung  gratis  und  portofrei  bezogen  werden. 

Bemerkt  sei  hier  nur: 

1).  Jedes  Heft  ist  aufgeschnitten  und  gut  brochiert  um  den  sofortigen  und  dauern- 
den Gebrauch  zu  gestatten. 

2).  Jedes  Kapitel  enthält  sein  besonderes  Titelblatt,  Inhaltsverzeichnis,  Berichtigungen 
und  Erklärungen  am  Schlüsse  desselben. 

S).  Auf  jedes  einzelne  Kapitel  kann  abonniert  werden. 

4).  Monatlich  erscheinen  3 — 4  Hefte  zu  dem  AbonnementspreiBe  von  25  Pfg.  pro  Heft 

5).  Die  Beihenfolge  der  Hefte  im  nachstehenden,  kurz  angedeuteten  Inhaltsver- 
zeichnis ist,  wie  aus  dem  Prospekt  ersiohtlioh,  ohne  jede  Bedeutung 
für  die  Interessenten. 

6).  Das  Werk  enthält  Alles,  was  sich  Überhaupt  auf  mathematische  Wissenschaften 
bezieht,  alle  Lehrsätze,  Formeln  und  Regeln  etc.  mit  Beweisen,  alle  praktischen 
Aufgaben  in  vollständig  gelöster  Form  mit  Anhängen  ungelöster  analoger  Auf- 
gaben und  vielen  vortrefflichen  Figuren. 

7).  Das  Werk  ist  ein  praktisohes  Lehrbuch  für  Sohfiler  aller  Schulen,  das 
beste  Handbuch  für  Lehrer  und  Examinatoren,  das  vorsügUchste  Lehrbuch 
sum  Selbststudium,  das  vortrefTlichste  Nachschlagebuch  für  Fachleute  und 
Techniker  jeder  Art. 

8).  Alle  Buchhandlungen  nehmen  Bestellungen  entegen. 


Das  vollständige 

Inhaltsyerzeichnis 

der  bis  jetzt  erschienenen   Hefte 

kann  durch  jede  Buchhandlung  bezogen  werden. 


Halbjährlich  erscheinen  Nachträge  über  die  inzwischen  neu  erschienenen  Hefte. 


Dnudt  Ton  Carl  Hammtr  in  StattgMi. 
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Ebene  Trigonometrie. 

'Orts.  T. Heft  377.  —  Seite  945— OüO. 
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Vollstänug  gelöste 

Aufgaben  -  Sammlung 

-  nebst  Anhängen  ungelöster  Aufgaben,  für  den  Schul-  &  Selbstunterricht  — 

mit 

Angabo  nnd  Entwlcklnng  der  benutzten  Sätze,  Fonneln,  Regeln  In  Fragen  nnd  intf  orten 

erlftatert  durch 

viele  Holzschnitte  &  lithograph.  Tafeln, 

auB  allen  Zweigen 

der  Reehenknnsty  der  niederen  (Algebra,  Planimetrie,  Stereometrie,  ebenen  n.  sphärischen 
Trigonometrie,  synthetischen  Geometrie  etc.)  n.  hlHieren  Mathematik  (höhere  Analysis, 
Differential-  n.  Integral-Rechnung,  analytische  Geometrie  der  Ebene  n.  des  Baumes  etc.);  — 
aus  allen  Zweigen  der  Physik ,  Mechanik,  Graphostatik,  Chemie ,  Geodftsie,  Nautik, 
mathemat.  Geographie,  Astronomie;  des  Masehinen«,  Straften-,  Eisenbahn-,  Wasser-, 
Brioken-  u.  Hochban's;  der  Konstnücü^^nslehren  als:  darstelL  Geometrie,  Polar-  u. 

ParaUel-Perspectire,  Sehattenkonstrnktionen  etc.  etc. 

für 

Schüler,  Studierende,  Kandidaten,  Lebrer,  Techniker  jeder  Art,  Militärs  etc. 

zum  einzig  riclitigen  und  erfolgrelclien 

Studium,  zur  Forthülfo  bei  Schularbeiten  und  zur  rationellen  Vei^wertung 

der  exakten  Wissenschaften, 
herausgegeben  von 

lBr#  Adolph  HJeyer^ 

Mftthomatikor,  Toreideter  kOnigl.  preuss.  Feldmesseri  Toreideter  grossh.  hessisoher  Geom«ter  I.  KImso 

in  Frankfurt  a.  K. 
unter  Mitwirkung  der  bewährtesten  Er&fte. 
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Kbene  Trig^onometrie. 

Fortsetzung  von  Heft  377.  —    Seite  945—960.     Mit  5  Figuren. 

Inhalt: 

Foriiielnverzeiclmis,  FortBCtzuiig.  —  Ifesondero  Fonneln  über  das  Dreieck,  KurtsuUuuif.  —  Formelu  übtr 
dji8  zu  eioem  Dreieck  Kchörigo  Hoheudreieck.  —  Formeln  i>ber  das  Viereck ;  Furmclu  über  die  verBchicdenon 
Arten  von  riirttUelograiumen  und  Trapezen;  Formeln  über  das  Trapeitoid  und  Formeln  über  das  Kreia-, 
daa  Tangenten-  und  das  ::ehnonviereck.  —  Formeln  über  die  regelmässigen  Viclecko.  —  Formeln  über  dtn 

Kreis.  —  Berichtigungen. 


i  Stuttgart  1887. 

i  Verlag  von  Julius  Maier. 

\  ainnJggBiiqgni^BBaBfiaiiiTgiiTfgiii^ 

Das  vollständige  Inhaltsverzeichnis  der  bis  jetzt  erschienenen  Hefte  kann 
durch  jede  Buchhandlung  bezogen  werden. 


Besondere  Fonneln  über  das  Dreieck. 


945 


Formel  857. 


hhhc 
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hohe 


+ 


hahh 


hc  _.    ac    y^  ah 


Formel  868.  ä«  •  äj  •  äc  = 
Formel  368  a*  /»a*^2>*^6  = 
Formel  8681>«   ä«  •  ä&  •  Äc  = 


6« 
sin*« 


c2 


siehe  Anflösniig 

der  Aufgabe  882, 

Seite  596 


Die  Buchstaben  a,  h  und  c  bedeuten 
die  drei  Seiten  eines  Dreiecks. 

Die  Buchstaben  a,  ß  und  /  bedeuten 
bezw.  die  diesen  Seiten  gegenüber- 
liegenden Winkel  desselben. 

Die  Buchstaben  ^aj  ^h  und  ^c  be- 
deuten die  bezw.  zu  den  Seiten  a, 
h  und  e  gehörigen  Höhen. 


s)  Formeln,  durch  welche  Beziehungen  zwischen  dem  Inhalt)  den  Höhen  und  den 

Winkeln  eines  Dreiecks  ausgedrfickt  werden. 

/tcg'Sin  («  +  />) 


Formel  86».      F  =     ^  .     -  .   ^ 

2  Bin«  sin /9 

,  «.^        ^       Äa2.sin(^4-y) 
Fo™el859a.    J'=     aBm^riny 

Formel86»b.    jr  =  *»I:£i|±2l) 

2Bina8my 


/ 


siehe  Auflösung 

^  der  Aufgabe  343, 

Seite  230 


Formel  860.      F  = 


Formel  861.    F^ 


hu  •  hh 


siny 


\  siehe  Autlösnnff 
>  der  Aufgabe  587, 
j        Seite  373 


y  \ji^'^ hb'^ hcjKhu'^ hb     hc) 


y\ha         H'^hcjK       ha'^hb'^hc)^ 


CO 'S 


Die  Buchstaben  a,  /9  und  y  bedeuten 
die  drei  Winkel  eines  Dreiecks. 

Die  Buchstaben  ^a*  hb  und  ^0  be- 
deuten die  Höhen  des  Dreiecks,, 
welche  bezw.  zu  den  jenen  Winkeln 
gegenttbexliegenden  Seiten  o,  fr  und  c 
gehören. 

Der  Buchstabe  F  bedeutet  den  In- 
halt des  Dreiecks. 


t)  Formeln,  durch  welche  Beziehungen  zwischen  den  durch  Höhen  gebildeten  Seiten- 
abschnitten eines  Dreiecks,  den  Seiten  und  den  Winkeln  desselben  ausgedrückt  werden. 

FigUE  68. 


Formel  862. 
Formel  862  a. 
Formel  862  b. 
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siehe  Auflösung 

►  der  Aufgabe  882, 

Seite  596 


c 


Formel  868.    c' :  c"  =  tg«  :  tg/J 
Formel  864.    sin  («  —  /9)  =  ,,       sin  y 

C    "TT'  C 


tttS 


Formel  865.    cosy  =: 

1  (_  a'b'  +  y(F+«''')o*  +  a'V) 


.2« 

aatd 


K 1  e  y  e  r,  Ebene  Trigonometrie. 


Die  Bedeutung  der  Buchstaben  ergibt  sich  aus  der 

Figur  53. 

"  60 


946        Zusammenstellung  der  wichtigsten  der  in  diesem  Bach  entwickelten  Formeln. 


n)   Formeln,    durch    welche   Beziehungen   zwischen    den   HöhenabschHitten,  den 
Seiten  und  Seltenabschnitten  eines  Dreiecks  anjsgedrttckt  werden. 


Ä'« .  V'a  =  h'b  •  Ä"6  oder  =  h*c  -  h''e 
a-a**  =  hb'h'b 


Formel  366. 

Formel  867. 

Formel  867  a. 

Formel  867b. 

Formel  867  c. 

Formel  867  d. 

Formel  867  e. 

Formel  868. 

Formel  868  a.  h'-b"  =.  H  •  h"b 

Formel  868  b.    c'c"  =  Äc  •  h"e 

Formel  869.      a«  =  fe«  +  c«  +  2  ä«  •  ä'« 

Formel  869  a.   fe«  =  a«  +  c«  +  2ä6  •  V* 

Formel  86»b.    c«  =  a«  +  ^*  ±  2Äc  •  h'e 


a^a*  z=:  hc  'h'e 

d  •  d'    =  ha  •  h'a 

C'C*  =  hb'  h*b 


Formel  870. 


2 


Ä«  •  h*a  -j-  Äfc  •  Ä'fc  -^he  •h*c 


siehe  Anflösimg 

der  Aufgabe  888, 

Seite  e05 


Die  Bedentang  der  Bad- 
Stäben  ergibt  sich  ans  der 
Figur  53. 


Formel  871. 


wi  ^^c!jt±^-^: 


C'C  to  'C    uf 


t)  Formeln 9  durch  welche  Beziehungen  zwischen  zwei  ganz  beliebigen  Wialfl* 
transversalen  eines  Dreiecks ,   den  Seiten  und  den  Seitenabschnitten  ausgedrickt 

werden. 

Die  Buchstaben  Wa,  Wß  und  ^j  \- 
deuten  ganz  beliebige  Transv! 
salen  eines  Dreiecks,  welche  b-r? 
durch  die  Scheitel  der  Winkel  o. /^  na:  - 
gehen  (dieselben  können  Hökrc 
Schwerlinien,  Winkelhalbie- 
rende Transrersalen  etc.  sein.. 

Die  Buchstaben  a,  6  nnd  c  bedeat^ps  i' 
drei  Seiten  des  Dreiecks,  welche  V  r 
den  Winkeln  a,  ß  und  y  gctgenfiberLe  j< 

Die  Buchstaben  aVi  «'m,  h'w,  'V 

c'vh  und  cf*%p  bedeuten  die  Abschm " 
der  Seiten  o,  h  und  e,  gebildet  Ton  /--: 

Transversalen;     die    Bnohstab«!  'J< 

&'flp  und  c*w  bedeuten  liieibei  die  r-e 

t er  Hand,  die  Buchstaben  a"ws  ''- 

und  c"tp  bedeuten  die  linker  Hji 
liegenden  Seitenabachnitte  (siehe  z  i 
FiguraO) 


Formel  871a.    W^a  = 


Formel  871b.    W^ß  =i 


h^-a" 


%D 


-f-c^'ö'icj  —  a*a*w 


a"u> 


a 


c«. &"«,  +  f/2. 6'«,  —  6.6'«,.  6" 


w 


9 


9 


w)  Formeln,  durch  welche  Beziehungen  zwischen  den  Mittel-  oder  Sdiwerlinin 
eines  Dreiecks,  den  Seiten  und  dem  Inhalt  des  Dreiecks  ausgedrfickt  werden. 


Formel  872.  a«  +  6«  =  2  \sh  +  d^Y] 
Formel  872  a.  a«  +  cS  =  2  [«2^+  f^^Tl 
Formel  872b.    62  +  c«  =  2  [«2«+  (y)^ 


siehe  Erkl.  900, 
Seite  256 


Formel  878. 

Formel  874. 
Formel  875. 


c2  +  4(62-«2,) 
COS«  =:  


4bc 


\  siehe  Auflösung 
}  der  Aufgabe  80^ 
f        Seite  257 


a,  (  und  e  bedeuten  die  drei  "  ' 
eines  Dreiecks. 

^    Sa,  8b  und  Sc  bedeuten  dieXi' 
oder  Schwerlinien  de«  Dn  :- 
welche  bezw.  zu  den  SeiT^i 
b  und  e  gehören« 


2^ 
3 


.+  2«2^)--c2 


siehe  Auflösung 

der  Aufgabe  427, 

Seite  276 


Besondere  Formeln  über  das  Dreieck* 
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Formel  876. 
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rormel  876a.    b  =  4- ^^  (**«  +  «^«^ )  —  «*t 


Formel  876  b.    c  =  ^V^  («-«  +  «**)  —  «*c 

o 

Fomel  877.      1^  =  -^  \/(«a  +  «»  +  «c)  • 


l/ 


y  (»a+«ft  — «c)  (»0-— »ft+«c)  (— Sa+*ft+«c) 


dehe  Anflösnog 

derAnfiKabe429, 

Seite  278 


o,  fr  und  6  bedeuten  die  drei  Seiten 
eines  Dreiecks, 

«ai  8h  ottd  8c  bedeuten  die  Mittel- 
oder Sohwerlinien  des  Dreiecks, 
welche  bezw.  zn  den  Seiten  a, 
fr  nnd  e  s^ehören. 

F  bedeutet  den  Inhalt  des  Dreiecks. 


x)  Formeln 9  durch  welche  Beziehungen  Ewlschen  den  Winkelhalbierenden  Trans- 
rersalen  eines  Dreiecks,  den  Seiten  nnd  Winkeln  des  Dreiecks  ausgedrückt  werden. 


Formel  878. 


a*8m/9 


oder: 


8m(-+|-) 
&*sina 


Formel  878  a. 


c*Bin^ 


oder: 

6'Siny 


Bin 


Formel  278b. 


wß  = 


oder: 


m(^  +  ^) 


C'Sina 


in(y  +  4) 


Bin 


a*8iny 
wß=,  ' 


Bin(«  +  4) 


siehe  Anflösnng 

der  Aufgabe  4S5, 

Seite  287 


Formel  879.     tcy  = 


siehe  Aaflösang 


0  +  6 


V/a6(«-f6  +  c)(a  +  6-c)    ^''^t'^)^' 


\ 


Formel  880.     tga  = 


f^y  •  Sin  -^ 
h  —  M^y  •  cos  "l" 


Formel  881. 


2  2a6 


Seite  288 

siehe  Anflösnng 

der  Aufgabe  480, 

Seite  280 


\  siehe  Auflösung 
;  derAufigabe4£$ 
)        Seite  282 


Formel  882.      cos 


a  —  ß  

2       "" 


8in|-^ 


l 

Uoy  COS  |-  ±  y  C2  +  W^y  COS^  -|-^  j 


siehe  Auflösung 

der  Aufgabe  434, 

Seite  285 


Formel  888.    c«  =  {i%-\r'^)(a-^h-2wy  cos -^ Y^ "^®*^, 


'\\  siehe  Erkl.  320, 
Seite  286 


Die  Buchstaben  a,  fr  und  c  bedeuten 
die  drei  Seiten  eines  Dreiecks. 

Die  Buchstaben  a,  ß  und  y  bedeuten 
die  diesen  Seiten  gegenüberliegen- 
den Winkel. 

Die  Buchstaben  Wa^  wß  nnd  toy 
bedeuten  die  Winkelhalbieren- 
den Transversalen  des  Dreiecks, 
welche  bezw.  die  Winkel  a,  ß  und  y 
des  Dreiecks  halbieren. 
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7)  Formeln,  durch  welche  Beziehungen  zwischen  den  Winkelhalbierenden  Traiu^- 
yersalen,  den  Seiten,  den  durch  Jene  Transversalen  gebildeten  SeitenabschnitteB 

und  den  Winkeln  des  Dreiecks  ausgedrttckt  werden« 


Formel  884. 
Formel  884  a. 
Formel  884  b. 

Formel  885. 
Formel  886. 

Formel  886  a. 
Formel  887« 
Formel  888. 

Formel  888  a. 

Formel  889. 
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Formel  891. 


w*a=  hc  -  a*w-a"w 
w«/?=  ac   -h*w'b"uf 

^     ac 

C  =  c'w-\^'C"^p 

o  =  \/-^(i*«y+eVc"«.) 
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aw'Cw 

O    wC    uf     


siehe  Erkl.  314, 
Seite  ^2 


siehe  Erkl.  315,  Seite  282 


^  siehe  Erkl.  816, 
Seite  288 


h 

a 

c 

h^ 

c 


siehe  Auflösang 

der  Aufgabe  442, 

Seite  293 


siehe  Auflösung 

der  Aufgabe  894, 

Seite  611 


tg(ß  —  a)=  ctgy     [ 

C    tp C  tu  ' 


siehe  Auflösung 

der  Aufgabe  447, 

Seite  296 


Die  Buchstaben  a,  h  and  c  bedentts 
die  drei  Seiten  eines  Dreiecbä. 

Die  Buchstaben  a,  ß  und  y  bedeatai 
die  diesen  Selten  gegenüberliegeE- 
den  WinkeL 

Die  Buchataben  «'a ,  wy  und  tc^- 
bedeuten    die    Tranaversslen  d^ 
Dreiecks,  welche  be*w.  die  Wiisk?! 
a,  ß  und  y  halbieren. 

Die  Buchstaben  <»'»,  ö'V»  'A- 
^"«^  c'mt  und  c"«r  bedeuten  die  Ah 
schnitte  der  Dreieckssextes,  ge^i 
det  von  jenen  TransTersalen;  ker- 
be! bedeuten  ^'w,  ^'w  und  c  «  dir 
rechter  Hand   liegenden,  a"^- 

6"i0  und  c''«0  die  linker  H&i.i 
liegenden  Abschnitt«. 


z)  Formeln,  durch  welche  Beziehungen  zwischen  den  in  den  Mitten  der  drei  Seitfi 
eines  Dreiecks  errichteten  Perpendikel,  den  Seiten  und  Winkeln  des  Dreiecks 

ausgedrückt  werden. 


Formel  892.      sina  = 


Formel  892  a.    sin/J  = 
Formel  892  b.   cosy  = 


_    C^  +  Mp^b—P^a) 


Acpb 

C^  +  MP^'a—ph) 
C^-^ip'^a+p'^b) 


Spa'Pb 


siehe  Auflösung 

der  Aufgabe  461, 

Seite  S05 


Die  Buchstaben  o,  b  und  c  bedeut  i. 

die  drei  Seiten  eines  Dreiecks. 
Die  Buchstaben  a,  ß  und  y  bedenifr 
die  diesen  Seiten  gegenfibeiürg«;! 
den  Winkel. 

Die  Buchstaben  Pa  und  pb  beden-r 
die  bezw.  in  den  Mitten  der  ^^ei: ' 
a   und    h    errichteten   Perpesdi^  < 
bis  zu  ihrem  gemeinsamen  Pn:  - 
schnitt. 


Fonnelu  über  das  zu  einem  Dreieck  gehörige  HOhendreieck. 
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C)  Formeln  über  das  zu  einem  Dreieck  gehörige  Höhendreieck. 

a)  Formeln,  durch  welche  Beziehungen  zwischen  den  Bestimmongsstücken  eines  Dreiecks 
und  den  Bestinmnngsstiicken  des  zugehörigen  Höhendreiecks  ausgedrfickt  werden. 

Fignr  64. 


Formel  898.      «,  =  2  Ä  —  « 

212  — /J 
2i?  — y 

c  (a2  -{-h^  —  c2) 


Formel  898  a.   ß^ 
Formel  898b.  Y\ 


a. 


Formel  894.      c,  = 


Formel  894  a.   ^^  = 
Formel  894  b.   a^  = 


Formel  895.       a  = 


Formel  895  a.     h  = 


Formel  895  b.     c  = 


Formel  898.       r  = 


Formel  898  a.    r  = 


Formel  896 b.     r  = 


Formel  897.      r»  = 
Formel  898.       r  = 


Formel  898  a.    r  = 


Formel  898  b.     r  = 


Formel  899.       r  =  — 


2ab 
5  (q2  —  62  -f  cg) 

2ac 
a(— a2-|-fe«  +  c«) 


26c 


siehe  Auflösung 

der  Aufgabe  M8, 

Seite  40i 


siehe  Auflösung 

der  Aufgabe  648, 

Seite  402 


COSa 

^ 

C08/9 

Ci 

cosy 

«1 

siehe  Auflösung 

derAuf^be650, 

^  Seite   405    und 

ETkl.367,  Seite 

406 


sm2cr 

sin  2/9 

sin2>' 

1 

2' 
1 


2 
1^ 
2 

1 

2 


a'h'a 

6.Ä'6 


C'h'c 


siehe  Auflösung 

der  Aufgabe  889, 

Seite  615 


)  siehe  Auflösung 
>  der  Aufgabe  900^ 
i        Seite  615 


siehe  Auflösung 

der  Aufgabe  901, 

Seite  616 


) 


siehe  Auflösung 

der  Aufgabe  901 

Seite  617 


Die  Bedeutung  der  Buchstaben  «,  b 

und  e;  Ol,  6i  und  «i;  a,  /?  und  )r;  «i, 

ßi  und  )r|  ergibt  sich  aus  der 

Figur  54. 

r  bedeutet  den  Radius  des  dem 
Dreieck  ABC  umbesohrie- 
benen  Kreises. 

n  bedeutet  den  Radius  des  dem 
Höhendreieck  AtJBiCi  um- 
beschriebenen Kreises. 

F  bedeutet  den  Inhalt  des  Dreiecks 
ABC, 

«1  bedeutet  die  halbe  Summe  der 
Seiten  ai,  bt  und  a  des  Höhen- 
dreiecks, also: 

«1  4-  *«  +  ci 
•*  = 2 

h'a9  ^*h  und  ^*e  bedeuten  die  Hö- 
henabschnitte der  Höhen  des 
Dreiecks  ABC  und  zwar  diejeni- 
gen Abschnitte,  welche  nach  den 
Ecken  ^,  B  und  c  dieses  Drei- 
ecks hin  liegen, 
(siehe  die  Figuren  54  und  53) 


950        Ziisamnienstellang  der  wichtigsten  der  in  diesem  Bach  entwickelten  Formeln. 


D)  Formeln  über  das  Viereck. 

1)  Formeln  Ober  das  rechtwinklig-gleichseitige  Parallelogramm, 

das  Quadrat. 


Formel  400.    F  =  «« 


siehe  Erkl.  378,  Seite  415 


)    F  bedeutet  den  Inhalt, 
i     «die  Seite  eines  Quadrats. 


2)  Formeln  Über  das  rechtwinklig-ungleichseitige  Parallelogramm 

das  Rechteck. 


Formel  401.     F=:a'}> 
Formel  402.     F  =  -^.8in2a 

Formel  408.     F=-^'amS 


Siehe  Erkl.  381,  Seite  417 

\  siehe  Aullösiine 

i      der  Ai^abe  602,  Seite  417 

I  siehe  Anflösnng 

r      der  Aufgabe  665,  Sute  419 


J"^  bedeutet  den  Inhalt, 

a  und  b  bedeuten  die  Seiten, 

d  bedeutet   eine  Diagonale  ma 
RechteckB, 

a  bedeutet  den  Winkel,  weichen 
die   Diagonale   mit  emer  s^^iTe 

bildet  und 

d  bedeutet  den  Winkel,  welchen  dit 
beiden  Diagonalen  des  Rechtec^^ 
miteinander  bilden. 


3)  Formeln  über  das  schiefwinklig-gleichseitige  Parallelogramm, 

das  Rhombus  oder  die  Raute. 

Formel  404.     tg  |-  =  eZ, :  d        l  ^«^«  ^"^^""ISte  m  ^'^^^'  ^^^' 


Formel  405.  (2j  =  2a*sin 
Formel  406.  (i  =  2  a  •  cos 
Formel  407.      a  = 


a 
a 

d  +  d. 


sieheAndentung 

'  zur  Aufgabe  672, 

Seite  423 


2  1^2.  Bin  (450+^) 
Formel  408.     F  =  a«.sin«    (  «^«^®  Andeutunyur^Aufgabe  667, 


a  bedeutet  eine  Seite, 

a  ein  sintzer  Winkel  einer  Baute 

d  und  dl  bedeuten  die  DiagonaJee 

und 
F  bedeutet  den  Inhalt  der  B&Qte. 


4)  Formeln  über  das  schiefwinklig-ungleichseitige  Parallelogramm, 

das  Rhomboid  oder  Rautling. 


Formel  409. 

Formel  410. 
Formel  411. 


d  =  |/a2+62  — 2a6-co8a 

dj  =  \/fl2+62-[-2a&.cosa 
F  =  a&*sina 


Formel  412.      F  = 


d'd^ 


•  sincf 


sieheAndentung 

zur  Aufgabe  675, 

Seite  426 


^  sieheAndentung 
>  zur  Aufgabe  685, 
f        Seite  431 


a  und  b  bedeuten  zwei  aneunanW 
stossende  Seiten  eines  Rb>m- 
boids, 

a  bedeutet  den  yon  denselben  c^ 
geschlossenen  Winkel, 

d  bedeutet  die  Diagonale,  -vel:^^ 
dem  Winkel  a  gegenüberüegi 

dl  bedeutet  die  Diagonale,  ^nkf 
durch  den  Winkcuf  a  geht, 

S  bedeutet  den  Winkel.  wd<^^ 
die  Diagonalen  einschliesseB, 

F  bedeutet  den  Inhalt  des  ^'-'-^ 
boids. 


Formeln  über  das  Viereck. 
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5)  Formeln  Ober  das  gerade  oder  das  gleichschenklige  Trapez, 

das  Antiparallelogramm. 

a  —  h 


Formel  418. 
Formel  414. 
Formel  415« 


cosa  = 


2c 


sin«  =  — 
e 


sina  = 


2h 


a  —  h 


\  siehe  Andentnng  zur  Aufg.  700, 
I  Seite  444 

\  siehe  Andeatang  zur  Aufg.  713, 
{  Seite  454 

)  siehe  Andentnng  zur  Anfg.  718, 
j  Seite  457 


Formel  416. 
Formel  417. 


d 


=\/mj+'>  ] 


siehe  Andeatang 

zur  Aufgabe  700, 

Seite  444 


'•      ^  —  j    8.  Andeatang 

aA-h     / —TZ TT  /  zur  Aafgabe  704, 

^-I— \/(2c  +  a  — fc)  (2c-a-hl>)(       SeitI  448 
4  ' 


Formel  418. 
Formel  419. 
Formel  420. 
Formel  421. 
Formel  422. 


«^  —  ^^  ^ 
J^  = i tg« 


-^       t         ,  r-^ i:2\  t  l  B-  Andeatang  zur  Aaf- 

F  =i\a—  yc^  —  h)'hi      gäbe  713,  Seite  454 

)  8.  Andeatang  zar  Aaf- 
f     gäbe  700,  Seite  444 

in        /        ^  ^.v«   \  >.  oi«  «  '   8-  Andeatang  zar  Auf- 
F  =  (a  — C.C08ß)-c.8in«|     g^be  702,  Seite  447 

ET         ^  jo  cA^jt     \  siehe  Andeatang  zar  Aufg.  710, 
F=-^di'8in^     j  Seite  452 

■g-,        ^  /^  _!_  ri  \ft  »{« ^     l  *•  Andeatang  zar  Aaf- 
-F=:  Y(<ii  +  asP8m<f    I     gäbe  709,  leite  451 


a  and  b  bedeuten  die  parallelen 
Seiten; 

e  bedeutet  eine  der  nicht  paral- 
lelen Seiten  eines  Antiparallelo- 
gramms ; 

a  bedeutet  den  Winkel,  welchen  die 
grössere  der  parallelen  Seiten  a 
mit  einer  der  dritten  Seiten  c 
bfldet; 

h  bedeutet  die  Höhe,  d.  i.  der  senk- 
rechte Abstand  der  beiden  paral- 
lelen Seiten  a  und  (; 

d  bedeutet  eine  der  Diagonalen; 
dl  und  dt  bedeuten  die  Abschnitte, 

in  welche  sich  die   Diagonalen 

gegenseitig  zerlegen; 

S  bedeutet  den  Winkel,  welchen 
die  Diagonalen  miteinander  bil- 
den und 

F  bedeutet  den  Inhalt  des  Anti- 
parallelogramms. 


6)  Formeln  über  das  doppelt-gleichschenklige  Viereck,  das  Oeltoid. 


Formel  428. 


_,        d'd. 
^  ""~2~ 


}^iiA^ä^  i«<i/kii*«n»  -««  A«*-  TOo  \    d  und  dl  bedeuten  die  zu  einander 
siehe  Andeutung^  Aufg.  722,  \   «  senkrecht  stehenden  Diagonalen, 
1     F  hp.A  Anipt  den  Inhalt  eines  Deltoids. 


7)  Formeln  über  das  Kreisviereck. 


Formel  424.      c 


oder  =  — -Vabcd 
ad 


bc 
~d 


Fignr  55. 


ß  n  f  cd 

Formel  424  a.   ctg^r^y  — 


oder  :=  — ,  \/ahcd 
ab 


Formel  424b.   ctg 


2         V   6 


d 
be 


oder  =  -T —  V^^cd 
bc 


Formel  424  c.    ctg 


2 


=Vf 


b 
d 


Formel  425. 
Formel  426. 


oder  =  — T  yabcd 
cd 

F=z  \/^abcd 

Vabcd 


r  = 


oder  = 


a-]-  c 

\/abcd 

J'-fd' 


Die  Bedeutung  der  Buchstaben  «,  &,  c  und  d;  a,ß,y  und  9 

ergibt  sich  aus  der  Figur  55. 
r  bedeutet  den  Radius  des  einem  Kreisyiereck  einbe- 
schriebenen Kreises; 
F  bedeutet  den  Inhalt  des  Kreisvierecks. 


952        ZttBammenstelluiig  der  wichtigsteii  der  in  diesem  Bnch  entwickelten  Formeln. 


Formel  427. 


oder 


S  +  ß 
2R  oder 


Formel  428.     a  +  c=zb  +  d 


\  dehe  Erid.  607, 
^  «^^  \   Seite  727  und 
1800/  Erw.  596,  S.710 

}  siehe  Erkl.  607, 
Seite  727  und 
Erkl.  606,  8.  726 


Die  Bedentnng  der  Bachstaben  a,  b,c\iM 
d',  a,  ßf  Y  ^°^    ^  ergibt  sieh  &tu  der 
Fignr  55. 


8)  Formeln  über  das  allgemeine  Trapez. 


((,  »_.  c)2  4-  (fÄ  —  62 

Formel  429.      cos a  =  ^      nL         ^ 

Formel  429a.    cog/g  =  ^      ow         x 

•^  2fe(a  — c) 

Formel  480.      d^^  +  d,«  =  6«  +  d«  +  2  a  c 
Formel  481.      d^  —  d^^  =  -^^i^  (rf«  —  h^) 


s.  Andentong 

znr  Aufgabe  739, 

Seite  473 


Formel  482.      6  =  (a  —  c)  -^ 


sina 


sin  («  H-  /J) 

Formel  482a.   d  =  (a  -  c)    .    f^'^f  ,, 

^  •      '  sm(a  +  ^) 

Formel  488.      (6  —  d) :  (6  +  d)  = 


8.  Andeutung 

zur  Aufgabe  731, 

Seite  468 


I    8.  Andeutung 


isr  ^JUL  .  to  ^  +  ^  I  zur  Aufgabe  737, 


2 


Seite  472 


Formel  484. 


Formel  485. 


Formel  486. 


Formel  487. 


__    (a  —  c)  sin a  sin/J 
""        sin  («  +7) 


'V     s.  Andeutui 
\  zur  Aufigabe  7S3, 
/        Seite  486 

\  siehe  Erkl.  404, 
i        Seite  446 


^  ^  (g  +  c)  (g  ~  c)  sin«  sin/?  \  ^  An^^^^^"^^ 
28m  («  +  /9)  /        Seite  468 


1?'  = 


a~\-  c 


2 


•  bsin/S 


Formel  488. 

-Q  sin«  (2a  —  d  cos«  —  "V/fc*  —  d*  sin«) 

Formel  589.    F  = 

V{Q>  +  d)^{a^c)y 
V{{a-c)  +  {h^d)y 
V{{a-c)-{h^d)\ 


Formel  440.   F 


\     8.  Andeutung 
>  zur  Aufgabe  734, 
j        Seite  470 


s.  Andeutung 

zur  Aufgabe  7%, 

Seite  466 


8.  Andeutung 

zur  Aufgabe  739, 

Seite  473 


[IL        •    /     I    A\  -■  I    6'  Andeutung 

Ä  sm(«  +  ^)1    ,      I  zur  Aufgabe  742, 

¥  '  sin«  sin i9  1  Seite  47?  und  die 

^  sin«  sin/f  j         j  g^j^  ^j^  g  47Q 

«  ,  ---       «         ,  .       /        <?     sinf«4-iJ')M    8.  Andeutung 

Formel  441.    F  =  (isino  (  a— -^  •        \T      |V  zur  Aufgabe  743, 

V         2  8in/9  yj        Seite  481        ^ 


?  t 


a  und  c   bedeuten  eie  beiden  pi 
rallelen  Seiten  eines  Tnpei^ 

h  und  (f  bedeuten  die  nicht  f»nl 
lelen  Seiten  desselben; 

a  und  /?  bedeuten  die  der  S^t 
anliegenden  Winkel; 

dl  bedeutet  die  Diagonale,  ▼eki;^ 
die  Endpunkte  der  Seiten  a  und  i 
verbindet; 

dt  bedeutet  die  andere  Diagoca>:. 

welche  die  Endpunkte  der  Seiter 

a  und  d  verbindet; 
8  bedeutet  den  dem  Winkel^  geget- 

überliegenden  Winkel; 

A  bedeutet  die  Höhe,  d.  i.  der  senk- 
rechte Abstand  der  beiden  pa- 
rallelen Seiten  a  und  c; 

F  bedeutet  den  Inhalt  des  Trapezrs 


Fonnelii  über  das  Viereck. 
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Formel  442.      cosa  = 


Formel  442  a.    cos^  = 
Formel  442  b.    cosy  = 


9)  Formeln  über  das  Sehnenviereck. 


Formel  442  c.    cosif  = 


^(ad  +  hc) 

ff2  -[-  ft2  _  c«  —  d^ 

^(ah  +  cd) 
fc2^e2^g2  — d:2 

2  (6c -f- ad) 

(.2  -|_  (J2  —  fl2  —  62 

2{ed  +  ab) 


Formel  448.     «  +  y 
Formel  448  a.  ß  +  d 


=  2Ä  oder  =  1800 
=  2Ä  oder  =  180o 


Formel  444.     sin 


a 
2 


ß 

Formel  444a.  sin—- 
Formel  444  b.  ain-^ 


Formel  444  c«   ain-^ 


Formel  445«     cos 
Formel  445  a.  cos 


2 

ß_ 
2 


Formel  445  b«  cos^ 

Sa 


Formel  445  c.  cos 
Formel  446.  tg 
Formel  446  a.    tg 


Formel  446  b.  tg^ 

Formel  446  c.  tg  — 

Formel  447.  sin« 
2 


=v 


f(8  —  a)  (»  —  d) 


ad-\-bc 


{8  —  a)(s  —  h) 
ab-^-cd 


2 

a 
2" 

2 


(S-b)(8-^c) 

bc-\-ad 

{8--c)i8^d) 

cd-\-ab 

{8  —  b){S'^e) 
ad-^bc 

{8-c){8-d) 

ab-\-cd 

(8  —  a){8  —  d) 
bc--\-ad 

(8-a){8--b) 
cd-j-  ab 

{8  —  a){8^d) 
(8-b)(8^e) 

(«  —  a){8  —  b) 
{8  —  cn8~^ 

(8-b)(8-e) 
(s  — a)(s  — d) 

{s'^c)  (8  ^  d) 


ad-\-bc 
Formel  447a.     Bin/9 
2 


\/(»  — a)  (s—b)  («— c)  {8—d) 


^j,^,jVie^a)(8-b)i8--c){8-d) 

Formel  447  b.     siny  = 

T^^  V{<>-a)(»~h-)(s-c)is-d) 

Formel  447  c.     sin«^  = 
2 


cd-\-  ab 


\/(r  — a)  («—&)(«— c)(«—rf) 


xo23 

<!« 

09  P 

< 


OD 


5 


:0 

P 

'S 


^^ 
iß" 

o 

•§ 

g 


Figur  56. 


Die  Bedeatung  der  Bncbstaben  a,  6,  c  und  d: 
a,  /},  Y  ^^d  ^  ergibt  sich  ans  der  Figr  56. 

9  bedeutet  die  halbe  Summe  der  vier  Seiten, 

also: 

a-f  fr  +  c  +  rf 

*  = 2 


954        Znsaminenstellnng  der  wichtig^sten  der  in  diesem  Buch  entwickelten  Formeln. 


Formel  448.      c  =\/  - — - — r  1 — t 

V  ab-f-cd 


hc) 


Formel  448a.  f  =  ^ill+J>I)^^_±^ 


siehe  Anflösung 

der  Aufgabe  1016, 

Seite  713 


\    siehe  Erkl.  599, 
I         Seite  713 


Formel  449«      C'f  z=z  a'C-\-b'd 

Formel  450.      e:f=(ad  +  hc):{ab  +  cd)    |    "'*s^^'^if^' 


Formel  451.      R  = 
Formel  451a.    i?  = 


oder  = 


2  Bin/}  28in<^ 
f  f 

2Bina  28m  7^ 
Formel  452.      R  = 


1  y/(ab-\-cd){aC'\-bd){ad-\-bc) 


siehe  Auflöstug 

*  der  Aufgabe  1017, 

Seite  714 


Formel  458.       F  =^  ab_±_cd^   ^.^^ 

Formel  458  a.    F  =.  - — '— ßin<f 

Formel  458  b.    F  =  ^    T    -  •  sin « 


Formel  458  c.    F  = 
Formel  454.      F  = 


ad-\-bc 


siehe  Auflösung 

>  der  Anfigabe  1018, 

Seite  715 


&my 


/(s— o)  (s—b)  (s  — c)  (8-d)} 


Die  Bedentung  der  Buchstaben  a. 

»,  c  und  d;  a,  /},  y  und  ^;  «  und / 

ergibt  sich  aus  der  Figur  '^ 

8  bedeutet  die  halbe  Summ«*  ier 
Tier  Seiten,  also: 

o4-  b-\-c-{-d 
.  = 2 

B  bedeutet  den  Radios  des  den 
Sehnenviereck  um.be8chn<~ 
benen  Kreises; 

jF*  bedeutet  den  Inhalt  des  Sehen- 
Vierecks. 


10)  Formeln  über  das 


Formel  455. 


a 


Formel  455  a.     r  = 


Formel  455  b.     r  = 


Formel  455  c.     r  =: 


Formel  456.       r  = 


ctg|-  +  ctg|^ 
b 

ctg4  +  ctg|. 


ctgf +ctg-^ 
d 

ctg^+ctg| 

.      a     .     ß 

o-sin-n-  sin^ 


sin 


a^ß 


2 


ß 


Formel  456  a.     r  = 


Formel  456  b.     r  = 


6  •  sin  ^  sm  ^ 
C'Sin  -^  sm-^- 

m  -t — ! 


sm 


') 


Formel  456  c.     r  = 


d- sin  — sin -^ 


sm 


2 


«> 


s 
u 

g 

:0 

c 

o 


Tangentenviereck. 

Figur  57. 


Formel  457.       F  -. 

Formel  458.   a-\-c=b-\-d  siehe  Erkl.  606,  S .  726 


Die  Bedeutung  der  Buchstaben  a,  b^  c  und  tf:  a,  p  ; 
und  S  ergibt  sich  aus  der  Fig:Qr  57. 

r  bedeutet   den  Radius    des  dem  Tani^iitenvi^r' 
einbesohriebenen  Kreises; 

r  bedeutet  den  Inhalt  des  Tangenten^ereeks: 
8  bedeutet  die  halbe  Summe  der  vier  Soten  & 
und  tf,  also: 

a+64-c  +  rf 


8 


Fonneln  über  das  Viereck. 


955 


11)  Formeln  über  das  allgemeine  Viereck,  das  Trapezoid. 


Formel  469.  a  =  d'cosa  —  c-cos  («  +  <^)  +  h-eosfi 

Formel  469  a.  &  ^  a  •  cos/S  —  d«  cos  («  -j-  /J)  -j-  c-  cosy 

Formel 469 b.  c  =  6*cosy  —  a*C08(ß'^y)^d'C08d 

Formel 469c«  d  =z  c-cos<^  —  &-cos(<^-{-y)  +  a'C08« 

Formel  469d.  a  =  d-cos«  —  c-cos  (ß-\-y)-[-  h'cosß 

Formel  469e«  h  =.  a>  cos/9  —  d  -  cos  (^-\-y)-\-  c-  cosy 

Formel  469f.  c  =^  6«cosy — a-cos(a  +  <f)  +  rf-co3<^ 

Formel 469gr.  <J=  c«cos^ — &'Cos(a  +  /J)  +  a-cosa 

Formel  460.  d-Bma  =  c*am{a-{-&)-\-  h'Biaß 

Formel 460a«  a* sin/9  =d'Sin(a-|-/J)  + c-siny 

Formel 4e0b«  fe-siny  =:a-sinOJ  +  y)  +  (2-sin<f 

Formel460c«  C'Sin«^  =  6-8in(y  +  <r)  +  a'Sina 

Formel 460d.  d •  sin«— —  c- sin (/»  +  /)  + &.8in/J 

Formel  460e«  a-8in/J=:  —  d-sin(y+<^)-^  <^*8iny 

Formel 460f«  6«8iny=  -— a •  sin  (a+<r)-|-d- sind 

Formel  460g.  c-sind=  —  6- sin  (a-f- /?)-}"  «•  sin« 

Formel  460 h«  a+ß  +  y-j-^  =  4R  oder  =  360o 


0 


,  siehe  Auflösung 
der  Aufgabe  775, 
Seite  507  und  die 
Erkl.  43^  S.  510 


siehe  Erkl.  332, 
Seite  305 


Die  Bedeutung  der  Buch- 
staben a,  bf  e  und  d;  a,  ß^  Y 
und  S  in  den  Formeln  450 
bis  470  ergibt  sich  aus  der 

Figur  58 

(siehe  die  Anmerkungen  34 

bis  41,  Seite  488  bis  486). 


Formel  461«      cosy   = 


*)  Diese  Formeln  enthalten   die  allgemeinen  Beziehungen  zwischen  den  vier 
Winkeln  und  den  vier  Seiten  eines  beliebigen  Tierecks  (siehe  auch  die  Erkl.  433,  Seite  508). 

j2  _|_  c2  —  a«  —  (?«  +  2 arf  COS« 


2hc 


Formel  462. 


C08-^- 


=ir- 


-r  c)2  -  (d  —  a)8  —  4 a(i 8in2^ 


bc 


Formel  468«     sin 


Formel  464« 

Formel  466. 
Formel  466« 

Formel  467. 
Formel  468. 


2 
sin/9 


=iV'— 


—  a)2—(b  —  c)2  +  4  adf-sin«!" 


hc 


siehe  Andeutung  zur  Auf- 
gabe 767,  Seite  486 


COSa  = 


—--L.—..  Y(a+h+c  +  d)  (b+c^a-d)  {i+c-^d-^b)  (a+b--c-d) 
^{ao—cay  giehe  Andeutung  zur  Aufgabe  771,  Seite  503 

d  =  Va^+b»+c^-2[äbcöaß  i-bc  cosy-ac  cosiß-^-y)]     |  gjehe  Andeutung  zur 

a + c  •  cos  (/J  -h  y)  —  &  •  cos  /S  \         Aufgabe  776, 


Va*4-&2+c2-2[a&.cos^+6c-cosy-fac-co8(iJH-y)] 


Seite  511 


d  =  +  V  c*  —  [«  sin  a  —  6  sin  (a  -f  ß)]^  —  fe  cos  (o  -f-  /9)  -f-  a  cos  «|    s.  Andeutung 


8in(a  +  /f  +  y)  = 


b  sin  («  +  /J)  —  a  sin« 


j 


zur  Aufg.  777, 
Seite  512 


Formel  469«  d  =  cco8d-\-  l/ft«  —  (c  sin <f  —  a  sin a)«  -f-  a •  cos «] 

CT           1  4«/^        •   «        d'Sin«  —  c-sin(a4-<f)  ; 

Pormel  470.     sm/J  = — ^  —  — ^  1 


siehe  Andeutung  zur  Aufgabe  778, 
Seite  514 


966         Zosammenstellang  der  wichtigsten  der  in  diesem  Bach  entwickelten  Fonnek. 


Formel 

Formel 

Formel 

Formel 
Formel 

Formel 


471. 

471a. 

472. 

472  a. 
478. 

474. 


_    h-au(y  +  <f)  -f-  « sin« 


sincT 

6  •  sin  y  -|-  a  sin  («  +  <^) 


8iD(f 

c-8in<f  —  a'Sina 


"^        8in(y  +  <r) 
,  __    c-siny —  a'Siüß 
"~        8in(y  +  <r) 

F  =  —  (ad«8in«-|-ftc«Biny)  J 


siehe  Andeatimg  zur 
Aufgabe  780,  Seite  515 


siehe  Andeatting  zur 
rAofgabe  781,  Sexte  516 


siehe  Andeutung  zur  Auf- 
gabe 767,  Seite  488 


^=i'S^-^^^+*+'+^^^^+'""^~^> 


Formel 
Formel 
Formel 

Formel 

Formel 
Formel 


476.    F  = 


_    e^f 


siehe  Andeutung  zur  Aufgabe  771,  Seite  508 


smc 


\  siehe  Andeutung  zur  Auf- 
■ 3te  "' 


2 .     f        gäbe  771,  Seite  504 

1  )    s.  Andeutung 

476.   jP  =  —  [a&«8m/9-|-&c»8iny — ac« sin OJ+Z)]}'  ««r  Auf^fb.  776, 
^  /        Seite  oll 

__  2aft'8ing8iny-|-a8'Singsin(c-|-<y)-H&^'Siny8in(y-hJ) 


477.     F=: 


2  sind 
siehe  Andeutung  zur  Aufigabe  780,  Seite  515 


Mno      TP  _«  c^'Sinifsiny  ~  gg'Singsin^  \   siehe  Andeutung  zur  Auf- 
*'»•    ^  —  2  8in(y  +  <rj  /        «»*»•  '^1»  ^^te  516 

Antk       r»  —  &^  +  <^  —  g^  —  c'     ♦„,    l  siehe  Andeutung  zur  Auf- 


Die  Bedeutung  der  Buck- 
staben a,  5,  c  und  d: 
a,  /3,  /  und  S  ergibt  sieb 
aus  der  Figur  56- 

F  bedeutet  den  Inhah: 
«  und  f   bedeuten   die 

Diagonalen  des  Tier- 

ecks; 

' €  bedeutet  den  ^mk^l, 
welchen  die  Dia^;»- 
nalen  einsdüienen; 

ßiy  ßtt  ^1  und  ^  bedentcB 
die  Winkel,  welchen 
die  Diagonale  f  ^sieb« 
Figur  280,  Seite  4^^ 
mit  den  vier  S«itcc 
bilden. 


480.    F  = 


sin  (/?  4-  y)  i        1  ^'  Andeutimg 

—      '   ^   [aft-sin^+ftc-siny— ac'Sin  (/J+y)]  y^ur  Aufgb.  7©» 
ia  }       Seite  517 


Formel481.    F  =  ^\  '^;^'^'.\  +    wi^t^\1 


\   siehe  Andeutun, 


/  zur  Aufigabe  7i 
)         Seite  4d5 


§?, 


E)  Formeln  über  die  regelmässigen  Vielecke. 


Formel  482.     R  = 


8 


2  sin  - 


180P 


Formel  482  a.    s  =  2  i?  •  sin 


1800 


Formel  488.      r  = 


Formel  488a.    «  =  2rtg 


Formel  484.       r  =  JR-cos 


Formel  484  a.  £  = 


-g-ctg— - 
1800 


n 
1800 


n 


Formel  485.      F  = 


cos  -    - 

"~2 
n'«2 


1800 


Formel  486.      F  =  —r-  •  ctg 

4        ^     n 


Formel  487.      F  = 


n.Ä2     .     3600 
— - — 8in 


n 


Formel  488.      F  =  n-r^- ig 


1800 
n 


siehe  Auflösung 

der  Aufgabe  978, 

Seite  686 


8  bedeutet  die  Seite  eines  rtpA 
mSssigen  Yielecks  (eines  Rgn 
lären  Polygons) ; 

M  bedeutet  dessen  Seitenzahl; 

R  bedeutet  den  Radius  des  d^HL- 
selben  umbeschriebener 
Kreises; 

r  bedeutet  den  Radius  des  d^c 
selben  einbeschriebeiec 
Kreises ; 

F  bedeutet  den  Inhalt  des  PoItsoc« 


Fonneln  über  die  regnlären  Polygone  und  den  Kreis. 


967 


Formel  489.      s  =  5- cos 


Formel  490.      S  = 


s 


cos 


180> 
n 


800    I 

I 


siehe  AnflösoBg 

der  Aufgabe  979, 

Seite  090 


Formel  491.     ««  = 


S2n 


Formel  491a.  82h 


Formel  492.     w» 
Formel  498.    ün 


} 


=yis(R-Vs'-^f) } 


^'^^    ]    siehe  ErkJ.  o86,  Seite  683 
n-Sn  ß 


siehe  AnflOsnng 

der  Aufgabe  960, 

Seite  090 

siehe  Erkl.  583, 
Seite  691 


s  bedeutet  eine  Seite  eines  einem  Kreis  umbe- 
schriebenen regulären  Polygons; 

8  bedeutet  eine  Seite  des  demselben  Kreis  ein- 
beschriebenen  regulären  Polygons; 

H  bedeutet  die  Seitenzahl  eines  Jeden  dieser  Poly- 
gone. 

R  bedeutet  den  Radius  eines 
Kreises; 

8n  bedeutet  eine  Seite  des 
diesem  Kreis  ein  be- 
schriebenen Polygons 
mit  der  Seitenzahl  ». 

9in  bedeutet  eine  Seite  des 
diesem  Kreis  einbe- 
sehri ebenen  Polygons 
mit  der  doppelten 
Seitenziüil  2n. 

Un  bedeutet  den  Umfang  eines  einem  Kreis 
einbeschriebenen  regulären  Polygons 
mit  der  Seitenzahl  n; 

^N  bedeutet  eine  Seite  desselben. 

Uh  bedeutet  den  Umfang  eines  einem  Kreis 
umbeschriebenen  regulären  Polygons 
mit  der  Seitenzahl  m; 

Sh  bedeutet  eine  Seite  desselben; 

n  bedeutet  stets  die  Seitenzahl  des  betreffen- 
den Polygons. 


F)  Formeln  über  den  Kreis. 


f«-«.«!  IAA  o     -i«  **    \       siehe  Andeutung  zur  Aufgabe  797, 

Formel  494.    «  =  2r.8iii^-J  g^te  530 


Formel  494a.  s  =  S-dn-^  filr  den  Radios  r=\ 


a 


Formel  494b.  s  =  sin  -  fiir  den  Durchmesser  2r  =  1 


siehe  Erkl.  454, 
Seite  532 


Formel  495.     s  —  2a -tg 


Formel  496.     r  = 


a 


a 
008^ 


siehe  Andeutung  zur  Aufgabe  799, 
Seite  533 


Formel  497.      2rn  :  boga  =  3600  :  ofi        siehe  Erkl.  459,  Seite  53o 
Formel  497a.  bog«  =:  2rn 


8600 


oder : 


cfi 


Formel  497b.  bog«  =  r;r--— — 


Formel  498.     bog«  = 


Tl'S 

a 

sm-^ 


«0 


3600 


6 


siehe  Andeutung  zur  Auf- 
lösung der  Aufgabe  801,  I 
^  Seite584unddieErkl.46I,  ^ 
Seite  536 


äs: 

Hl 


} 


siehe  Andeutung  zur  Auf- 
gabe 802,  Seite  537 


Formel  499.      U  =  2r7r    siehe  Erkl.  460,  Seite  536 
Formel  500.     F  =  r^n     siehe  Erkl.  487,  Seite  557 

Formel  501.     Sektor  =  ^^^'-öfiöö  (  **®^®  ^'^-  ^  ^®**®  ^^ 


Formel  602.     Sektor  =  -  — — 


n8^_      cfi     \ 


siehe  Andeutung  zur  Auf- 
gabe 8:^,  Seite  556 


l      ait 


Formel  608.     Sektor  =  7.  'bog««  J  siehe  Erkl.  488,  Seite  557 


r  bedeutet  den  Radius  eines 
Kreises, 

s  eine  Sehne  desselben; 

a  den  zu  dieser  Sehne   ge- 
hörigen Gentrie  Winkel; 

a  den  Abstand  der  Sehne  « 
vom  Kreismittelpunkt; 

boga  bedeutet  den  zu  dem 
Oentriewinkel  a  gehörigen 
Bogen ; 

U  bedeutet  den  Umfang  des 
Kreises; 

F  bedeutet  den  Inhalt  des 
Kreises ; 

arc  a  bedeutet  den  Bogen  eines 
Kreises,  welcher  zu  dem 
Oentriewinkel  a  eines  Krei- 
ses gehört,  dessen  Radius 
=  1  ist; 

.r  bedeutet  die  irrationale 
Zahl  3,14159265 


958        Zosammensteliung  der  wichtigsten  der  in  diesem  Bnch  entwickelten  Formeln. 


Formel  504.     Segment  =  -q  i  2»-——  —  sin«  j  1   si 
oder-  l  *® 

Formel  504  a.  Segment  =  ^    l'^Tiöö  ""8""^")    1  Erkl.49l,  Seite  56 


siehe  Auflösung 
der  Attfigabe  826, 
die 
Seite  560 


r2  \ 

Formel  505.     Segment  —    -  (arca  —  sin«)  J 


siehe  Erkl.  492, 
Seite  561 


worm: 

cfi     \ 
Formel  505a.    arca  =:  n-  )  siehe  Erkl.  493,  Seite  561 

101)"   j 

«•          ,  ^^«       «                     ^   /    a^          8ina\  \     siehe  Andeutung 
Formel  506.    Segment  =  F  •  |  -jt^t^ ^ —  )  >    zur  Aufgabe  835, 

^  V^ßO^  27r  y  /  Seite  567  J 


Formel  507.    F 


(Ifi.a+^-ßyn  _ ig28inc+  r^sin/?  I  Äg  dl; 

2  •  j  Aufg.  1038, 


360 


Seite  729 


Formel  508.      c  =  V ß^+  r*+  auTT^  j  •^'i^.tf^-'slfrTr- 


r  bedeutet  den  Radius  eiLt> 
Kreises, 

a  einen   Ceatriewinkel   dem- 
selben; 

F  bedeutet  den  Inhalt  de& 
Kreises; 

ar€a  bedeutet  den  Bogen,  wei- 
cher zu  dem  Centriewinkel  u 
eines  Kreises  gehört^  dessen 
Radius  =  1  ist; 

^  bedeutet  die  irratioL<:.lr 
Zahl  3,14150265 


s  und  r  bedeuten  die  Radi^ü 
zweier  sich  schneidend c> 

Kreise; 

a  und  ß  bedeuten  bezw.  die  in 
Grad  ansgedräekten  CrrL- 
triewinkel,  welche  sc  i-.'r 
gemeinschaftlichen  if  •  1  r  - 
jener  sich  schneidendea 
Kreise  gehören; 

F  bedeutet  den  Inhalt  d<:> 
beiden  Kreisen  e^- 
meinschaftlichenFU- 
chenstficks; 

3T  bedeutet  die  iiratioBale 
Zahl  3,1415a£5  .  .  . 

S  und  r  bedeuten  die  Radirr 
zweier  sidi  schneideQi'S 
Kreise; 

€  bedeutet  den  Winkel,  li  ;•: 
welchem  sich  diese  Err>- 
schneiden  (siehe  Erkl.  o> 
Seite  73&); 

c  bedeutet  die  Centrale  Vi 
der  Kreise. 


Berichtigungen.  *) 


*)   Die  nachstehenden   bis  Jetzt  gefundenen   Berichtigungen  sind   vor  dem  Gebrauch  des  Buches 

an  den  betreffenden  Stellen  einzutragen. 

Seite    14.    In  Erkl.  41  soll  es  in  Formel  11  heissen:  cosa  statt:  cos  a 

Seite    36.    In  Aufgabe  65  soll  es  heissen:  in  einem  gleichschenkligen,  statt:  in  einem 

rechtwinkligen. 
Seite    48.    In  Auflösung  der  Aufgabe  116  muss  der  Nenner  der  vorletzten  Gleichung  heissen: 

2  statt:  3 
femer  muss  der  Nenner  der  Formel  85  heissen:  6  statt:  9 
Seite    80.    In  Erkl.  130  soll  die  linke  Seite  der  Formel  108  heisren:  c  statt:  a 
Seite    81.    In  Erkl.  131  soll  es  auf  der  rechten  Seite  der  Formel  106  heissen:  sina  statt:  sin-a 
Seite    92.    In  Erkl.  155  sollen  die  linken  Seiten  der  Formeln  151  und  152  heissen:  tga  statt:  tgß 

femer  soll  es  in  Formel  150  heissen:  (a-^cjcostp  statt:  (a  —  c)cos^ 
Seite    93.    In  Erkl.  156  soll  es  auf  der  rechten  Seite  der  Formel  164  heissen:  {b-\-c)cos<p 

statt:  (b  —  c)co8(p 
femer  soll  es  im  Nenner  auf  der  rechten  Seite  der  Formel  166a  heissen:  b-Bina 

statt:  b'ÖJia 
Seite    95.    In  Formel  181  soll  es  im  Nenner  unter  der  Wurzel  heissen:  ab,  statt:  ac 

a  d 

Seite    97.    In  Erkl.  161  soll  es  in  der  Formel  179  heissen:  cos-g-  statt:  cos-x- 

Seite  102.    In  den  Erkl.  166  und  167  soll  es  heissen:  ein  beschriebenen,  statt:  umbeschriebenen. 
Seite  118.    In  Formel  202a  soll  es  im  Nenner  des  letzten  Gliedes  heissen:  4,  statt:  2a 
Seite  205.    Ueber  der  Andeutung  zur  Auijg^abe  306  soll  es  heissen: 

Gegeben  {  •  =  40^1  »•  sutt:  Gegeben  {  «  =  ^^^^  "» 
Seite  212.    Ueber  der  Andeutung  zur  Angabe  316  soll  es  heissen: 

Gegeben  {^  ^  ^5^  statt:  Gegeben  j;^  =  15m 

Seite  217.    Der  Abschnittstitel  soll  die  Nr.  9  statt  Nr.  8  haben. 

Seite  217.    In  der  Aufgabe  324   soll  es  heissen:   der  Gegenwinkel  ß  der  Seite  b  ist 

doppelt  so  gross  als  der  Gegenwinkel  a  der  Seite  a,  statt: 
der  Gegenwinkel  a  der  Seite  a  ist  doppelt  so  gross  als  der  Gegenwinkel  fi 
der  Seite  b,    (Eingesandt  von  Kartograph  Mühe  in  Glogau.) 

Seite  272.    In  Andeutung  zur  Aufgabe  420  soll  es  in  der  fünften  Zeile  heissen:  Endpunkt  G 

statt:  F 

Seite  283.    In  Erkl.  317  müssen  folgende  Berichtigungen  yorgenommen  werden: 


a)  die  rechte  Seite  der  Gleichung  c)  muss  heissen: 


25c 


960  BerichtiguiigeiL 

1,2  -L  <;2  _  [^ 

b)  die  rechten  Seite»  der  Gleichungen  d)  und  d,)  müssen  heissen: '-^ 

c)  der  in  der  rechten  Seite  der  Gleichung  e)  enthaltene  Quotient  muas  heisscL. 

d)  der  in  der  rechten  Seite  der  Gleichung  f)  enthaltene  Quotient  muss  heissen: 


2ac 

e)  die  rechte  Seite  der  Relation  8)  muss  heissen: ■ r 

(Eingesandt  von  C.  Ereeter,  cand.  math.  in  Fürstenwalde.) 

Seite  319.    In  der  Erkl,  844  soll  es  in  Gleichung  2)  heissen:    ^  '  .    '  ^   statt:    ^"^    '^' 

Seite  352.    In  der  fünften  Zeile  des  Abschnittstitels  X)  soll  es  heissen:  und  die  Differeni 

und  zweier  von  statt:  und  swei  von. 
Seite  411.    Ueher  der  Andeutung  zur  Aufgabe  657a  soll  es  heissen:  (siehe  Erkl.  230)  statt: 

(siehe  Erkl.  208). 
Seite  420.    In  der  Ueberschrift  des  Abschnitts  c)  soll  es  heissen:  schiefwinklig-gleichseitige, 

statt:  schiefwinklig-gleichschenklige. 
Seite  498.    In  Anmerkung  41  soll  es  in  der  letzten  Zeile  auf  Seite  493  heissen:  der  Aufgabe  775, 

statt:  der  Aufgabe  767. 
Seite  509.    In  der  Erkl.  488  soll  es  in  Gleichung  la)  heissen:  =  0  statt:  •— 0. 

femer  soll  es  in  Gleichung  a^)  heissen: 

a*cos(a  +  i*  +  y  +  <r)  statt:  ««cos  («  +  /'  +  >'  +  ') 
Seite  516.    In  Andeutung  zur  Angabe  781  soll  es  in  der  Gleichung  B)  heissen:  sinCy-f*^' 

statt:  sin  (/  +  <*) 
Seite  598.    In  der  Aufgabe  882  soll  es  auf  der  rechten  Seite  der  Relation  6)  heissen: 

sin'^y  statt:  sin^j/ 


^t       «*««.♦.       ^1 


Seite  616.    In  der  Aufgabe  899  soll  es  in  Relation  8)  heissen:     .  \      statt:  —r-~ — 

®  '  sm2/  8in2a 

Seite  655.    In  der  Angabe  961  soll  es  in  Relation  12)  heissen:  ^— 

femer  soll  es  in  Relation  17)  heissen:  Qa  statt  ^ 

Seite  673.    In  Erkl.  568  soll  es  in  Gleichung  1)  heissen:  -^  yTstett:  ^  \/3" 

Seite  690.    In  Aufgabe  980  soll  es  unter  der  Wurzel  in  der  Relation  heissen:  ^^  statt:  s.^ 

Seite  815.    Die  Anmerkung  64  soll  die  No.  64a  statt:  die  No.  64  haben. 

Seite  925.    In  der  Anmerkung  zu  den  Formeln  191  bis  193  soll  es  heissen:  ein  beschriebt  na 

statt:  umbeschriebenen. 
Seite  938.    In  der  Ueberschrift  des  Abschnitts  1)  soll  es  heissen:  den  Winkeln  und  d^-j 

Höhen,  statt:  den  Winkeln  und  der  Höhe. 


-*^*-*^)!^-^— »-^ 


Preisgekrönt  in  Frankfurt  a.  M,  1881, 

Der  ausführliche  Prospekt  und  das  ausführliche  Inhalts- 
yerzeichnis  der  „YollBtändig  gelösten  Anfgabensammlnng  Yon 
Dr.  Ad.  Eleyer"  kann  von  jeder  BacMiandlnng,  sowie  von  der 
Verlagshandlnng  gratis  und  portofrei  bezogen  werden. 

Bemerkt  sei  hier  nur: 

1).  Jedes  Heft  ist  aufgeschnitten  und  gut  brochiert  am  den  sofortigen  und  dauern- 
den Oebranch  zu  gestatten. 

2).  Jedes  Kapitel  enthält  sein  besonderes  Titelblatt,  Inhaltsverzeichnis,  Berichtigungen 
and  Erklftrangen  am  Schlüsse  desselben. 

8).  Aaf  jedes  einzelne  Kapitel  kann  abonniert  werden. 

4).  Monatlich  erscheinen  8—4  Hefte  za  dem  AbonnementspreiM  von  25  Pfg.  pro  Heft 

5).  Die  Beilienfolge  der  Hefte  im  nachstehenden,  karz  angedeateten  Inhaltsver- 
zeichnis ist,  wie  aus  dem  Prospekt  ersichtlich,  ohne  jede  Bedeutung 
für  die  Interessenten. 

6).  Das  Werk  enth&lt  ▲lies,  was  sich  überhaupt  aaf  mathematische  Wissenschaften 
bezieht,  alle  Lehrsätze,  Formeln  and  Regeln  etc.  mit  Beweisen,  alle  praktischen 
Aufgaben  in  vollständig  gelöster  Form  mit  Anhängen  ungelöster  analoger  Auf- 
gaben und  vielen  vortrefflichen  Figuren. 

7).  Das  Werk  ist  ein  praktisches  Lehrbuch  ffir  Schüler  aller  Schulen,  das 
beste  Handbuch  fttr  Lehrer  und  Examinatoren,  das  vorsüglicbste  Lehrbuch 
cum  Selbststudium,  das  yortrefTlichste  Nachschlagebuch  iQr  Fachleute  und 
Techniker  jeder  Art* 

8).  Alle  Buchhandlungen  nehmen  Bestellungen  entegen. 


Das  vollständige 

Inhaltsyerzeichnis 

der  bis  jetzt  erschienenen  Hefte 

kann  durch  jede  Buchhandlung  bezogen  werden. 


Halbjährlich  erscheinen  Nachträge  Über  die  inzwischen  neu  erschienenen  Hefte. 


OiMk  rom  Omtl  HAmmtr  ia  Stattgail. 
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